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Résumé  On calcule les restrictions aux points fixes de deux bases de la cohomologie équivariante des
tours de Bott, et on précise la structure multiplicative de ces algeébres de cohomologie. En s’aidant du
travail de Duan, on en déduit une méthode de calcul des constantes de structure de la cohomologie
équivariante des variétés de drapeaux (calcul de Schubert équivariant).

Abstract ‘Equivariant cohomology of Bott towers and equivariant Schubert calculus’. We calculate the
restrictions to fixed points of two bases of the equivariant cohomology of Bott towers, and we describe the
multiplicative structure of these cohomology algebras. We build on the work of Duan to give a method to
calculate the structure constants of the equivariant cohomology of the flag varieties (equivariant Schubert
calculus).
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Introduction

Soit G un groupe de Lie semi-simple complexe connexe. Soient B C G un sous-groupe
de Borel de G, et H C B un sous-groupe de Cartan de B d’algebre de Lie hh. On note
T le tore compact maximal de H et X = G/B la variété de drapeaux associée & ces
données (plus généralement, on s’intéressera aux variétés de drapeaux des groupes de
Kac—Moody). Soit I' une variété de Bott—Samelson, et soit g : I’ — X l’application
naturelle de I' dans la variété de drapeaux X. Le tore compact T agit sur I" et X, et
P’application g est T-équivariante.

Les tours de Bott sont des variétés toriques particulieres munies de 'action d’un
tore D. Une variété de Bott—Samelson I munie de 'action du tore T peut étre vue
comme une tour de Bott Y, et I'action de T sur I" s’identifie & celle d’'un sous-tore de D
sur Y.

On calcule les restrictions aux points fixes de deux bases de la cohomologie D-
équivariante de Y, et, par restriction, on en déduit des résultats similaires pour I.
On décrit la structure multiplicative de Hy(I'), et en explicitant le morphisme g*, on
donne une méthode de calcul des constantes de structure de H3(X) (calcul de Schubert
équivariant).

Dans la §1, on fixe les notations sur les variétés de drapeaux d’un groupe de Kac—
Moody.

Dans la §2, on rappelle les définitions et les résultats de [11] sur les tours de Bott et
leur lien avec les variétés de Bott—Samelson, et on définit des décompositions cellulaires
de ces variétés.

Dans la § 3, on commence par des rappels sur la cohomologie équivariante. On calcule
ensuite les restrictions aux points fixes de deux bases de la cohomologie D-équivariante
des tours de Bott (Théorémes 3.9 et 3.11), et on commence a décrire la structure mul-
tiplicative de ces algebres (Théoremes 3.12 et 3.13). Les Théoréemes 3.9, 3.12 et 3.13
généralisent les résultats de [17] sur les variétés de Bott—Samelson. On rappelle le lien
entre la cohomologie des variétés de drapeaux et celle des variétés de Bott—Samelson.
Dans le cas fini, on calcule la matrice de changement de bases entre deux bases de
H.(X) (Proposition 3.30 et Théoréme 3.31).

Dans la §4, on précise la structure multiplicative de la cohomologie T-équivariante des
variétés de Bott—Samelson (Théoréme 4.7), et on en déduit une formule pour calculer
les constantes de structure de H7.(X) (Théoréme 4.8), i.e. les polynomes p;;, € S(h*)
vérifiant :

§8 =Y pu,&v,

weWw

ol {éw}wew est la base de H3.(X) caractérisée par IXU f“’ = 0p.w, Ol X, est la variété
de Schubert associée a 1’élément v du groupe de Weyl W.

Pour calculer ces polynomes py ,, on envoie Hj(X) dans H7.(I') ol les multiplica-
tions sont plus faciles. Le Théoreme 4.8 généralise la formule donnée par Duan pour la
cohomologie ordinaire [6].

https://doi.org/10.1017/51474748005000216 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748005000216

Calcul de Schubert équivariant 127

1. Préliminaires et notations

1.1. Algébres de Kac—Moody

Les définitions et les résultats qui suivent sur les algebres de Kac—Moody sont exposés
dans [12] et [15]. Soit A = (a;;)1<i,j<r une matrice de Cartan généralisée (c’est-a-dire
telle que a;; = 2, —a;; € Nsi i # j, et a;; = 0 si et seulement si aj; = 0). On choisit
un triplet (h,7,7) (unique & isomorphisme prés), ol h est un C-espace vectoriel de
dimension (2r —rg(4)), # = {a; hi<i<r Cb*, et 7 = {hi}1<i<r C b sont des ensembles
d’éléments linéairement indépendants vérifiant o (h;) = a;;. On notera aussi h; par «;’.
L’algebre de Kac—-Moody g = g(A) est 'algebre de Lie sur C engendrée par h et par

les symboles e; et f; (1 < ¢ < r) soumis aux relations [h,h] = 0, [h,e;] = a;(h)e;,
[h, fi] = —ai(h) f; pour tout h € het tout 1 < ¢ < 7, [e;, f;] = dijh; pourtout 1 < 4,5 <7,
et :

(ade;)! "7 (e;) =0 = (ad f;)' 7% (f;) pour tout 1 <i#j <.

L’algebre b s’injecte canoniquement dans g. On 'appelle la sous-algebre de Cartan de
g. On a la décomposition suivante :

g=he > (9o ©9-a);

aEA L

ol pour A € h*, g = {z € g tels que [h,z] = A(h)z, Vh € b}, et ou on définit Ay par
Ay ={a e, Na; tels que a # 0 et go # 0}. On pose A = AL UA_ ot A_ = —A,.
On appelle A, (respectivement A_) Pensemble des racines positives (respectivement
négatives). Les racines {a; }1<i<r sont appelées les racines simples. On définit une sous-
algebre de Borel b de g par b=h® > o, Fa-

Au couple (g, ), on associe le groupe de Weyl W C Aut(h*), engendré par les réflexions
simples {s;}1<i<r définies par :

YA €D, si(A) =\ — (k).

Si on note S l’ensemble des réflexions simples, le couple (W,S) est un systeme de
Coxeter. On a donc une notion d’ordre de Bruhat qu’on notera u < v et une notion de
longueur qu’on notera I(w). On notera 1 I’élément neutre de W et dans le cas fini (i.e.
W fini & g de dimension finie), on note wq le plus grand élément de W.

On obtient une représentation de W dans § par dualité. Plus précisément, pour tout
1<i<r,ona:

Vheb, si(h)=h—ah)h.

Le groupe de Weyl préserve A. On pose R = W, c’est I’ensemble des racines réelles.
On pose R™ = RN A4, et pour 3 = wa; € R, on pose sz = ws;w™t € W (qui est
indépendant du choix du couple (w, o;) vérifiant 3 = wea;) et 8Y = wh; € b.

Pour (v, w) € W2, on note v — w si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) il existe 8 € R tel que w = vsg,

(i) l(w) = I(v) +1,
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et pour un tel couple, on pose (v, w) = 3 (cette racine est bien uniquement déterminée
par la donnée de v et de w) et BY(v,w) = B".

Pour tout élément w de W, on définit ’ensemble A(w) des inversions de w par
Alw)=A; NnwtA_.

1.2. Groupes de Kac—Moody et variétés de drapeaux

On note G = G(A) le groupe de Kac-Moody associé & g par Kac et Peterson dans [13].
On notera e I’élément neutre de G. Dans le cas fini, G est un groupe de Lie semi-simple
complexe connexe et simplement connexe. On note H C B C G les sous-groupes de G
associés respectivement a b et b. Soit K la forme unitaire standard de G et T'= KN H
le tore maximal de K associé a h. On notera t C h I'algebre de Lie de T Les racines «;
appartiennent a it*

Soit Ng(H) le normalisateur de H dans G, le groupe quotient Ng(H)/H s’identifie &
W. On pose X = G/B = K/T. C’est une variété de drapeaux généralisée. On fait agir
H sur X par multiplication a gauche, ce qui induit une action de T sur X. L’ensemble
des points fixes de T dans X s’identifie a W. Pour toute racine simple «, on note G,
le sous-groupe connexe de G associé a la sous-algebre de Lie g_, @ h B g, C g et on
pose K, = K N G,. Pour w € W, on définit C(w) = B U BwB et pour toute racine
simple «, on définit le sous-groupe P, de G par P, = C(s,). Le groupe K, C P, est un
sous-groupe compact maximal de P, et K, N B =T. On a la décomposition de Bruhat
G = |yew BwB et si on pose X, = BuB/B, X =[],y Xw. Pour tout w € W, la
cellule de Schubert X,, est isomorphe & R?(®). On obtient ainsi une décomposition
cellulaire T-invariante de X ou toutes les cellules sont de dimension paire.

Pour tout w € W, la variété de Schubert X,, est adhérence de la cellule X,,. C’est
une sous-variété irréductible et T-invariante de X de dimension réelle 2/(w). Les variétés
de Schubert ne sont pas lisses en général. Pour tout w € W, on a :

X, = |_| X

w!' <w

2. Tours de Bott et variétés de Bott—Samelson

Soit N > 1 un entier naturel. On pose & = {0,1}". Pour € = (¢1,€32,...,en) € &, on
note 7 () ensemble des entiers ¢ € {1,2,..., N} tels que ¢; = 1 et m_(g) 'ensemble
des entiers ¢ € {1,2,...,N} tels que &; = 0. On appelle longueur de &, notée I(g), le
cardinal de 74 (¢). Pour 1 < ¢ < N, on note (i) € £ I’élément de £ défini par (i); = J; ;.
On définit I’élément (1) de &€ par (1); = 1 pour tout j. On munit £ d’une structure
de groupe en identifiant {0,1} avec Z/2Z. Pour tout entier 1 < n < N, on pose (i) =
L)+@2)+---+(n) el
On définit un ordre partiel sur & par :

e<e & mi(e) Cmp(e).

2.1. Tours de Bott
Les définitions et les résultats des §§2.1.1 et 2.1.2 sont exposés dans [11].
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2.1.1. Définition

Les tours de Bott sont des variétés complexes compactes et lisses construites de la
maniere suivante.

Soit Lo un fibré en droites holomorphe sur CP!. On pose Yy = P(1® Ly), ou 1 est le
fibré en droites trivial au dessus de CP. La variété Y5 est un fibré au dessus de Y; = CP!
de fibre CP! ; c’est une surface de Hirzebruch. On peut itérer ce processus a l’aide de
fibrés en droites notés Lo, Ls, ..., L. A chaque étape, la variété Y; est un fibré au dessus
de Y;_; de fibre CP'. On obtient alors le diagramme suivant (ot pour tout 2 < j < N,
L, est un fibré en droites au dessus de Y;_1) :

P(1® Ly) = Yn

lm

Yn_1
P(1ae L) =Y,
-
CP'=Y1;

im

{un point} =Y,

A chaque étape, on a deux sections particulieres

s):Y;_1 =Y et XY =Y
définies par

sjo(x) = (z,[1,0]) et s5°(x) = (=,[0,1]).

Par définition, une tour de Bott de dimension N est une famille {Y}, 7 , s?, s;-’o}lgjg N
issue d’un diagramme du type précédent.
On dit que deux tours de Bott

0 oo I 0 oo
{Yj,wj,sj,sj bigisw et {Yj»Wj73ja3j h<isn

sont isomorphes s'il existe N difféomorphismes holomorphes {F; : Y; — Y/} 1<j<n qui

/0 S/_oo

: : 0 o0 /
commutent avec les applications m;, s;, s7° et 7}, 57, s/

Exemple 2.1. CP! x --- x CP! (N fois) est une tour de Bott de dimension N.

2.1.2. Classes d’isomorphisme des tours de Bott

On se donne une liste d’entiers C' = {¢; ; }1<i<j<n. On considere RY muni de sa base
canonique (ey, es,...,ey), et on définit N éléments vy, vo, ..., vx de RY par les formules
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suivantes :

UN = —€N,
UN-1= —€N-1— CN-1,NEN,
Uy = —€1 —C12€2 — '+ — C]NEN-

On définit 1’éventail Yo de RN comme la réunion de tous les cones engendrés par
les vecteurs de sous-ensembles A de {ey,eq,...,en,v1,02,..., 08} tels que si e; € A,
alors v; ¢ A. On note alors Yo la variété torique associée a Iéventail X (voir [5],
ou [2, Chapitre 6]), c’est-a-dire le quotient de (C2\ (0,0))" par l'action & droite de
(C*)N ot le ieme facteur de (C*)V agit sur (C? \ (0,0))" par :

(Zlawh cee s Zi—1, Wi—1, Z4, Wiy 2541, Wit1, - - -7ZN,wN)(li

_ Ci,it+1 Ci,N
*(Zl,wl,-~-,Zi—lv’wi—l,ziauwiai,Z¢+1,’w¢+1ai yo s RN, WNGQ; ) (2-1)

On obtient ainsi une variété complexe de dimension N. La variété Yo est compacte car
I'éventail Yo est complet dans RY (i.e. la réunion des cones de X est égale a RY), et
lisse car I’éventail X est régulier (i.e. les cones de X sont engendrés par des éléments
du réseau ZV C RY qui peuvent étre complétés en une base de ZV).

On notera [z1, w1, ..., 2N, wy] la classe de (21, ws,...,zy,wy) dans Ye.

Soit € € £. On note {i; < iy < -+ < i} les éléments de w1 (¢). On définit alors une liste
d’entiers C(e) = {d; ;(€) hi<icj<k Par dim(e) = ¢, i,,. En particulier, pour tout entier
1 <n < N, onpose C, = C((n)) = {cij 1<i<j<n-

Pour tout 2 < n < N, Y, est un fibré au dessus de Y¢, _, de fibre CP!. En effet, on
définit un fibré en droites L(Cp—1,¢1,n,C2,n,- -, Cn—1,n) SUr Yo, | par

L(Cnfly ClnyC2my - - Cnfl,n) = ((C2 \ (07 0))71—1 ><((C")"—1 (C7

ott le iéme facteur de (C*)"~! agit par :

o
((z1 w1, 2n—1, Wn—1),0)a; = ((21, W1, . o5 Zne1, Wn—1)as,a; " V).

Ici action de a; sur (z1,w1, ..., 2n—1,Wp—1) est donnée par :

(217?111, ceey %=1, Wi—1, Z4, Wiy Zi4-1, Wit 1, - - -, anhwnfl)ai
— Ci,i+1 Cin—1
= (21, WiyeooyRi—1,Wi—1, 205, W;Q5, ,2?1‘_‘_1,101‘4_1&1-z ‘ yese ,zn_l,wn_lail " )

On vérifie immédiatement qu’on a bien P(1¢L,,) = Y, , ou 1 désigne le fibré en droites
trivial au dessus de Y¢, _,, et ol on note Ly, au lieu de L(Cy—1,¢1 0, C2mys- - Cn—1,n)- Si
on définit 7, : Yo, — Yo, | par

Tn([21, W1, ooy 21y W1,y Zny W) = [21, W1, vy Zn—1, Wn—1],
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la variété Yo est alors construite a ’aide de fibrations successives de fibres CP! selon le
diagramme suivant :

P(1® Ly) = Yo, =Y

lm

YCN—l

P(1 o Ly) =Yg,

I"
CP! =Yg,

U

{un point} =Y,

Sion définit 59 : Y;_; — Yj et 55° : Y1 — ¥; comme dans la section précédente, alors

la famille {Ye, , 7, s?, s?o}lg j<n est donc une tour de Bott de dimension NV, et on obtient

ainsi une application :
ZNIN=1/2 _, fclasses d’isomorphisme de tours de Bott de dimension N}, (2.2)

qui & C € ZNW=1/2 as50cie Yg, et pour toute tour de Bott Yo dans I'image de (2.2),
une application :

N — {classes d’isomorphisme de fibrés en droites holomorphes sur Y}, (2.3)

qui & (my,ma,...,my) € ZN associe le fibré L(C,m1,ma,...,my) sur Yo.
Le résultat suivant est alors prouvé dans [11].

Proposition 2.2. Les applications (2.2) et (2.3) sont des bijections.

Remarque 2.3. Dans la proposition précédente, il s’agit de classes d’isomorphisme de
tours de Bott et non de variétés complexes ayant une telle structure. Par exemple, pour
tout entier k, les tours de Bott Yy et Y;_jy représentent la méme variété complexe.

Dans toute la suite on suppose donnée une liste d’entiers C' et on note Y (au lieu de
Ye) la tour de Bott associée a C.
On fait agir D¢ = (C*) (d’algebre de Lie 0¢ ~ CV) sur Y par :

A(d) Aa(d An(d
(e 1(),e 2(),...,eN( ))[zl,wl,ZQ,wg,...,ZN,wN]

=A1(d)

—X2(d —An(d
= [2’178 Wi, 22, € 2( )WQ,...7ZN,€ ~ )U)N],

ou \; € 0 est définie par \;((di,ds, ..., dN)) = d;.

Soit S% = {(z,w) € C? : |2|2 + |w|?> = 1}. La variété Y s’identifie au quotient de (S3)V
par (S1)Y ot action de (S1)Y sur (S%)Y est donnée par la formule (2.1).

L’action de D¢ sur Y induit une action de D = (S*) (d’algebre de Lie 0 ~ iRY C d¢)
sur Y. Les \; sont dans i0*.
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2.1.3. Décomposition cellulaire

On définit une décomposition cellulaire de Y indexée par £ de la maniere suivante.
Pour € € &, on note Y. C Y Dlensemble des classes [z1, w1, ..., 2n, wn] qui vérifient
pour tout entier ¢ compris entre 1 et N :

w; =0 sig; =0,
w; 7£ 0 si E; = 1.
On vérifie immédiatement que cette définition est bien compatible avec Paction (2.1)

de (C*)N sur (C2\ (0,0))V.
Poureefetl1<k<I<N,onpose:

i) =—ckr+ Y, (D)™ eri iy Cipt

k<iy<-<im<l
m>0,i;Em4 ()

Poure € Eetie {1,2,...,N}, on définit \;(e) € Of par :
Xi(e) = (=)=t (/\i + ) Cj,z'(5)>\j),
J<i,jem (€)

otl, par convention, 4 = 0.
On démontre alors facilement la proposition suivante.

Proposition 2.4.

(i) Pour tout € € &, Y. est un espace affine complexe de dimension l(¢) stable sous
Paction linéaire du tore Dc.

(ii) Pourtoute € &, Yo = [[..c Yo

(ili) V' = [J.ce Y-

iv) Pour tout € € &, la sous-variété Y. s’identifie a la variété et est donc une

iv) P tout &, 1 iété Y, s’identifi 1 té Yo (o) et est d
sous-variété irréductible lisse de Y .

De plus, nous allons avoir besoin du lemme suivant dont la démonstration est
immédiate.

Lemme 2.5.
(i) L’ensemble Y des points fixes de Y sous I'action de D est constitué des 2V points :
[21, w1, 22, w2, ..., 2N, wN], ol (z;,w;) € {(1,0),(0,1)}.

On identifiera donc Y'P avec £ en identifiant (1,0) avec 0 et (0,1) avec 1. Le point
fixe e € YP est I'unique point fixe de Y.

(i) Soit (g,¢’) € €2, alors :
ceeY, & <€,

et dans ce cas si on note T:, I'espace tangent a Y./ en ¢, les poids de la représentation
de D dans T, induite par I'action de D sur'Y sont les {\i(€) }ien, (e/)-
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2.2. Variétés de Bott—Samelson

On utilise les notations de la §1.

2.2.1. Définitions

Les définitions qui suivent sont exposées dans [15, Chapitre 7).
Considérons une suite de IV racines simples i1, ..., un non nécessairement distinctes.
On définit :
I(p1y. o pun) = Puy XB Py Xp -+ Xp Puy /B,

comme l'espace des orbites de BY dans P, x P,, x --- x P, sous 'action & droite de

HN>
BN définie par :

(91,925 - gN ) (b1, b2y .. b)) = (g1b1, b7 ' goba, ..., b 1gNbN), b € B, g; € P,,.

On obtient ainsi une variété projective irréductible et lisse. On notera [g1, go, . . ., gN]
la classe de (g1, 92,-..,9n) dans I'(pt1, ..., un). On note g,, € P, un représentant quel-
conque de la réflexion de Np, (H)/H ~Z/2Z.

On définit de méme I'%(uy,...,un) comme l'espace des orbites de TV dans

x K, x -+ x K, sous Paction & droite de T définie par :

K

M1
(krykay oo kN ) (tr, tay .o tn) = (Kt ] Phata, ot JkntN), €T, ki€ K,,.

Les inclusions K, C P,, et T'C B induisent une application :

v TR (o) = D(pa, ooy ).

Comme pour tout ¢ les inclusions K,, C P,, et T' C B induisent un isomorphisme de
variétés C>: K,,,/T = P,, /B, 'application ¢ est un isomorphisme de variétés C*°.

Dans la suite, on suppose donnée une suite de N racines simples pj,...,un, et on
note I (respectivement ') au lieu de I'(py, ..., uxn) (respectivement I'5 (juy, ..., un))
la variété de Bott—Samelson associée a ces données.

On définit une action a gauche de B sur I par :

b[gth?"'agN]:[bghg?,"'agN]? b€B7 giePyﬂi'

Par restriction, on obtient ainsi une action de H et de T'.

On définit alors une application g de I' dans X par multiplication (c’est-a-dire
9([g1s---,9n]) = g1 * -+ * gn[B], ou ‘x’ désigne la multiplication dans le groupe G).
Cette application est T-équivariante.

2.2.2. Décomposition cellulaire

Pour € € &, on note I. C I' ensemble des classes [g1, 92, ..., gn] qui vérifient pour
tout entier ¢ compris entre 1 et NV :

g, €B sig; =0,
gi¢ B sig; =1
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On vérific immédiatement que cette définition est bien compatible avec 'action de BY .
Pour e € £ et 1 <i < N, on définit :

vi(e) = H Spus

1<k<i,
k‘€71'+ (8)

ott, par convention, [J; = 1. On pose v(e) = vy (e).
Pour i < j, on définit également :

Ce sont des éléments de W.
De plus, on pose a;(e) = v;(€)p;, c’est une racine.
On démontre alors facilement la proposition suivante.

Proposition 2.6.

(i) Pour tout € € &, I'. est un espace affine complexe de dimension l(g) stable sous
Paction de B, et cette action induit une action linéaire du tore H sur I..

(i) Pour toute € &, I. =[] c. Iwr.

e'<e
(iil) I'=]l.ce I+

(iv) Pour tout e € &, I'. s’identifie a la variété I'(u;, i € 7, (¢)) et est donc une sous-
variété irréductible lisse de I'.

Remarque 2.7. Dans [9], Gaussent définit d’autres décompositions cellulaires des
variétés de Bott—Samelson.

Soit I'" T’ensemble des points fixes de T dans I', on peut identifier I'T avec £ grace
au lemme suivant.

Lemme 2.8.

(i) L’ensemble I'" est constitué des 2V points :

[91,92,---,9n]), ol g; € {e,gu,}-

On identifiera donc I'" avec € en identifiant e avec 0 et g, avec 1.

(ii) Pour tout € € &, le point fixe € est I'unique point fixe de I.

https://doi.org/10.1017/51474748005000216 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748005000216

Calcul de Schubert équivariant 135

2.2.3. Une autre structure complexe

On va définir une structure complexe sur I'* différente de celle déduite de I'isomor-
phisme de variétés C™ entre I' et I'. Cette structure permettra d’identifier les variétés
de Bott—Samelson a des tours de Bott en tant que variétés complexes.

La projection b — b induit un homomorphisme de groupe de Lie © : B — H. On définit
alors I = I"*°(uy, ..., ) comme Pespace des orbites de BY dans P, X P, X+ ++X P, ,
sous 'action & droite de BV définie par :

(91792a"'agN>(b1;b2;-~'abN)
= (g1b1,0(b1) "' gaba,...,0(by_1)"'gnbn), b €B, g; € P,,. (2.4)

Comme précédemment, la variété I'>° est isomorphe (en tant que variété C>) a I'
et donc aussi a I'. On fait agir H sur I'>° de la méme maniere que sur I.

2.2.4. Les variétés de Bott—Samelson sont des tours de Bott

Pour identifier les variétés de Bott—Samelson a des tours de Bott, on procede par
récurrence sur N > 1.

Pour N = 1, on va expliciter un isomorphisme entre I, et CP'. On note k €
{1,2,...,r} lindice tel que i = ay. On définit alors un homomorphisme s((2,C) — p,

en envoyant
(8 é) sur eg, <(1) 8) sur fr et ((1) _01> sur hy.

On obtient ainsi un homomorphisme SL(2,C) — P, et un difféomorphisme holomorphe :
SL(2,C)/Bsr2,c) = Pu/B,

ot Bgr,2,c) désigne le sous-groupe de SL(2,C) des matrices triangulaires supérieures.
De plus, 'application

définit un difféomorphisme holomorphe :
SL(2,C)/Bsr,c) = CP.

On obtient ainsi bien un difféomorphisme ¢2° : I, = CP".

On montre maintenant que I'*°(p1, po, ..., un) peut s’écrire P(1 @ Ly ) ou Ly est un
fibré en droites sur I"° (1, pia, ..., UN—1)-

On note C,, 'espace vectoriel C muni de 'action de B triviale sur la partie unipo-
tente de B et définie pour h € H par la multiplication par e“~(h). On munit C,
d’une action de BN~! en faisant agir seulement la derniére composante de BN~1.
On pose alors Ly = (P, X Py, x -+ X P, ) Xgn-1 C,,, ol laction de BN~! sur

P,, x Py, x---x P, , est donnée par I'’équation (2.4) (en remplacant N par N — 1).
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On a alors

PA® Ly) = (B, X Py X -+ X By _,) Xpn-1 P(CH Cpy)
et

I (pa, po, oo spun) = (Pyy X Py X oo X Py ) xpn-1 (P, /B),

ot Paction de BN =1 sur P, x P,, X -+ x P, , est donnée par I'équation (2.4) (en rem-
plagant N par N — 1), et ot (b1, b, ...,bx_1) € BN~ agit sur P, /B par multiplication
a gauche par (O(bn_1))"'.

11 suffit maintenant de trouver un difféomorphisme holomorphe B™ ~!-équivariant entre
P,./B et P(C& C,,). Comme seule la derniére composante de BN 1 agit sur P, /B
et sur P(C @ Cuy ), et comme la partie unipotente de cette derniere composante agit
trivialement sur P, /B et sur P(C @ C,, ), il suffit de trouver un difféomorphisme H-
équivariant : P, /B —P(C®C,,), o h € H agit sur P,, /B par multiplication &
gauche par h™! et sur P(C& C,, ) par multiplication de la deuxidme composante par
e/~ (h). On montre facilement que le diffSomorphisme ¢7; convient.

On a ainsi identifié les variétés de Bott—Samelson a des tours de Bott et le résultat
suivant, prouvé dans [11], nous donne la liste d’entiers associée & cette construction.

Proposition 2.9. La construction précédente définit un difféomorphisme holomorphe
¢ entre I'™° = I'*°(uq, pia, . . ., pn) et la tour de Bott Y, avec C = {c; k}1<j<k<n, OU
¢jk est défini par ¢; ), = #k(ﬂjv)

La liste C' est donc un ensemble de nombres de Cartan dépendant du choix de la suite
By 2y .-y UN-

Soit 7 : ¢ — h* lapplication définie par 7(\;) = ;. Elle envoie 0* dans t*. Soit s* C t*
I'image de ?* par 7 et soit 55 C h* I'image de d&. On a les deux suites suivantes (ou les
premiéres fleches sont surjectives et les deuxiémes injectives) :

D* T}g 5* ( S t* ,
0 — T 55 C——=ph* .
On en déduit la suite suivante sur les tores complexes :

H—> Se &> D¢ .

On continue a noter v le morphisme de H dans D¢ ainsi défini.
On a alors la suite suivante sur les tores compacts :

T—=S—>D.
L’action de h € H sur I'*° étant donnée par la formule :

h’[gtha e agN] = [h’glh_lthQh_la R thh_1]7
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le tore H agit sur I'*° via son image Sc. De plus, d’aprés la construction de ¢ :
V(h,z) € Hx I, ¢>*(hx) =~v(h)¢p™>(z),

et Paction de H sur I'* s’identifie donc a celle d’un sous-tore de D¢ sur Y¢.
On note ¢ : I' = Y lisomorphisme (de variétés C'*°) induit par ¢>°. On vérifie, grace
A la construction de ¢, que ¢ envoie I'. sur Y. et le point ¢ € I'T sur le point € € Y.
Le tore T agit sur I" via son image S, et on a :

V(t,x) €T x I,  ¢(tx) = y(t)g(z).
L’action de T sur I' s’identifie donc a celle d’un sous-tore de D sur Y¢.

Remarque 2.10. L’action holomorphe de D¢ sur I'* ne définit pas en général une
action holomorphe de D¢ sur I'.

3. Cohomologie équivariante

3.1. Préliminaires

Soit Uc un tore complexe d’algebre de Lie uc et soit U C Ug le tore compact maximal
de Uc.

On note u C uc l'algébre de Lie de U, et S(ug) l'algebre symétrique de ug. Clest
I’algebre des fonctions polynomiales a coefficients complexes sur u.

Soit M un espace topologique muni d’une action continue de U. Notons EU — BU le
fibré universel de U et EU xY M D’espace topologique obtenu en quotientant EU x M par
'action de U définie par u(p, m) = (pu~!, um) pour tous u € EU, m € M et u € U. Pour
tout anneau commutatif A, on définit la cohomologie U-équivariante de X & coefficients
dans A, notée Hj; (M, A), comme la cohomologie singuliere de EU xY M A coefficients
dans A. C’est une H{;(pt, A)-algébre. Dans toute la suite on prendra pour A le corps
des nombres complexes, et on notera Hf; (M) au lieu de H}; (M, C). Dans ce cas, Hf;(pt)
s’identifie & S(ug).

Toute application g : M — N continue et U-équivariante entre deux espaces topo-
logiques munis d’une action continue de U induit un morphisme de S(ug)-algebres g* :

3.1.1. Intégration et restriction auzx points fizes

On suppose que M est un CW complexe orienté de dimension paire n, ne possédant
pas de cellule de codimension 1. Alors, la fibration U-équivariante triviale : M — {pt}
et lintégration sur les fibres (voir [1] pour ces définitions) permettent de définir un
homomorphisme de S(uf)-modules gradués :

/ Hy (M) - S(u2),
M

de degré —n.
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Si N est une sous-variété U-invariante de M admettant une telle structure, on peut
définir le morphisme de S(ug)-modules gradués :

[ 00 - s,
N

obtenu en restreignant p a N puis en intégrant sur N.

Si on note MY I’ensemble des points fixes de U dans M, 'inclusion MY C M fournit
un morphisme 47 : Hy; (M) — H}(MY) appelé restriction aux points fixes. Si MY est
discret, H;(MY) s'identifie & la S(uf)-algebre des fonctions sur MY & valeurs dans
S(ug) de degré borné munie de I'addition et de la multiplication point par point. On
notera cette algebre F,(MY; S(ug)).

Remarque 3.1. Si MY est fini, comme c’est le cas pour les tours de Bott et les variétes
de drapeaux dans le cas fini, toute fonction sur MY & valeurs dans S (ug) est de degré
borné.

Si M admet une structure de CW-complexe U-équivariant (non nécessairement fini)
orienté M =] feF My¢, ne comportant aucune cellule de dimension impaire et seule-
ment un nombre fini de cellules en chaque dimension paire, et si MY est discret, les
Propositions 2.5.1 et 2.6.1 de [1] nous donnent la proposition suivante.

Proposition 3.2.
(i) La cohomologie U-équivariante de MY s’identifie & Fy,(MY; S(uy)).
(ii) La restriction aux points fixes if;: Hi; (M) — F(MY; S(u})) est injective.

(ili) La cohomologie U-équivariante de M est un S(uf)-module libre qui admet comme
base la famille {&}] } rer d’éléments homogénes de degré dim(Mjy) caractérisés par :

/ 67 =dp s,
Mf/

ou § désigne le symbole de Kronecker.

3.1.2. Formule de localisation

Si M est une variété différentiable munie d’une action différentiable de U, la cohomolo-
gie U-équivariante de M s’identifie a la cohomologie du complexe des formes différentielles
w(Y') a coefficients complexes sur M dépendant polynomialement de Y € u et vérifiant
une condition de U-équivariance évidente muni de la différentielle D = d — 2im(Y)
(voir [1]).

De plus, si M est compacte, connexe, et orientée, pour toute forme p(Y"), on peut définir
le polynome [,, u(Y) € S(ug) qui induit un morphisme en cohomologie. Ce morphisme
s’identifie & l'intégration topologique définie dans la §3.1.1 (voir [1]), et on notera donc
encore [, : H;(M) — S(ug) ce morphisme de S(uf)-modules.

On suppose que M est une variété différentiable compacte de dimension 2n munie
d’une structure presque complexe préservée par l'action de U. On suppose de plus que
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MU est fini. En chaque point fixe m € MY, laction de U sur M induit une action
de U sur T,,M, l'espace tangent a M en m muni de sa structure complexe. On note
(af*,...,a") € (iu*)™ C (ug)™ les poids de la représentation de U dans T, M. Dans ce
cas, la formule de localisation (voir [3]) s’écrit de la maniére suivante.

Proposition 3.3. Pout toute forme 6V € Hy;(M), on a :

N i) m)
L=

m
meMU H1<i<n @;

3.1.3. Ewaluation a lorigine et restriction

La projection canonique EU x M — EU xY M induit un homomorphisme de C-algebre
vo : Hi5 (M) — H*(M) appelé évaluation & l'origine.

On suppose que M admet une décomposition cellulaire U-équivariante orientée
M=1]] ser My, ne comportant aucune cellule de dimension impaire et seulement un
nombre fini de cellules en chaque dimension paire. On note &ch] la base de H;(M) (en
tant que S(ug)-module) donnée par la Proposition 3.2.

La décomposition M =[] feF M fournit une base y sur C de la cohomologie ordinaire
de M. La Proposition 2.5.1 et le Lemme 5.5.1 de [1] nous donnent le résultat suivant.

Proposition 3.4. L’évaluation a lorigine vy est I’homomorphisme de C-algebres
H (M) — H*(M) défini par :
VfeF etVheS(uy), wvo(he])=h(0)y;.

Soit V¢ un sous-tore de U d’algebre de Lie ve C uc et soit V = Ve N U le tore com-
pact maximal de V. On a alors un morphisme de restriction p{ : Hj;(M) — Hy (M).
L’intégration commutant a la restriction, on obtient facilement la proposition suivante.

Proposition 3.5. L’application p¥ est 'homomorphisme de S(uf.)-algébres Hyy (M) —
H}, (M) défini par :
VfeF etVheSug), py(hef)=py(h)6y,

ot I'application p¥ : S(uf) — S(vf) est déduite de I'inclusion ve C uc.

3.1.4. Dualité de Poincaré

Si M est un espace topologique compact, la dualité de Poincaré n’est pas toujours
vérifiée en cohomologie équivariante. Cependant, si on suppose de plus que Hf; (M)
est un S(u&)-module libre isomorphe & H*(M) ®c S(uf), on démontre facilement que
I’application :

o Hyy (M) — Homs e (i (M), S(u2))

définie par a(6Y)(67) = [,, 6765 est un isomorphisme de S(u)-modules.
Si M est un espace topologique compact qui vérifie les hypotheses de la Proposition 3.2,
on a donc le résultat suivant.
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Proposition 3.6. Il existe une base {P}]}fef du S(ug)-module H{; (M) caractérisée
par :

voU € Hy (M), /]5}]6’]:/7 &Y.
M M

3.2. Cohomologie équivariante des tours de Bott
On reprend les notations de la §2.1. Soit N > 1 un entier naturel, & = {0, 1}, et soit

C = {¢,j }1<icj<v une liste d’entiers. Soit Y = Y la tour de Bott associée & cette liste.

3.2.1. Restrictions aux points fixes

La décomposition Y = []_. Yz munit I" d'une structure de CW-complexe orienté D-
équivariant fini ou toutes les cellules sont de dimension paire ; de plus ’ensemble des
points fixes de I'action de D sur I" est fini et s’identifie & £. On peut donc appliquer la
Proposition 3.2, et on a le résultat suivant.

Proposition 3.7.
(i) La cohomologie D-équivariante de YL s’identifie a Fy,(E; S(dE)).
(i) La restriction aux points fixes i},: Hj(Y) = Fy(E;S(0¢)) est injective.

(iii) La cohomologie D-équivariante de Y est un S(d¢)-module libre qui admet comme
base la famille {6P}.ce d’éléments homogénes de degré 2I(e) caractérisés par :

/_ ol =4 ..
V.,

Définition 3.8. Pour ¢ € &, on définit o2 € F,(£; S(0%)) par :

H Ai(e') sie<é,
ol (") = {ieni(o)
0 sinon.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 3.9. Pour tout e € £, on a :

Les restrictions aux points fixes sont donc des produits de formes linéaires.
Preuve. En utilisant les Propositions 3.3 et 2.4 et le Lemme 2.5, on obtient pour tout
~D * .
o GHD(Y> : / b Z i*D(a’D)(E/) (3 1)
o- = - .
v S ien o Mi(e)

Soit g9 € &, et soit &EE(’) =1ip (&EDO ). Montrons par récurrence sur la longueur de £ que
pour tout € € £, 52 () = o2 (e).
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(0,0) | (1,0) | (0,1) (1,1)
00 | 1 1 1 1
U&O) 0 A1 0 A
90y | 0 0 A2 AL+ X
iy | 0 0 0 | MM+ X2)

Figure 1. Restrictions aux points fixes pour la surface de Hirzebruch H_;.

Gréce & la formule (3.1) et & la caractérisation de 62, on démontre facilement par

récurrence sur [(g) que si € n’est pas plus grand que g, on a bien &g’ () =0.
On peut donc se limiter au cas ol €y < €. Si € = g¢, la formule (3.1) et le fait que

[ 6D =1
Y.

€0
nous donnent bien 62 (g9) = o2 (eo).
Soit € > gg. On suppose le résultat vérifié pour tout ¢’ de longueur strictement plus

petite que ¢, on applique la formule (3.1) et le fait que f? 66D0 = 0 pour obtenir

Hiéﬂur(eo) )‘1 (6/) 55D(, (5)
eo<se’<e Hieﬂ%—(s) )\i(E/) Hi€“+(5) )\'L(E)

:O7

d'ot -
1
icr, (e)\rs ey Xi(E)

eoke'<e

Si on pose € =& — (j), ou j est le plus grand élément de 74 (g) \ 74 (gp), on a alors :

1 B 1 N 52(e) o
o Mier e M) Tier, @m0 2iE) T Tlier, ) Aile)
e'#£E

En effet, comme j est le plus grand élément de 7w () \ 74 (go), pour tout i € m4(g) \
i (€0), © # 7, Ai(e) = Xi(€) et Aj(e) = —A;(€). Pour les mémes raisons, on s’apercoit,
en distinguant les termes qui ont un 1 en jéme position et ceux qui ont un 0 en jéme
position, que la premiere somme est nulle, et on obtient alors bien :

e = [ M.

i€m (eo)

O

Exemple 3.10. Dans la Figure 1, on explicite ces formules dans le cas de la surface de
Hirzebruch H 1 = Y{_13.
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3.2.2. Dualité de Poincaré

On note {PP}.ce la base de Hi(Y) donnée par la Proposition 3.6. Ces classes de
cohomologie sont caractérisées par les formules :

PD ~D
/ PS O :66,5’~
Y

On pose PP = ’L*D(PED ). Une démonstration analogue a celle du Théoréme 3.9 nous

donne les formules suivantes.

Théoréme 3.11.
H Ai(e) siexé,
PP(e) = ien (o)

£
0 sinon.

3.2.3. Structure multiplicative

L’algebre H,(Y') est une algebre de polynémes (ou les indéterminées représentent des
classes de degré 2) quotientée par des relations de degré 2 que 'on va expliciter.
On pose 0P = a(% et 60 = 65). On a alors le théoreme suivant.

Théoréme 3.12. Pour tout e € £, on a :

~D ~D

o = H G; .

i€y (e)
De plus, on a les formules de multiplication suivantes :
5£+(i) siiem_(g),
oPe)el + > ¢ule)elel siiemi(o).
Jj<i,jem_(e)

Preuve. Par injectivité de la restriction aux points fixes, il suffit de démontrer ces
formules pour o et oP.
La premieére formule se voit immédiatement sur la définition des o
Pour la deuxiéme formule, on écrit le produit oPo?

oPol = Z C.ol. (3.2)
e'e€

D
2.
sous la forme :

Soit ¢’ € £ tel que ¢’ % €. On montre que pour tout £’ < &', Cor = 0. Pour cela, on
procede par récurrence sur [(”) en évaluant I’égalité (3.2) en &”. On obtient ainsi que
C..=0sie Ze.

De plus, pour des raisons de degré, Cor = 0 si l(e') > I(e) + 1, et ’égalité (3.2) s’écrit
donc sous la forme :

oPol = Ciol + Z Cjaﬂ(j).
J#i, jem—(e)

En évaluant en €, on trouve C;, puis en évaluant en ¢ + (j), on trouve C;. O
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En particulier, on a les relations suivantes :
~D\2 _ y D ADAD
(6:°) = Nig;” — E :Cin j
J<i
Si on pose x; = 67, on a donc le théoréme suivant.

Théoréme 3.13. L’algebre H},(Y') est I'algébre de polynoémes S(0¢)[x1, ..., xzN] (ot les
indéterminées sont de degré 2) quotientée par les relations :

{,CZQ = )\imi — ch,iximj-
j<i
Exemple 3.14. On considere la liste d’entiers C' = {¢; j }1<i<j<3 définie par :
C1,2 = C2,3 = -1,
C1,3 = 27
et on pose Y = Y. Alors, Hf(Y) s’identifie au quotient de ’algébre de polynémes
C[A1, A2, As][x1, o, 23] par les relations :
1’% = )\l‘rh
T3 = Ao + 7122,
.T§ = A\3Z3 + Tox3z — 2x123.
Exemple 3.15. On considére la liste d’entiers C' = {¢; j}1<i<;<a définie par :
Cl2 =C14=0C34=—2,
€1,3=C24 =2,
c23 = —1,
et on pose Y = Y. Alors, H},(Y) s’identifie au quotient de I’algébre de polynémes
(C[/\l, /\27 )\3, )\4][$1, T2,T3, 334} par les relations :
x7 = My,
x5 = Xowy + 22172,
l‘% = \3x3 + 2273 — 27173,

Iz = )\4934 + 21‘3$4 - 21‘2.I4 + 2I1.T4.

3.2.4. Cohomologie ordinaire

La décomposition cellulaire Y = [[_ . Yz fournit une base (y.).ce de la cohomologie
ordinaire de Y. Si on pose y; = y(;), la Proposition 3.4 et le Théoréme 3.13 nous donnent
la description suivante de la cohomologie ordinaire de Y.

Proposition 3.16. La cohomologie ordinaire de Y est engendrée par des éléments
(yi)1<i<n de degré 2 soumis aux relations :

7 + Z ¢jiyiyj = 0.

j<i
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3.3. Cohomologie équivariante des variétés de Bott—Samelson

On reprend les notations de la §2.2. On choisit N racines simples p1,...,uy non
nécessairement distinctes, et on pose I' = I'(u1,...,un). Pour 1 <14 < j < N, on pose

bij = () et B = {bij}1<i<j<n-
3.3.1. Restrictions aux points fixes

Les résultats de cette section ne dépendant pas de la structure complexe sur I', on
peut identifier I" avec la tour de Bott Y = Y3, la décomposition I" =[], . I avec la
décomposition Y = [ ¢ Yz, et le point fixe € € I'" avec le point fixe e € YP a laide
de l'isomorphisme ¢ de la §2.2.4. Le tore T agit sur I" via son image S, et le tore S
s’identifie, par ’homomorphisme 7, & un sous-tore du tore D qui agit sur Y (voir §2.2.4).

Pour tout ¢ € €, on définit 65 € HE(I") par 65 = pB(6P). D’apres la Proposition 3.5,
la famille {62 }.ce est une base du S(s)-module libre H(I') vérifiant :

I

e

V(e e') € &2, / 65 =6a..

Comme T' agit sur I" via image dans S, H7.(I") = H§(I") ®s(sz) S(h").
Pour tout ¢ € &, on définit alors 67 € Hi(I') par 67 =62 ® 1. Pour tout couple

(e,€") € E%:
T A5
[ o :[ 6. = 0cr .
r r

el el

On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 3.17.
(i) La cohomologie T-équivariante de I'T s’identifie a F,(£;S(h*)).
(ii) La restriction aux points fixes i.: Hy(I') — F},(E;S(h*)) est injective.

(ili) La cohomologie T-équivariante de I" est un S(h*)-module libre qui admet comme
base la famille {61 }.ce d’éléments homogénes de degré 2l(e) vérifiant :

AT
/_ 0 =0 c.
r

e/

Définition 3.18. Pour ¢ € &, on définit ol € F},(€;S(h*)) par :

(1)1 H a;(e) sie<é,
(5/) = 1€my ()
0 sinon.

On a alors le théoreme suivant.

Théoreme 3.19. Pour tout e € £, on a :
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Preuve. On a le diagramme commutatif suivant :

H5(I) 7 Hp(Y)
Fy(€;8(st)) =——=—— Fu(E: S(07))

ou l'application 7 : Fy(E; S(0¢)) = Fu(€; S(s¢)) est déduite de 7 : 05 — s¢.
Pour tout couple (g,¢’) € £2, on a donc :

ir(62)(e") = i5(62)(e") = igpg (62) (') = 7(a2)(€).

D’aprés 'expression de o2 (voir Définition 3.8), il suffit alors de prouver que pour tout
gefettoutie{1,2,...,N}:

a;(e) = —=7(N\i(e)).

Comme s, Vs = —vs, il faut vérifier que pour toute suite vq, v, ..., vs de racines sim-
ples, on a la relation suivante :

S Syt Su,_ Vs = Vs + Z biyia (33)

1<i<s

avec

bi = > (—=1)"™a(Viy, viy)a(Viy s viy) -+ - a(Vi, s Vi)

Go=1<11 <+ <ip =S5,
m>0

ol a(v,v') est le nombre de Cartan associé aux racines simples v et v/ (i.e. a(v,v') =
V' (vV)). Cette relation est une conséquence immédiate de la définition des réflexions
simples a l’aide des nombres de Cartan et se démontre par récurrence sur s : pour s = 1,
cela traduit la relation s,v' =v' — a(v, v )v. O

3.3.2. Dualité de Poincaré et structure multiplicative

On note {PT}.ce la base de HZi(I') donnée par la Proposition 3.6. On pose
PI =i (PT). Par restriction, on obtient les formules suivantes grace au Théoreéme 3.11.

Théoréme 3.20.

)N T ) sie>e,
PI () = iem_(e)
0 sinon.

On pose o] = 0(7;) et 67 = &(7;). La structure multiplicative de H}(I") est donnée par

le théoréme suivant.
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Théoreme 3.21. Pour tout e € £, on a :

i€my (g)

De plus, on a les formules de multiplication suivantes :

A sii€m_(e),

FTNTET Y aje)Tel siiemi(e),
j<i,jem_(e)

ol on a posé oi(e) = v’ () ().

Preuve. Pour démontrer ces formules, on peut remplacer 67 et 61 par 67 et 65. On
utilise alors les résultats analogues pour les tours de Bott et ’homomorphisme de restric-
tion pfgj .
La Proposition 3.5 et le Théoréme 3.12 donnent immédiatement la premiere formule.
Pour prouver la deuxieéme formule, il faut montrer :

sja(e) — aj(e) = —7(ejae))ny = —cji(e)y.
Cette formule est une conséquence immédiate de I’équation (3.3). O

En particulier, on a ’expression suivante des carrés des éléments de degré 2 :

AT\2 _ AT AT AT
(67 )" = pid; — E :bj,igi j-
j<i

Si on pose x; = 67, on a donc le théoréme suivant.

Théoreme 3.22. L’algebre H}.(I') est I'algébre de polynémes S(h*)[z1,...,zN] (ot les
indéterminées sont de degré 2) quotientée par les relations :

2 _ E
Ty = WiTy — bj’ixixj.

j<i

Exemple 3.23. Dans le cas As, on prend I' = I' (a1, a2, ). Alors, I' s’identifie & Yo
ot C' est définie dans 'Exemple 3.14.

On a alors les mémes relations dans H}.(I") que dans Hj,(Y') en remplagant Ay par oy,
Ao par as, et A3 par aj.

L’algeébre Hi(I') s’identifie donc & l'algébre de polynémes Clag, as][z1, 2, 23] quo-
tientée par les relations :

2

Ty = 1,
2

5 = QT + X1X2,
2

T3 = 0 T3 + Tox3 — 2T1T3.
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Exemple 3.24. Dans le cas By, on prend I' = I'(ay, e, v, 2). Alors I' s’identifie a
Ye ou C' est définie dans I’'Exemple 3.15.

On a les mémes relations dans H7(I") que dans H},(Y') en remplagant Ay par oy, Mg
par ao, A3 par aq, et Ay par as.

L’algebre Hi.(I') s’identifie donc a I'algébre de polynémes Claq, as][x1, T2, T3, T4 quo-
tientée par les relations :

2
Ty = 1xy,
2
Ty = Qg + 27172,
2
T3 = 01 T3 + Tox3 — 27173,

xi = oy + 2x3T4 — 20904 + 22124.

3.4. Cohomologie équivariante des variétés de drapeaux
3.4.1. Lien entre H3(X) et H(I")

La décomposition X = [[,, .y Xw munit X d’une structure de CW-complexe orienté
T-équivariant ne comportant aucune cellule de dimension impaire et seulement un nombre
fini de cellules en chaque dimension paire. De plus, ensemble X7 ~ W des points fixes
de T dans X étant discret, on peut a nouveau appliquer la Proposition 3.2 pour obtenir
le résultat suivant établi dans [1] et [14].

Proposition 3.25.
(i) La cohomologie T-équivariante de X* s’identifie a Fy,(W;S(h*)).
(ii) La restriction aux points fixes i'.: H3(X) — Fp(W;S(h*)) est injective.

(iii) La cohomologie T-équivariante de X est un S(h*)-module libre qui admet comme
base la famille {£"},ew d’éléments homogénes de degré 2l(w) caractérisés par :

Fw
6 = 611)’ Jw -

X’w’

Pour tout w € W, on pose £¥ = i%(£%).
Soit w1, po, ..., un une suite quelconque de N racines simples. On pose I’ =
I'(p1, p2y ..., N ), et on note g Papplication naturelle de I" dans X :

g([91,92:- -  gN]) = g1 * g2 % - - - % gN[B],

ou * désigne la multiplication dans le groupe G.
La proposition suivante démontrée dans [17] établit le lien entre H.(X) et H}.(I).

Proposition 3.26. Soit w € W, on a :
gEy= > &l

e€&, l(e)=l(w)
et v(e)=w
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Exemple 3.27. On consideére le cas As, I' = I'(a1, a2, 1) la variété de Bott—Samelson
associée a la décomposition wy = s15281 du plus grand élément du groupe de Weyl W.
On reprend les notations du Théoréme 3.22; et on a alors :

9" (£) = m1 + w3,
9% (62) = @2,
97 (£%7) = w15,
g (%) = wous,
T p——

On peut vérifier alors facilement, grace aux relations explicitées dans I’Exemple 3.23,
que g*(H}. (X)) est bien une sous-algébre de H.(I").

Exemple 3.28. On considére le cas Ba, I' = I'(a1,qs,a1,a2) la variété de Bott—
Samelson associée a la décomposition wy = s1528182 du plus grand élément du groupe
de Weyl W. On reprend les notations du Théoréme 3.22, et on a alors :

(531) = + T3,
g (€ 52) = X2 + T4,
(55182) =219 + T124 + T3y,
g* (£%2%1) = zaxy,
(5318231) L1223,
(5825152) ToT3%4,
(551525152) T1T2X3T4.

Comme précédemment, on peut vérifier, grace aux relations explicitées dans I’Exemple
3.24, que g* (H»(X)) est bien une sous-algébre de H}(I).

On peut utiliser ce plongement de H}(X) dans Hj.(I') pour calculer des produits.
Calculons par exemple 5515255251 :

g (€readee)
= (x172 + 2174 + T324)T273
= z1x3(Qara + 201T2) + T1222324 + To(a1 T3 + Tox3 — 2x123) 2y
= (201 + 2)x1T2x3 + T1X2T3T4 + Q1 T2X3T4 + (2o + 221T2) T34 — 221 T2T3Ty

= (20(1 + 042).’1315(521‘3 + (a1 + 012)1'2373.’174 + X1T2T3%4,

et donc
5515255281 _ (20[1 +a2)€s15251 + (051 +O¢2)€525152 +éslszslsz'

On généralisera cette méthode dans la §4.
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3.4.2. Les opérateurs A;

Soit 1 < ¢ < r. On note II; la projection de G/B sur G/P,,. Dans [1], Arabia définit
alors 'opérateur A; : H}.(X) — H;(X) par :

.Ai - Hz* OHi*.

C’est un morphisme de S(h*)-modules de degré —2.

On note Q(h*) le corps des fractions de S(b*) et F(W;Q(h*)) la Q(h*)-algebre des
fonctions de W & valeurs dans Q(h*) munie de addition et de la multiplication point par
point. Pour tout 1 < ¢ < 7, on définit un opérateur A; : F(W;Q(h*)) — F(W;Q(h*))

par :
Flusi) = f(w)

uo;

De plus, on définit V'opérateur s; : F(W;Q(h*)) — F(W;Q(h*)) par :

Vue W, Ai(f)(u) =

VueW, si(f)w) = flus,).

On note I : Fp(W; S(h*)) — F(W;Q(h*)) application induite par I'inclusion de S(h*)
dans Q(h*).

La relation fondamentale suivante est prouvée dans [1] :
ToipoA;=A;0l0ip.
Les classes de cohomologie {£%},,cw vérifient alors les relations suivantes (voir [1]) :
A Cwsi  gi s < w,
AW = ¢ S (3.4)
0 sl ws; > w.

Soit k,, € K, un représentant de la réflexion de Nk, (1)/T ~Z/2Z. La multipli-
cation & droite par k,, induit une application S; de X = K/T dans lui-méme. Cette
application étant T-équivariante, elle induit un morphisme :

S Hp(X) —» H(X),

et on a i}, 08; = s; 007,
On vérifie facilement que pour (f,g) € (F(W;Q(h*)))2, on a la formule de Leibniz :

Ai(fg) = Ai(f)g + si(f)Ai(g).
Le morphisme 7% étant injectif, on en déduit que pour tout couple (fl, 52) € Hi(X)?:
Ai(§'€%) = Ai(EHE + Si(€) Ai(8).

Remarque 3.29. Dans [1], Arabia montre que 'image de i : H5(X) — F,(W;S(h*))
est la plus grande sous-algebre de F,(W; S(h*)) stable par les opérateurs A;.
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3.4.3. Dualité de Poincaré dans le cas fini

On se place dans le cas fini. On rappelle qu’on note wq le plus grand élément du groupe
de Weyl W. On note {P"},,ew la base de H}.(X) donnée par la Proposition 3.6. Cette
base est uniquement déterminée par les relations :

/Xé”lf’” = by (3.5)

On cherche & exprimer les classes P dans la base des {£”},ew, i.e. & déterminer les
polynémes ¢, € S(h*) qui vérifient les relations :

Dw __ v Fv
PY = E €’
veW
Pour cela, on se ramene au calcul de ¢y grace a la proposition suivante.

Proposition 3.30. Pour tout couple (v,w) € W2 :

o {(‘W“‘”cgwl si l(vw™) = 1(v) + U(w),

w = .
0 sinon.

Preuve. On va démontrer les relations suivantes :

A 0 i i <w,
AP = { o wmisw (3.6)
—P%si s ws; > w.

Comme la variété G/ P; est de dimension strictement plus petite que X,
pour tout £ € HA(X), / A =0.
X
On en déduit que pour tout couple (uy,us) € W2, Ix Ai(éulpw) =0.

Supposons tout d’abord uys; > u;. En utilisant la relation de Leibniz (avec él = 5“1
et £2 = PU2) et les relations (3.4), on obtient :

/ m A, P = 0. (3.7)
X

Si on suppose u1s; < up, la relation de Leibniz (avec £ = PU2 ot €2 = &%) et les
relations (3.4) nous donnent [ A;P"2&" + [, S;P"2£"15 = 0.

Or
/Sipugéulsi :/ Si(puZSiéulsi):/ Puzsiéulsi:/ Puzéulsi.
X X X X

La premiere égalité provient de I'identité S? = Id Hz(X), la deuxieme du fait que S; est
un isomorphisme de X sur X, et la troisiéme est une conséquence des relations (3.4). On
obtient ainsi :

[y = [ enp =5 (3.8)
X X
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On déduit alors facilement les relations (3.6) des formules (3.7) et (3.8) et des rela-
tions (3.5) qui caractérisent la base {P¥} e .

Soit w € W et soit ¢ tel que ws; > w. Appliquons alors 'opérateur A; a 'égalité
Pv = Zvewcwfv On obtient :

Pro—— Y abn o Y

veW,vs; <v ueW
On a donc :
« )0 si us; < u,
Cops, =
i ws;
—cusi sius; > u,
et on en déduit alors les relations de la proposition. 0

Pour calculer les coeflicients cj, rappelons la caractérisation des fonctions £%. Ces
fonctions sont uniquement déterminées par les relations (voir [14]) :

£"° (wo) H a,

aEA
E0() =0 siu#up,
A Y =E€Y% siws; < w.

(3.9)

De plus, on a :
W) =0 sivg,

ew= II »

BeA(v—)

Théoréme 3.31. Soit v = s, ---s,, une décomposition réduite de v. Pour tout sous-

ensemble I de {1,...,1} et tout entier 1 < i < I, on pose
5= IT s )
Jjel, §<i

(Bi(I) = p; siIN{L,...,i} =0). Alors

Hae +_O‘
Y ke

z 1 _61({]15 cee ’jk})7

ot la deuxiéme somme porte sur I’ensemble des indices 1 < j1 < -+ < jr < 1 tels que
Spy, * - Suy, = 1, est un élément de S(b*) qui ne dépend pas du choix d’une décomposition
réduite de v. Si on note b" cet élément, alors cj = b".

Preuve. Pour faire ce calcul, on a besoin des valeurs de la fonction P! = i (P1) :

P(1) = H —a,

aEAy

Plu) =0 siu#l1.
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Pour u # 1, on a en effet les relations fX Plf“ = 0. En appliquant la Proposition 3.3
a la variété X et le fait que £€*(u') = 0 si u € v/, on obtient :

pl ’U/ u Ul
> Zwew

uLu’

On en déduit facilement par récurrence descendante sur la longueur de u que P (u) = 0
pour u # 1 (car £*(u) # 0).

De méme, la relation [ ¥ }5151 =1 et la formule de localisation nous donnent alors
P'(1)/(ITaea, —) =1, d'ott la valeur de P'(1).

Soit v =8y, ---s,, une décomposition réduite de v. On pose I' = I'(p1,..., /)
et on note g application naturelle de I" dans X. Pour tout e H}(X), on a alors

f)’(u g = f[‘ g*é (voir [17]). On a donc :

c«;:/ pl:/g*pl.
X r

v

Gréce a la formule (3.1) ‘restreinte’ & l'action de T (ce qui revient a remplacer \;
par j;) et aux valeurs de P!, on obtient alors :

v HO‘E . @
A=2.> ;

= I, B )

ou la deuxieme somme porte sur 'ensemble des indices 1 < j; < -+ < jx < [ tels que

Spj, Sy, = 1, car on a :

O

Remarque 3.32. Grace aux relations (3.6) et au calcul de P!, on voit facile-
ment que les fonctions v +— (—1)1®) PY0v (ygv) vérifient les relations (3.9) qui car-
actérisent les fonction £¥. On en déduit que pour tout couple (v,w) € W2, P¥(v) =
(—1)Hwo)=t(w) gwow (09)). Grace & la Proposition 3.26 et au Théoréme 3.19, on peut alors
retrouver les valeurs explicites de ces fonctions démontrées initialement dans [4] (voir [17]
pour plus de détails).

4. Calcul de Schubert équivariant

On reprend les notations de la §3.4. Le calcul de Schubert équivariant cherche a com-
prendre la structure multiplicative de H7(X) en calculant les polynomes p;, € S(h*)
qui vérifient : o R

£uev =Y py &

weWw
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On voit facilement, par récurrence sur [(w) et grace aux relations *(w) = 0 si w 2 u,
que p,, =0 sauf siw > u et w > v.

Dans le cas olt 4 = s; est une réflexion simple, la formule de Pieri—Chevalley (voir [14])
donne les valeurs de py , :

EiE0 =€ (0)E + Y pi(BY (v, w))E".
v—w
Dans [16], Robinson généralise cette formule pour le type A dans le cas ou u =
HZ< k< Sk (pour i < j) est un produit de réflexions simples successives.
Dans [14], Kostant et Kumar donnent une formule générale pour ces coefficients py/ .

Soit w € W et soit w=s,;, ---s;, une décomposition réduite de w. Alors, pour tout
couple (u,v) € W2, les polynomes Dy sont donnés par la formule suivante :

P, = 3 Ajorody om0y oood (€)(1),  (41)

1< < <jm<n

tels que s;. s8;. =u
q Y1 “im

oum = l(u), et olt la notation Ain signifie qu’on remplace 'opérateur A;; par l'opérateur
Sijl .

On va donner une formule un peu plus explicite pour calculer ces coefficients. Cette
formule généralise celle donnée par Duan pour la cohomologie ordinaire [6]. Pour trouver
cette formule, il faut mieux comprendre la structure multiplicative de la cohomologie
équivariante des variétés de Bott—Samelson.

4.1. Généralités

Soit A un anneau commutatif unitaire, et soit N > 1 un entier naturel. On considere
une liste D = {d; ; }1<icjcny d’éléments de A. Pour 1 < k < N, on définit le polynéme
Qr € A[Xy,...,Xn] par

Qr = X — dpx X — Y dip X X,
<k
et on définit alors la A-algebre Ap par
‘AD = A[X17"-aXN]/<Q17"'aQN>7
ou (Q1,...,QnN) désigne I'idéal de A[X;,...,Xn]| engendré par Q1,...,Qx. On note

r; € Ap l'image de X; dans Ap et pour ¢ € £ = {0,1}", on pose 2° = Hi€7r+(e) x;.

Proposition 4.1. La famille {z°}.c¢ est une base du A-module Ap qui est donc un
A-module libre de rang 2V

Preuve. On procede par récurrence sur N > 1. Pour N = 1, le résultat est immédiat.
Supposons le résultat vérifié au rang N —1, et soit D = {d; ;}1<icj<n une liste
d’éléments de A. Alors, comme pour 1 < k< N —1,Qr € A[Xy,..., Xn_1]:

Ap ~ (A[Xy,..., XN 1]/(Q1, ..., QNn-1))[XN]/Qn,
ou QN désigne 1’image de QN dans (14[)(17 - 7XN—1]/<Q1; ey QN—1>)[XN}
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On conclut alors en utilisant le cas N — 1 pour 'anneau A, puis le cas N = 1 pour
I'anneau A[Xla-~-aXN—1]/<Q17~-~7QN—1>- |

On va expliciter la structure multiplicative de Ap. On note ¢Z, ., les éléments de A

définis par :
€1 ,E2 __ £ €
x1x®? = E Qe ey "

ee&
Plus généralement, pour tout polynéme P € A[zy,...,zy], on note P les éléments de
A définis par :
P=> P,
ee&

ou on continue & noter P ’élément de Ap défini par P.

Définition 4.2. Soit € € £ de longueur [ > 0. On note {i; < --- < 4;} les éléments de
m4(€). On définit alors Papplication T : A[z1,xa,...,2x] = A de la maniére suivante :

(i) T est A-linéaire,
(ii) si P est un mondéme qui n’est pas dans A[z;,, xi,, ..., 2], alors T¢(P) = 0,
(iii) si P € Alziy, iy, ..., 24_,], alors T¢(P) = 0,
: i s\ _ gs—1
(iv) T (3) = d .,
(v) si Q € Alziy, x4y, ..., 24_,], alors, pour s > 1,
) s—1
TE(mel) =7 [Q (diz,iz + Z dij,z‘,%_,») } :
i<l
Ces cinq relations définissent complétement (récursivement) les applications T°.
Exemple 4.3. Prenons N =2,d1 o =1ete= (1) = (1,1). Alors :
TM(25) =0 pour tout s, T (25) =0,

sit>1ets>1, TW(zjah) =T (@ (dao + 1)) = di 1 (dig + da2) Y,
t—2
etsit>2 TW(ah) =TH((dyo+21) ) =D CF ydb,di?7F
k=0
Proposition 4.4. Pour tout € € £ et tout polynéme P € Alxy,x9,...,2N] :
P, = T*(P).

En particulier, pour tout couple (¢1,¢2) € £ :

Gy = T (a702),
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Preuve. Il faut vérifier les cinq relations qui définissent les opérateurs T<.
La premiere est immédiate.
Pour tout 1 < k£ < N, on a la formule suivante :

:L‘i = dk’kfbk + Z dl’kl‘l.’lik. (42)
<k

Les relations (ii) et (iii) se déduisent de I’équation (4.2).
De plus, on démontre par récurrence sur s > 1, griace a la formule (4.2), que pour tout
1<k<N,ettout s>1:

s—1 s—1—1 s—1
CCZ = (Z Cifld;c,k (Z dl,kﬂ) )CL‘k = (dk,k =+ Zdl,k$l> Tk.
=0

<k I<k

Cette formule nous permet alors de montrer les relations (iv) et (v). O

4.2. Structure multiplicative de HZ.(I")

Soit pq, ..., 4y une suite de N racines simples non nécessairement distinctes. On pose
I' = I'(p1, ..., un). On peut appliquer les résultats de la section précédente a Hy(I")
(plus généralement & H7(Y), out Y est une tour de Bott).

En effet, si on pose pour 1 <l <k < N, dj, = —uk(,ug/), et di , = p, alors, d’apres
le Théoreme 3.22, Hy(I') s’identifie & I’algebre Ap, ol on prend pour A 'anneau S(h*).
De plus, pour tout ¢ € £, 67 s’identifie & z°.

Définition 4.5. Soit ¢ € £ de longueur ! > 0. On note {i; < --- < ¢;} les éléments
de 74 (g). On définit alors 'application T, :S(h*)[x1,22,...,z5] = S(h*) de la
maniere suivante :

(i) Ty, ,....n st S(b*)-linéaire,

(ii) si P est un monéme qui n’est pas dans S(h*)[x;,, Tiy, ..., 5], alors T, (P) =
0,

(iii) si P € S(b*)[wi,, Ty, ..., w4y, ], alors T, (P) =0,

(i) T ) = i

(v) si Q€ S(h")[ziy, Tiy, ..., x4_,], alors, pour s > 1,

s—1
e (@) = T Q= i ) .
i<t
_ m(1)
De plus, on pose Ty, ... .un = Tpi,... pin-

Remarque 4.6. Cette définition est inspirée de celle des opérateurs Ty donnée par Duan
dans [7]. On retrouve ces opérateurs T4 en évaluant en 0 les opérateurs 7T},
prenant les termes constants des polynoémes de S(h*)).

ooy (e.en
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D’apres la Proposition 4.4, la structure multiplicative de H4(I") est donnée par le
théoreme suivant.

Théoréme 4.7. Pour tout couple (e1,e3) € 2 :

AT AT AT
0.,0., = ZTEIW#N (z*2%?)5; .
<2
4.3. Calcul de Schubert équivariant
Soit w € W et soit w = s, -+ s,, une décomposition quelconque de w. La Proposi-

tion 3.26 et le Théoréme 4.7 nous donnent la formule suivante.

Théoréme 4.8. Pour tout couple (u,v) € W2 :

pL”,U:Tm,A..,HN[( > m5>< > xsﬂ (4.3)
c€€,1(e)=l(v) ¢'€€,1()=1(v)

et v(e)=u et v(e')=v

Dans cette formule, on somme a priori sur plus de termes que dans la formule (4.1),
mais chaque terme est beaucoup plus facile & calculer. De plus, cette formule exprime
directement les polynomes p;; ,, en fonction des racines simples et des nombres de Cartan.

Exemple 4.9. On prend le cas As, u = S5S2, U = $4858384 €t W = S485528384. Alors :

Puw = Tos,a5,00,05,00[(T273) (T1722475)]

_ 2
= Tos,05,a0,03,04 (x1m2x3x4m5)

_ (1,1,0,0,0) 2
- Ta4,0257a;703,(¥4 (‘Tle)

=y + as.

Exemple 4.10. On considére le cas Ga, et on prend u = S358183, U = S18281, et w =
51898189. Alors :

Puw = Loy ,an,01,0,[(T27324) (T17273)]

— 2.2
- Talﬂz,ﬂél,az ($1$2.’L‘3l‘4)

— p(1.1,0,0)

] ,062,01,0(2 [‘Tlxg(al + 3x2 - 2':171)]

= alT(l’O’O’O) [{El(ag + 1‘1)] + 3T(1’0’0’0) [1'1(042 + 1‘1)2]

a1,02,01,002 a1,002,001,02
_ o7(1,0,0,0) 2
2To¢1,a2,o¢1,a2 [xl(a2 + 1.1)]

= ay(ag + 1) + 3(a2 + 20103 + af) — 2(y a0 + )
=202 + 5010 + 3a3.
Exemple 4.11. Pour calculer un produit dans le cas fini, au lieu de calculer chaque

coefficient p);, avec la formule (4.3), on peut aussi utiliser le plongement g* : Hj(X) —
HY(I'), ot I' est la variété de Bott—Samelson associée & une suite de racines simples
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correspondant a une décomposition réduite de wy, le plus grand élément du groupe de
Weyl.

On se place par exemple dans le cas Az, et on prend wy = 8389581838283 pour
décomposition réduite de wy.

Alors H.(I') est l'algebre de polynémes S(h*)[z1, 2, x3, T4, T5, Tg] quotientée par les

relations :
xf = 371,
T3 = Qoxo + 1129,
T3 = a123 + Tax3 + 103,
xi = Q3x4 + Toxy — 2T1T4,
rvg = Qx5 + T4x5 + x3T5 — 2T2T5 + T1 X5,

Tg = Q3T6 + T5Te — 2T4Te + TaZe — 221 T6.
De plus, on a en particulier :

g (£5252%) = wyaons,

)
g (€2
)
)

T1T2 + T1X5 + T45,
*(£8382818
g*(£7352°1%2) = g1 w035,

% (£535251538
gr(£73%25193592) = pywoxswyms.
Si on veut calculer £%3%251£%3%2  on utilise g* :

g*(£s3szs1ésss2) — $1$2x3($1x2 +xiTs + 1‘41‘5)
= a3x1 (a2 + T122)T3 + Q3T1T223%5 + T1T2X3T4T5

2
= (a3 + a2a3)$1$2$3 + Q3T 1T2X3T5 + T1T2X3T4T5,

et donc :

583528158382 — (Oég + a2a3)5838281 + a3583525182 +58382518352.

Remarque 4.12. En évaluant ces polynomes py ,, en 0, on retrouve la formule donnée
par Duan dans [6] pour la cohomologie ordinaire. Cette formule est utilisée par Duan et
Zhao dans [8] pour proposer un algorithme de calcul de Schubert ordinaire.

Le nombre de termes & calculer dans la formule (4.3) dépend du choix de la
décomposition de w, et il arrive que certains termes s’annulent. En effet, un théoreme
de Graham [10] affirme que les polynomes p;/, sont ‘positifs’ dans le sens ol ils sont
combinaisons linéaires & coefficients positifs de termes de la forme ay =[], ., ¢, }" pour
I € N". Or, la formule (4.3) peut comporter des termes ‘négatifs’.

Donnons un exemple tres simple pour illustrer ce probleme : on se place dans le cas
As, et on veut calculer p;”z,slsz ol w = §18281 = S25182 est le plus grand élément de W.
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. N , _ o L1 w _
Si on prend la premiere décomposition de w, on voit immédiatement que pg) . o = 0. En

revanche, si on prend la deuxiéme décomposition, on doit faire le calcul suivant :

Pedieres = Tas,an 0 [(#1 + 23)223]
=1+ TO&27041,OL2 (3:2‘75123)
=1+ T80 (ro(ag + 2o — 221))]

Q2,001,062

=14+1-2=0.

Exemple 4.13. Donnons un dernier exemple de calcul. On considére le cas Ag, et on
prend u = 81838586, U = S2555¢ €t W = $1898384555¢. Alors :

pZ},v = TOC17<127<13,0447(15,C¥6 [($1$3$5$6)($2$5$6)]

_ 2 2
= Ty ,a0,03,04,05,06 (z172737575)

= T Ra ) s [T1722373 (06 + @5)]

_ (1,1,1,1,0,0) 2
=g + Ta17a270¢3,0547a5,046 [3?1.’132$3(Oz5 + .’E4> ]

— (1,1,1,1,0,0) 2
= ag + 2a5 + Talya2;0437a470¢5;056 (.1313;‘2$3$4)

:a1+a2+a3+a4+20¢5+a6.
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