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Résumé  Soient G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F' et H un groupe
endoscopique de G. On suppose G et H non ramifiés. Le «lemme fondamental » affirme 1’égalité de
certaines sommes pondérées d’intégrales orbitales sur G(F) et sur H(F). On peut descendre cette
assertion en un «lemme fondamental pour les algébres de Lie » affirmant ’égalité de sommes pondérées
analogues sur g(F) et sur h(F), ol g et h sont les algébres de Lie de G et H. Cette assertion est
cruciale pour la théorie de ’endoscopie de Langlands. D’importants cas particuliers ont été prouvés
récemment, sous ’hypothese que la caractéristique de F' est positive. Nous donnons un sens précis a
lassertion suivante, et nous la prouvons : soient F' et F’ deux corps locaux de méme corps résiduel Fy et
de caractéristique résiduelle p assez grande ; supposons le lemme fondamental (pour les algebres de Lie)
vrai sur le corps de base F ; alors ce lemme est vrai sur le corps de base F’. Cela permet de relever ce
lemme de la caractéristique positive a la caractéristique nulle. Une grande partie de I’article est consacrée
a reformuler des théories bien connues (endoscopie, immeubles, réseaux de Moy—Prasad) de sorte que F
n’y intervienne que via le corps résiduel Fy.

Abstract Let G be a connected reductive group over a non-archimedean local field F' and let H be an
endoscopic group of G. We suppose that G and H are unramified. The fundamental lemma asserts an
equality between certain linear combinations of integral orbitals over G(F') and H (F'). We can translate
this assertion in a ‘fundamental lemma for Lie algebras’, that is, a conjectural equality between linear
combinations of integral orbitals over g(F') and h(F'), where g and b are the Lie algebras of G and
H . Important particular cases of this lemma were recently proved, assuming the characteristic of F
to be positive. We give a precise meaning to the following assertion and we prove it: let F and F’ be
two local fields with the same residue field F; and with ‘big’ residual characteristic; suppose that the
fundamental lemma (for Lie algebras) is true over F; then it is true over F”. In particular, we can lift the
lemma to 0-characteristic if it is known for positive characteristic. A large part of the article reformulates
well-known constructions (endoscopy, buildings, Moy—Prasad filtrations) so that F' appears only via his
residual field Fyq.
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Introduction

Soient F' un corps local non archimédien, G' un groupe algébrique défini sur F' réductif
et connexe, (H,17,s) un triplet endoscopique de G (cf. [K1, §7.4]). On suppose la car-
actéristique résiduelle p de F' grande relativement au rang de G. Notons g ’algebre de Lie
de G, g = g(F) et C°(g) l'espace des fonctions de g dans C, localement constantes et a
support compact. On utilise des notations similaires pour tout autre groupe défini sur F'.
Si f € C°(g) et X est un élément semi-simple régulier de g, on définit I'intégrale orbitale
JE(X, f). Si Y est une classe de conjugaison stable dans b, assez régulicre, on définit
I'intégrale orbitale endoscopique J& (Y, ), qui est une combinaison linéaire d’intégrales
JE(X, f). Si fu € C(h), on définit de méme l'intégrale orbitale stable JZ54 (Y, f5). On
dit que fy est un transfert de f si JH(Y, f) = JHY(Y, fi) pour tout Y. Supposons de
plus G et H non ramifiés, c’est-a-dire quasi-déployés sur F' et déployés sur 'extension
non ramifiée maximale F™ de F'. Il existe dans g des réseaux « hyperspéciaux ». Notons
fo € C2°(g) la fonction caractéristique de I'un d’eux. Définissons de méme fr o € C°(h).
Le «lemme fondamental pour les algebres de Lie » affirme que fp o est un transfert de
cfo, pour une constante ¢ > 0 dépendant des mesures choisies. D’importants progres ont
été faits récemment & propos de ce lemme fondamental, d’abord par Goresky, MacPher-
son et Kottwitz, puis, de fagon spectaculaire, par Laumon et Ngo Bao Chau qui ont
démontré ce lemme pour les groupes unitaires [LIN]. Les méthodes géométriques utilisées
par ces auteurs supposent (du moins, & 'instant présent) que F est de caractéristique
positive. Cela pose la question (vague) suivante : en admettant le lemme fondamental
(pour les algebres de Lie) prouvé sur un corps de base de caractéristique positive, peut-on
en déduire le méme lemme sur un corps de base de caractéristique nulle? Le but de cet
article est de préciser cette question et d’y répondre positivement. Signalons que d’autres
auteurs ont abordé ces derniers temps des questions de méme nature, tels Denef, Loeser,
Cunningham et Hales [CH].

La question s’insere dans un cadre plus général. Commencons par le présenter.
L’hypothese sera que G et H sont modérément ramifiés, c’est-a-dire quasi-déployés
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sur F et déployés sur I'extension modérément ramifiée maximale F™°4 de F. On pose
Gmed = G(F™ed). A tout élément d € H(Gal(F™4/F), G™°%), on associe une forme
intérieure G4 de G sur F. Remarquons que ce groupe H'!(Gal(F™°d/F), G™°9) n’est pas
celui qui classifie les formes intérieures de G : ce dernier est H!(Gal(F™°d/F), Gmpd),
ot G,q est le groupe adjoint. En général, la famille (G4)ge g1 (Gai(pmed /), gmody € CON-
tient pas toutes les formes intérieures de G, et inversement peut contenir plusieurs fois
la méme. On considere la variété non connexe :

9p = |_| 94-

deH (Gal(Fmod /), Gmod)

Il n’est pas difficile de définir la notion d’intégrale orbitale ou d’intégrale orbitale endo-
scopique d'un élément de C°(gp) (on utilisera les notations JE2 et JE2:H). Ni de
définir la notion de transfert entre éléments de C°(gp) et éléments de l’epace ana-
logue C®(hp,,). Soit d € H'(Gal(F™°4/F), G™°4). Fixons un appartement V¢ dans
I'immeuble de G4 sur F. Pour (v,7) € V¢ x R, Moy et Prasad ont défini deux réseaux :

9d,vr+ S Bdo,r € 9d-

Le quotient gq,v.»/gd.v.r+ €st un espace vectoriel de dimension finie sur le corps résiduel
F, de F. Toute fonction sur ce quotient s’identifie & une fonction sur g4 : on la remonte en
une fonction sur gq.,,» €t on I’étend par 0 hors de ce réseau. On peut ensuite I'identifier a
une fonction sur gp, nulle sur g4 pour d’ # d. Nous allons étudier les intégrales orbitales
de telles fonctions. Nous montrerons que leur calcul ne fait intervenir le corps F' que via
son corps résiduel F,.

Pour cela, on doit transcrire toutes nos données en termes indépendants de F. On
fixe désormais le corps fini F, de caractéristique p et on note CL, l’ensemble des
corps locaux de corps résiduel F, (en admettant qu’un tel ensemble existe, ...). On
remarque d’abord que, pour F € CLg, le groupe Gal(F™°4/F) admet une description
indépendante de F. C’est bien connu pour les groupes Gal(F™°d / Fnr) et Gal(F""/F), que
I’on identifie respectivement a des groupes I et @ indépendants de F'. Modulo des choix
d’uniformisantes, Gal(F™°4/F) s’identifie & un produit semi-direct I' = © x I. Au lieu de
se donner G sur F', on fixe la donnée de racines correspondante D = (X*, X A, X, X, A)
(cf. §1.4 ; X est un systeme de racines, A en est une base). Elle est munie d’une action de
I'. On sait bien, qu’inversement, cette donnée étant fixée, on pourra lui associer pour tout
F € CL; un unique groupe G quasi-déployé sur F'. Grace aux travaux de Kottwitz, on
peut attacher a D un groupe fini D de sorte que, pour F' € CL, et G comme ci-dessus, il y
ait une bijection canonique D ~ H!(Gal(F™°d/F), G™°%). Les réseaux de Moy Prasad,
ou plus exactement leurs quotients, admettent eux-aussi une description indépendante de
F. En effet, pour d € D, on définit un espace affine V¢ C X, ®7 R. Introduisons 1’anneau
Zp) localisé de Z en p, c’est-a-dire 'anneau des rationnels n/e, o n € Z et e est un entier
supérieur ou égal a 1 et premier a p. Posons V(Z) =Vin(X, ®z Z(p)). Cet ensemble est
dense dans V?. Pour (v,r) € Vél)) X Zpy, on définit un espace vectoriel gq,,, . Ces objets
vérifient les propriétés suivantes. Pour tout F' € CL, V4 g’identifie canoniquement & un
appartement de 'immeuble de G4 sur F. Et g4, s’identifie canoniquement au quotient
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9d,v,r/8d,v,r+- Notons S(gq,v,r) I'espace de dimension finie des fonctions de gq4 ,,» dans C.

Posons :
S= @ @ S(gd,v,r)~

deD (’U,’I')Ev(i) XZL(p)

D’apres ce qui précede, pour tout F' € CLy, on peut identifier tout élément de S a une
fonction sur gp. Autrement dit, on dispose d’une application linéaire :

reap : S — CSO(QD)

En fait, 'espace S est inutilement gros car beaucoup de réseaux gq., » sont égaux. Dans
Iarticle, on considere un espace S plus petit, mais peu importe dans cette introduction.

Pour traduire la notion d’intégrale orbitale en termes indépendants de F', on doit
d’abord effectuer la méme traduction pour les classes de conjugaison. C’est impossible,
mais on peut tout de méme introduire des objets qui les remplacent. Posons t = X, ®z I_Fq,
ot F, est la cloture algébrique de F,,. Le groupe I agit sur t. Pour r € Z(p), on définit un

I-module t(r), qui n’est autre que t, muni d’une certaine action tordue de I'. On note

Z Vensemble des familles (Z1,. .., Zy;71, ..., 1) telles que :
(i) ke N
(i) 71,00,k €Ly et Ty <o < -o- <7y

(iii) pour tout i =1,...,k, Z; € t(r;) et Z; # 0.

Pour i = 1,...,k, notons X; I'ensemble des a € X tels que a(Z;) =0 pour tout j €
{1,...,i}. Notons X, ; lintersection de X, et du sous-espace vectoriel sur Q engendré
par les & pour @ € X;. Posons t; = X, ; ®z F, C t, que 'on identifie & un sous-espace
t;(r;) C t(r;). On impose encore :

(iv) pouri=1,...,k =1, Z;11 € t;(13) ;

(V) E;ilDQEk:{O}

=

Le groupe I agit sur Z et le groupe de Weyl W de D aussi. On pose :
Z=(Z/W).

L’exposant I a la signification usuelle : il s’agit de I’ensemble des éléments invariants par
I'. Cet ensemble Z va remplacer celui des classes de conjugaison stable. Précisément, soit
F € CL,, posons tmed — X, ®, F™°4 notons t;ggd le sous-ensemble des éléments réguliers

et Zp = (2e?/W)"". On peut identifier Zp & I'ensemble des classes de conjugaison stable

d’éléments semi-simples réguliers dans gp (cf. §4.1). Il y a alors une application :
(:Zp — Z.

Elle se déduit d’une application f : tfc‘gd — 2:7, que nous allons définir. Notons val la

valuation usuelle de F' que 'on prolonge & F™°d. Pour identifier Gal(F™°%/F) 4 I', on a
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di fixer une famille d’éléments (/) de F' mod indexée par les entiers e > 1 premiers a p,
telle que val(wwy/.) = 1/e pour tout e. Soit X € 3o, Posons r = inf{val(z*(X)); z* €
X*}. Ecrivons ry = n/e, avec n € Z et e > 1 premier a p, puis X = (wy/.)"Y. Alors Y se
réduit naturellement en un élément X; de t, que l'on identifie & un élément de t(ry) pour
que 'application que l'on construit soit équivariante pour les actions de I'. Associons
comme ci-dessus & X; un sous-ensemble ¥} de X. De méme que ’on a construit €; C {,
on construit t°°¢ C tm°d, Ce sous-espace admet un supplémentaire naturel, I’annulateur
de X;. On peut donc projeter X sur un élément X; de t{°°?. On recommence le processus
en remplacant X par X : on pose ro = inf{val(z*(X1)); z* € X*}, on définit un élément
X, €1, (r9), puis Xs € tg‘Od et ainsi de suite. Le procédé s’arréte et on a obtenu :

C(X) = (Xh...,Xk;Tl,...J‘k).

Une classe de conjugaison ordinaire peut se décrire comme une classe de conjugaison
stable plus une donnée cohomologique. On associera a tout élément z € Z un groupe fini
D, vérifiant la condition suivante. Soient F' € CL,, zp € (~!(z), notons C(zr) la classe
de conjugaison stable dans gp paramétrée par zp. Il y a alors une application surjec-
tive 0 : C(zp) — D, dont les fibres sont les classes de conjugaison ordinaire contenues
dans C(zF).

On peut maintenant énoncer le théoréme principal (cf. §6.2).

Théoréme. Soient z € Z et § € D,. Il existe une forme linéaire JP(z, 8, -) sur S vérifiant
la condition suivante. Soient F' € CLgy, zp € Zp, X € C(zFr) et ¢ € S. Supposons
C(zr) =z et §(X) = §. Alors on a I'égalité :

TP (X, rearp(¢)) = JP(2,8, ).

Passons aux intégrales orbitales endoscopiques. La notion de triplet endoscopique est
remplacée par celle de donnée endoscopique (D, 1, s). Fixons une telle donnée. Le terme
Dy est une donnée de racines similaire a D. On peut lui associer divers objets comme on
en a associés a D. On les affecte d’un indice H. On dispose en particulier de I’ensemble
Zg. Soit F' € CL,4. De notre donnée endoscopique se déduit un triplet endoscopique
(H,7,s) de G. On construit 'ensemble Zy p paramétrant les classes de conjugaison
stable d’éléments semi-simples réguliers dans hp,, . On définit de fagon usuelle le sous-
ensemble Zy G.reg,  Paramétrant les classes G-régulieres. On dispose d’une application :

nz,r
ZH,G—reg,F — ZFa

la correspondance usuelle entre classes de conjugaison stable. Il n’y a pas d’application de
Zp dans Z qui traduise 'application précédente. On doit introduire un autre ensemble
Y que nous ne décrirons pas dans cette introduction, et deux applications :

N
2y Z
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Pour F' € CLg, ces applications se completent en un diagramme commutatif :

ZH,G—reg,F = ZF
Cu y ¢
Zn Z

La proposition suivante résulte aisément du théoreme (cf. §12.1).

Proposition. Soit y € Y. Il existe une forme linéaire JP-P# (y,.) sur S vérifiant la
condition suivante. Soient F' € CLy, 2, p € ZH G-reg,F €t ¢ € S. Supposons 7(zp,r) =Y.
Alors on a ’égalité :

JrH (2 poreap (@) = TP (y, @)

(Le membre de gauche de cette égalité est 'intégrale orbitale endoscopique associée a
la classe de conjugaison stable paramétrée par zg r.) On en déduit le corollaire suivant
(cf. §12.2).

Corollaire. Soient ¢ € S, g € Su, F et F' deux éléments de CL,. Supposons que
reay p(pm) soit un transfert de reap(p). Alors reay p/(¢n) est un transfert de reap: ().

En effet, dire que reay, p(¢n) est un transfert de reap () signifie que 'on a des égalités
entre intégrales orbitales stables de reay r(¢m) et intégrales orbitales endoscopiques de
reap (). Or la proposition (que l'on peut aussi appliquer au cas D = Dy) dit que tous
ces termes se calculent par des formules indépendantes de F'. Le résultat s’ensuit.

Dans le cas ou D et Dy sont non ramifiés, c’est-a-dire que le groupe d’inertie I y agit
trivialement, on construit aisément des éléments g € S et w0 € Sy tels que, pour tout
F € CL,, le lemme fondamental relatif & G et (H,1j, s) soit assertion : reay, r(¢m o) est
un transfert de reap(pg). Le corollaire précédent a pour cas particulier le résultat que
I'on avait en vue, & savoir que pour deux éléments F' et F” de CLg, le lemme fondamental
sur le corps de base F est équivalent au méme lemme sur le corps de base F”.

Le théoreme a aussi une conséquence ne concernant pas ’endoscopie, qui précise les
propriétés de constance locale des intégrales orbitales de fonctions reap(p) pour p € S
(cf. §6.3).

Corollaire. Soient F € CLy et X, X' deux éléments semi-simples réguliers de gp.
Notons zp, respectivement zp, I'élément de Zp paramétrant la classe de conjugaison
stable de X, respectivement X'. Supposons ((zr) = ((z}), notons z cet élément de Z.
Supposons aussi que les éléments §(X) et §(X’) de D, sont égaux. Alors, pour tout
p €S, on a l’égalité :

JEP (X, reap(p)) = JOP (X', rear(y)).
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Indiquons tres brievement les grandes lignes de la preuve du théoreme. Sous ses
hypotheses, on veut montrer que l'intégrale orbitale J9P (X, rear(¢)) ne dépend que
de z, § et . On peut fixer d € D et (v,r) € V(‘Zi)) X Zpy et supposer ¢ € S(gd,v,r). On
peut supposer X € g4, ce qui se traduit par une relation simple reliant d et d. A z est
associé un élément r(z) € Z,). C’est le terme tel que tout relevement Z de z dans Z soit
de la forme :

2= (Z1,...,Zr;r(2), 12, .., Tk)-

Concretement, notons Tx le centralisateur de X dans Gy et X*(Tx) le groupe des
caracteres de T'x. Alors :

r(z) = inf{val(z*(X)); =™ € X*(Tx)}.

Si r(z) < r, on voit quaucun conjugué de X n’appartient au support de reap(y).
Donc J%P (X, rear(¢)) = 0 et on n’a pas besoin de souligner que 0 est indépendant de
la température.

On peut donc supposer 7(z) > 7. Ces termes appartiennent & Z, mais en fait a
un ensemble beaucoup plus petit, de la forme (1/e)Z. Il est légitime de raisonner par
récurrence sur r(z) — r.

Si r(z) > r, on utilise des résultats de DeBacker. On peut remplacer ¢ par ¢’ appar-
tenant & une somme finie d’espaces S(gq,v7 ), o 7’ > r, de sorte que

JOP (X, reap(p)) = JOP (X, reap(y')).

La construction de Iapplication ¢ — ¢’ ne dépend pas des données X, F, etc. Puisqu’on
fait ainsi monter le terme r, on fait baisser r(z) —r et on conclut en appliquant
I’hypothese de récurrence.

Le cas crucial est r(z) = r. Notons X'x C X*(Tx) lensemble des racines de Tx
dans g,. On peut introduire le «r-centralisateur » de X. C’est le sous-groupe connexe
G’ C G4 engendré par T'x et les sous-groupes radiciels associés aux racines a € Xx telles
que val(a(X)) > r. Les résultats de Kim et Murnaghan permettent de construire une
fonction f' sur g telle que JO(X, reap(p)) = JE (X, f'). Cette construction se traduit
de facon abstraite, c’est-a-dire indépendante de F'. Plus précisément, on peut construire
une donnée D’ (traduisant G'), des éléments 2z’ € Z’ et §' € D,/ (on affecte évidemment
d’un prime les objets relatifs & D), une fonction ¢’ € S’ et, le corps F et la classe zp
étant donnés, une classe zj € Z’ telle que ('(2) = 2/, de sorte que, pour X’ € C(z})
tel que 6'(X’) = &', on ait ’égalité :

T (X, reap(p)) = T (X', reap (¢')).

En premiére approximation, on est ainsi ramené & une donnée D’ dont le rang semi-
simple est plus petit que celui de D et on conclut en raisonnant par récurrence sur ce
rang semi-simple. En fait, les éléments centraux jouent ici un role perturbateur et on doit
raisonner d’une fagon un peu plus subtile que ’on ne détaillera pas ici.

Le referee, ayant trouvé la premiere version de cet article particulierement obscure,
a suggéré un certain nombre de changements. Je le remercie pous ses suggestions, dont
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j’ai suivi quelques-unes. L'une d’elles était d’essayer d’aller le plus droit possible vers le
théoreme principal, en repoussant au-dela de celui-ci les démonstrations, parfois tres tech-
niques, des résultats auxiliaires. Cela conduit au plan de I’article suivant. Les sections 1
et 2 sont consacrés a la construction des avatars « abstraits » des groupes, appartements
d’immeubles, réseaux de Moy-Prasad etc. La section 3 énonce I'analogue du résultat de
DeBacker évoqué ci-dessus. Au §4, on construit les objets abstraits traduisant les classes
de conjugaison et de conjugaison stable. Au §5, on construit les données D’ traduisant
les r-centralisateurs et on énonce leurs propriétés, en particulier ’analogue du résultat
de Kim—Murnaghan dont on a besoin. Le théoréeme principal est démontré au §6. Au §7,
on démontre le résultat énoncé au § 3.4. Dans les sections 8-10, on démontre les résultats
énoncés au §5.5. Les résultats principaux de ces trois chapitres sont le lemme 8.6 et
la proposition 10.1. La section 11 adapte a notre cadre la théorie de ’endoscopie. Les
résultats concernant le transfert sont démontrés au § 12. L’article est suivi de trois appen-
dices. Dans le premier, on explicite dans le cas du groupe PGL; les objets peut-étre un
peu compliqués que nous introduisons dans le §§1 et 2. Dans le second, on donne un
exemple concret illustrant la proposition 3.4 dans le cas du groupe GLs, et explicitant
dans ce cas certaines constructions du § 7. Dans le troisieme, on démontre le lemme 1.1
qui n’a guere d’intérét en soi, mais qui permet de fixer les idées quant aux conditions
imposées a p. Ces appendices sont suivis d'un index des notations.

Pour terminer, essayons de répondre a quelques questions posées par le referee
(pourquoi faire si compliqué?). Pour le lemme fondamental, on pourrait a priori se lim-
iter aux groupes non ramifiés, ce qui simplifierait grandement les preuves des §§8-10.
Ce n’est pas possible par notre méthode ou on raisonne par récurrence en remplagant
le groupe par le centralisateur d’un élément semi-simple. Méme si on part d’'un groupe
déployé, un tel centralisateur n’a pas de raison d’étre non ramifié (penser & un sous-tore
ramifié de SLg). On pourrait a priori se limiter & un seul groupe au lieu d’introduire
notre famille de groupes (Ga)qe g1 (Gal(Fmed /F),gmody- Mais considérons le cas d'un seul
groupe. Puisqu’on s’intéresse aux intégrales orbitales sur des classes de conjugaison sta-
ble, la récurrence évoquée ci-dessus introduit naturellement la famille des centralisateurs
des éléments d’une classe de conjugaison stable semi-simple. Or, si cette classe n’est
pas réguliere, ces centralisateurs ne sont pas tous isomorphes, ils sont seulement formes
intérieures I'un de Pautre. Ainsi, méme si on part d’un seul groupe, le raisonnement par
récurrence en introduit immédiatement plusieurs. La situation dans laquelle article se
place est adaptée pour «bien» se comporter par notre récurrence. On pourrait aussi
essayer de se limiter a des fonctions plus simples que celles de notre espace S. L’exemple
de I'appendice 2 montre bien que, par notre méthode, on ne peut guere espérer sim-
plifier grandement 1’espace de fonctions : il est forcément (presque) «aussi compliqué »
que l'’ensemble des orbites nilpotentes. Enfin, on impose & p des conditions assez fortes
(cf. §§1.1 et 1.4). Ces conditions sont en fait beaucoup trop fortes. Par exemple, pour
un groupe GLy, il est & peu pres clair que la condition p > N suffit a assurer la validité
de nos raisonnements. A l'inverse, notre démonstration ne saurait s’appliquer a tout
p : tous les objets que 'on rencontre doivent étre, en un certain sens, « modérément
ramifiés ».
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1. Groupes et données de racines

1.1. Nous fixerons dans le paragraphe suivant un nombre premier p. Nous imposerons
a partir de §1.5 qu'il est « grand ». Commencons tout de suite par préciser ce que l'on
entend par la.

Considérons un systeme de racines X' dans un espace vectoriel réel V' qu’il engendre.
La dimension de V est appelée le rang de X. Si X' est réduit et irréductible, on sait
définir son nombre de Coxeter h(X). Si X' est seulement irréductible, ’ensemble Xcq
formé des racines non divisibles est un systéeme de racines réduit et irréductible et on
pose h(X) = h(Xyed). Si X est quelconque, on note h(X) le plus grand des h(X’) ot X’
parcourt les composantes irréductibles de X~. Pour un nombre premier p, on considere la
condition :

(Pg) p>3(h(¥) - 1).

Introduisons ’ensemble de coracines X' dans l’espace dual de V, notons X le réseau
qu’elles engendrent. On considere les deux conditions :

(P§;) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A C X, I'indice du réseau Z[A]
dans Q[A] N Homgz(X,Z) est premier & p ;

PY) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A C X et toute famille (co)aca
b))
de nombres rationnels telle que » 4 caa € X, le rationnel 1 — 3 cq est nul
ou de valuation p-adique nulle.

acA

Soit maintenant N € N. On dira que le nombre premier p vérifie (Py) si :
i) p=N+2;
(ii) pour tout systéme de racines X' de rang < N, Py, (P%) et (P%) sont vérifiées.

Il est clair que cela n’impose qu’un nombre fini de conditions, qui chacune n’excluent
qu’un nombre fini de nombres premiers. Donc p vérifie (Py) si p est assez grand. Pour
fixer les idées, on a toutefois le résultat suivant, qui sera démontré dans I’appendice 3,
cf. §15.

Lemme 1.1. Soient N € N et p un nombre premier. Supposons p > 6N — 1 et p > 271.
Alors p vérifie Py.

1.2. On fixe un nombre premier p et une puissance ¢ de p. On note P I’ensemble des
entiers e > 1 et premiers a p. On note F, le corps fini a ¢ éléments, on en fixe une
cloture algébrique Fq. On pose © = Z, on note 6 le générateur topologique canonique
de © (6; = 1). Le groupe O s’identifie au groupe de Galois Gal(F,/F,), 61 s’identifiant
au Frobenius. Pour tout corps k et tout entier n > 1, on note (, (k) le groupe des racines
n-iemes de I'unité dans k. On pose :

I=1lim (. (F,),

ecP
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les applications de transition étant :
Ceer (Fg) = Ce(Fy),
zs 2%

On munit I de 'action de © telle que ’action de 0y soit o +— ¢?. On pose I' = O x I.
On note Z,) le localisé en p de I'anneau Z. On définit une forme bilinéaire :

I X Zy —F,
(0,7) = r(0),
de la fagon suivante. Pou_r (o,7) € I X Zp), écrivons r = n/e, avec n € Z, e € P, notons
0. 'image de o dans (. (IF,). Alors r(o) = (o)™
Remarque. r(0) ne dépend que de I'image de (o,7) dans I x (Z,/7Z).
On pose G red = Zp) ¥ IF'(IX, que l'on munit de 'action de I' ainsi définie : pour

(r,2) € Ly X ]qu, 0 €0, 0¢€l,onpose (r,z) = (r,0(2)), o(r,z) = (r,zr(a) 7).

1.3. Soit F' un corps local non archimédien dont le corps résiduel a g éléments. Fixons
une cléture séparable FP de F, notons F™", respectivement F™°9, la plus grande sous-
extension de F*°P non ramifiée, respectivement modérément ramifiée, sur F. Notons f™
le corps résiduel de F™, fixons un isomorphisme ¢ : f™ — ]Fq. Pour tout entier e € P, la
composée de i et de la réduction identifie (.(F") & (.(F,). et on identifie ainsi ces deux
groupes. On fixe une uniformisante w; de F puis, pour tout e € P, on fixe @/, € I mod
de sorte que 1’égalité (wl/ee/)e, = wy . soit vérifiée. On a I'égalité :

Fmod _ U Fnr(wl/e)-
ecP

On identifie I" au groupe de Galois de F™°4/F de la facon suivante :
e le groupe O agit de fagon usuelle sur F™" et fixe @, /., pour tout e € P ;

e soit o € I ; alors o fixe tout élément de F™ et, pour e € P, 0(w;/c) = 0.1 /e, OU
o, est 'image de o dans (. (Fy).

On note val la valuation de F, telle que val(zw;) = 1. On la prolonge en une valuation
de F™°4 & valeurs dans Z,) U {co}. On définit un homomorphisme :

red : Fmod:x G red
de la fagon suivante :
e pour tout e € P, red(w;/.) = (1/e,1) ;

e pour tout x € F™m°4X tel que val(x) = 0, notons Z son image dans f" ; alors
red(z) = (0,i(Z)).
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L’homomorphisme red est équivariant pour les actions de I'.

On a adjoint & F' des données F*P, i, (@ /c)ccp, Obtenant ainsi un quadruplet F' =
(F, F®P i, (w1 /¢ )ecp)- On fixe un ensemble CL, formé de tels quadruplets de sorte que,
pour tout tel quadruplet F, il existe un unique F’ € CL, tel que F soit isomorphe & F’ "en
un sens évident. Pour alléger les notations, on considérera tout élément de CL, comme
un corps local, que I'on notera simplement F', mais on se rappellera qu’il est muni de
données supplémentaires occultes.

1.4. On considérera des données de racines munies d’une action de I'. Un tel objet est
un sextuplet :
D=(X* % A X, % A)

qui est une donnée de racines au sens usuel. C’est-a-dire que X* et X, sont des Z-modules
libres de rang fini, en dualité, 3. est un systeme de racines réduit dans X™*, A est une base
de racines simples, X, respectivement A, est Pensemble de coracines dans X, associé &
X respectivement A. On suppose de plus que I agit sur X* et X, par des actions duales
'une de P’autre, qui conservent X, A, ¥, A.

La base A détermine un sous-ensemble de racines positives dans Y. On note W le
groupe de Weyl du systeme de racines Y. On appelle rang de D le rang commun des
Z-modules X* et X,. Notons X, ¢ C X, le réseau engendré par A et X: CX*®zQ
celui engendré par les poids fondamentaux. De D se déduit une autre donnée de racines
munie d’une action de I :

Dsc = (Xs*cv 27 A7X*,SC7 Ea A)

On fixe pour presque tout l'article une donnée de racines D munie d’une action de I'.
On suppose :
p vérifie la condition (Pang(p))-

1.5. Soit k un corps commutatif de caractéristique 0 ou p. Fixons-en une cloture
séparable k%P et supposons donné un homomorphisme du groupe de Galois Gal(k*P /k)
dans I'. Ce groupe de Galois agit donc sur D. Il existe un groupe réductif connexe G,
muni d’un sous-groupe de Borel B et d’un sous-tore maximal T de B, tous trois définis
sur k et vérifiant la condition suivante. Notons X*(T'), respectivement X, (T'), le groupe
des caracteres, respectivement sous-groupes a un parametre, de T' et g l'algebre de Lie
de G. Alors il existe un couple d’isomorphismes en dualité X* — X*(T), X, — X, (T),
notons-les tous les deux j, qui identifient X & I'ensemble des racines de T dans g, X &
I’ensemble de coracines associé, A au sous-ensemble de racines simples déterminé par B,
et qui sont équivariants pour les actions de Gal(k*P/k). Le quadruplet (G, B, T, j) est
unique a isomorphisme pres.

Pour simplifier, on note encore G le groupe des points définis sur k*°P, c’est-a-dire
«G = G(k*P) ». On pose G = G(k). On utilise des notations analogues pour les autres
groupes et algebres de Lie. On note par une lettre gothique minuscule I'algebre de Lie
d’un groupe noté par la lettre latine majuscule correspondante.
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Pour tout @ € X, notons u, le sous-espace radiciel de g associé a a. On fixe un
épinglage (Eq)aca de g, défini sur k. Cest-a-dire que pour tout o € A, E, est un
élément non nul de u, et, pour tout v € Gal(k*P/k), on a I'égalité v(Es) = Ey(qa)-
Rappelons que le quintuplet (G, B, T, j,(Ey)aca) est unique & unique isomorphisme
prés. L’algebre de Lie t s’identifie & X, ®7 k%P, X s’identifie donc & un sous-ensemble de
t. Pour o € A, on note E_,, 'unique élément de u_,, tel que [E,, E_,] = &. Notons N
le normalisateur de T dans G. Le quotient N /T s’identifie & W. On définit une section
ensembliste n : W — N caractérisée par les propriétés (cf. [Sp, 11.2.9])

e pour o € A, n(s,) = exp(Ey) exp(—E_,) exp(Ey), ol s, est la symétrie associée a
a ('hypotheése (Pyx) nous permet de définir I'exponentielle d’un élément nilpotent
de g) ;

e pour wi,ws € W tels que la longueur de wjws soit la somme de celles de wq et wo,
n(wyws) = n(wy)n(ws).

Plus généralement, pour tous wy,ws € W, on a ’égalité :
n(wi)n(wz) = v(wy, we)n(wiws), (1)

ol :
v(wy,wy) = H a(—1)
a>0, w] ' (a)<0, wy 'wi (a)>0
(cf. [LS, Lemme 2.1.A]).

On sait que 'on peut prolonger la famille (F,)ac+a en une famille (E,)qes vérifiant
les conditions suivantes :

e pour tout o € X, E, est un élément non nul de u, ;
e pour tous a € X, v € Gal(k*P /k), il existe e € {£1} tel que V(Ey) = eEy(q) ;
e pour tous o € X, w € W, il existe ¢ € {£1} tel que Ad(n(w))(Ey) = eEy(a)-

La famille est unique aux signes preés (cf. [Sp, Théoréme 11.3.6]), c’est-a-dire que 1'on
peut remplacer une partie des E, par leurs opposés.

On note G le revétement simplement connexe du groupe dérivé de G. C’est le groupe
associé a la donnée de racines Dy.. On note ¢ : Ggc — G 'homomorphisme naturel ou,
plus généralement, tout homomorphisme qui s’en déduit fonctoriellement, par exemple
t: gs. — @. Ce dernier identifie g.. a I’algebre dérivée de g.

Suivant le mauvais usage, on note By, Ty, etc., les images réciproques de B, T, etc.,
dans Gy.. On définit comme précédemment une section ng. : W — Ng.. On a ’égalité
N =10 Nge.

1.6. Appliquons la construction du paragraphe précédent a k = F, et & I’homomor-

phisme Gal(F,/F,) = © < I'. On obtient un groupe sur F, que 'on note G. On affecte
d’une barre tous les objets associés : B, T, etc. On fixe un épinglage sur F,, que I'on
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prolonge en une famille (E,)qecx. Jusque-la, nous n’avons utilisé que P’action de © sur
D. Puisque I agit lui-aussi, on en déduit une action de I sur G. Précisément, soit o € I.
Cet élément agit sur X, donc sur T = X, ®z IF‘qX. L’action se prolonge & G de sorte que,
pour tout o € A, 0(Ey) = Ey(q). Plus généralement, pour o € X, il existe € € {£1} tel
que 0(Ey) = eF,(q). Parce que I ne commute pas a @, I'action de I sur G' n’est pas en
général définie sur F,, mais les deux actions de I et © se combinent en une action de I’
sur G.

Posons Ty = X @z Z(p), Trea = Xi Q2 G red- Le groupe N agit dans X, via sa pro-
jection sur W, donc aussi dans Ty,. On pose :

Nred = Tw X N
et on note 7 : Nyea — IN la projection de noyau Tw. On a les égalités utiles :
Tred = TwTa Nied = TwN = TredN = Tredn(W)-

Des actions de I" sur X, et sur G, req se déduit une action sur T;eq. L’action de I" sur G
se restreint en une action sur IN. Les deux actions coincident sur T = Tyeq N IN. On en
déduit une action de I" sur N,eq. Remarquons que Ty, n’est pas stable par cette action
et que 7 n’est pas équivariant.

1.7. PosonsV = X,®zR, V(p) =X, ®z Z(p) C V. Remarquons que ’on a déja introduit
ce dernier ensemble sous le nom de T,,. De fait cet ensemble intervient de deux fagons
différentes. L’égalité Ty, = V) permet toutefois de poser la définition ci-dessous d'une
action de Nyeq dans V. On la note (n,v) — ngr(v) et elle est caractérisée ainsi :

epourteTetveV, tr(v) =v—1t;
e le groupe IN agit via I’action de son quotient W sur X,.

De I'action de I' sur X, se déduit une action sur V' qui conserve V(,. L’action de Nyeq
dans V est compatible aux actions de I'.
On peut effectuer les mémes constructions pour le groupe Gy et définir Nred,sc €t Vic.
On a une décomposition :
V= chcnt @ ‘/;cv

oll Veent = {v € V; Va € ¥; a(v) = 0}. On identifie tout automorphisme affine de Vi,
a l'automorphisme de V somme de cet automorphisme de V. et de lidentité de Vent.
Ainsi, pour n € Nyed sc, ’automorphisme affine ng de Vi s’identifie a I'automorphisme
affine ¢(n)g de V.

Soit e € P. On note I(e) I'unique sous-groupe de I d’indice e. On note X¢ I’ensemble
des orbites de I(e) dans X et Vi), erc(;)7 etc., les sous-ensembles de points fixes
par I(e) dans V, Nyeq, etc. L’action de ere(;) conserve V(€ On note W¢ le groupe
d’automorphisme affines de V() image de cette action. On définit WSEC de facon simi-

. . 112 . . I(e
laire. Comme ci-dessus, un élément de ce groupe est a priori un automorphisme de VSC( ),
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mais s’étend en un automorphisme de V!(¢). Pour toute fonction affine sur VZ(¢) de la
forme a +r ou @ € X° et r € R, posons :

Hopr = {v e VI a(v) +r=0}.

On note X¢; le sous-ensemble de ces fonctions o + r telles qu’il existe un élément de
Ws“"c dont I’ensemble des points fixes soit Hq,. Les hyperplans Hq ., pour a+1r € X,
définissent une décomposition de V() en facettes. On note C'¢ la chambre qui contient £/
pour € > 0 assez petit, ou p est la demi-somme des coracines positives. Cette chambre est
conservée par I'. L’action de W€ sur V/(¢) conserve X¢; et la décomposition en facettes.
On(I;ote Ne le sous-groupe de we qui conserve C¢ et N, son image réciproque dans
I(e
Nred . -
Dans le cas e = 1, on remplace les exposants e par nr : W™, C™, etc.

1.8. Soit F' € CL,. Appliquons la construction du §1.5 a k = F' et & 'homomorphisme
Gal(F*°? /F) — Gal(F™°4/F) — I' défini au §1.3. On construit un groupe G' défini sur
F, muni de sous-groupes B et T. On fixe un épinglage défini sur F', que I'on prolonge
en une famille (E4)qex. Pour le groupe G, ainsi que pour les autres groupes définis sur
F, on utilise les notations suivantes. On a déja dit que 'on identifiait G & G(F*°P). On
pose G4 = G(F™ed) G = G(F™), G = G(F).

Pour toute extension K, avec F C K C F™°9, posons :

T(K), = {t € T(K); Va* € X*, val(z*(t) — 1) > 0}.

Lemme 1.8. Soit I un sous-groupe fermé de I'. Pour tout entier i > 0, on a I'égalité
HY(I", 1) = {0}.

Ce lemme est facile. On va le démontrer en détail car on utilisera beaucoup de lemmes
similaires sans en donner de démonstration.

Démonstration. Soit i > 0. Le groupe H'(I",Ti°%) est défini comme limite induc-
tive des Hi(F’/F",T{nOd’F//), ot I'" parcourt les sous-groupes distingués ouverts de
I''. L’ensemble des intersections Iy N I, ou Iy est un sous-groupe distingué ouvert
de I', est un sous-ensemble cofinal de ’ensemble des I’ précédents. On peut fixer
un tel sous-groupe I, assez petit pour agir trivialement sur D. On doit montrer que
HY{(I" /(I ﬂF’),T{nOd’F‘JﬁF’) = {0}. Notons Fp, respectivement F{, le sous-corps des
points fixes de Iy, respectivement Iy N I, dans F™°4, Le groupe TImOd’F‘mF, est limite
inductive des T'(K); quand K parcourt les extensions finies de F', stables par I’ et telles
que Fy C K C Fj. On peut fixer une telle extension K et remplacer T{nOd’Fmp, par
T(K);. Notons L le sous-corps des points fixes de I'' dans K. Alors K est une extension
galoisienne finie de L et I''/(Ih N I") s'identifie au groupe de Galois de cette exten-
sion. Cela nous ramene & prouver que H*(Gal(K/L); T(K)1) = {0}. Notons e I'indice de
ramification de K/F. Le groupe T(K); est filtré par les sous-groupes :

T(K), = {t € T(K); Yo' € X*, val(z*(t) — 1) > Z}
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pour n entier, n > 1. Il est complet pour cette filtration. Il suffit de fixer n et de prou-
ver que HY(Gal(K/L); A,) = {0}, ou A,, = T(K)n/T(K)n+1. Notons J le sous-groupe
d’inertie de Gal(K /L), = = Gal(K/L)/J et k le corps résiduel de K. D’apres [Se, Propo-
sition 5, p. 126], il suffit de prouver que H'(J, A,) = {0} = H'(Z, AJ). Or A,, est un
espace vectoriel sur k, donc d’ordre une puissance de p. L’ordre de J est premier a p,
donc H(J, A,) = {0}. Le groupe A; est encore un espace vectoriel sur k. L’action de =
est telle que pour @ € A, 2 € k et £ € Z, on ait £(za) = £(2)€(a). Un tel espace est
nécessairement de la forme (A7)= ®, k, ot £ = k. La nullité de H* (=, A7) résulte alors
de celle de H*(Z, k), qui est bien connue. O

De ’homomorphisme red : Fmod:x G, rea se déduit un homomorphisme :
TmOd == X* X7z FmOd’X — Tred = X* Xz Gm,red-

La formule (1) de §1.5 permet de le prolonger en un homomorphisme N™°4 — N4
qui, pour tout w € W, envoie n(w) sur 7(w). On note encore red ces différents
homomorphismes. Ils sont équivariants pour les actions de I'. Leur noyau commun est
Tmod, Le lemme entraine que, pour tout sous-groupe fermé I de I, 'homomorphisme
Nmod I _y er;; est surjectif.

Soit e € P. On note F* le sous-corps des points fixes par I(e) dans F™°d. Bruhat et
Tits ont construit 'immeuble de G vu comme groupe défini sur F'¢ [T, 2.1]. On le note
Imm(G, F°). Le groupe G(F*°) agit sur cet immeuble. Notons O¢ 'anneau des entiers de
Fe. Pour tout v € Imm(G, F¢), il existe un unique schéma en groupes G¢ sur O¢, lisse,
de fibre générique G, tel que G<(O°) soit le sous-groupe des éléments de G(F¢) qui fixent
v [T, 3.4.1]. Pour simplifier les notations, on identifie G¢ & son groupe de points G¢(O°).
Nous décrirons ce groupe plus en détail aux §§2.1 et 2.3. Notons T le plus grand sous-
tore de T' déployé sur F©. On a X, (T¢) = X1® . Cest un sous-tore déployé maximal
de G vu comme groupe sur F°. Son centralisateur dans G est T', son normalisateur est
N. 1l lui est associé un appartement dans Imm(G, F'©), sur lequel N (F°) agit [T, 1.2].
En comparant les définitions, on voit que I'on peut identifier cet appartement & VI(€) de
sorte que l'action de n € N (F*) soit red(n)g. On peut alors décrire Imm(G, F¢) comme
le quotient de G(F¢) x V() par la relation d’équivalence suivante : (g, v) est équivalent
a (¢',v') si et seulement s'il existe n € N(F°) et k € G tels que v' = red(n)gr(v) et
g = gkn~'. Au tore T° sont associés un ensemble de racines affines et un groupe de
Weyl affine étendu. Ils ne sont autres que X et We. Dans le cas ott G est semi-simple
et simplement connexe, on sait que le groupe de Weyl affine étendu n’est autre que le
groupe associé au systeme de racines affines et qu’il agit de fagon simplement transitive
sur I'ensemble des chambres. Autrement dit, W<, est le groupe de Weyl associé & X, et
W€ est le produit semi-direct W, x N°.

Soient e,e’ € P, e divisant €. Alors Imm(G, F®') est muni d’une action de I(e), en
fait de I(e)/I(€’), qui se déduit de I'action de ce groupe sur G(F¢') x VI(¢)_ Parce que
F¢ JF¢ est modérément ramifiée, 'ensemble Imm(G, F*) s’identifie & celui des points
ﬁxe,sI(II)nm(G7Fe/)I(e) [T, 2.6.1]. De méme, pour v € Imm(G, F¢), G¢ n’est autre que
G, .
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1.9. Conservons la situation précédente. Kottwitz a décrit I'ensemble de cohomolo-
gie H'(Gal(F*°?/F),G) a l'aide de la donnée de racines D, autrement dit en termes
«indépendants de F ». Les éléments de cet ensemble de cohomologie sont des classes de
cocycles. Pour nos constructions, nous utiliserons des cocycles et non pas seulement des
classes de cocycles. Nous avons donc besoin d’un résultat un peu plus précis permettant
de controéler ces cocycles eux-mémes en termes indépendants de F. Ce résultat s’obtient
en reconsidérant la construction de Kottwitz, comme nous allons le faire. Les articles de
Kottwitz sur ce sujet supposent la caractéristique de F' nulle, mais cette hypotheése n’est
pas nécessaire pour ce que nous en utilisons.

Appliquant la construction du paragraphe précédent au cas G = T, on dispose, pour
tout e € P et tout v € VI(®) d’un schéma en groupes T sur O°. Il est en fait indépendant
de v. On note T¢ sa composante neutre. Dans le cas e = 1, on remplace I'exposant e
par nr.

Soit e € P. Supposons que I(e) agisse trivialement sur D. Alors G est déployé sur F°.
On a 'égalité :

TS = X, Q7 O°* C X, ®z FO* =T(F°).

De la valuation val : F©* — (1/e)Z se déduit un homomorphisme w§ : T(F¢) —
(1/e)X,. La suite suivante est exacte :

e

ws 1
1=>T¢ > T(F°) — =X, — 0.

e
La norme T'(F°) — T™ est surjective. L'image de T est T2". Notons X, ; le groupe

des coinvariants de X, pour l'action de I. La suite exacte ci-dessus se compléte en un

diagramme & carrés commutatifs et dont les deux suites horizontales sont exactes :

e
wop

| T ——>T(F*) "> (1/e)X, —>0

L

1 " ™ X 0

)

Les deux premieres applications verticales sont les normes. La derniére est la composée
de la multiplication par e et de la surjection naturelle X, — X, ;.

On a évidemment T'(F¢); C T2, T C T2 et la norme se restreint en une surjection
T(F¢); — T7". Par ’homomorphisme red, les résultats se transposent de la fagon suiv-
ante. Notons T, la composante neutre de T". Le diagramme ci-dessous jouit des mémes
propriétés que le précédent :

TI(e) wr (1/€)X* — >0

1 I’ red \L
1 T. TL, —" =X, 0
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Tout élément de Nfed s’écrit de fagon unique tn(w), avec t € Trled, w € W!. En envoyant
un tel élément sur (wr(t),w), on définit un homomorphisme NL, — X, 1 x W' et de la
suite exacte ci-dessus se déduit la suivante :

1= T.— NLy = Xupx W= 1 (1)

Considérons la surjection X, ; — (X./X.sc)r. Elle est équivariante pour les actions
naturelles de WI. Mais W agit trivialement sur X, /X, s : pour tous w € W, z, € X,
on a w(xy) — x« € Xige. La surjection se prolonge en un homomorphisme surjectif
X1 x W — (X, /X.s)r1, dont on déduit un homomorphisme surjectif :

Ny = (Xo/ Xuse)r- (2)
On a défini le sous-groupe N2 C ercd. Il contient T donc aussi T

Lemme 1.9.1. La suite :

1= T. = N2 = ( X/ Xuse)r — 0

est exacte.

Démonstration. La suite exacte (1) se complete en un diagramme :

0
(Xo/ Xose)1
1 T. NI, X x Wl ——1
F—
1 T. s ercd,sc — Xese g X W ——1

Ses carrés sont commutatifs. Les trois suites sont exactes. Considérons I’lhomomorphisme
(2). On dispose de trois informations :

e il est surjectif ;

o (NI

rod sc) €st inclus dans son noyau (cela résulte du diagramme ci-dessus) ;

e on a l'égalité NI, = N (NL, ) (cela résulte de I'égalité Wor = N,

r red,sc

Alors (2) restreint & N reste surjectif.

Le diagramme montre que le noyau de (2) est Tee(NL, ..). Le noyau de la restriction

de (2) & N est done Te(e(NL, ) NAEL). T résulte des définitions que

red,sc

I
L(Nred,sc) N 1‘11131;1 = L( rrgi,sc)'

https://doi.org/10.1017/51474748006000041 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748006000041

440 J.-L. Waldspurger

Pour achever la preuve du lemme, il suffit de démontrer :
rrclafi,sc = chsC. (3)

Soit n € Ngq o L'action ng appartient a W2 et fixe O™, c’est donc I'action triviale.
Notons (z,w) I'image de n dans X, s; X W, et y 'image de = par 'homomorphisme
naturel :

X*,SC,I — Xi,sc ®z Z(P) £ ‘/(;) (4)

On vérifie que, pour tout v € Vé), on a l’égalité ng(v) = w(v) — y. Puisque ng = 1, cela
entraine w = 1 et y = 0. Mais ’homomorphisme (4) est injectif : I permute les éléments
de la base A de Xy sc, donc X, ¢ est somme de I-modules induits et X, 4. ;7 est sans
torsion. Alors z = 0 et I'image de n dans X, g, X W est nulle. Donc n € Tc’sm ce qui
démontre (3). O

On a I’égalité :
Hl(@, (X*/X*,sc)l) = (X*/X*,SC)F,torsa

ou lon note ainsi le sous-groupe de torsion de (X./X, s)r. A un cocycle d, on associe
I'image de 6(61) dans (X./X. s)r. De Papplication (2) restreinte a N2 se déduit une
application :

Hl(@7 rr;i) — (X*/X*,SC)F,tors-

Lemme 1.9.2. Cette application est bijective.

Démonstration. Soit 6 € (X./X, sc)rtors, que l'on remonte en un cocycle de © a
valeurs dans (X, /X, sc)1, puis en une application de © dans N2%. Définissons une action
tordue de © sur T, par (6,t) — Ad(5(0))6(t). Grace au lemme précédent, le calcul
habituel montre que 'obstruction & relever § en un élément de H'(©, NM%) vit dans le
groupe H2(O,T.), ol O agit par cette action tordue. Mais ce groupe de cohomologie est
nul car T, est de torsion [Se, Proposition 2, p. 197]. L’application de I’énoncé est donc
surjective. De méme, son injectivité résulte de la nullité d'un groupe H'(©,T,). Celle-ci

résulte du théoréme de Lang : T, est connexe. ([

On fixe un ensemble D de cocycles de © a valeurs dans N2 tel que I'application

naturelle D — H'(©, N,) soit bijective. On les considérera aussi comme des cocycles

définis sur I, triviaux sur I.

1.10. Le corps F' € CL, est toujours fixé. Kottwitz a défini un homomorphisme surjectif
(cf. [K3,§7]) :
G™ w_c> (X*/X*,sc)1~

Il possede les propriétés suivantes :

e wg coincide sur 7™ avec la composée de wr et de 'homomorphisme naturel X, ; —
(X*/X*,sc)l ;

e ((GMY) est inclus dans le noyau de wg.
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Il en résulte que la restriction de wg a N est la composée de red et de I’lhomomor-
phisme §1.9 (2). D’autre part, on a les égalités :

HY(Gal(F**P/F),G) = H'(I,G™) = H'(6,G™).
Enfin, wg définit un isomorphisme :

Hl(@, Gm) ; Hl(Qa (X*/X*,sc)l) = (X*/X*,SC)F,tors~

Notons N™ I'image réciproque de N2 par 'homomorphisme red. Celui-ci définit une

application H'(©,N™) — H'(6,NM)), qui est bijective : cela résulte de la nullité de
groupes H'(O,TP) ; ces nullités se prouvent comme au §1.8. Plus précisément, tout
cocycle de © dans M2 se releve en un cocycle a valeurs dans N™. Pour tout d € D, on
fixe un tel releévement que ’'on note dr. Grace au lemme 1.9.2, de I'inclusion N C G™

se déduit une bijection :
HY(O,N™) = HY(6,G™).

Alors lensemble {dp; d € D} est un ensemble de cocycles représentant I’ensemble
HY(O,G™).

Tout élément d € D définit une nouvelle structure de G sur F. Précisément, on définit
G, sur F muni d’un isomorphisme &; : Gy — G défini sur F™ et vérifiant {500 =
Ad(dp(0)) o 0 0 &y pour tout § € @. On peut aussi dire que &5 0y = Ad(dp(y)) ovo&qy
pour tout v € I'. On note Ty I'image réciproque de T par &y. Il est stable par I’action de
I'. Notons Ty r le plus grand sous-tore déployé sur F' de Tj.

Lemme 1.10. Le tore Ty r est un sous-tore déployé maximal de G .

Démonstration. On sait qu’il existe deux sous-tores T7 C T, de G4, définis sur F,
tels que T3 soit déployé sur F', maximal et T, soit déployé sur F™, maximal. Fixons-
les. Soit T3 le plus grand sous-tore de T' déployé sur F™. Les tores £;(T») et T5 sont
tous deux des sous-tores de G déployés sur F™', maximaux. Il existe donc g € G™ tel
que Ad(g) o &4(T2) = Ts. Fixons un tel g. Pour 6 € O, posons d(0) = gdr(0)0(g)~*.
Posons & = Ad(g) 0&4. On a &g 00 = Ad(d(0)) 0 0 0 g . Puisque Th et T3 sont définis
sur F, cette relation entraine que d’»(#) normalise T5. Le centralisateur de T3 est T.
Donc d,(#) normalise T, i.e. d’»(f) € N™. Notons X? le Z-module des z, € X/ tels que
d'(0)0(x.) = . pour tout 8 € ©. Dans cette relation, d»(6) agit par 'action naturelle de
N dans X,. Ona X% = £4(X,(T1)). Pour n. € N™, posons pour simplifier ng = red(n)g.
Notons V¢ le sous-ensemble des v € V! tels que d=(0)r0(v) = v pour tout 0§ € O, ou
encore des v € V tels que d(y)ry(v) = v pour tout v € I'. C’est un sous-espace affine de
V de partie vectorielle X% ®z R. Donc dimg (V%) = dimp(T}). On définit de méme V¢
et on a dimg(V?) = dimp(Ty, ). On a défini une décomposition de V7 en facettes. Parmi
les facettes qui coupent Vd/, choisissons-en une de dimension maximale. Notons-la ¢. On
peut choisir n’ € N tel que nj(¢) soit incluse dans 'adhérence C™* de la chambre C™*.
Quitte & remplacer d%, par 0 — n/d(0)0(n')~! et £y par Ad(n’) o &y, on est ramené au
cas ot ¢ C C™. Puisque ¢N VY # (0, d=(01)r0;1 conserve la facette ¢. Les chambres C™
et dp(01)r61(C™) possedent toutes deux ¢ dans leur adhérence. Il est connu que cela
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entraine l'existence de n € NI tel que ng(¢) = ¢ et nrd’ (01)r0:1(C™) = C™. Puisque
C™ est stable par 6, elle Uest aussi par ngrdy(61)r. Alors ¢(n)d(01) € N™. Rappelons
que l'on a le diagramme commutatif :

NEr (Xa/Xuse)1 — (Xu/Xuse)r

N

GIII‘

Puisque ¢(G2) est contenu dans le noyau de wg, 'image de ¢(n)dx(61) dans (X./Xusc)r
est la méme que celle de d=(01). C’est aussi celle de d () puisque dp et d définissent le
méme élément de H'(©, G™). 1l existe donc m € N™ tel que les deux éléments ¢(n)d’(61)
et m~'dp(61)01(m) aient méme image dans (X,./X. s )r. Grace au lemme 1.9.1, on a
alors :

an%(Ql)R = mﬂgldp(Gl)RﬁlmR. (1)

Rappelons que ng(¢) = ¢. Puisque n € N2, cela entraine que ng fixe ¢ point par point.
Parce que ¢ est de dimension maximale parmi les facettes qui coupent Vd/7 I'intersection
oN V¥ est ouverte dans V& [La, Lemme 10.14]. Alors ng fixe point par point un ouvert
non vide de V¢, donc fixe tout point de V. Donc V¢ est fixé point par point par
nrd’(01)r01. De Iégalité (1) résulte que mR(Vd/) est fixé point par point par dp(61)r6:-
Puisque 0, engendre topologiquement @, cela entraine l'inclusion m]R(Vd/) C V4. Alors
dimg(V4) > dim]R(Vd,)7 ou encore dimp(Ty r) > dimp(Ty). Puisque T a été choisi
déployé maximal, T, p I'est aussi. (I

Munissons V' de 'action de I" pour laquelle tout élément + € I' agit par :

v = d(7)rY(v)-

Notons V' (d) 'espace V muni de cette action. Soit e € P tel que I(e) agisse trivialement
sur D. De méme que I’on a construit 'immeuble Imm(G, F¢) comme quotient de G(F*¢) x
V', on construit 'immeuble Imm(Gy, F¢) comme quotient de Gg(F*¢) x V(d) (ces deux
immeubles sont d’ailleurs isomorphes). L’action naturelle de I" sur ce produit passe au
quotient en une action sur 'immeuble. Grace au lemme précédent, on peut identifier
Iimmeuble Imm(Gy, F) de G4 sur F au sous-ensemble des points fixes de cette action
de I' dans Imm(Gy, F¢). L’appartement associé a Ty - est I'ensemble V¢ des points fixes
de I" dans V(d).

2. Groupes parahoriques, filtrations de Moy—Prasad

2.1. Soit e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D. Soit F' € CLy. On a associé
au point v = 0 € V(¢) un schéma en groupes G§ sur O°. Notons ég sa fibre spéciale,
7 : G§ — G§ la réduction naturelle et notons de méme la dérivée g5 — @5. On sait que G
est réductif connexe sur qu parce que le point 0 est hyperspécial [T, 3.8.1], et les images
par ™ de G§N B(F¢), respectivement G§NT (F°¢), sont les groupes de points sur F, d'un
sous-groupe de Borel, respectivement d’un sous-tore maximal T, de CNT’S. Soit z, € X..
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Cet élément définit un homomorphisme de F°* dans T'(F°). Par restriction, on obtient
un homomorphisme de O%* dans G§ N T(F€), qui se réduit en un homomorphisme
T, de quX dans T. L’application z, — &, identifie X’i a X*(T) On sait que, par cet
isomorphisme, X' s’identifie au systéme de racines de T dans gg [T, 3.5.1]. Introduisons
le O°-module t(0°) = X, ®z O° C X, ®z F° = t(F°). Alors g§ est somme directe de
t(0°) et des O°-modules engendrés par les E,, pour o € X. La famille (7(E,))qeca est
un épinglage de g;. On peut alors identifier le groupe ég au groupe G du §1.6 de sorte
que :

e T g'identifie & T, l'identification étant compatible aux isomorphismes déja intro-
duits X, (T) ~ X, ~ X.(T) ;

e pour tout a € A, 7(E,) s'identifie & E,,.

On identifie désormais les deux groupes. Alors 7 devient un homomorphisme de G§
dans G. Il résulte des constructions que :

(1) N(F°¢)NG§ est I'image réciproque de N par I'application «red » et 7 coincide avec
«red » sur cette intersection.

La famille (7(E,))aes prolonge I'épinglage (E4)aca. On voit qu’elle vérifie les con-
ditions imposées au §1.5. Comme on I’a dit, ces conditions déterminent la famille & des
signes pres. Pour tout o € X, il existe donc e, € {£1} tel que 7(E,) = c4FEs. On a
nécessairement £, = 1 pour @ € +A. Quitte a modifier notre famille de départ (E,)aecx
en la multipliant par les mémes signes, on suppose désormais que 7(E,) = E, pour tout
ae .

2.2. On va introduire dans ce paragraphe quelques définitions abstraites dont la justifi-
cation apparaitra dans les deux énoncés du paragraphe suivant. On a défini au § 1.2 une
forme bilinéaire I x Z,) — F, au §1.7 I'ensemble V(;,) et au §1.9 le tore T.. Puisque

Vé)) = Xi ®z Z(p) et T.= Xi 294 ]F;,
de la forme bilinéaire ci-dessus s’en déduit une autre :
s _
I x V(p) — T,
(o,v) — v(0).

On peut aussi la définir de la fagon suivante. Pour v € V/;,), il existe un unique élément
ty, € T tel que ¢, r(0) = v (quand on identifie Ty = X, ®z Z) = V{3), on a t, = —v).
On a défini une action de I' sur T,eq = TwT. Pour (o,v) € I x 1/(;)7 on a I'égalité
v(o) = o(t,)t; L.

Soit v € V; . Le groupe I agit sur G. Pour ¢ € I, on note p,(c) Pautomorphisme
Ad(v(0)) o o0 de G. L’application o + p,(c) est un homomorphisme. On note G, le

sous-groupe des éléments de G fixes par p, (o) pour tout o € I. C’est un groupe réductif
sur [F,, en général non connexe.
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Soient (v,r) € Vé)) X Zpy- On pose :
Gy = {Xeg; Voel, p,(o)(X)=r(c)X}.
Cet espace est stable par laction de G,. Dans le cas ol 7 = 0, c’est I’algebre de Lie du
groupe G,,.
Remarque. g, ,. ne dépend que de I'image de (v,r) dans V(;) X (Zp) | Z).

2.3. Soient F' € CLy et v € Vé)). Choisissons un entier e € P tel que ev € X, et I(e)
agisse trivialement sur D. On dispose des schémas en groupes G5* sur O™ et G¢ sur O°.
Notons é;}r et éf; les plus grands quotients réductifs de leurs fibres spéciales. On a déja
dit que G = G&!. L’action de I sur G¢ se descend en une action sur G¢ et D'égalité
précédente se complete en un diagramme commutatif :

Gy —— Go!
| | (1)
énr ~e, I

(cf. [Le, §3.5]).

Rappelons que I'on a défini au § 1.8 un homomorphisme red : 774 — T,.4. On définit
une section de cet homomorphisme au-dessus de T, de la fagon suivante : & 2, @ (n/e’) €
Tw, ot 7. € Xy, ¢ € Petn €Z, on associe 7. @ (wy/e)" € T4 Cette section est
un homomorphisme de groupes, qui n’est pas en général équivariant pour les actions de
I'. On a noté t, I'élément de Ty, tel que t, g(0) = v. On note tg, € T™° Pimage de ¢,
par la section ci-dessus. Sa définition et ’hypothese sur e montrent que ¢y, appartient
a T'(F¢). Le stabilisateur de v dans G(F*¢) (pour 'action de ce groupe sur I'immeuble)
est évidemment le conjugué par tp, du stabilisateur du point 0. Autrement dit, on a
Pégalité GS = Ad(tp,)(G§). On définit un homomorphisme :

T G — G
composé de 7o Ad(t5) et de I'inclusion G* C G¢.

Lemme 2.3.1. L’homomorphisme m, a pour image G, et se quotiente en un isomor-
phisme de G}' sur G.

Démonstration. D’aprés le diagramme (1) et les propriétés de m, m, se quotiente en
un isomorphisme de éﬁr sur le sous-groupe des points fixes dans G pour une certaine
action o +— p(c) de I. Cette action est obtenue par réduction via o Ad(t;}v) de laction
naturelle dans G¢. Autrement dit, pour ¢ € I, on a :

p(o)omoAd(ty),) = moAd(ty,) oo
On calcule :
p(o)om = WOAd(t;}U)OUOAd(th) = WOAd(t;}UU(tF,v))OO' = Ad(v(0))omoo = py(o)om.

Dot légalité p(o) = p, (o) puis le lemme. O
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Remarquons la propriété suivante.

(2) Pour tout n € N™°4 N G, on a les égalités 7 o Ad(t;}v)(n) = t tred(n)t, =
my ored(n).

La premiere égalité résulte de la relation (1) du §2.1. En vertu de cette égalité,
t;1red(n)t, appartient & N, donc est égal & sa projection par 7y. Cette projection
est égale & 7y ored(n) puisque 7y (t,) = 1.

Soient e € Pet (v,r) € VI(©) x R. Moy et Prasad ont défini un O¢-réseau g, de g(F°).
Rappelons sa définition. On a noté X¢ I’ensemble des orbites de I’action de I(e) dans X.

Pour o € X°, on pose u, = @ﬁea ug. Le réseau g7 . est somme de ses intersections avec
t(F°) et avec les u, (F°) pour a € X¢. On a :

gy NHF) = {X € t(F°); Va© € X*, val(z" (X)) > r},
et, pour a € X°,
g, N (F°) = {X = Z x3Eg € uy(F°); VB € a, val(xg) 21— a(v)}.
BEa
L’application r — gg ,. est décroissante. On pose :
93,r+ = U gi,s‘
s>r

Pour (v,r) € VI x R, on a les égalités gl', = gL, g, = gil, [AD, Proposi-
tion 1.4.1].

Supposons que I(e) agisse trivialement sur D. Pour (v,7) = (0,0), g§, est égal a
lalgebre de Lie de G§ déja introduite au §2.1. Pour v = 0 et r = n/e, avec n € Z, on a

e n e
80,r = W1/¢80,0-

Soit maintenant (v,r) € V(;) X Z(py- Choisissons e € P tel que ev € X,, er € Z et
I(e) agisse trivialement sur D. On a I'égalité g7, . = Ad(tr,)(w]),86,0)- Notons encore
T: @50 — 8 la dérivée de 'homomorphisme du §2.1. On définit une application linéaire :

Tor ' Bpr = 8
C’est la composée de la suite d’applications :

Ad(tg),) xw ™
€ ’ wer € € —> -
Gy 7 W1/e800 — 7 B0,0 g.

On définit une application linéaire :

nr

7T’U7’r‘ : gv77‘ _> g

comme la composée de 7y . et de l'inclusion g’ = gf):{, Cgy,-
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Lemme 2.3.2.

(i) L’application wj, se quotiente en un isomorphisme de g /g .. sur g. Elle
entrelace I'action naturelle de I sur gy, avec I'action de I sur g définie par :

Ixg—g,
(0,X) = 7r(0) " py(0)(X).

(ii) L’application m,, a pour image @, , et se quotiente en un isomorphisme de
nr nr ~
gv,r/gv,r-&- sur gv,r‘

Démonstration. La premiere assertion de (i) est immédiate d’apres la description de
I'application 7. On voit que 7y, entrelace l'action de I sur g , avec une certaine action
o+ p(o) de I sur g. On calcule cette action comme dans le lemme précédent. Cela
conduit & la seconde assertion de (i).

En passant aux invariants par I, on voit que 7, , se restreint en un isomorphisme de
(95.,./95.,4)" sur g, .. Un lemme analogue au lemme 1.8 montre que g, est coho-
mologiquement trivial. On en déduit les égalités :

(85,/85,:)" = g0/80 . = /80 O

2.4. Pour a € I™, on pose Uy = Py, g On étend I en 2o = 5™ U {0} et on
pose 1y = t. Pour a € ™, on note R,, I'ensemble des r € Z(,) tels qu’il existe un élément
non nul X € u,, vérifiant ¢(X) = r(0)X pour tout o € I. L’ensemble R, est stable par
translations par Z et son image dans Z,)/Z est finie. Dans l'espace VI xR, considérons
la collection des hyperplans {(v,7) € VI x R; r — a(v) = 74}, pour e € E™ et 74 € R,.
Cette collection définit une décomposition de V! x R en facettes. On note @ 1’ensemble

de ces facettes. Chaque facette est stable par translations par VL .. Pour tout ¢ € @, le

sous-ensemble ¢/V.I . de (VI/VE ) x R est relativement compact. Sa projection sur R
est un intervalle borné dont on note r(¢) la borne supérieure.

Lemme 2.4.1. Soit ¢ € ¢. Alors :
(i) la projection de ¢ dans R est un intervalle ouvert ou est réduite & un point ;
(ii) Iintersection ¢ N (Vé)) X Zp)) est dense dans ¢ ;
(iii) 7(¢) € Zp)-

Remarque. D’apres (i), r(¢) appartient a la projection de ¢ dans R si et seulement si
cette projection est réduite a un point.

Démonstration. Par définition de la décomposition en facettes, il existe :
e une décomposition en union disjointe yor — yor | f];f ;
e pour tout v € X, un élément ro € Ry ;

e pour tout a € f;r, deux éléments consécutifs r, < rl de Ry, ;
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de sorte que ¢ soit l'ensemble des (v,7) € VI x R vérifiant les conditions (1) et (2)
suivantes.

(1) Pour tout a € ™, r — a(v) = r4.
(2) Pour tout « € f;f, r, <r—av) <rt.

Fixons un sous-ensemble 4 C X N 27 linéairement indépendant et maximal.
L’hypothese (Pf..) nous permet de fixer un sous-ensemble B C Homyz(X!,Z), disjoint
de A, tel que AU B soit linéairement indépendant et tel que :

(3) Z(p) [AUB] = HomZ(X,f, Z(p))

Pour tout 3 € £17, écrivons =Y, 4 cg.ac avec des cgq € Q (5 B =0, g0 =0

pour tout a). L’égalité précédente impose que cg,o € Z(y). Je dis que la condition (1) est
équivalente a la réunion des deux conditions :

(4) pour tout v € A, r — a(v) =714 ;

(5) pour tout 3 € ™ on a I'égalité (1 — Y acACBa) =TB = D qecaChala
En effet, soient (v, r) vérifiant (4) et § € £™. On a :

=) == 3 cpaa(v) =7 = 3 caalr —ra).

acA acA

Que ce terme soit égal a rg est équivalent a ’égalité (5).
Considérons la condition :

(6) il existe B € £ tel que YoacaCaF1

(elle est vérifiée si 0 € E‘ir). Supposons-la vérifiée. Alors la projection de ¢ dans R est
réduite a un seul point, qui appartient a Z,). En effet, soient (v,r) € ¢ et 3 vérifiant (6).
La condition (5) pour ce # détermine 7, qui appartient bien a Z,) grace a (Pg..). Le
réel 7(¢) est nécessairement égal & cet unique point et appartient donc a Z,). Soit de
nouveau (v,7) € ¢. Choisissons v' € V! tel que a(v) = a(v) pour a € A, b(v') € Zg
pour b € B et b(v') — b(v) soit assez petit. La condition (2), étant ouverte, est encore
vérifiée pour (v/,r). Les conditions (4) et (5) sont aussi vérifiées pour (v/,r) puisqu’elles
le sont pour (v, 7). Donc (v/,r) € ¢. On a imposé que b(v') € Z,) pour b € B. On a aussi
a(v') € Zg,) pour a € A puisque a(v') = r — 4. Gréace a (3), on en déduit que v’ € Vé).
Cela démontre que ¢ N (Vé) ) X Lp)) est dense dans ¢.

On suppose maintenant que (6) n’est pas vérifiée. La condition (5) devient indépen-
dante de (v,r). Puisque ¢ n’est pas vide, elle est toujours vérifiée et on peut I'oublier.
Soit (v,7) € ¢. Choisissons r" € Z,) tel que r’ — r soit assez petit et v’ € VT tel que
a(v') =r" =714 pour a € A, b(v') € Zy) pour b € B et b(v') — b(v) soit assez petit. On
montre comme ci-dessus que (v',7’) € (bﬁ(Vé) ) X Zp))- On en déduit que cette intersection
est dense dans ¢.

Remarquons que 'on peut ci-dessus prendre ' > r ou r’ < r. Cela montre que la
projection de ¢ dans R est un intervalle ouvert et r(¢) n’appartient pas & cet intervalle.
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Par définition de 7(¢), il existe v’ € VI tel que (v',r(¢)) appartienne a 'adhérence
de ¢. Fixons un tel o', soit ¢’ la facette a laquelle appartient (v’,r(¢)). En appliquant
a @' les résultats ci-dessus, il y a deux possibilités : ou bien la projection de ¢’ dans R
est réduite a un seul point, & savoir 7(¢), qui appartient a Z,), ou bien cette projection
est un intervalle ouvert. Pour prouver que r(¢)~appartient a Zpy), on va exclure cette
deuxiéme possibilité. Notons plus précisément X2 (@), r(9), etc., les termes notés ci-
dessus L™, r,, etc., et introduisons les termes analogues X (¢), 7o (¢'), etc., relatifs &
@'. 1l est clair que ¢ est contenue dans I’adhérence de ¢, ce qui entraine les relations :

o IMT(¢) C XM (¢) et ro() = ra(¢) pour a € L1(¢) ;
o LU (¢)) C X () et, pour v € X (¢), 1} (¢) =} (), r5 (¢) =75 (¢))
e pour o € 23((;5’) N i’;‘f(qﬁ), ro(¢) = T(Jg(gb) ou o (@) =1, (9).

Supposons que la projection de ¢’ dans R soit un intervalle ouvert. On peut choisir
(v],r) € ¢ avec r < r(¢). Par définition, si 7(¢) — r est assez petit, on peut aussi choisir
vy € VI tel que (vy,7) € ¢. Montrons que :

(7) pour € > 0 assez petit, (v' + e(v1 —v}),7(9)) € ¢.

Soit v € ™ (¢). On a 7 — a(v)) = ro(¢) = ra(¢) = r — a(vy), done a(v)) = a(vy).
Alors

r(¢) — a(v' +e(vr — 1)) =7r(¢) — a(v)) = 1a(¢) = ra(9).
Soit « € ﬁ;r(qﬁ’). Alors
ra (@) =75 (¢) <7(¢) —a(v) <ry(¢) =714 (9).

Pour ¢ assez petit, on a encore
7o (9) <r(d) — av +e(vr —v})) <7y (9).
Soit a € X2 (¢) N T () tel que r4(¢') =rf(4). On a
r—a(vy) =ra(d) =1 (0) > —afv).

Donc a(vy —v]) > 0. On a r(¢) — a(v') = ro(¢’) = rt(4). Pour € > 0, on a alors 7(¢) —
a(v'+e(vy—v])) < rF(¢). Sie est assez petit, on a aussi v, (¢) < r(¢) —a (v’ +e(vy —v])).
Un raisonnement similaire vaut pour a € ™ (¢) N Z:’;f(cé) tel que ro(¢') = 7, (9).
Cela vérifie (7).
Mais (7) entraine que r(¢) appartient & la projection de ¢ dans R. On a vu que ce
n’était pas le cas. Cette contradiction acheéve la preuve. (I

Notons le corollaire de la preuve ci-dessus.

Lemme 2.4.2. [l existe e € P tel que er(¢) € Z pour tout ¢ € P.
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Démonstration. On a vu que pour tout ¢ € @, il existait ¢’ € d tel que r(¢p) = r(¢') et
@' vérifiait la condition (6). On peut donc se limiter aux ¢ qui vérifient cette condition.
Pour une telle ¢, r(¢) est déterminé par une égalité (5) pour laquelle 1 — " 4¢3 # 0.
Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de choix possibles pour la racine 3 et I’ensemble A, on
peut fixer ¢’ € P tel que, pour toute telle égalité (5), les termes

~1
e’(l - Z 0[37a/> Cha

a’€A

appartiennent a Z pour tout a € A. Les termes r,, appartiennent a R, et on peut fixer
e’ € P tels que e'’r, € Z pour tout a € X', Mais alors e’e”r(¢) € Z. O

2.5. Soit F' € CL,.

Lemme 2.5.1. Soient (v,r),(v',r") € VI x R. Ces deux éléments appartiennent a la
méme facette si et seulement si les deux égalités g,’, = @,/ €t @y = @7 v sont

vérifiées.

Démonstration. Notons Ry le sous-ensemble des 7 € R tels qu'il existe X € t"" vérifiant
inf{val(z*(X)); z* € X*} = r. Pour « € X™, notons R/, le sous-ensemble des r € R
tels qu'il existe X = 3 5., xgEp € uy" vérifiant inf{val(zs); B € a} = r. On définit une
décomposition en facettes de V! x R comme au §2.4, en y remplacant les ensembles
R, par les R.,. La description des réseaux gy5 (cf. §2.3), montre que les deux égalités
de 1’énoncé sont vérifiées si et seulement si (v,r) et (v/,r') appartiennent & la méme
facette de cette nouvelle décomposition. Le lemme sera prouvé si nous montrons qu’en
fait, les deux décompositions coincident, autrement dit que l'on a les égalités R{, = Ry et
R!, = R,, pour tout a € ™. On va prouver que R, = Ry, les autres égalités se prouvant
de la méme fagon. Pour X € t"", on a certainement inf{val(z*(X)); z* € X*} € Z,).
Donc R} C Zp)- Soit r € Z(y,), écrivons r = n/e avec n € Z, e € P, en choisissant e
assez grand pour que I(e) agisse trivialement sur D. En écrivant X = w?/eY, on voit
que r € R{) si et seulement s'il existe Y € t(F°) tel que :

e pour tout o € I, g(w?/eY) =y Y ;
e inf{val(z*(Y)); z* € X*} =0.

La premiere condition est équivalente & o(Y) = r(0)Y pour tout o € I. La seconde est
équivalente 4 Y € (0°) et w(Y') # 0. Parce que e est premier & p, Papplication suivante
est surjective :

{Yet(0°); VoI, oY)=r(0)Y} B {Yet;VoclI, oY)=r(o)Y}

Alors r € Rj si et seulement si ce dernier espace n’est pas nul. Mais cela équivaut a
r € Ry, par définition de Ry. O
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Le lemme signifie que notre décomposition en facettes est la méme que celle définie
par DeBacker [D, Définition 3.2.2]. Cela a la conséquence suivante. De @, on déduit
une décomposition en facettes de V! en coupant les éléments de @ par V! identifié
a VI x {0} c VI x R. Alors la décomposition obtenue est la méme que celle définie
au §1.7.

Soient ¢ € @ et (v,r), (v',r") deux éléments de ¢ N (V( ) X 2 p). On a défini des
projections :

Tur t o = G Tl 2 Bl v > Bt -
Le lemme précédent nous dit que les espaces de départ de ces applications sont égaux.

Lemme 2.5.2. Sous les hypothéses ci-dessus, on a les égalités @, , = @, €t Ty, =
T -

Démonstration. Introduisons les ensembles S () et f];‘[((b) de la preuve du lemme
2.4.1. De la description de gy, donnée au §2.3 et de la définition de 7, résulte que :

e pour a € E’;‘Z(fb) o (@35 Nup') = {0} ;

d Wv,r(ggfr) = @&€§2r(¢) Wv,r(ggfr N ugr)

(on a posé uy = t). On a des propriétés analogues en remplagant (v,r) par (v',r’).
Pour démontrer le lemme, il suffit de fixer o € ff(qﬁ) et de prouver que , , et 7Tv/7r/
coincident sur gy’ Nuy" = g7, Nugy'. Fixons e € P tel que ev, ev' € X* erer’ €Z
et I(e) agisse trivialement sur D. Rappelons que 7, , est la composée de Ad(¢ Fi) de la

multiplication par w; / " et de la projection 7. Sur u, (F¢), la composée de Ad(tF,'u) et de

1
la multiplication par @, " est égale & la multiplication par wf(a(v) "), Une description
analogue vaut pour m, ,. Mais on a 'égalité a(v) —r = a(v') — 7' qui permet de

conclure. O

2.6. Soit d € D. Tout élément de T, est fixe par ©. Il en résulte que l'application
nnod: O — N est un cocycle. On peut définir un groupe Gy sur Fy, muni d’un isomor-
phisme &, : G4 — G, défini sur F, et tel que ;060 = (Adomy od)(0) 0 6 0 &; pour tout
0e€o.

Soit v € V( )- Pour 6 € © et o € I, les automorphismes (Adomy od)(0) o8 et p,(o) de
G ne commutent pas. Mais on a I’égalité :

(Adomy od)(8) 0o py(c)of o (Adory od)(0) ™" = p,(Aod™t).

Alors (Ad oy o d)(6) 06 conserve le sous-groupe G.,. Le sous-groupe G4, = £, (G,) de
G est défini sur Fg. On peut dire les choses d'une autre facon. Parce que v € Ve on a
t-1d(y)v(t,) € N pour tout v € I'. L’application vy + ¢, 1d(y)¥(t,) est un cocycle. On
munit G d'une action v — pa,(7) de I' en posant pg,(v) = Ad(t;1d(y)y(t,)) ov. On
munit G4 d’une action de I" de sorte que £4 0y = pa.(7) o €4. Cette action coincide sur
O avec l'action déja définie. Alors G’d,q, est le sous-groupe des points fixes par I dans Gy.
Soit de plus r € Z(). Notons g, . le sous-espace des X € g, tels que o(X) = r(0)X
pour tout o € I. Ce sous-espace est défini sur [Fy, c’est-a-dire qu’il est stable par ’action
de O. 1l est aussi stable par 'action adjointe de G ,. On a I'égalité Ed(gdw) =Gy,
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2.7. Soient d € D, F € CL,. On a introduit au §1.10 le groupe G4 sur F et
Iisomorphisme &; : Gy — G défini sur F™. Soit v € V(C;)). D’apres la théorie de
Bruhat-Tits, il existe un schéma en groupes Gg,,, défini sur 'anneau des entiers O
de F, tel que Ggq,(O™) soit le fixateur dans G5 du point v € Imm(Ggq, F™) [T,
3.4.1]. Plus concretement, la fibre générique de Ggq,, est G4 et il y a un isomorphisme
Ga.,(0™) = GBr, défini sur O™, qui prolonge I'isomorphisme &; des fibres génériques.
On note encore &4 cet isomorphisme.

Lemme 2.7.1. Le plus grand quotient réductif de la fibre spéciale de Gg,, s’identifie a
Gg,., de sorte que le diagramme évident ci-dessous soit commutatif :

Gd,v (Onr) A Ggr

7rd,vl iﬂ'u

G EELLNNYCY
Démonstration. Puisque les applications &4 et &; figurant dans ce diagramme sont des
isomorphismes, il existe une unique application 74, qui rend ce diagramme commutatif.
Sur O™, elle identifie le plus grand quotient réductif de la fibre spéciale de G4, & Cfv”dﬂ,
puisque 7, possede la propriété analogue. On doit montrer que 74, commute aux actions
de O. Cela revient a dire que, pour 6 € ©, on a I'égalité m, 0o Ad(dp(0)) 00 = pg.(0) o my.
On laisse la vérification au lecteur. O

Soit (v,7) € V4 x R. Notons g, le O™ -réseau de gj* tel que &i(g4,,) = @, 11
est muni d’une structure sur ’anneau des entiers O de F', c’est-a-dire qu’il est stable par
I’action de 6.

Lemme 2.7.2. Soit (v,r) € V((;i) X Z(py- 1l existe une unique projection ©-équivariante
Tdwr* Bdvr — 8dp,r qui rend commutatif le diagramme suivant :

&d
gd,v,r —— gv,r

lm,m- lﬂ—v,r

gd,v,r 40[) ﬁ'u,r
Démonstration. La preuve est identique a celle du lemme précédent. O

2.8. Soit d € D. Notons Kery le sous-groupe des 0 € O tels que d(6)grf soit I'action
triviale de V. On a :

(1) Pindice de Kerg dans © est premier a p.

Soit € 6. On doit montrer que I’automorphisme affine d(6)rf de V est d’ordre
premier a p. Par construction, c’est le produit d’une translation et d'un automorphisme
linéaire issu d’un automorphisme de X, que l'on note u(f). Posons N = rang(D) =
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rang(X,). Identifions X, & Z. Alors u(f) devient un élément de GLy(Z). Puisque
d(0)r0 est d’ordre fini, u(0) ’est aussi. Ses valeurs propres forment un ensemble de racines
de 'unité stable par I'action du groupe de Galois de Q/Q. Notons Q(¢,) I'extension de
Q engendrée par les racines p-iemes de l'unité. Si 'une des valeurs propres de u(6) était
d’ordre divisible par p, on aurait N > [Q((,) : Q] = p—1, ce qui contredirait (Py). Donc
Pordre de u(f) est premier a p. Notons e cet ordre. Alors (d(€)r6)° est une translation.
On sait qu’elle est d’ordre fini. Elle est donc triviale et cela démontre (1).

On a défini I'ensemble de facettes @. L’action § +— d(6)gf de © sur VI agit par
permutations sur @. On note ¢ le sous-ensemble des facettes fixées par cette action. II
est clair par convexité que tout élément de ¢ coupe V¢ x R. On a :

(2) pour tout ¢ € ¢, $p N (V(Z) X Zp)) est dense dans ¢ N (V4 x R).

En effet, grace & (1), la projection de VI x R sur V¢ x R :
(v,7) — ([9 : Kerg] ™! Z d(H)RO(v),r)
0€O/ Kerg

envoie Vé)) X Z(p) sur V(‘Zi)) X Z(p). Alors I’assertion résulte du lemme 2.4.1.
De méme :

(3) pour tout ¢ € ¢, 'adhérence ¢ de ¢ coupe V(‘;) x {r(¢)}.

Soit ¢ € 4. Pour (v,7) € (V(‘;) X Zpy) N, on a défini le Fy-espace @, .. 11 est muni
d’une structure sur Fy, c’est-a-dire d’une action de O, et il ne dépend pas de (v,r)
(cf. lemme 2.5.2). On le note 84,4 Conformément a la convention du §1.8, on pose
9d,¢6 = QU%. On note S(¢) l'espace des fonctions sur gg, ¢, & valeurs complexes (c’est un
espace de dimension finie puisque gq4,4 est un espace de dimension finie sur F).

On pose :
st= @ s(9).

pedd

et, pour r € R,

St= P s, sh= P SO

pedd, r(p)2r peP, r(p)>r

3. Analyse harmonique ; une premiére réduction

3.1. On fixe pour tout le §3 un élément d € D. Dans les trois premiers paragraphes,
on fixe aussi un corps F' € CL,. Pour r € R, on pose :

9dr = U U Ad(9)(8d,v,r)-

g€GaveVd

Pour toute extension K de F contenue dans F™°9, on pose :

t(K), ={X e t(K); V2" € X*, val(z"(X)) = r}.
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On définit :
9d,r+ = U 9d,ss t(K)TJr = U t(K)S'

s>r s>r

Pour tout élément semi-simple X € g4, on note r(X) le sup des r € R tels que X € gq.r
(en particulier r(0) = 00).

Lemme 3.1.

(i) II existe une extension galoisienne finie K de F contenue dans F™°9 telle que, pour
tout élément semi-simple X € ggq, il existe g € G(K) tel que Ad(g) 0&q(X) € t(K).

(ii) Soit X un élément semi-simple de g4, choisissons g € G(K) comme en (i), posons
X' = Ad(g)o&q(X). Alors, pour tout r € R, X € gq,, si et seulement si X' € t(K),.

(iii) II existe e € P tel que, pour tout élément semi-simple non nul X € g4, on ait
er(X) € Z.

Démonstration. Choisissons une extension galoisienne finie K; de F' contenue dans
Fmod telle que le sous-groupe Gal(F™°4/K;) C I' agisse trivialement sur D et d soit
trivial sur ce sous-groupe. Il n’y a qu’un nombre fini d’extensions Ky de K7 dans FS°P
de degré [K, : K] divisant |W|. Grace a I'hypothese (Pang(p)), |[W| est premier & p et
toute telle extension K est contenue dans F™°4. Soit K la composée de ces extensions.
Alors K répond a la question. En effet, soit X un élément semi-simple de g4. Choisissons
un tore maximal Ty} C Gy, défini sur F, tel que X € t;. Posons Ty = £4(T). Puisque
d est trivial sur Gal(Fm™ed /K1), & est défini sur Ky et T est un sous-tore maximal de
G défini sur K;. Il existe un élément g2 € G tel que Ad(g2)(Th) = T. Le choix d’un
tel élément nous permet d’identifier Th a T', action de Gal(F*°P/K) sur Ty étant celle
sur T tordue par un cocycle a valeurs dans W. Etant donné le choix de K7, I'action de
Gal(F®P/K;) sur Ty est donc simplement donnée par un homomorphisme de ce groupe
dans W. Par définition de K, cette action est forcément triviale sur Gal(F*°P?/K). Donc
T est, comme T, déployé sur K. Deux tels tores sont conjugués par un élément de G(K),
d’ou (i).

Le (ii) est une assertion bien connue des spécialistes (cf., par exemple, [AD, §3.6])
quoiqu’il semble difficile de trouver une référence ou figure une démonstration complete.

Choisissons K comme ci-dessus, notons e son indice de ramification sur F. Il est clair
que, pour X € t(K), le «sup» de 'ensemble {r € R; X € t(K),} appartient & (1/e)Z.
Alors (iii) résulte de (ii). O

3.2. Pour tout v € V%, on a introduit aux §§ 2.6, 2.7 un schéma en groupes Gy, défini
sur I’anneau des entiers O de F' et un groupe G‘dw défini sur F,;. Conformément & la
convention adoptée au §1.8, on pose Gy, = G.v(O0), G = Ga o (Fy).

Lemme 3.2.1. Il existe une unique mesure de Haar sur G4 telle que, pour tout v € V(‘;),
la mesure de G, soit égale a |Ga.|q~ dim(Ga,v)/2,
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Démonstration. Pour v € V‘; , notons Kerg ,, le noyau de la projection G4,(O™) —
G4, du lemme 2.7.1. Comme au § 1.8, on montre qu’il est cohomologiquement trivial.
Du lemme 2.7.1 se déduit Dégalité |G| = |Ga,n/Kerq,, |- La condition imposée dans
I’énoncé équivaut donc a :

mes(Kerg ) = ¢~ dim(Ga,0)/2, (1)

La chambre C™ appartient & ¢ : pour 0 € @, d(0)g6 conserve C™ parce que d(f) € N™.
Choisissons un élément v € V(C;)) N C™, considérons la mesure de Haar qui vérifie (1) pour
ce point v. Pour montrer qu’elle convient, on doit montrer que, pour tout v’ € V(‘;), on a
Iégalité : _ _

mes(Kerg,,) mes(Kerg ) 7! = ¢ldim(Gav)—dim(Ga)l/2, (2)
Ce probleéme est invariant par conjugaison par G4, on peut supposer que v’ appartient a
I’adhérence de C"". On sait bien qu’alors Kery,» C Ker,, et le quotient s’identifie au
radical unipotent d’un sous-groupe parabolique de Gg’v, (la composante neutre de éd7vx)
dont le sous-groupe de Lévi est isomorphe a GS,U. La relation (2) s’ensuit. (]

Le groupe G lui-méme est muni d’'une action de ©, donc d’une structure sur F' et
un lemme analogue munit G d’une mesure de Haar. L’isomorphisme £; est un torseur
intérieur de G4 vers sa forme quasi-déployée G. On sait qu'un tel torseur établit une
correspondance entre mesures de Haar sur G et Gg.

Lemme 3.2.2. Les deux mesures de Haar définies sur G et G4 se correspondent.

Démonstration. Choisissons un point v € V(f)) comme dans la preuve précédente. Kot-
twitz définit dans [K4, §1] une mesure de Haar vg, sur Gy telle que la mesure de Kerg,,
soit ¢~ 4m(Ga) Or dim(G4) = dim(G) et, pour le point v que I'on a choisi, G4, est
un tore de dimension rang(D). Notre mesure est donc égale & ¢1™(G)—rane(P)/2y,, ~ Or
Kottwitz montre que v, correspond a la mesure v sur G. Le lemme s’ensuit. (]

Remarque. Kottwitz suppose dans son article que la caractéristique de F est nulle,
mais c’est inutile pour ce point.

3.3. On note g, ,., l'ensemble des éléments semi-simples réguliers de g;. Pour X €
9d,reg, Notons T'x son centralisateur dans G4. La preuve du lemme 3.1 montre que T'x
se déploie sur F™°4, On peut considérer Tx comme le groupe associé & un certain dia-
gramme Dx. On a muni G4 d’'une mesure. Par la méme construction, Tx se retrouve
muni d’'une mesure. On pose :

A(X) = |det(ad(X)[ga/tx)],

ou il s’agit de la valeur absolue usuelle de F'. On note C2°(gq) Iespace des fonctions sur
g4, & valeurs complexes, localement constantes et & support compact. Pour f € C(gq),
on définit 'intégrale orbitale :

JEIU(X, f) = A(X)V? / F(Ad(g)(X)) dg.
Ga/Tx
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On a défini au §2.8 l'espace S?. Soit ¢ € ®?. Choisissons un point (v,r) € ¢ N
(V(‘;) X ZLpy). On dispose de 'application Ta.v,r : @d,0,r — 8d,or = 8d,6- Si @ € S(),
on définit la fonction reap(y) sur gq : elle est nulle hors de g4, ; Pour X € ggu.r,
reap(p)(X) = pomgy,(X). Grace au lemme 2.5.2, cette construction ne dépend pas du
point (v,r) choisi. On a reap(p) € C°(gq). Par linéarité, cette construction définit une
application linéaire :

rear : ST — C(gq).

3.4. Jusque-la, on a fixé le corps F. Supprimons-le des données. La proposition suivante
est le premier ingrédient que nous utiliserons dans la preuve du théoréme principal. On
renvoie sa démonstration au §7.

Proposition 3.4. Soit r € Z,). 1l existe une application linéaire £, : Sd — Sﬁ_ telle
que, pour tout p € S, tout F € CL, et tout X € gq,+ N 9d.reg, ON ait 'égalité :

J9 (X, reap(p)) = JO(X, reap of,.(p)).

4. Classes de conjugaison, classes de conjugaison stable

4.1. Soit F' € CLy. Pour d € D, on a défini au §3.3 l'ensemble g;,0,. On définit
de méme le sous-ensemble g,., des éléments semi-simples et réguliers de g. On pose
treg = tN @0, Autrement dit, o5 est le sous-ensemble des X € t tels que a(X) #0
pour tout o € X.

On définit la variété sur F', non connexe :

9p = I_I 94

deD

On définit de fagon évidente les ensembles de points g4, gp, etc., et le sous-ensemble

gD,re .

SOfeIlt X € gdreqs X' € g reg- On dit que X et X’ sont conjugués si d = d’ et il existe
g € Gg tel que Ad(g)(X’) = X. On dit que X et X’ sont stablement conjugués s’il existe
g € G tel que Ad(g) o &y (X') = £4(X). Grace au lemme 3.1, on peut remplacer dans
cette définition la condition g € G par g € G™°4,

Il est bien connu que l'ensemble des classes de conjugaison stable dans gp reg est
en bijection avec (treg/W)Gal(Fsep/F). Grace au lemme 3.1, cet ensemble est égal a
(tmod /W), On note ce dernier ensemble Zp. La bijection se construit ainsi. Soit

reg

X € gd,reg- On choisit X’ € tmo9 et g € G™4 tels que Ad(g) o £4(X) = X'. L'image de

Te,
X’ dans £299/W est fixe par Fg. On associe & X cette image.
Pour zp € ZF, on note C(zr) la classe de conjugaison stable dans gp g associée a zp
et cl(zp) ensemble des classes de conjugaison (ordinaire) contenues dans C'(zp).
Dans les paragraphes suivants, on se propose de construire des avatars indépendants

de F' des ensembles Zp et cl(zp).
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4.2. Pour r € Z,), on note (r) le F,-espace vectoriel t = X, ®z F, muni de I'action de

I" définie de la facon suivante : © agit par le produit de ses actions sur X, et F, ; pour

cel,z. € X,et z€F,, o(x.®2) =0(z.)@r(0)z (cf. § 1.2 pour la définition de r(o)).
Notons Z, I’ensemble des familles (Z1, Zs, ..., Zy;71, ..., 75%) telles que :

(i) k est un entier > 1 ;
(ii) 7”17~~,7“;<;€Z(p) etry <ro < - <1

(iii) pour tout i = 1,...,k, Z; € t(r;) et Z; # 0.

Pour tout ¢ = 1,...,k, notons X; 'ensemble des o € X tels que a(Z;) = 0 pour tout
j €A{1,...,i}. Notons X, ; l'intersection de X, et de l'espace vectoriel sur Q engendré
par les & pour « € ;. Posons t; = X, ; ®7 F, C t. Par définition, £(r;) n’est que £ muni
d’une action tordue de I'. Donc I’espace t; s’identifie & un sous-espace de t(r;) que l'on
note t;(r;), qui n’est en général pas stable par I". On impose :

(iv) pouri=1,...,k =1, Z;11 € t;(1;) ;
(v) t26 2 2t ={0}.

Il y a une certaine dissymétrie dans cette définition. On impose que Zs, ..., Z) sont
en quelque sorte dans une certaine algébre semi-simple, on ne I'impose pas pour Z;. De
fait, le centre joue ici un réle perturbateur.

Le groupe W x I' agit naturellement sur Zy:pourwe W x T,

w(Zh...,Zk;Tl,...,T‘k) = (w(Zl),...,w(Zk);rh...,rk).

Tout élément de Z, est régulier, c’est-a-dire que son fixateur dans W est trivial. En effet,
soit 2= (Z1,..., Zk;1T1,...,7Tk) € Z,, introduisons les ensembles ;. En caractéristique
nulle, il est bien connu que le commutant d’un élément semi-simple d’une algebre de Lie
est une sous-algebre de Lévi. La méme propriété est vraie en caractéristique positive sous
I’hypothese (Px). Donc les ensembles X; sont des sous-ensembles de Lévi de X. Notons
W; les sous-groupes de W associés. Le fixateur de Z; dans W est Wi. Celui de Z dans
Wi est Wa, etc. Finalement le fixateur de Z est Wy. Mais Wy, = {1} car ¢, = {0}.

On pose Z, = (277./W)F. A tout élément z € Z,, on va associer un groupe D,. Soit
Z un relevement de z dans Z,. Pour tout 4 € I, il existe un unique wz(y) € W tel
que wz(y)y(2) = Z. L’application v — wz(y) est un cocycle de I' dans W. Notons
Xiz = X, ¥z ¢ X, 3 — X, l'identité et munissons X, ; de l'action de I' telle que
Pz oy =wz(y)oyots. On pose Dz = (X, z)rtors- Ce groupe dépend de Z. Mais soit 2’/
un autre relevement de z dans Z,. Iy a un unique w € W tel que w(2) = #’. Il y a alors
un unique isomorphisme w : X, ; — X, 5 tel que ¥z o w = w o ;. Cet isomorphisme
est équivariant pour les actions de I" et définit un isomorphisme de Dz sur D;/. On note
D, la limite inductive des D;, les applications de transition étant ces isomorphismes
canoniques.

Avec les mémes notations, de I’homomorphisme 15 se déduit un homomorphisme
Xz — X*/X*’SC. Ce dernier est équivariant pour les actions de I'. Il s’en déduit un
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homomorphisme de D; dans D. Il est compatible avec les applications de transition. On
obtient un homomorphisme que 'on note ¥p, = D, — D.

Si X #0, onpose Z = Z,, Z=2Z,.Si X =0, c’est-a-dire si D est la donnée de racines
d’un tore, on adjoint & Z, la famille vide en posant Z = Z, U {§#}. On considére que cette
famille vide est fixe par I'. On pose Z = Z, U {0}. On pose Dy = X, I tors-

4.3. Soit F € CLq. Pour X € tmOd, posons :
r(X) = inf{val(z*(X)); «* € X*}.

Cette notation est cohérente avec celle du §3.1. On a r(0) = i X # 0, la borne
inférieure est atteinte, c’est-a-dire qu’il existe x* € X* tel que Val( ( )) = r(X). Cette
borne 7(X) appartient a Z ).

Pour tout réel r et toute extension K de F contenue dans F™°4 on a défini au §3.1
les réseaux t(K), et t(K),4 Sir & Z,, t¢d = tm°d. Supposons r € Z,). On définit un
isomorphisme de I'-modules :

tmod/tmod _ i(’l“)

Ecrivons 7 = n/e avec e € P et n € Z, soit z, ® y € t{f‘Od, avec T, € X, et y € FmOd,
val(y) > r. L’isomorphisme envoie z, ® y sur z, ® z, ol z est la réduction naturelle dans
F, de I'entier wl_/;y.

Pour un sous-systeme de racines X’ C X', on note X, sv_cent 'annulateur de X/ dans X,
et X, sv.der l'intersection de X, avec 'espace vectoriel sur Q engendré par les coracines
& pour a € X’. On pose :

mod mod mod mod
tE’—cent = X*,E’—cent ®z F ’ tZ"—der = X*,E’—der ®z I .

L’hypothese (Px/) entraine que X 5/-cent ® X, 5/-der €st d'indice premier & p dans X,.
On en déduit la décomposition :

mod mod mod
t - tZ’ cent Gt X/-der* (1)

Nous allons définir une application :

d
¢: teg — Z.
Soit X € tf;gd Supposons X = 0. Les deux hypotheses « X = 0» et « X est régulier »

entrainent ¥ = (. On pose ¢ (X) = 0. Supposons maintenant X # 0. Considérons le
sous-ensemble de Z,) :

{r(X)} U{val(a(X)); a € Z}.
Notons ses éléments dans 'ordre croissant 1 < rg < -+ < rg. On a r;1 = r(X). Pour
1=1,...,k, posons :

Y ={aeX; val(a(X)) > r;}.
On a:

YO 25,225, =0.
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Les ensembles Y; sont des sous-systemes de racines de X. La décomposition (1) se
généralise sous-la forme :

mod __ ¢mod mod mod mod mod mod mod
t - tﬂl—cent S (tz‘l—der N tZg—cent) D (tﬂg—der N tEg—cent) DD ( Yk _1-der N tEk—cent)'

On décompose X en X = X7 + Xo + -+ + X conformément & cette décomposition. Il
résulte des définitions que, pouri=1,...,k, X; € t,‘T‘iOd \t‘;ﬁd. Notons X; 'image de X;
par la projection tf;"d — t(r;). On vérifie que la famille :

(X1, Xps71, oy T8)

appartient a ’ensemble Z (les ensembles Y; introduits au § 4.2 relativement a cette famille
sont ceux définis ci-dessus). On note ¢ (X) cette famille, ce qui définit I'application C.

L’application C~ est équivariante pour les actions de W et I'. Rappelons que 1’on a posé
Zp = (t29d/W)T. On déduit de ¢ une application :

C:Zp — 2.

On montrera plus loin que celle-ci est surjective (Lemme 5.4).

4.4. Solent F' € CL, et zp € Zp, posons z = ((zr) € Z. On va définir une application :

§:C(zr) = D,.
Fixons Z € Z relevant z. Par construction de ¢, il existe Z € tf;gd relevant zp tel que
¢(Z) = Z. Les éléments de t;ggd relevant zp étant tous conjugués par W et Z étant

régulier, 'élément Z est uniquement déterminé. Pour tout v € I', on a défini au §4.2
lélément w;z(y) de W. D’apreés I'équivariance de (f , ¢’est 'unique élément de W tel que
wz(Y)y(Z) = Z. Notons T3 le tore sur F' dont le groupe des cocaracteres est X, ;. On
a un isomorphisme 1z : Tz — T, défini sur F™°4, tel que 1z o v = ws(7y) oy 0 ¢z pour
tout v € I'. En appliquant a ce tore les résultats rappelés au §1.10, on a I'isomorphisme
Hl(F, T;‘Od) ~ (X*,E)F,tors = Dg.

Pour v € I, définissons az(y) € T4 et nz(y) € N™°d par :

az(7) = 11 a(a(2)),

a€X, a>0,wz(y) " (a)<0

nz(v) = n(wz(v)),

oun: W — N est la section définie au § 1.4. Soient d € D et X € g4 res N C(2F). Fixons
g € G™9 tel que Ad(g) 0 &a(X) = Z. Pour v € I, on vérifie que gdp(y)y(g)™" est un
élément de N™°¢ dont I'image dans W est w; (7). Alors

gdr(V)v(g) "nz(y) raz(y) Tt € T

On définit :
6:(X): I — Tt
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par 85(X;7) = ¥z H(gdr(7)v(9) 'nz(v)taz(y)"t). Grace au lemme 2.2A de [LS], on
vérifie que §5(X) est un cocycle. On note encore §3(X) sa classe dans H*(I', T°4) = Ds.
Cela définit une application d; : C'(zp) — Ds.

Soit 2’ un autre relevement de z dans Z. Gréce au lemme 2.3A de [LS], on voit que d; et
d3 se correspondent par 'isomorphisme canonique Dz ~ D;/. La famille des applications
0z définit donc I'application cherchée ¢ : C(zr) — D,.

Evidemment §(X) ne dépend que de la classe de conjugaison de X. L’application §
définit par passage au quotient une application d : cl(zp) — D,.

Lemme 4.4.
(i) Soit d € D. Pour X € C(zp)Ngq, on ap, 0d(X) =d.
(ii) L’application 0. est bijective.

Remarque. Cette bijectivité de l'application &, est la raison essentielle pour laquelle
nous travaillons avec tous les groupes G4 plutot qu’avec le seul groupe G.

Démonstration. On reprend les notations de la construction de d. On fixe Z et Z
comme dans cette construction. Puisque G est quasi-déployé, un théoréeme de Steinberg
[St, Théoreme 9.8] affirme qu’il existe Xo € g et go € G™°9 tel que Ad(go)(Xo) = Z.
Fixons de tels éléments et, comme au § 3.3, notons Tx, le centralisateur de Xy dans G
(c’est un sous-tore maximal de G). Alors Ad(go)~! o1z est un isomorphisme de T sur
Tx,, défini sur F. On peut remplacer §; par 'application &y : C(zp) — H(I, T;?OOd)
définie par §o(X;v) = Ad(go) ! 01z (d:(X;)). Plus correctement, dp(X) est la classe de
ce cocycle. Définissons une application ag : I' — T)r(noOd par :

ao(y) = g5 'az(v)nz(7)v(g0)-

Pour X € ggreg N C(2F), choisissons h € G™°4 tel que Ad(h)o&y(X) = Xo et définissons
a(X): I'— T}?;d par a(X;7y) = hdp(y)y(h)~!. Les applications ag et a(X) sont des
cocycles. Remarquons que 1'élément g utilisé dans la construction de dz(X) peut étre
choisi égal a goh. On a alors ’égalité :

Jo(X) = a(X)ag . (1)

L’inclusion T)I?(;’d C G™°d définit un homomorphisme H' (T, T)I(no‘)d) — HY(I,G™°Y). Le
diagramme suivant est commutatif :

HY (I, T¢°Y) —— HY(I, T2°9) —= D;
\L liﬁDz-
Hl (F, Gmod) D

Le cocycle ag est cohomologue au cocycle v — az(y)nz(y). Mais la construction de ces
termes az(7y) et nz(7y) se releve & Gy et le cocycle précédent est 'image par ¢ d’un
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cocycle & valeurs dans G4, Puisque H'(I',G°Y) = {0}, cela entraine que I'image de
ap dans H'(I', G™°Y) est nulle. L'image de a(X) est celle de dp, son image dans D est
d. Gréace a (1), on obtient la premiére assertion de 1’énoncé.

Toujours grace a (1) et puisque H (T, Tj}l(:)d) est un groupe, I’application d. est bijective
si et seulement si 'application X — a(X) se factorise en une application bijective de
cl(zp) sur HY (I, T°%). On peut fixer d, noter H*(I', T%°%)4 la fibre au-dessus de d de
I'application H(I', T )r(n(?d) — D définie par I'un ou 'autre des chemins du diagramme ci-
dessus, cl(zr)q 'image dans cl(zr) de C(zr)Ngq et montrer que application précédente,
restreinte & C(zr) N gq4, se factorise en une bijection de cl(zp)q sur H(T, T)‘(n(?d)d. La
démonstration est standard. O

5. r-centralisateurs d’éléments semi-simples

5.1. Considérons les données suivantes.

(i) D = (X", 2" A, X, 5" A) est une donnée de racines munie d'une action de
I' (cf. §1.4). On introduit les objets relatifs & D’ que l'on a introduits dans les
paragraphes précédents pour la donnée D. On les affecte d’un ’
T, etc.

, par exemple W',

(ii) v est un couple d’isomorphismes de Z-modules X* = X* X! = X, en dualité.
Pour simplifier, on note encore ¢ chacun de ces isomorphismes. On suppose que
P(A') C A et Y(A') C A et que p(X'), respectivement (%), est le sous-systéme
de racines de X, respectivement X, engendré par 1(A’), respectivement t(A’).
Autrement dit, via 1, D’ s’identifie & un sous-systeme de Lévi standard de D.
Notons encore v tout isomorphisme qui se déduit de i par fonctorialité, par exemple
entre les groupes d’automorphismes de X" et X*. Alors ¢ (W’) C W. On fait
I’hypothese que, pour tout v € I, il existe w € W tel que ¥ oy = woyo . Cet
élément est unique, on le note wy (7).

(111) re Z(p)

On définit Pespace €(r) comme au §4.2 et on définit de facon similaire € (). Remarquons
que de v se déduit un isomorphisme, encore noté 1, de € (r) sur €(r), qui n’est pas en
général équivariant pour les actions de I'. On pose :

!/

{cent(r) ={Z e EI(T); Vo' € X, O/(Z) = 0}.
(iv) Z' € €, (r)". On suppose :
(1) pour tout a € X'\ (X’), aop(Z') # 0.

Ces données forment un quadruplet (D', 1,7, Z'). On note £(D) I'ensemble des quadru-
plets vérifiant ces conditions.

Soient (D4, 11,71, Z1) et (Db, 12,72, Z4) deux éléments de L£(D). Définissons ce qu’est
un isomorphisme entre ces deux quadruplets. Un tel isomorphisme n’existe que si r; = ro.
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Dans ce cas, un isomorphisme est un couple (f, w) formé d’un isomorphisme f : D} — D},
dans un sens évident, équivariant pour les actions de I', et d’'un élément w € W tels que :

Yoo f=wotpy et f(Z])=2Zj.
Remarquons que :
(2) le groupe d’automorphismes d’un quadruplet (D’,v,r, Z") € L(D) est trivial.

En effet, soit (f,w) un tel automorphisme. On a w o 1)(Z’") = ¢(Z'). L’hypothese (Px)
permet de travailler comme en caractéristique nulle. Le centralisateur dans W d’un
élément de t(r) est le « groupe de Lévi» de W associé aux racines o € X qui annulent
cet élément. Dans le cas de 1(Z’), grace & (1), cela entraine w € ¥(W'). Soit w’ € W' tel
que w = Y(w'). Alors f est Uaction de w’. Puisque cette action doit conserver les bases
Aet A onaw =1.

Soit (D', 4,7, Z') un élément de £(D). On construit le groupe D' = (X1 /X! ) rtors-

De 9 se déduit une surjection X}/ X} . — X./X, s Elle est équivariante pour les actions
de I' car l'action de W sur I'ensemble d’arrivée est triviale. Il s’en déduit une surjection
(X./X. o )r — (X+/X.sc)r puis, en passant aux sous-groupes de torsion, un homomor-

*,SC

phisme D’ — D, qui n’a plus de raison d’étre surjectif. On le note ¥ p.

5.2. Notons Z' ensemble des couples (Z,7) tels que r € Zpy et Z € 4(r), Z #0. Le
groupe W x I' agit sur Z! via son action sur les espaces £(r). On pose :

zt=(zt/w)r.

Remarque. Il existe e € P tel que, pour tout (Z,r) € Z! dont Pimage dans Z'/W soit
fixe par I', on ait er € Z.

En effet, la condition Z # 0 impose que (t(r)/W)! soit non nul et une variante du
lemme 3.1 entraine le résultat.

Soit z! € Z!. On va lui associer un élément de L(D). Pour cela, choisissons un
relevement (Z,r) de z' dans Z'. Notons X 'ensemble des o € ¥ tels que a(Z) = 0. On
a déja remarqué qu'un tel ensemble est un sous-ensemble de Lévi de X. 1l existe w € W
tel que w(X7) soit standard, c’est-a-dire engendrée par +(w(X1)NA). Quitte & remplacer
(Z,r) par (w(Z),r), on peut supposer X standard. Notons W; le sous-groupe de Lévi de
W associé & X;. C'est le fixateur de Z dans W. Puisque z! € Z1, il existe pour tout y € I’
un élément w(y) € W tel que w(y)y(Z) = Z. Ce w(y) n'est pas unique mais sa classe
Wiw(7y) Vest. On a en tout cas w(y)y(X1) = X1. Quitte & multiplier & gauche w(~y) par un
élément de Wi, on peut imposer que w(v)~y conserve Xy N A. cela détermine uniquement
w(y). On pose X™* = X* on note ¢ : X"™* — X* I'identité et on munit X"* de 'action
de I telle que ¥ oy = w(v) oy o . On définit par dualité X, et ¢ : X, — X,, on pose
D=y (D), A = (i NA), Y =y (D), A=y (E1NA), Z =y (2),
ot 3} est 'ensemble des & pour a € Xy. Posons D' = (X"*, X', A’ X!, 3" A"). Alors
(D',4,r, Z") appartient & £(D). C’est I’élément cherché.
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Cet élément n’est pas défini de fagon unique car il n’y a pas unicité du choix de (Z,r)
tel que l'ensemble X soit standard. Mais les différents éléments de £(D) que l'on peut
construire sont équivalents. Inversement, si on en fixe un, que I’on note (D', v, r, Z’), le
terme (¢(Z'),r) est un relevement de z' dans Z'.

5.3. L’application :
Ze — 21,
(Zl, - ,Zk;’/‘l, - ,’I"k) — (21,7'1)

est surjective et équivariante pour les actions de W x I'. On en déduit une application
Ze — Z1. Soit 2! € Z1. On note Z,1 la fibre de cette application au-dessus de z!. Comme
dans le paragraphe précédent, associons & z! un élément (D', 4,7, Z') de L(D).

Soit z € Z,1. On peut choisir un relevement de z dans Z, de la forme :

(W(Z"), Zay .oy Zys vy ooy ).
Considérons la collection :

(Z/,¢_1(22), .. ,’(/J_l(Z]C);T, Toy ey Tk)-

On vérifie qu’elle appartient a 2,;: (Panalogue pour D’ de 2,;.) et que son image dans
Z! /W' est fixe par I'. Notons 3%(z) cette image, qui appartient donc & Z.. On vérifie
qu’elle ne dépend pas du relevement choisi de z.

On peut en dire autant de la collection :

W NZa), ..., N Z)ira, .. Th),

A ceci prés que les ensembles Z. et Z, doivent étre complétés en Z’ et Z’. On note 3(z)
I'image de cette collection dans Z’.
On a ainsi défini deux applications :

Elles sont injectives. L'image de 3% est Z/,,, ot 2’! est I'image de (Z’,r) dans 2''. Pour
décrire 'image de [, introduisons quelques notations. Pour z € Z, on définit r(z) ainsi :
si z est l'image de (Z1,...,Zk;71,...,7%), 7(2) = r1 ; dans le cas particulier ou z est
vide, on pose 7(z) = co. Introduisons la donnée de racines « dérivée » de la donnée D’ :

/ _ I£3 / li / -/ Al
Dder_( derﬂE’A7 *,der7E7A)7
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ol
e = X0 N(XL . ®7Q) et X = XN Homg(X

*,der *,8C er

Z).

!
*,der?

Notons Z),, I'ensemble qui lui est associé. Il y a une injection naturelle 2}, — Z’.
L’image de (3 est I'image par cette injection de I'ensemble des 2’ € Z]_ tels que r(2') > r.
Remarquons que cet ensemble est évidemment non vide. Cela entraine que Z,: n’est pas
vide non plus, autrement dit que 'application Z, — Z! est surjective.

Pour z € Z.1, on définit les groupes D, Dg:(.), Dg(.). Il résulte de leur construction
que Dgs () = Dg(.) et que de ¢ se déduit un isomorphisme Dg/.) = D,. Le diagramme
suivant est commutatif :

Dgzy —= D,

ld’f’a(z) lez

D/LD

5.4. Soit F' € CL,. Pour tout quadruplet (D’,v,r, Z') € L(D), on introduit le groupe
G’ sur F associé & D’. On définit un plongement :

vr: G — G.
Il est caractérisé par les propriétés suivantes :
e Y se restreint en l'isomorphisme de TV — T' déduit de ¢ : X, — X, ;
e en notant encore ¢ la dérivée du plongement, Y (E;,) = Ey(qr) pour tout o’ € A’

Remarque. La notation ne doit pas induire en confusion. On note le plongement ci-
dessus g parce qu’il est en quelque sorte la spécialisation du plongement « abstrait »
pour le corps F. Mais ¥r n’est pas en général défini sur F, c’est-a-dire qu’il n’est pas
équivariant pour les actions de I.

1 1

Soit maintenant z € Z,, notons z!' son image dans Z'. Comme au § 5.2, associons & z
un élément (D', 4,7, Z') de L(D). Posons z* = 3%(z) € Z.. Introduisons comme ci-dessus
le groupe G’ sur F et le plongement ¢¥r : G' — G. Considérons les deux ensembles
(H2) C Zret ¢'TL(2H) C 21

Le plongement 15 se restreint en un isomorphisme ¢g : ™94 — m°d ] n’est pas
équivariant pour les actions de I' mais I’application que 1’on en déduit de t™°4 /W’ dans
gmed /I Pest. Soit zh € ¢'~1(2), choisissons un relevement X* € trned de zgr Le terme
Yr(X*) est régulier : si a = ¥(a’) avec o/ € X', on a a(yPp(XH) = o/ (X*) # 0 ; si
a € X\ (X'), on vérifie que val(a(yp(X?))) = r. L'image de ¢ (X?) dans 299 /W est

fixe par I, i.e. appartient & Zp. Notons zp cette image. Alors zp € (~1(2).
Inversement, soit zp € ¢~*(z). Choisissons un relevement # de z dans Z de la forme

(W(Z'), Zay ..., Zi;7, 7, .. ., 7y). 11 existe un unique relevement X de zp dans t;‘;‘g’d tel
que ((X) =2 Onayr'(X) e Zmod. Pour y € I', on a Yoyt (X) = ¢t o wy () oy(X).

Puisque X releve zp, il existe u, € W tel que wy(y) o ¥(X) = u,(X). Puisque ( est
équivariante pour les actions de W et I, on a aussi wy(y) 0 y(Z) = uy(Z). Cela entraine
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wy(y) 0oy o h(Z') = uy 0 p(Z"). Mais wy(y) oyop(Z2') = oy(Z") = (Z'). Alors u,
appartient a 1(W’). Il existe donc u’, € W' tel que v o w;l(X) =ul, 0 w;l(X). L’image
de 1/1}1(X) dans t/m°d /W' est fixe par I, i.e. appartient & Z}.. Notons zg, cette image.

reg
On vérifie que z% appartient a ¢'~1(z).
Les deux applications zp < Z% que l'on vient de construire sont inverses 'une de

lautre. On a ainsi établi une bijection :
() & CTHED. (1)

Posons 2’ = ((z) € 2’. A la donnée Dy, sont associés des ensembles Zj et Zj
: : !/ . ! ! 3 ! s !/
et une application (., : 2., p = Zhe,- En fait, 2], respectivement Z) . », se plonge
naturellement dans Z’, respectivement Z7%., et on 'identifie & son image. Posons :

to.={Xet; Vo e o(X)=0}
Comme au §4.3, on a un isomorphisme I'-équivariant :

(e gmed) /(emed 0 gel) = € ().

cent cent

Notons t/ ent|z2 L ensemble des éléments de ... Nt dont 'image dans t'(r) est Z'.
Soit z% € ¢'"1(2*), choisissons un relevement X! de 2% dans ¢m°d. Conformément a

reg
la décomposition :

/mod __ ¢/mod /mod
t - tCent D tder )

écrivons X% = Z' + X'. On vérifie que Z’ € t;ent|Z’ et que 'image de X’ dans t/2°d /W’
est invariante par I'. Notons zf cette image. Elle appartient & Zéer’ r et on vérifie que

Cher(#7) = 2'. On a ainsi défini une application :

¢THE) = oz X Clar (2, (2)
qui est évidemment bijective.

Lemme 5.4. L’application ( est surjective.

Démonstration. Le temps de cette preuve, on s’autorise a faire varier D. On raisonne
par récurrence sur le rang de D. Le cas de rang nul est trivial. On revient a notre D et
on suppose le lemme prouvé pour les données de rang strictement inférieur. Soit z € Z.
On veut montrer que (~1(z) n’est pas vide. Dans le cas o1 ¥ = @ et 2 = ), on a
simplement Zp = t et ’élément 0 € t vérifie ((0) = 0. Supposons z € Z,. On effectue
les constructions précédentes. Puisque Z’ # 0, on a rang(D),,) < rang(D’) = rang(D).
Par I’hypothese de récurrence, Cé;rl(z’ ) n’est pas vide. Comme au §1.8, les I'-modules
t/mod n g/mod et ¢/mod tff“_‘)d sont cohomologiquement triviaux. L’application :

cent cent
(f/mOd n t;and)/(flmOd n t;riod) N E:;ent (r)

cent cent
est un isomorphisme I'-équivariant. On en déduit que I'application :
t/cent N t;" - E/cent (T)F

est surjective. Alors t::ent|Z’ n’est pas vide. D’apres (1) et (2), (7!(z) n’est pas vide non
plus. (Il
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Reprenons les données du début du paragraphe. Soit zr € (~!(z), notons Z% son image

par (1) et (Z’, z%) l'image de sz par (2). On dispose des classes de conjugaison stable
C(zr), C’(zg,), C(#}) et des ensembles de classes de conjugaison cl(zr), cl(z?,) et cl(zf).
Remarque. On consideére ici 23 comme un élément de Z7, et non de 2}, . Les éléments
des classes dans cl(z%) appartiennent & des algebres géer, 4 Mmais on considere leur conju-
gaison par G’,. Les groupes dérivés n’interviennent pas.

On a défini une application ¥ p, : D' — D. Pour tout d’ € D’, supposons donné un
plongement Y a4 : Gy — Gy, () Vérifiant les deux propriétés ci-dessous. La premiere
est :

(3) ¥p,q est défini sur F.
Pour z € G™°9, considérons le diagramme :

Y al

21/ Gd

lgd' iﬁd
G Ad(z)oyr G

La seconde propriété est :
(4) il existe € G™°4 tel que le diagramme ci-dessus soit commutatif.

On note encore Ypq : gl — 9y, (@) le plongement dérivé. Ces applications se
regroupent en une application linéaire :

/
Yrp @p — 8p-

Cette application est compatible a la conjugaison et, grace a (4), a la conjugaison stable.
Si X* e C(z%), on vérifie que Y p (X*) € C(zr). De ¢r p se déduit une application
encore notée :

wF,D’ : Cl(Zg—.) — CI(ZF).

L’élément Z' est central pour la donnée D’ et agit de facon simple sur les classes
de conjugaison. De fagon précise, soit d’ € D'. Alors £, se restreint & /2% en une
application invariante par I'. En particulier, 5;,1 (Z') appartient & g/;,. L’application X’ —
X' +¢,(Z") définit une bijection de C(2}) N gl sur C’(zg,ﬂ) N gl . De ces applications se
déduit une bijection :

cl(2) = cl(zh).

On a dit au §5.3 que l'on pouvait identifier D,, D,s et D,,. On obtient alors le dia-
gramme :

~ Yp,p!
cl(zf) —= cl(z4) 2 (zp)

5! i) dal (5)
f ]

Dz’ = Dzﬁ = Dz
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La commutativité du carré de gauche est immédiate : la construction de 0/, est insensible
a l'addition d’éléments centraux. Remarquons que, si le carré de droite est lui-aussi
commutatif, le lemme 4.4 entraine que application ¢ g pr : cl(zgp) — cl(zF) est bijective.

5.5. On énonce ici les propriétés-clés des éléments de £(D) qui nous serviront dans le
paragraphe suivant & démontrer notre théoréme principal. On renvoie les démonstrations
de ces propriétés aux paragraphes 8, 9 et 10.

Soit (D', 4,7, Z") € L(D) tel que Z’ # 0. Pour tout d’ € D', on affirme I'existence :

e d’une application linéaire fp/ . : ST — S
e pour tout F' € CL,, d’un plongement ¢p 4 : G4 — Gg4 ot d = ¥p/(d'),

de sorte que, pour tout F' € CLy, les propriétés (3) et (4) du paragraphe précédent soient

vérifiées, ainsi que la propriété suivante.

1

Soit z € Z,, notons z! son image dans Z', supposons que (D', 4,7, Z') soit le dia-

gramme associé a z' comme au §5.2. Reprenons les notations de la fin du paragraphe
précédent.

Alors, pour tout zz € (~1(2), le diagramme (5) du paragraphe précédent est commu-
tatif. De plus, pour tout d’ € D’ et tout X’ € C(2}) N g), on a l'égalité :

JCU(X, reap(p)) = JO (X', reals olps (),

ot on a posé d = ¢p/(d') et X = Ypa (€, (2") + X').

6. Le théoréme principal

6.1. Soit F € CL,. Pour d € D, on a défini aux §§2.8 et 3.3 les espaces S et C2°(ga)
et 'application linéaire :
reap : ST — C°(ga).

On pose :

S=Ps’  Cxan) =P Cx(sa)-

deD deD

La somme des applications rear définit une application linéaire :
reap : S = C(gp).

On peut considérer les éléments de C2°(gp) comme des fonctions sur 'ensemble gp. Pour
X € gpreg €t f € C°(gp), on pose :

JOP(X, f) = JOUX, fa),

ou d est 'unique élément de D tel que X € g4 et fy est la composante de f dans C2°(gq).
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6.2.

Théoréme 6.2. Soient z € Z et § € D,. Il existe une forme linéaire JP(z,6,-) sur
S vérifiant la condition suivante. Soient F' € CLy, zp € Zp, X € C(zp) et ¢ € S.
Supposons ((zp) = z et 6(X) = §. Alors on a I’égalité :

JEP (X, rear(p)) = JP(2,8,¢).

Démonstration. A z est associé un entier k tel que tout relevement de z dans Z soit
de la forme (Zy,..., Zy;71,...,71). On note cet entier k(z). Si k(z) > 1 (i.e. z € Z,), il
est de méme associé a z la suite 71, ..., 7y, ci-dessus. On pose 7(z) = ry.

Nous allons raisonner par récurrence sur l'entier k(z). Précisément, pour k fixé, on
suppose le théoréme vrai pour toutes les données D', 2/, &’ telles que rang(D’) < rang(D)
et k(z') < k. On suppose désormais k(z) = k.

Traitons le cas k = 0. Alors z est vide. Un tel élément n’existe que si D est la donnée
d'un tore. On a D, = D. Soit F' € CLy. On a Zr =t = g et I'unique élément zp € Zp
tel que ((zp) = z est zp = 0. L’'unique élément X € C(zp) tel que §(X) =8 = 0
est 'élément 0 de gs. Soit ¢ = ZdeD g €S, avec g € Sy pour tout d. Posons f; =
reap(pq) € C°(gq). On a alors 1'égalité :

JOP (X reap(p)) = f5(0).

Définissons sur chaque 8¢ Papplication linéaire ¢’ — ¢’(0) : si ¢ € &4 et ¢’ € S(¢), ¢’ (0)
est la valeur de ¢’ en 0 € gq,4. On a alors I'égalité f4(0) = ¢q(0). Il suffit de poser :

JD(Z7 g, 90) = (pé(())

pour satisfaire aux conditions de 1’énoncé.
On suppose désormais k > 1. On peut fixer d € D, ¢ € &% et se contenter de définir
JP(2,8,)) sur S(¢) CS?CS.Ona:

(1) si d # vp. (), la forme linéaire JP(z,48,:) = 0 sur S(¢) satisfait la condition de
I’énoncé.

En effet, d’apres le lemme 4.4 (i), pour tous F, zp, X comme dans l’énoncé, on a
X € Gy, (s), donc JGP (X, rear(p)) = 0 pour tout ¢ € S(¢) si d # ¥p_(d).
On suppose désormais d = 9p_(d). On a défini r(¢) € Z(y. On a :

(2) si r(z) < r(¢), la forme linéaire JP(z,4d,-) = 0 sur S(¢) satisfait la condition de
I’énoncé.

En effet, soient F, zp, X comme dans I’énoncé et ¢ € S(¢). Pour tout élément X’ €
ga conjugué a X, on a r(X’) = r(z) donc X' € gg,(;) mais X' & gq,(z)4+. Or, par
construction, rear () est & support dans g4 (¢) € gd,r(z)+- Donc reap(y) s’annule sur la
classe de conjugaison de X et JE2 (X, rear(p)) = 0.

On suppose désormais 7(z) > r(¢). D’apres le lemme 2.4.2 et la remarque du §5.2, on
peut fixer e € P, indépendant de nos données, tel que r(z) et r(¢) appartiennent tous
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deux & (1/e)Z. 1 est légitime de raisonner par récurrence sur r(z) — r(¢). Précisément,
on va supposer quune forme linéaire JP (2,48, ) vérifiant les conditions de 1’énoncé est
définie sur S(¢') pour tout ¢’ € ¢4 tel que r(¢’) > r(¢).

Supposons d’abord 7(z) = r(¢). Notons 2! I'image de z dans Z!. Associons & z! un
élément (D', 4,1, Z") de L(D) (cf. §5.2). On a r = r(z). Posons 2’ = 3(z) € 2, identi-
fions 0 & un élément de D/, posons d' = ¢p_(d) € D'. On a ¥p/(d’) = d. Introduisons
I'application linéaire ¢p/ . : S — S et le plongement Yra : G — Gq dont l'existence
et les propriétés ont été affirmées au §5.5. Remarquons que S(¢) C S?¢. D’autre part,
k(z') = k — 1 et 'hypotheése de récurrence nous fournit une forme linéaire J D/(z’ ,0,°)
sur 8. Pour ¢ € S(¢), posons JP(z,8,¢) = JP (2,8, lp:(p)). Montrons que cette
définition satisfait aux conditions de I’énoncé. Soient F', zp et X comme dans 1’énoncé.
Soit (Z', 2) € t'cent‘z, x o1 (#') I'image de zg par la composée des bijections (1) et (2)
du §5.4. Soit X’ € C(z}) tel que ¢'(X’) = 8. Comme ci-dessus, on a X’ € g/;,. D’apres la
commutativité du diagramme (5) du §5.4, X appartient a la méme classe de conjugaison
que Vg g (5;1(2’) + X’). On peut supposer ces deux termes égaux. La derniére assertion
du §5.5 affirme I’égalité :

JE (X, rear(¢)) = J (X, realp ofpr 1 ().

Par ’hypotheése de récurrence, le membre de droite est égal a JDl(z’, d,0lp (), cest-
a-dire, d’aprés notre définition, & J?(z,d, ). Dol I’égalité cherchée.
Supposons maintenant r(z) > r(¢). Introduisons 'application linéaire

. ed d
rg) : Sp) = Sroyr

de la proposition 3.4. L’image de S(¢) par cette application est contenue dans une somme
finie d’espaces S(¢') pour ¢’ € &< tel que r(¢') > 7(¢). L’hypothese de récurrence portant
sur 7(z) — 7(¢) nous fournit une forme linéaire J?(z,d,-) définie sur cette image. Pour
¢ € 8(¢), posons JP(z,8,¢) = JP(2,8,4.(p)). On vérifie grace a la proposition 3.4 que
cette définition convient. O

6.3. Le théoreme permet de comparer des intégrales orbitales relatives a des groupes
définis sur des corps de base différents. Mais il conserve une signification méme sur
un corps de base fixé. Il affirme alors une propriété de constance locale des intégrales
orbitales des fonctions appartenant a I'image de 'application reap. Exprimons-la comme
un corollaire, bien qu’elle ne soit qu’un cas particulier du théoreme.

Corollaire 6.3. Soient F € CL, et X, X' € gp reg- Notons zp, respectivement zfp,
Pélément de Zr qui paramétre la classe de conjugaison stable de X, respectivement X'.
Supposons ¢(zr) = ((#%) et, en notant z cet élément, supposons que, dans D, on a
Pégalité §(X) = §(X'). Alors, pour tout p € S, on a I’égalité :

JEP (X, reap(p)) = JOP (X', rear(y)).
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7. Preuve de la proposition 3.4

7.1. Rappelons que l'on a défini au § 2.4 une décomposition en facettes de VI x R. On
a noté @ l'ensemble des facettes. Pour ¢ € @, notons wy 'ensemble des ¢’ € & dont
l'adhérence contient ¢. Pour (v,r) € ¢, posons w, , = qu/equ ¢'. C’est un voisinage de
(v,r) dans V! x R. Soient F € CL, (v,r) € VI xR et (v/,1') € w,,. Alors on a les
inclusions :

nr

gerng'u T+Cg'u T’anr

Cela se vérifie aisément en utilisant le fait que, grace au lemme 2.5.1, notre décomposition
en facettes est la méme que celle définie par DeBacker [D, Définition 3.2.2]. En particulier,
supposons que les éléments (v,7) et (v’,r') appartiennent tous deux a Vé X Zp)- On
a deux fagons d’envoyer g7 ., dans g : la premiere est m, v (cf. §2.3) ; la seconde
est la composée de Pinclusion s W C g, et de m, . Nous allons comparer ces deux
applications.

Considérons donc deux couples (v, ), (v/, 1) € V(p) X Zp)- Choisissons un entier e € P
tel que ev,ev’ € X, et er,er’ € Z. Posons z, = ev’ — ev. Cet élément z, de X, définit
un homomorphisme de fF; dans T'. Pour tout i € Z, posons :

glil ={X €8; Vz€F}, Ad(z.(2))(X) = 2'X},
o> il =Pali
j=i
On vérifie que les espaces gler’ — er], g[> er’ — er] et g[> er’ — er + 1] ne dépendent pas
du choix de e. De plus, g, ,. est somme directe de ses intersections avec chacun des g[i].
On pose :

ﬁlvﬂ"?v’ﬂ" = gv,r N Q[er’ - 67”},
ﬁv,r;v’,r’ = ﬁv,r N Q[} 67"I —er—+ 1],
‘I_Jv,r;v’,r’ = ﬁ’u,r N é[) er’ — 67’].

Dans le cas ou r = ' = 0, P, .0.07,0 €st une sous-algebre parabolique de g, o, My 0,070 €1
est une sous-algebre de Lévi et 1, g, ¢ est son radical nilpotent.

Lemme 7.1. Soient F € CLg, (v,7),(v,r') € Vé)) X Zpy, supposons (v',7') € wy,.
L’image de g}/ s TESpectivement gy ., par Ty, est le sous-espace P, ;... ., respective-
ment Uy . o, de Gy Les espaces Wy .y o €6 Gy o Sont égaux et I'application m, ,» est
égale a la composée de I'application m,,, qui envoie gy ., dans p,, ... ,» avec la projection

naturelle de cet espace sur Wi, . ,.

Démonstration. Notons @, respectivement &', la facette contenant (v,r), respective-
ment (v',7’), introduisons les objets X2 (o), ro(¢), etc., de la preuve du lemme 2.4.1. De
la description de g%, donnée au §2.3 et de la définition de m, , résulte que :

i pour (OAS jjir((b)) ﬂ-’u,’r‘(ggfr m ugr) = gv,r m ﬁOé 7

(1) pour a € £ (¢), 7y (055 Nulk) = {0}
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(comme au §2.4, on a posé uy = t). Pour v € X7 (¢), on a aussi :
o sir' —a(v) <r—av), gy, Nug’ = gy, Nuy’;
e sir' —a(v)>r—av), gy, Nuy =gy Nuy.

Alors m, (@7 ) est la somme des g, N, sur les a € ™ tels que 7 — a(v') <
r — a(v). Fixons e € P tel que ev,ev’ € X* et er,er’ € Z et graduons l'espace g comme
ci-dessus. Pour a € X" on a I'inclusion i, C glea (v’ — v)]. La condition 7/ —a(v') < 7 —
a(v) est équivalente a u, C g[> er’ — er]. D’apres la définition de p, ..,/ v, on en déduit
I'égalité m, (g7 /) = Py ror v On démontre de méme que 7y (@7 vy ) = oo -
On voit qu’envoyer g,/ dans P, .../ v puis projeter sur My ., revient a projeter
d’abord g;; ., sur la somme des gy ., Nuy’, sur les a € () tels que r’ —a(v') = r—a(v),
puis & appliquer 7, . Remarquons que cet ensemble de a n’est autre que Eir(gb’) d’apres
les descriptions données dans la preuve du lemme 2.4.1 (les roles de ¢ et ¢ y étaient
inversés ; ici ¢ est dans ladhérence de ¢'). On doit montrer que l'opération ci-dessus
revient a appliquer 7, ,». On peut fixer o € 20 ot comparer leurs effets sur gy o Ny

Siac i’;‘g(gb' ), les deux applications sont nulles : pour la premiere, la projection de
u?' est nulle ; pour m, ,, c’est (1) appliqué a (v, r’) et ¢'.

Supposons o € X" (¢/). Les deux applications sont T €t Ty . On prouve leur égalité
comme dans la preuve du lemme 2.5.2. O

On a remarqué au §2.5 que 'espace g, , et 'application m, , ne dépendent que de la
facette contenant (v,7). Le lemme précédent entraine que les espaces p,, ..,/ ., etc., et la
restriction de 7, - & g}/ ., ne dépendent que des facettes contenant (v,r) et (v', 7).

7.2. Soientd € Detv € V(i). On a défini au § 2.6 le sous-groupe (_}'dﬂ, de G. 1l est muni
d’une structure sur F,. Soit de plus r € Z,). On a défini au §2.6 le sous-espace g, , de
g4 1l est défini sur F,, c’est-a-dire qu’il est stable par I'action de ©. Il est aussi stable
par l'action adjointe de G’dﬂ).

L’application qui & r € Z,) associe le caractere o — r(o) de I se descend en un iso-
morphisme de Z,)/Z sur le groupe des caracteres continus d’ordre fini de /. On en déduit
que g, , , ne dépend que de I'image de 7 dans Zpy/Z et que l'on a la décomposition :

8q = @ gd,v,r (1)

TE€L(p) /L
(ces sous-espaces étant presque tous nuls). Remarquons que :
(2) pour r, s € Z(10)7 X € gd,v,r’ Ye gd,v,s? on a [X’ Y] € gd,vm+s'

On sait définir la notion d’élément nilpotent de l'algebre de Lie g,. Dans ce para-
graphe et les suivants, « nilpotent » signifie nilpotent en tant qu’élément de cette algebre.
DeBacker a remarqué que la théorie usuelle des sly-triplets s’adaptait a nos sous-espaces
9d,v,r (cf. [D, Appendice 2]).
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Lemme 7.2.1. Soient r € Z,) et X € ga,,». Supposons X nilpotent. Alors il existe un
élément nilpotent Y € gq.,—, et un élément semi-simple H € gq.,,0 tels que (X, H,Y)
soit un sly-triplet.

Démonstration. Grace a (Py), on peut appliquer la théorie usuelle a 1’algebre de Lie gq
sur F,. Il existe Hy, Y7 € gq tels que (X, Hq,Y7) soit un slp-triplet. Notons H, respective-
ment Y5, la projection de H; sur gq,.,0, respectivement de Y7 sur gq ., —r, conformément a
la décomposition (1). Grace & (2) et a I’hypothese X € gq.4,r, les relations [Hy, X] = 2X
et [X,Y1] = Hy entrainent [H, X| = 2X et [X,Y5] = H. Le raisonnement de [C, p. 141]
montre que 'on peut remplacer Y5 par Y3 € gq de sorte que l'on ait encore [X,Y3] = H
et de plus [H,Y3] = —2Y3. En remplacant encore Y3 par sa projection Y sur gq, —p, 00
obtient le lemme. O

Soient r € Zyy et (X, H,Y') un sly-triplet vérifiant les conditions du lemme. On gradue
I’espace g, de la fagon habituelle, c’est-a-dire que, pour ¢ € Z, on pose :

84(1) ={Z €@y [H 2] =iZ}.

Cette graduation est définie sur F, et induit des graduations analogues sur tout sous-
espace g, s- On pose
94(> 1) = @ﬁd(j)'
Jjzi

Lemme 7.2.2. Soit Z € §a.,.(> 3). Alors il existe z € Gy, tel que Ad(z)(X) = X + Z.

Démonstration. Le raisonnement habituel montre que, pour tout entier ¢ > 1,
Papplication ad(X) se restreint en une surjection de gq(i) sur gq(i + 2). En projetant
cette égalité grace a la décomposition (1), on obtient que ad(X) définit une surjection
de §a,v,0(7) sur §qu,-(7 + 2). Le raisonnement habituel permet d’en déduire ’énoncé. On
a besoin pour cela d’utiliser des exponentielles d’éléments nilpotents, ce que 'hypothese
(Px) nous autorise. O

7.3. Soient d € D et ¢ € 1. On a défini au §7.1 'ensemble de facettes w, C @. On
pose wg =wg N @4, Soit ¢’ € wg. Choisissons

(v,7) € (Vi X Z)) N &, W', 1") € (Vi) X Zy) N .

On a défini les sous-espaces Py, .., 7, Wo,ryw/ 17y Wy ey de @, .. Leurs images réciproques
5;1(]3”7,“;71/’7“,), etc., dans g, , . sont définies sur IF,. Elles ne dépendent pas des choix de
(v,r) et (v',7r') (cf. §7.1). On les note Py 4 4, Wa,p,¢/, Wa,p,¢' et on rappelle que l'on a
noté g4 4 = 840, On a My 4 o = @4 o grace au lemme 7.1. Cela permet de définir une
application linéaire injective :

S(¢') = S(9)-

A une fonction ¢’ sur gq 4/, on associe la fonction ¢ sur gg,4, & support dans pg ¢, ¢, telle
que, pour X € Mg o €t Y € Ug g4, o(X +Y) = ¢'(X).
Pour 7 € Z), notons wg(> ) I'ensemble des ¢’ € wg telles que r(¢') > r.
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Lemme 7.3.1. Soient r € Z, et ¢' € wg(> r). Supposons que ¢ coupe V(‘Z}) x {r}.
Alors, toute fonction dans I'image de I'injection S(¢') — S(¢) est a support nilpotent.

Démonstration. Il s’agit de montrer que pq ¢ 4/ est formé d’éléments nilpotents. Fixons

(v,r) € (V(‘;) XLpy)N¢ et (V1) e (V(Z) X ZLpy) N ¢’

avec ' > r. On choisit e € P tel que ev,ev’ € X, et er,er’ € Z. On pose x, = ev’ — ev
et on gradue l'espace g comme au § 7.1 en posant, pour ¢ € Z :

gli = (X € g; vz € B, Ad(2.(2))(X) = 2'X).

L’espace g[> 1] est le radical nilpotent d’une sous-algebre parabolique de g. Il est donc
formé d’éléments nilpotents. Par définition :

Pis e = & M (aler’ — er]).

Puisque 7’ > 7, cet espace est inclus dans £, '(g[> 1]) et est donc formé d’éléments
nilpotents. [l

Remarquons que, quand la projection de ¢ dans R est ouverte, on a ¢ € wg(> r) pour
tout r tel que ¢ coupe V(‘é) x {r}. Alors tout élément de gq 4 est nilpotent.
Des applications précédentes se déduit une application linéaire :

s EP S(¢) = S(9).

@' Ewy
Lemme 7.3.2. Soit (v,r) € (V(‘;) X Zpy) N ¢. Il existe une application linéaire :

:8(¢)~ P S

d'Ewg(>r)

vérifiant la condition suivante. Soit J une forme linéaire sur S(¢) invariante par adjonc-
tion par G, et a support nilpotent et soit ¢ € S(¢). Alors J o sy 0 £(p) = J(p).

Pour la démonstration, nous utiliserons le lemme suivant. Notons X¢ le sous-groupe
des 7, € X! tels que d(0)0(z.) = . pour tout § € O. Introduisons le sous-tore Ty de
G tel que &4(Ty) C T et X.(£a(Ty)) = X2

Lemme 7.3.3. Le tore T, est défini et déployé sur F,. Pour tout v € V(i), il est inclus
dans G, et est un sous-tore déployé maximal de ce groupe.

Démonstration. En §1.10, on a défini le tore T, rp et montré qu’il était un sous-
tore déployé maximal de G4. Soit v € V(‘;). Ce point v appartient a 'appartement de
Imm(Gy, F) associé & ce tore. La théorie de Bruhat—Tits nous dit alors que I'image de
T3 N Ga(O™) dans G4, est le groupe des points sur F, d'un sous-tore défini sur F,
et déployé maximal de ce groupe. Il résulte des constructions que cette image est Ty. [
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Démonstration du lemme 7.3.2. Pour X € @44, notons px la fonction car-
actéristique de X. Ces fonctions formant une base de S(¢), il suffit de montrer que,
pour tout X, il existe

e @ s

¢’ ewd (>r)

telle que J o s4(¢’) = J(¢x) pour tout J vérifiant les hypotheses de I’énoncé. Si X
n’est pas nilpotent, ¢’ = 0 convient. Supposons X nilpotent. Complétons X en un sls-
triplet (X, H,Y) vérifiant les conditions du lemme 7.2.1. Ce sly-triplet se releve en un
homomorphisme de SLy dans G4, o1 SLy est le groupe algébrique évident sur F,. Notons
A le tore diagonal de SL;y et A son image dans Gg4. Cette image est un tore déployé,
d’algebre de Lie a engendrée par H. Puisque H € g, , A est inclus dans éd,v. Utilisons
le lemme 7.3.3. Tout sous-tore déployé de G4, est conjugué & un sous-tore de T, par un
élément de Gg,. Quitte & effectuer une telle conjugaison, & laquelle notre probleme est
insensible, on peut supposer A C Ty. Les carrés du diagramme suivant sont commutatifs :

X*(A) Q7 IFq = a*N> X*(A) Xz IE‘Iq =a—> X*(Td) Rz IE‘Iq

:Id

L’élément H est 'image dans t; de 'unique coracine simple dans X,(A) par le chemin
sud-ouest de ce diagramme. Il ’est aussi par le chemin nord-est et provient d’un élément
de X.(T},) auquel on l'identifie. Posons x, = {4(H). Ce terme appartient & X< et v + sz
appartient & V¢ pour tout réel s. Choisissons e € P tel que ev € X,, er € Z, posons
v = v+ (z./e), ¥ =1+ (2/e). Supposons e assez grand pour que ce couple (v',7’)
appartienne & w, . Notons ¢’ la facette & laquelle appartient (v, r’). Elle appartient a
wg(> r). Au §7.2, on a associé au slp-triplet (X, H,Y") une graduation (g4(¢))icz de g4
Au §7.1, les espaces P, .,/ v, etc., ont été définis a I'aide d’une graduation (g[i])icz de
g. Il s’avere que g4(i) = £ ' (g[i]) pour tout . Puisque er’ —er =2, on a :

ﬁd,¢7,¢/ = ggl(ﬁvﬂ’;v’,W) = éd_l(gv,r N g[
Bigg =& (M) =& (8, N8

Notons ¢ la fonction caractéristique de X + ga.,»(> 3), multipliée par |gq., (= 3)| L.
D’apres le lemme 7.2.2, cette fonction est équivalente & ¢x, au sens ot J(p) = J(¢x)
pour tout J comme dans I’énoncé. Les formules ci-dessus montrent que ¢ appartient a
I'image de I'injection S(¢') — S(¢). L’existence de la fonction ¢’ cherchée s’en déduit. O

7.4. Soient F € CL,, d € D, ¢ € ¢ et ¢/ € wg. On a défini dans le paragraphe
précédent une injection S(¢’) — S(P) et on a défini au § 3.3 Papplication linéaire reap :
S — C(gq). Grace au lemme 7.1, on a :
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(1) le triangle

S(&) 5(6)
Ce°(ga)

est commutatif.
Rappelons le lemme bien connu (cf. lemme 2.7.2 pour la définition de mg,,..).

Lemme 7.4. Soit (v,r) € V(‘Z)) X Zpy- Tout élément de g4, appartenant a I'image par
Tdw,r de §qr+ N @d,v,r st nilpotent.

Démonstration. Soit X € g4+ N ga.v. Choisissons (v/,1r') € V4 x R et g € Gy tels
que 7 > 1 et Ad(9)(X) € g4 . Grace a la décomposition de Bruhat-Tits, on peut
écrire g = hk, ot k € G4, et Daction de h™! sur Imm(Gy, F') envoie v’ sur un élément
de V4. Quitte & changer v’, on peut donc supposer g € Gg,p- Puisque 7g,,(X) est
nilpotent si et seulement si 74, , o Ad(g)(X) l'est, on peut aussi bien supposer g = 1
et X € g4 . Pour tout élément (v”,r") du segment joignant (v,r) et (v/,r'), on a
X € gg,v . On choisit (v”,r") assez proche de (v, r) pour que la facette ¢ contenant
(v, ") appartienne & wg, ou ¢ est la facette contenant (v,r). La facette ¢ appartient
méme 3 wff)(> r). Alors le lemme 7.3.1 entraine que 74, (X) est nilpotent. O

7.5. Prouvons maintenant la proposition 3.4 dont nous rappelons 1’énoncé.

Proposition 3.4. Soit r € Z,). Il existe une application linéaire ¢, : S¢ — SZ, telle
que, pour tout o € 8%, tout F € CLy et tout X € gar+ N @d,reg, 0N ait I’égalité :

JE(X reap(p)) = J9 (X, rear of,.()).

Démonstration. On peut fixer ¢/ € &% tel que r(¢’) > r et définir £,.(p) pour ¢ € S(¢').
Sir(¢)) > r, ona S(¢) C 82, il suffit de poser £.(¢) = ¢. Supposons r(¢') = r.
D’apres (3) du §2.8, on peut fixer v € V(d tel que (v,r) appartienne a ’adhérence de ¢'.
Notons ¢ la facette contenant (v,r). On a ¢’ € wg et on dispose de l'injection S(¢') —
S(¢). Supposons défini £, sur S(¢). On définit £, sur S(¢’) comme la composée de cette
application £, sur S(¢) et de I'injection précédente. Grace & (1) du § 7.4, cette application
convient. On est ainsi ramené au cas de S(¢). On a défini au lemme 7.3.2 une application

:8(¢)» P S

¢ ewd (>r)

Ce dernier espace est inclus dans 8¢, et on définit ¢, sur S(¢) comme étant cette appli-
cation /.

Soient F' € CLy, X € ggr+ N@dreg €t @ € S(¢). Posons f = reap(p), f' = reap ol (p).
Notons {2 I'ensemble des g € Gy4/Tx tels que Ad(g)(X) € ga,v,r- Il est stable par multi-
plication & gauche par Gg,. Pour g € G4\ 2, on a f(Ad(g)(X)) = 0. On obtient :

JEI(X, ) = AX)V/2 / mes(Gan) "t [ F(Ad(kg)(X)) dk dg. (1)
(0} Ga,v
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Pour g € {2, définissons une forme linéaire j, sur S(¢) par :

13T o0 Ad(k)(Ta 0 (Ad(g) (X))

kEéd,U

Jg(©0) = |Gaw

pour tout g € S(¢). Par définition de reap, le terme intérieur du membre de droite
de (1) n’est autre que j4(¢). On obtient :

I94X, 1) = A [ i)
Rappelons que 'on dispose de l'application linéaire :

so: P S@) = S(9).

d
¢"€w¢

Posons ¢ = s 04, (p) et f' =reap(¢”). Le méme calcul conduit & I’égalité :

JEUX, 1) = A(X)H? / Js(¢") dg.
(93

Mais, pour g € {2, j, est une forme linéaire sur S(¢) invariante par adjonction par
éd’v et, d’apres le lemme 7.4, elle est a support nilpotent. Le lemme 7.3.2 entraine que
Go(@) = jg(¢"). Dot 'égalité J9¢(X, f) = J9(X, f"). Grace a (1) du §7.4, f" = f' et
on obtient I’égalité cherchée. O

8. r-centralisateurs et cocycles

8.1. On fixe pour toute la section un quadruplet (D', 1,7, Z') € £(D). On va commencer
a prouver les propriétés de ce quadruplet affirmées au §5.5. Pour motiver les définitions
que nous allons poser, considérons un instant la situation du §5.4. Pour tout d' € D’,
on veut définir un plongement ¢p g : G — Gq ou d = p/(d’), de sorte que pour
tout zp € Zp, le carré de droite du diagramme (5) au §5.4 soit commutatif. Il s’agit de
comparer des cocycles dans la définition desquels interviennent de fagon essentielle les
cocycles dp et df. Le but de ce chapitre est d’établir un lien utilisable entre ces deux
cocycles puis de définir le plongement g 4 (cf. §8.6) et de prouver la commutativité de
ce diagramme (5) au §5.4. Les conditions imposées & 1)p 4 seront renforcées au §9.9.

8.2. On introduit le groupe G’ associé & D’. Par une construction analogue & celle
du §5.4, on définit un plongement 1 : G’ — G caractérisé par les propriétés suivantes :

e 1)) se restreint en l'isomorphisme de T” sur T déduit de ¥ : X! — X, ;
e en notant encore ¢ la dérivée du plongement, 1(E/,) = Eyqs) pour tout o/ € A'.

Ce plongement v se restreint en un plongement N’ — N. Il est compatible aux sec-
tions 2’ : W/ — N', n: W — N définies au § 1.5, c’est-a-dire que ¢ o 2’ (w') = i1 0 3 (w')

https://doi.org/10.1017/51474748006000041 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748006000041

476 J.-L. Waldspurger

pour tout w’ € W’. D’autre part, de ¢ se déduit un isomorphisme T = T,,. Cet iso-
morphisme et le plongement précédent se regroupent en un plongement :

!
wrcd : Nrcd — Nrcd~

On note Zyeq,y le sous-groupe des ¢t € Treq tels que a(t) = 1 pour tout o € P(X’). Ses
éléments commutent & ¥yeq(NV/,q). On pose Zw = Zred,p N T. C’est le centre de 9(G").
Remarquons la propriété :

(1) soient o € X et v € I' ; supposons que « et wy(y) () soient de signes opposés
(cf. §5.1 pour la définition de wy (7)) ; alors o & P(X).

En effet, soit o’ € X’. Les couples suivants sont formés de racines de méme signe :
e (') et o car Pp(A) C A
e o/ et v 1(a)) car y(A") = A ;
o 7 H(a) et poqyTH(a) car Y(A) C A
e Yoy Ha) et v o wy(y) L oth(a’) car ces deux termes sont égaux ;
o v lowy(y) to(a)) et wy(y) "t o) car y(A) = A.

Donc 1(a’) et wy () "' o p(a’) sont de méme signe, ce qui entraine (1).
Posons Z = (Z'). Pour v € I', on définit les éléments 2z () € Tw, Zyp(y) € T
w( ) € Thea, nd)( ) € Nrea, ﬁw(ﬁ)/) € N par :

Zap () = < > d> ®7;

a€X, a>0, wy(v) " (a)<0

)

zp(7) = II ao a(Z) ; (2)

a€X, a>0,wy ()" (a)<0

2p(7) = 2wy (V)2 (V) ;

ny(y) = ( n(wy (7)) ;

1y () = TN (g (7)) = Zg (V) (wy (7))-
(2

Remarquons que la définition (2) est loisible : si o € X est tel que a > 0 et wy,(7) 7 () <
0, on a a & y(X') d’apres (1), donc a(Z) # 0 d’apres (1) du §5.1.

Lemme 8.2.
(i) L’application v — ny(7y) est un cocycle de I' dans Nyeq.
(i) Pour tout v € I', 254(7) et zy(y) appartiennent a Zyea,y et zZy(7) appartient a
Zy.
(iii) Pour tout ¢’ € G, on a I'égalité 1 o y(g') = Ad(ny (7)) oy o ¥(g').

(iv) Pour tout n' € N/ ,, on a I'égalité preq 0 ¥(n') = ny (7)7y © Yrea(n/)ny () L.
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Démonstration. Le (i) résulte de la preuve du lemme 2.2A de [LS].

Introduisons les objets relatifs a la donnée Dy.. Soit v € I'. De méme que l'on a
construit 25 ¢ () € T, Ny () € Nred, €te., on construit ze o sc(¥) € Twosc, Ny sc(Y) €
Nred,se, etc. On a les égalités 2z 4 (7) = L 0 2w psc(Y), Ny (Y) = t 0 Ny so(7y), ete. Pour
démontrer (ii), il suffit de démontrer les assertions analogues pour les objets zg y.sc(7Y),
etc. On peut aussi bien abandonner les indices «sc» et supposer que D = Dy.. On va
démontrer que Zy(y) € Zw, les autres assertions se traitant de la méme fagon. Parce qu’on
suppose G simplement connexe, un élément de T appartient & Zw si et seulement s’il
est fixe par laction de 9 (W’). Montrons que Zy(y) vérifie cette condition. Soit w' € W,
posons w = (w’). On a :

(3) lapplication a — w(a) conserve lensemble des o € X tels que o > 0 et
wy ()~ (@) < 0.

Soit « dans cet ensemble. D’aprés (1), o € X\ ¢(X'). Par définition de wy (%),
I'automorphisme 7~ o wy, (7)™ de X* conserve ¢(X”), donc aussi X'\ ¢(X’) et p(W').
Donc, d’une part, 7y~ ! o wy(y)"!(a) € X\ ¢(X') ; d’autre part il existe w| € W' tel
quen posant wy = ¥ (w}), on ait ¥ o wy ()"t o w=w; 0oy o wy(y)"!. L'ensemble
¥(X") est un sous-ensemble de Lévi standard de X et w appartient au groupe de Weyl
associé a ce sous-ensemble. Les seules racines inversées par un tel élément appartiennent
a ¥(X'). Puisque a € (X'), w(a) est de méme signe que «, i.e. w(a) > 0. De méme
w1 0y 1o wy(y) 7 (a) est de méme signe que 7! o wy,(y) ! (). Alors les couples suiv-
ants sont de méme signe :

o wy ()7 a) et v o wy(y) 7 (a) car y(A) = A

1

o 7710 wy(y) "M (@) et wy 0!

o wy(y) 7! (a), comme on vient de le voir ;

1

o w0y o wy(y)Ha) et v o wy(y)

o w(a) car ces deux termes sont égaux ;

e v o wy(y) o w(a) et wy(y) "t o w(a) car y(A) = A.

1

Donc wy(y) ™! o w(a) est de méme signe que wy(y) (), ie. wy(y) ™! o w(a) < 0.

Cela prouve (3).
On a:

w(Zy(v)) = II w(@) o o(Z).

a€X, a>0,wy(v) " (a)<0
On remplace w(&) par ¢&. Gréace a (3), on obtient :
w(zy(v)) = II aow ' (a)(Z).

aeX, a>0,wy(v) " (a)<0

Pour tout «, w™l(a)(Z) = w(Z) =aovow (Z"). Mais w'(Z ) = 7' parce que
Z' €t (r). Donc w=(a)(Z) :a(Z) Cela entraine w(Zy(7y)) = Zy(7y) et le (i) de
I’énoncé.

On a bien I'égalité 1 o v = Ad(ny (7)) oyo ) sur T : cela résulte de la définition de
wy (7). Pour prouver (iii), il suffit de prouver que ¢ o y(E’,) = Ad(ny(y)) oy o ¥(E!,)
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pour tout o’ € A’. Fixons un tel o/, posons 3 = y(a'), a = (), 8 = ¥(F'). On a
B €A, a,B € Aetwy(y)oy(a) = B. On doit montrer que Ad(ny (7)) o y(Ea) = Eg. De
nouveau, on peut supposer que G est simplement connexe. Des propriétés de la section

n résulte que :

Ad((wy(7))) 0 v(Ea) = €Ep, (4)
avec ¢ € {£1}. Cela entraine I'égalité dans N :
1wy (7)7(sy () = Be)(s5)(wy (7))- (5)

D’apres (1) du §1.5, le membre de gauche vaut :

V(W (), 84(a)) (W (1) 84 (a))-

Les seules racines inversées par s, (q) sont £7y(a). Elles ne sont pas inversées par wy(7y)
car wy(7y) oy(a) = B. Donc v(wy(7), 5y(a)) = 1 et le membre de gauche de (5) est égal a
1(wy (7)84(a)). Pour une raison similaire, le membre de droite vaut 3(e)n(wy (7)sy(a))-
Cela entraine ((e) = 1. Puisqu’on a supposé G simplement connexe, il en résulte que
£ = 1. On a déja montré que z, () appartenait & Z,. Ce terme centralise Eg. De (4), ot
e = 1, résulte Dégalité Ad(zy(7)7i(wy(7))) o v(Ea) = Eg, ce qui est 'égalité cherchée.

Pour démontrer (iv), il suffit de prouver 1’égalité en question pour n’ € T et n’ € N'.
Sur T, la conjugaison par m,(y) n’est autre que I’action naturelle de wy (7). L’égalité
cherchée pour n’ € T. résulte alors de la définition de wy(7y). Pour n’ € N’, on a
Yrea(n') = (n’) et on sait grace & (iii) que :

Wred 0 V(1) = 71y (7)7 © Yrea(n )iy (1) 7

Mais, grace a (ii), 2w, () commute & ¥eq © ¥(n'). On peut donc remplacer dans cette
égalité ny () par ze,y(7)7y(7) = ny(7y) et cela acheve la preuve. O

Soit d’ € D', définissons une application dgy : I' — Nyeq par :

do(7) = Yrea o d' (7)ny (7).

Grace a l'assertion (iv) du lemme, cette application dy est un cocycle.

8.3. Soit F € CL,. On introduit les groupes G et G’ sur F associés aux données D
et D' et le plongement ¥p : G — G (cf. §5.4). Comme on I'a vu dans la preuve du
lemme 5.4, ’application :

tIcent N t; - E::ent (T)F
est surjective. Fixons Z4. € t.,.. N t. dont Pimage dans € (r)" soit Z".

A Daide de Z},, on construit comme dans le paragraphe précédent un cocycle ny, p de
I" dans N™°4. On a I'égalité ny, = red on,, . On montre comme dans le lemme précédent
I’égalité :

Yr oy =Ad(nygr(7)) ovovr (1)

pour tout y € I'.
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Soit d’ € D', définissons une application do p : I' — N™°4 par :

do,r(v) = Pr o dp(Y)ny,r(7)-

Gréce a (1), cette application est un cocycle.

Lemme 8.3. Posons d = ¢p/(d'). Les deux cocycles do g et dp définissent le méme
élément de H'(I", G™°9).

La preuve sera donnée au §8.5. On doit auparavant revenir sur la construction de
I’homomorphisme :
Gnr w_c> (X*/X*7sc)1

du §1.10.

8.4. Soit F € CL,. Kottwitz a introduit la notion de z-extension de G (cf. [K2]). Il
s’agit d’une suite exacte :

15Z4%G6%a—1
ol :
e G est un groupe réductif défini sur F ;
e Z est un tore défini sur F ;
e a et b sont des homomorphismes de groupes définis sur F ;
(1) le groupe dérivé de G est simplement connexe ;
e a(Z) est central dans G ;

(2) X.(Z) est un Gal(F*P/F)-module induit, c’est-a-dire de la forme

Ind &M vy,

ou I est un sous-groupe ouvert de Gal(F*P/F) et Y est un Z-module libre de
rang fini muni de ’action triviale de I".

De telles z-extensions existent. Dans notre situation ou G est quasi-déployé et ou
Gal(Fsep /Fmod) agit trivialement sur D, le groupe G est lui-aussi quasi-déployé et on
peut imposer que Gal(F®°P/Fm°d) agit trivialement sur la donnée de racines associée &
G, ainsi que sur X, (Z).

Fixons une z-extension vérifiant ces conditions. Les groupes b~1(B) et T = b~ (T)
sont respectivement un sous-groupe de Borel et un sous-tore maximal de G. Notons

D= (X* 5 A X, 5 A

la donnée de racines de G associée A ces sous-groupes. Alors b définit un homomorphisme
encore noté b : X, — X, qui se restreint en des bijections de X sur X et de A sur A.
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Remarquons qu’au niveau des revétements simplement connexes des groupes dérivés,
il n’y a pas de différence entre G et G. Autrement dit, on dispose d’'un diagramme
commutatif :

Grace a (2), H'(I,Z) = {0}, d’ou :
(3) I’homomorphisme G™ by Goroest surjectif.

Notons G, le tore de groupe de cocaractéres X, /X*,SC. De I’homomorphisme
Xy = X/ X sc se déduit un homomorphisme T' — Ggp. Grace a (1), il se prolonge en
un homomorphisme ¢ : G — Gp. On dispose enfin de ’homomorphisme

Anr Gab

w ~ ~
ab 7 (X*/X*,SC)L
Alors,

(4) le diagramme suivant est commutatif (cf. [K3, Paragraphe 7)) :

w A

~ c ~ Gq ~ ~
G —= GEE *l; (X*/X*,sc)l

lb ib
G ————— (X/ X
8.5.
Démontrons le lemme 8.3. Introduisons une z-extension :
1-zZ5%G656—>1 (1)

vérifiant les conditions du paragraphe précédent. Le cocycle ny r se releve en un cocycle
Nyse.r de I' dans G104 tel que ny p = ¢ 0 Ny e 7. On définit un groupe réductif G’ sur
F, muni d’un isomorphisme :

oG = b (vr(G)
tel que, pour tout v € I', j oy = Ad(i 0 ny sc. r (7)) 0y 0 j. On note :
vr: G = G
le composé de j et de linjection b~ (¢p(G’)) < G. La suite (1) se compléte en un
diagramme commutatif :

a b

1 z G G 1
Tid T b Twp
1 7z a Yo 1

La suite exacte inférieure est une z-extension de G'.
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Puisque Gy est simplement connexe, H'(I', G2°%) = {0}. On peut fixer g € G2 tel
que :
9 My ser(1)71(9) = 1 (2)
pour tout v € I'. Définissons un cocycle d; r de I" dans G™od par
di,r(7) = u(g) " do,r(7)e 0 (g)-

Il suffit de prouver que d; r et dr sont cohomologues. Mais d;  est trivial sur I, comme
dp. Il suffit donc de prouver que dy p(61) et dp(61) ont méme image par I’application :

Gnr w—G> (X*/X*,SC)I — (X*/X*,SC)F' (3)
En appliquant (3) du §8.4 & G/, choisissons &’ € G'™" tel que V' (') = d’x(6;). Posons

T =g)""Pr(#)i 0 ny se. p(01)T0 b1 (g).
On a: i
ZeG™ et b(E)=dyp(61). (4)
La deuxi¢me assertion est immédiate. Soit o € I. On doit montrer que o(#) = #. Remar-
quons que, grace a (2), on a 'égalité & = Ad(i(g)~1)(¢r(3')). Alors :
o(5) = Ad( 0 0(g) V) (o 0 Br()).
Ona: . 3
00 Yp(T') = Ad(T 0 ny se,p(0) 1) (Yr 0 0(T)).
Mais o(&’) = &’ et on obtient :
(&) = Ad((ny,se,r(0)o(9)) ™) (br(F)).
Toujours gréace & (2), cette expression est égale & Ad(Z(g)~")(¢r(i')), ou encore Z, ce qui
démontre (4).
En appliquant (4) du §8.4, 'image de dy p(61) par (3) est égale a celle de & par la
suite d’applications :

Gmr £> NZ'Z E (X*/X*,sc)l i} (X*/X*,sc>l — (X*/X*,SC)F‘

Remarquons que cette suite se compléte en un diagramme a carrés commutatifs :
~ c Snr wéab d ol b
Gnr Gab (X*/X*,SC)I*) (X*/X*,SC)I *)(X*/X*ysc)r

T«ZJF,IGI Tiﬂ Tw T«b

élnr < é:ﬁf il (XL/X/ )[ L> (XL/XL’SC)I —— (XL/X;,SC)F

*,8C

ol on a utilisé des notations transparentes. L’homomorphisme c est la restriction a G
d’un homomorphisme ¢ : G — Gaqp. Celui-ci annule i(Gy.). Donc ¢(&) = ¢ o ¥p(i') =
@[NJ FaboC (Z'). Le diagramme ci-dessus montre que 'image de Z par la suite d’applications
du haut est 'image de &’ par le parcours sud-est. En appliquant de nouveau (4) du § 8.4,
I'image de 7’ dans (X[ /X ..)r par la suite d’applications du bas est égale a I'image de
d'=(01) par lanalogue de 'application (3). Par définition de d, elle a méme image que
dr(01) dans (X,/X. s)r. Cela acheve la preuve. O
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8.6. Soient F € CL, et d' € D'. Posons d = 9p/(d"). D’apres le lemme 8.3, il existe
x € G™°4 tel que, pour tout v € I', on ait 1'égalité :

dp(v) = 2¢p o dip(y)ny,r(Y)y(x) . (1)

Fixons un tel z, définissons ¢¥r s : G — Gg de sorte que le diagramme suivant soit

commutatif :
1/JF,d’

a, — ",
ifd/ J/fd
c Ad(z)oyr G

11 résulte formellement de la relation (1) ci-dessus et de (1) du §8.3 que ¢p 4 est défini
sur F. Les conditions (3) et (4) du §5.4 sont donc vérifiées. Reprenons les construc-
tions et notations de ce paragraphe. On fixe z € Z, et zp € (71(2). On note cl(zf)q,
respectivement cl(z%)d/, Pensemble des classes de conjugaison contenues dans C(zp)Ngd,
respectivement C' (z%) N g/,. On construit le diagramme :

Y al
Cl(zg;)d/ *>Fd CI(ZF)d

qui est la «fibre au-dessus de d’ » du carré de droite du diagramme (5) du §5.4.

Lemme 8.6. Le diagramme (2) est commutatif.

Démonstration. Choisissons un relevement z de z dans Z. de la forme :
(’(/}(Z/), Zoyooy Dy TyT2y oy Th).

Posons 28 = (Z',4=(Z3), ..., " (Zg); 7,72, ..., 11). Clest un relevement de z* dans Z..
Pour v € I', on a défini aux §§5.1 et 4.2 des éléments wy(7y), wz(y) € W et wz () € W,
de sorte que :

Yoy=wy(y)oyory, wi(NV(E) =2  wu(y)y(E) =z

On a défini au §4.4 un tore T et un isomorphisme ¢; : T — T sur F™°9, On a de méme
un tore T34 et un isomorphisme 1z : T3 — T”. On a les égalités :

Yz oy =wz(y)oyos, Yz oy =wz(y)oyovs.
De ces relations résulte ’égalité :
wz () = Y(ws (7)) wy (7). 3)

D’apres (1) du §8.2, les longueurs s’ajoutent dans cette égalité, c’est-a-dire que la
longueur de w;(7) est la somme des longueurs de wz: () et de wy (7).
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De (3) résulte que lapplication w;l ot oz : Ty — Tz est définie sur F. On
en déduit un isomorphisme H* (I, T;;Od) ~ HY(I, T#°d), qui s’identifie & I'isomorphisme

Dzu ~D,.
Notons Z l’élément de t;‘égd relevant zp tel que E(Z) =% et notons de méme Z*
Pélément de /¢ relevant Z% tel que ('(Z%) = 3% On a Z = ¢p(2%). Soit X! €

gy N C(zﬁ;), posons X = ¢p 4 (X*?). Fixons ¢’ € G™°4 tel que Ad(g') o &y (XH) = ZF.
D’apres les définitions du §4.4 et ce qui précede, I'image par I'application

() 2% D - D,

de la classe de conjugaison de X* est la classe du cocycle, & valeurs dans T4 :

vzt o hp(ddp(V)V(g) g () Tag(v) ). (4)

Posons g = ¥ (g")x ™. On vérifie que Ad(g)0&y4(X) = Z. D’apres les définitions, 'image
par 0 de la classe de conjugaison de X est la classe du cocycle :

v = ¥ gdp(1)v(9) Tz (y) taz(v)Th. (5)

Pour démontrer le lemme, on doit prouver que les cocycles (4) et (5) sont cohomologues.
Posons TP = Y1 (T0d) (cf. § 1.8 pour la définition de 71°4). Comme au lemme 1.8, on
a H'(I, T?) = {0}. 11 suffit de prouver que les images dans T2° /T des termes (4)
et (5) sont égales. En utilisant (1) ci-dessus et (1) du §8.3, on vérifie I’égalité :

9dr(NY(9) " = e dp()V(g) " ng.r (7).

11 suffit alors de prouver que, pour tout v € I', les termes :

Vrlaz:(Vnz: (7)) et az(y)nz(y)nyr()"!

different par un élément de T7°d. Ces deux termes appartiennent & N™°d. 11 s’agit de
prouver que leurs images dans N,eq par l'application «red» sont égales. Notons par
un indice «red» les images des différents termes par cette application : azrea(y) =
red(az(7)), etc. On a

nzred(7) = 2(wz(7)),  nzirea(7) =2 (0 (7)), Vred(Nzerea()) = 0 (w3 (7).

Rappelons que ny(y) = zy(7)(wy (7). Grace a (3) o, comme on I’a remarqué, les
longueurs s’ajoutent, on a 1’égalité :

n(wz(7)) = no(wz:(v))n(wy (7))

Alors :

az,red(W)nz,red(’Y)nw(7)_1 = az,red(7)¢red(nzn,red(V))Zw(W)_1~
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Grace au lemme 8.2 (ii), ce terme est aussi égal a :

az red (’Y) Zap (7) 71¢red (TLZl1 ;red (7)) .

Il nous reste seulement a démontrer 1’égalité :

az,recl(’y)zq,/J(’YY1 = Yred (@ z¢ red (7)) (6)

Fixons vy, posons wy = wy(y), w = wz(7y), w = (wz(7y)). Par construction, les trois
termes intervenant dans (7) sont des produits de termes &(aq), ot @ € X, o > 0, les a,,
étant des éléments de Gy, req. Plus précisément :

e dans az,ea(7), les a vérifient w™1(a) < 0 et a, = redoa(Z), ol «red » est cette
fois 'homomorphisme de F™°%X dans G red ;

e dans Yrea(azs rea(7)), les a vérifient w'~'(a) < 0 et an = redoa o p(Z*) =
redoa(Z) ;

e dans z,(7), les a vérifient wy ' (o) < 0 et an = (r,a(Z)), ot Z = (Z') est identifié
4 un élément de t.

En utilisant encore (3), ou les longueurs s’ajoutent, on voit que I'ensemble des o > 0 tels
que w~!(a) < 0 est réunion disjointe de 'ensemble des v > 0 tels que w'~1(a) < 0 et de
I'image par w’ de ’ensemble des o > 0 tels que wgl(a) < 0. On obtient :

az5ea(7) = Yrealaziea() [ w/(@)(edow(a)(2)).

a>0,wg H(a)<0

Puisque ((Z) =%, on aredof(Z) = (r, 8(Z)) pour tout § € X\ (%’). Soit a > 0 tel

que wy (o) < 0. D’aprés (1) du §8.2, on a a & (X") donc aussi w'(a) ¢ ¢(X). Alors

redow’(a)(Z) = (r,w'(a )(Z)). Puisque Z est invariant par (W), ce terme est aussi
)

égal & (r,a(Z)). On obtient 1’égalité :

Q7 red ('7) = wred (aZﬁ ;red (’7) )wl (2111 (’7) ) .

Gréce au lemme 8.2 (ii), zy(7y) est invariant par w’ et on en déduit (6). Cela acheve la
démonstration. (]

9. r-centralisateurs et plongements immobiliers

9.1. On fixe pour tout le §9 un élément (D', ¢, r, Z') € L(D). Pour F € CL, et d’ € D',
on a construit au § 8.6 un plongement ¥ g 4 : G, — Gq ot d = ¢p/(d’). Si on travaillait
avec un seul corps F', ce plongement nous suffirait pour effectuer une descente a la Harish-
Chandra entre intégrales orbitales sur G4 et intégrales orbitales sur G4 . Puisque notre
propos est de comparer ce qui se passe quand on change de corps, on a besoin de plus de
renseignements. De fagon concrete, on a besoin d’obtenir un certain controle en termes
indépendants de F' de I'élément z € G™°¢ que I'on a utilisé pour construire ¥ g 4. C'est
ce que nous allons faire dans ce chapitre.
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9.2. Soit 6 : I' = Nyeq un cocycle. On note V(§) l'espace V muni de 'action de I" :
(7,v) = d(7)ry(v). On note V? le sous-espace affine des points fixes par I" dans V (9).
On définit V{;)(9) et V(‘;) en remplacant V' par V|, dans ces définitions.

Pour v € V), 'appartenance de v & V(‘;) équvaut a la relation :

t,'6()y(ty) €N

pour tout y € I". Sive V(‘;), I'application v — ¢, 16(v)y(t,) est un cocycle de I" dans
N. On note alors ps,,,(y) automorphisme Ad(t;16(y)v(t,)) oy de G.

Fixons un sous-groupe ouvert Iy de I' qui agisse trivialement sur D et D’. On montre
comme en (1) du § 2.8 que I'on peut supposer 'indice de I'y dans I" premier & p. Reprenons
les constructions du §8.2. On peut partout y remplacer I" par I'/I. En particulier, la
fonction 2,y est invariante par Ip. On définit zg € T par :

=T > zou()
~yeT'/Ty

Soit d’ € D’. On construit comme dans le §8.2 le cocycle dy de I" dans N,.q. Puisque
V=X, @zR et V=X, ®zR, de ¢ se déduit un isomorphisme noté ¢y : V! — V.
Puisque V'(d'), respectivement V(dp), n’est que l'espace V', respectivement V', muni
d’une autre structure de I'-module, on peut aussi considérer 1y, comme un homomor-
phisme de V'(d’) dans V(dp).

Lemme 9.2. L’application :
V'(d") — V(dy),
v’ = 20k 0 Py (V)
est équivariant pour les actions de I.

Démonstration. Pour tout v € I', posons :

21(7) = (M) (N7 2() = 202w (r)

Ce sont des éléments de Tyeq. Montrons que :

(1) 21(7) et z2(7y) appartiennent & Zyeq,y et 21(y)22(y) "t € T
Que 22(7y) appartienne & Zyeq,y résulte du lemme 8.2. Soit a € ¥(X’). On a Pégalité :

a(z1(7)) = (77" o wy(v) (@) (20)-

Yo wy(y)™! conserve ¥(X'). De plus 29 € Zrean d’apres le

lemme 8.2. L’expression ci-dessus vaut donc 1 et z1 () appartient & Zyeq . Parce que ny,
est un cocycle, on a I'égalité ny(7)y(ny(y')) = ny(yy') pour tout v/ € I'. Ce que l'on
écrit plus explicitement :

L’automorphisme ~~

1y (VY (2, (V)1 (V) ™ 2,0 (N7 (VY4 (V) = 2,0 (17 )1 (17).-
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On en déduit que :

2 (1) 2,0 (V) T g (V)Y (2, (V)10 (7)™

appartient & la fois & Tieq et & N, donc & T. En multipliant ces termes pour v € I'/ I,
on obtient que :

1

(z2(y) ()l e T,
ce qui entraine la deuxiéme assertion de (1).
Pour démontrer le lemme, on doit prouver que, pour tout v € I', on a 1’égalité :
zor oy od (Y)r oy =do(V)r oy 0z0R 0Py

Or, par construction,

Yy od (Y)r = (Yrea 0 d'(7))r 0 Yy,
Yy oy =wy(y) oy oYy =mny(Y)r oY oYy

Cela nous ramene & prouver 1’égalité :

(20¢red © d' (7)1 (7)) = (do(7)7(20))r-
Ou encore :
(ZOwred o d/(’}/)ﬁw(’}/))R = (qured o d/(’Y)nw(’Y)’Y('ZO))R'

Grace au lemme 8.2, zp commute & 'image de treq, donc & 1yeq © d'(7), ce qui nous
ramene a démontrer I’égalité :

(20my (M) = (14 (7)7(20))r,

elle-méme équivalente & zo(y)r = z1(7)r. Cette égalité résulte de la derniére assertion
de (1). O

9.3. Soit A un sous-espace affine de V. On note X(A) 'ensemble des racines v € X
qui prennent une valeur constante sur A. Autrement dit, X'(A) est 'ensemble des racines
qui annulent ’espace vectoriel sous-jacent & A. Un tel ensemble de racines est un sous-
ensemble de Lévi de X' (non standard en général, c’est-a-dire qu’il n’a pas de raison
d’étre engendré par un sous-ensemble de A). Il lui correspond un sous-groupe connexe
M(A) C G dont I'algebre de Lie est engendrée par t et les £, pour a € X(A).

Soit d’ € D’. Définissons dy comme au §8.2 et posons d = 1p:(d'). La proposition
suivante est technique mais c’est elle qui nous permettra de définir des plongements
Yr,@ utilisables.

Proposition 9.3. Il existe n € Nyeq €t k € G vérifiant les conditions suivantes :
(i) ne(Ve)Cve;
(ii) posons A = ng(V%) ; alors k appartient & M(A) ;

(iii) soient v € I' et v € ANV ; posons m(y) = ndo(y)y(n)~*d(y)~! ; alors
TN (m(y)) = kpaw(V) (k1)
La preuve sera donnée au §9.7. On a besoin auparavant d’étudier les propriétés de
Papplication qui, & un sous-espace affine A de V', associe le Lévi M (A).
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9.4. Soit A un sous-espace affine de V. Appelons Lévi semi-standard de G un sous-
groupe M qui est la composante de Lévi d'un sous-groupe parabolique de G et qui
contient T'. Pour tout tel groupe M, notons X, M-cent © X le groupe des cocaracteres de
son centre et posons Viz_cent = Xy a7-cons @z R C V. On peut caractériser M (A) ainsi :
c’est le plus grand groupe de Lévi semi-standard M tel que A soit contenu dans un
translaté de Vg cent-

Lemme 9.4.1. Soit n € Nieq.
(i) On a Iégalité M (ng(A)) = Ad(mn(n))(M(A)).

(ii) Supposons que mx(n) € M(A) et qu’il existe vg € A tel que ng(vy) = vo. Alors
ng(v) = v pour tout v € A.

Démonstration. Notons w la projection commune dans W de n et 7y (n). L’opérateur
ng est composé de I’action naturelle de w sur V' et d’une translation. Alors, pour tout Lévi
semi-standard M, A est contenu dans un translaté de Vyy_.o; Si et seulement si ng(A) est
contenu dans un translaté de V,,(nz)coni- L'assertion (i) en résulte. Sous les hypotheses
de (ii), puisque mx(n) € M(A), w agit trivialement sur Vg 4).cent, a fortiori sur espace
vectoriel sous-jacent & A. Pour v € A, on a ng(v) — nr(vg) = w(v — vg) = v — vy, et la
conclusion s’ensuit. O

Soit § : I" — Nieq un cocycle.

Lemme 9.4.2. Supposons A C V9. Alors, pour tout v € AN Vipy et v € T,
lautomorphisme ps,(y) de G conserve M(A) et sa restriction a ce groupe est
indépendante de v.

Démonstration. Soit v € I', notons w l'image de J(y) dans W. Alors l'opérateur
0(y)ry est composé d'une translation et de ’action naturelle de w o y. Comme dans le
lemme précédent, le Lévi semi-standard associé & §()gy(A) est donc w o v(M(A)) ou,
ce qui revient au méme, ps.,(7)(M(A)). Puisque A C V° on a §(y)ry(A) = A, d'ont
ps.0(1)(M(A)) = M(A).

Soient v,v9 € ANV, posons 7 = t,t, ! et définissons 1'élément de Tieq :

' = 4, ()Y (g )Y (1) (g ) 10 (9) .
On vérifie les égalités :
t, () (te) = 7 () (b)s pow(7) = Ad(TT ) ps00 (7)-

La premiere entraine que 77/ € N, donc 777" € N NTeq = T. En vertu de la se-
conde, prouver que ps,(Y) et psu,(y) ont méme restriction & M (A) revient a prou-
ver que 71 appartient au centre de M(A) Ecrivons 7 = z, ® r, avec x, € X, et
7€ L) € Gmyred, v # 0. On calcule 7/ = w o y(x,) ® ¥(r), ot y(r) est calculé dans
Gm red- Sil'on interprete 7 € Ty, comme un élément de V), il appartient a I'espace vec-
toriel sous-jacent & A. Donc z. € X, ny(a)-cent- Puisque w o~y conserve M (A), on a aussi
wo(2.) € X, nr(A)-cent- 1l €n résulte que 7717’ appartient bien au centre de M (A). O
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9.5. Soient I’ € CL, et e € P. Pour v € V(;()e), on dispose du schéma en groupes
G¢ sur O°. On définit un homomorphisme 7 : G — G en généralisant la construction
du §2.3 : on fixe un multiple e’ de e dans P tel que e'v € X, et I(e’) agisse trivialement
sur D ; alors 7§ est le composé de 7o Ad(t;,lv) et de I'inclusion G¢ C G¢'. Comme au
lemme 2.3.1, 'image 7¢(G¢) est le sous-groupe des points fixes dans G' des opérateurs
pu(0) = Ad(o(t,)t; 1) o o pour o € I(e). On montre aussi :

(1) 7¢ se restreint en une surjection de N (F¢)NG¢ sur N N 7¢(G¢) et cette restriction
colncide avec m o red.

En effet, soit e/ comme ci-dessus. Grace & (1) du §2.1, m o Ad(tz)) se restreint en
une surjection de N(Fe/) N G’f)/ sur V. Comme au § 1.8, le noyau de cette surjection est
cohomologiquement trivial. En passant aux points fixes par I(e), on obtient la premiére
assertion. La seconde se démontre comme (2) du §2.3.

Soit 67 : I' = N™°9 un cocycle, que ’on suppose trivial sur I(e). Posons § = red odp.
Soit v € V(;()e) NV?. Pour v € I, 'opérateur Ad(6r(7y)) oy de G conserve G(F€).
Parce que v € V9, il conserve G¢. On vérifie que, pour tout g € G¢, on a ’égalité
750 Ad(0r (7)) o v(g9) = ps.u(7) 0 my(g). A fortiori, ps,(y) conserve 'image 75 (GS).

9.6. Soient F' € CL, et A un sous-espace affine de V' tel que V{,) N A # (). Pour tout
a € Y(A), notons a(A) la valeur constante que prend o sur A. Puisque V() N A # 0,
«(A) appartient a Z,. Choisissons e € P tel que ea(A) € Z pour tout o € X(A) et I(e)
agisse trivialement sur D.

Introduisons la décomposition en facettes de V relative a 'entier e (cf. § 1.7). Parce que
I(e) agit trivialement sur D, cette décomposition est définie par la collection d’hyperplans
Hyyp, pour @ € X et r € (1/e)Z. Parmi les facettes qui coupent A, fixons-en une de
dimension maximale, que I'on note ¢.

Lemme 9.6.1. Soit v € ANV, N¢.
(i) La composante neutre de w¢(G¢) est égale & M (A).

(i) Pour tout h € G, il existe n € N(F°) NGy et k € GY tels que h = nk et
ni(k) € M(A).

Démonstration. On montre d’abord :
(1) X(A) est 'ensemble des a € X' tels que ea(v) € Z.

Si a € X(A), alors ea(v) = ea(A) puisque v € A, donc ea(v) € Z d’apres 'hypothese
sur e. Inversement, soit a € X tel que ea(v) € Z. Posons r = —«(v). Alors ’hyperplan
H, ., appartient a la collection d’hyperplans définissant la décomposition en facettes. De
plus, v appartient a cet hyperplan. Puisque v € ¢, on a ¢ C H,y,. A fortiori AN¢ C
Hgr. Mais, d’apres le choix de ¢, AN ¢ est ouvert dans A [La, Lemme 10.14]. Donc
A C H,4r et « est constante sur A, i.e. a € X(A). Cela prouve (1).

D’apres le §9.5, 'algeébre de Lie de 7&(GS) est 'ensemble des points fixes dans g des
opérateurs p, (o) pour o € I(e). Pour prouver (i), il suffit de prouver que oo € X(A) si et
seulement si p, (o) fixe E, pour tout o € I(e).
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Fixons n € P tel que ent, € X,. Posons z, = ent,. Pour o € I(e), on a o(t,)t,! =
Z4(Ten), OU O¢p est I'image de o dans (e, (Fy). Soit a € X On a I'égalité

pu(0)(Ea) = a(U(tv)tqjl)Ea = Uég’x*>Ea~

Mais on a a(v) = —(1/en){a, z.). Alors E, est fixe par les opérateurs p, (o) pour tout
o € I(e) si et seulement si z~¢"*(") =1 pour tout z € (.,(F,) tel que 2™ = 1. Cela
équivaut a ea(v) € Z. En utilisant (1), cela démontre (i).

Puisque 7¢(G¢) contient T', toute composante connexe de ce groupe coupe IN. Donc
tout élément de 7¢(G<) s’écrit sous la forme nk, ot n € N N7¢(G¢) et k appartient  la
composante neutre de 7¢(G¢), autrement dit & M (A). On remonte cette décomposition
a G¢ en utilisant (1) du §9.5. O

De méme que I'on a construit M (A) C G, on construit M (A) C G associé & I’ensemble
de racines X(A).

Lemme 9.6.2. Pour v € ANV, le groupe M(A; F°) N G, est indépendant de v. Son
image par 7¢ est M(A).

Démonstration. Soient v,v" € ANV(;,y. Choisissons un multiple ¢’ de e dans P tel que
e've X, et e'v' € X,. Les groupes M (A; F¢)NGS, respectivement M (A; F)NGS,, sont
les groupes d’invariants par I(e) dans M (A; F¢)NG¢ , respectivement M (A; F€)NGS,.
Pour démontrer la premiere assertion de ’énoncé, il suffit de prouver que ces groupes
sont égaux. Quitte & remplacer e par €', on peut donc supposer ev € X,, ev’ € X,. Les
éléments tp, et tg, appartiennent & T(F©) et on a l'égalité GS = Ad(tF,vt}}v,)(Gf;,).
Comme dans la preuve du lemme 9.4.1, tF,Ut}’lv, commute & M (A; F¢). De 'égalité
précédente se déduit ’égalité cherchée. Cela démontre la premiere assertion de I’énoncé.

Soit v € AN V|, choisissons un multiple ¢’ de e dans P tel que e’v € X,. Il est clair que
Papplication m : M(A; F¢') N GE — G a pour image M(A). Puisque Ad(t;}v) normalise
M(A; F¢'), Vimage de M(A; F¢')N G par 7o Ad(t;’lv) est aussi M(A). Le noyau de
cette application étant cohomologiquement trivial, on peut passer aux sous-groupes des
invariants par I(e) : 'image de M (A; F°) N G¢ par 7, est le sous-groupe des éléments
de M(A) fixes par les opérateurs p,(c) pour o € I(e). Mais ce groupe est M(A) tout
entier. Cela se prouve comme dans le lemme précédent. On n’a plus la relation (1) mais
toutefois l'inclusion : X'(A) est inclus dans I'ensemble des o € X' tels que ea(v) € Z.
Cette inclusion suffit pour conclure. O

9.7.

Prouvons maintenant la proposition 9.3. On pose 4g = V%. On a déja remarqué
que V(’pd)/ était dense dans V’4 (cf. §2.8). En utilisant le lemme 9.2, on en déduit que
AgN V(p) est dense dans Ag, a fortiori est non vide. Il en sera de méme de tous les sous-
espaces affines que nous définirons au cours de la preuve. Fixons F' € CL,. On définit
le cocycle do r de I' dans Nmod comme au §8.3. D’apreés le lemme 8.3, on peut fixer
z € G™4 tel que zdy #(7)y(x)~! = dr(7y) pour tout v € I'. Choisissons e € P tel que
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I(e) agisse trivialement sur D et D', ea(Ag) € Z pour tout o € X (Ap) et x € G(F*€). Le
groupe ¥ (G') est un Lévi de G contenant T'. On sait qu’alors I’application :

1/)F Xi/}vl :G/(Fe) XV/—)G(FE) xV

se quotiente en un plongement de Imm(G’, F¢) dans Imm(G, F¢). On a défini zp au §9.2.
Puisque zor commute & l'action de p(N'(F°)) (d’apres le lemme 8.2 (ii)), on peut
composer Yy avec zor. On peut aussi composer ¢ avec la multiplication a gauche par
2. Définissons donc :

lemm : G/(Fe) x V' — G(Fe) x V,
(9, V') = (@¥r(g'), zor 0 Yy (V')

On définit ensuite une application ﬁlmm,d/ de sorte que le diagramme évident soit com-
mutatif :

Pimm,d’

Gl (F®) x V(&) —2" L Ga(Fe) x V(d)
iﬁd/ Xidvl lédxidv
G'(F) x V' Pt G(F) x V

Alors Qz}lmm’d/ se quotiente en un plongement Yimm,q¢ : Imm(GY,, F¢) — Imm(Gq4, F°).
On a:

(1) Yrmm,a est équivariant pour les actions de I

Soient v € I', ¢’ € Gy (F°) et v' € V'(d'). On veut montrer que Vtmm,ar (Y(g'), d' (7)r ©
7(v')) a méme image que (v X d(¥)r) © Yrmm,a (¢',v") dans Imm(Gq, F¢). En composant
avec &g X idy, il suffit que y1 = Yrmm o (§ar xidv7)(v(g), ' (V)roY (V")) et y2 = (§axidy )0
(v X d(¥)R) © Y1mm,a (¢',v") aient méme image dans Imm(G, F¢). Posons v = 1y (v').
On a:

Dtnm (Ad(dp(7)) 0 7 0 €ar(g) d' ()R 0 (V)

= (zAd(Yr o dp(7))(Wr ovo&aly'), 20k 0 Yy o d (Vr oY (v))

= (z Ad(¥r o dp(y)ny,r (7)) (v 0 & (9')), do(V)r 0 v 0 20,1 (V)

= (2do,r ()7 © &a(9")do,r (7)™, do(7)r 07 © 201 (v))
(la troisieme égalité résulte du lemme 9.2). Ce terme a méme image dans Imm(G, F©)
que :

y1 = (xdo,r ()7 0 &ar(g), 7 © 20,r(v))-

Ona:

((Ad(dr (7)) 070 &) X (d(V)r ©7)) © Pronm,ar (95
((Ad(dr(7)) 07) x (d(¥)z © 7)) © Prmm © (§ar x idv)(g',0)
= (Ad(dr (7)) ov(2€ar(9)), d(v )R ooz r(v))

= (dr(y)v(x)y o twr(g")dr(y) ™", d(y)r 07 0 20 & (V).
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Ce terme a méme image dans Imm(G, F°) que :

Yy = (dr(y)y(x)y o €ar(g'), 7 0 20.r(V)).

Mais zdo r(v) = dr(y)y(z), donc y; = v, ce qui prouve (1).

Introduisons la décomposition en facettes de V relative & lentier e. Parmi les
facettes qui coupent Ag, fixons-en une de dimension maximale. Notons-la ¢g. Fixons
vo € Ao N o NV, soit vy € V' tel que 2ok © Yy (vy) = vo. D’apres le lemme 9.2, v
appartient & V' D’aprés (1), 'image de z/?lmm’d/ (1,v}) dans Imm (G4, F¢) est fixe par I,
autrement dit appartient & 'immeuble Imm(Gy, F'). On peut donc fixer (y,v) € G4 x V¢
qui ait méme image que Prmm.a(1,v)) dans Imm(Gy, F¢). Alors (£4(y),v) a méme image
que (&4 % idy) © Yrmm.a (1,v4) = (x,v0) dans Imm(G, F¢). Cela entraine l'existence
de vy € N(F¢) et kg € G tels que v = red(vo)r(vo) et = = E4(y)kg ' vo. Posons
A; = red(vp)r(Ao), ¢1 = red(vg)r(do). La facette ¢y est de dimension maximale parmi
celles qui coupent A;. On a v € A; N ¢y N V. Appliquons le lemme 9.6.1 (ii) : on peut
écrire Ko = vy 'K, avec 1 € N(F)NGS, k € GS et m8(k) € M(A;). Posons v = vyuyp,
n =red(v) € Nyea et k = 7¢(k) € G. Montrons que ces termes n et k vérifient la conclu-
sion de ’énoncé.

Posons A = ng(Ap). On a A = nq g(41), olt nqy =red(r). Donc :

M (A) = Ad(my (n1)) (M (A1)

(Lemme 9.4.1 (i)). Mais 7y (n1) = m,(v1). Cet élément 7&(v1) appartient & 75(GS), donc
normalise la composante neutre de ce groupe, qui est égale & M(A;) (Lemme 9.6.1 (i)).
Cela démontre que M (A) = M(A;). En particulier, k € M (A).

Soit v € I'. On a les trois égalités :

z=8Wr v, wdor(Vy(@) Tt =dr(),  dr()v(a())dr(7) T = Ea(y)

celle-ci parce que y € G4. On en déduit :

vdo, p(7)y(v) " tdp(7) T = K Ad(dp(y)) oy (k). (2)

Posons m(vy) = ndo(7)y(n~1)d(y)~t. Puisque v € V%, I'opérateur Ad(dp (7))o~ conserve
G¢. Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus appartient a G. Projetons 1’égalité par
my. On obtient :

N (m(v)) = kpao (V) (K1) 3)
L’automorphisme pq,(7y) conserve w&(G¢) (cf. §9.5), donc aussi sa composante neutre
M (A). Le membre de droite de (3) appartient donc & M (A). Les deux membres de (2)
appartiennent & G¢, donc fixent v par leur action naturelle sur Imm(G, F°). Puisque le
membre de gauche appartient & IN(F°), son action sur V n’est autre que m(y)g, donc
m(y)r(v) = v. De méme, nq g(v) = v. Puisque v € A, cela entraine v € A. On peut
alors appliquer & m(y) le lemme 9.4.1 (ii) : m(y)g fixe tout point de A. Soit v € A. On a

d(y)ry(v") = m(y)g 'nrdo(V)rY(ng ' (v")).
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Or ng'(t/) € Ag donc do(7)py(nz"(v')) = ng (¢/). D'owt d(1)z1(v') = m(y)z ' (v') = '
Cela démontre I'inclusion A C V<.

Maintenant, I’égalité (3), prouvée pour le point particulier v que l'on a fixé, reste vraie
si on remplace v par un point quelconque de A N V(,, grace au lemme 9.4.2. Cela acheve
la preuve. O

9.8. Soit d' € D', posons d = ¢¥p/(d'), fixons n et k vérifiant les conditions de la
proposition 9.3. Posons i = 7 (n). On définit une application affine :

Yy V' SV
v' = ng o zo g o Py (V).
. 1d’ d
Elle envoie V(p) dans V(p).
Lemme 9.8.

(i) Soit v’ € V(’pd)/, posons v = Py ¢ (v'). L’homomorphisme Ad(k~1n) o) envoie G!,
dans G, et il existe un homomorphisme wd/ﬂ,/ : Gd, ;= G’dv, défini sur Fy, tel
que le diagramme suivant soit commutatif :

= '&d’,v’
G&’,v/ d
s |
_ Ad(ktR)oyp
G, —G,

(ii) Soit de plus s € Z,). L’homomorphisme Ad(k~'7) o ¢ envoie g, , dans g, ; et il
existe un unique homomorphisme Ygr 4 s : ﬁfj,,%s = @4.0,5, défini sur Fy, tel que
le diagramme suivant soit commutatif :

Dar ol s

gd'y 34>gdvs

J/Ed/ igd
Ad(k~ta)op

gv 54>gvs

Démonstration. Il s’agit de prouver que, pour v € I', on a 1’égalité :
pao(v) 0 Ad(k™a) 0 ) = Ad(k™'7) 0 ¥ 0 par s (7).

Posons v1 = ¢y (v'), va = zor(v1). Soit y € I'. On a :

V0 parwr(7) =1 0 Ad(ty d' (V) (tw)) 0y = (Ad oty d' () (tw))) 0 0.
On a 9(t,) = t,,. En utilisant le lemme 8.2 (iii) et (iv), on obtient :

Yo parw (v) = Ad(ty, ) o d (7)ny (V) ¥ (Lo )y (7)) 0 Ad (g (7)) 0 y 0 ¥
= Ad(t,,'9 o d (V)ny (7)Y (tw, ) (7) " g (7)) 0y 0 9.
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Grace a (1) du §9.2, 'élément 21 (7)z2(y)~! de T commute & Iimage de ¢. On peut
multiplier & gauche ’égalité ci-dessus par Ad(z1(7)22() 1), cela ne change pas le membre
de gauche. Posons :

y = z1(7)22(y) "0 o d (V)1 (1) (tuy )1 (1) M (7).

On obtient : B -
Yo parw(v) = Ad(y) oy o 9. (1)

Le terme z;(7) et les deux composantes z; ' et zm 4(7) de 22(7)~! appartiennent &

Zred,y donc commutent a z/; o d'(v). Elles commutent aussi & Tyoq donc & t,, et a
ny (7)Y (tw, )y (7) 71 On peut donc les répartir ainsi :
y =t 2 "o d'(7) 2171y (V) (Eoy ) (7)™ 25, (1) 70 (7).

On a d’autre part ’égalité t,, = 20t,, et 'expression ci-dessus devient :

y =t o d (Vg (7)(t,) = ty, do(V)V(tw,)-

1

Puisque v = ng(vs), on a t; 'nt,, € N donc fn = t; 'nt,,. Alors y s’écrit

y =71t 'ndo(y)y(n) "My (te)y () = a7t ndo(y)y(n) " d(y) " ]t T () ()Y (7).

Le terme entre crochets est égal a t;'m(y)t,, avec les notations de la proposition 9.3.
L’égalité précédente montre qu’il appartient & IN. Il est donc égal a 7 (m(7)). Or on a :

N (m(Y)) = kpa(V)(k™1) =kt d(y) vt )y (k™) y(t,) " ()
Alors :
y =n""kt, td(y)y(te)y (k™ n).
L’égalité (1) devient :

b0 parw (v) = Ad(n™ k) 0 Ad(t, Hd(7)(t)) o Ad(y (k™)) oy 09
= Ad(7 k) 0 pa.o () o Ad(k~'R) 0 9.

En la multipliant & gauche par Ad(k~'n), on obtient ’égalité cherchée. O
9.9. On conserve la méme situation. Soit de plus F' € CL,. On effectue les constructions
du §8.3. On fixe np € N™° tel que red(ng) = n. On pose A = Yyr 4 (V'4), on fixe

vp € ANV(y) et on choisit e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et D', np € N (F°)
et ea(A) € Z pour tout o € X(A). Le lemme 9.6.2 nous dit que l'application :

7 M(A, F°) N GS, — M(A) 1)

Vo

est surjective. On peut choisir k1 € M (4; F°) N G tel que 7 (k1) = k. Considérons les
deux termes :

npYp o dp(Y)ng p(V)y(ne) tdr(y) ™t et kidp(y)y(k) "t de(y) T
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Ils appartiennent tous deux & Gy, . Le second appartient & M (A; F'°) : cela se montre
comme au lemme 9.4.2. La proposition 9.3 nous dit qu’ils ont méme image par m; et
cette image appartient & M (A). Puisque le premier terme appartient & IN(F€), cela
entraine qu'il appartient & M (A; F'¢). Nos deux termes appartiennent donc tous deux
a M(A; F°)N G et ont méme image par 75 . Comme au §1.8, le noyau de (1) est
cohomologiquement trivial, pour toute action tordue de I". On en déduit qu’en multipliant
k1 par un élément convenable de ce noyau, on obtient un élément kr € M(A; F°) NGS5,
tel que l'on ait ’égalité :

nptr o dp(Y)ny r(Y)Y(np) Hde(v) "t = kpdp(Y)y(kr) " dp(y)

Cette égalité peut aussi s’écrire :

dr(y) = kp'npdr o dp(V)ng,r(7)(np kr). (2)
On définit un isomorphisme ¥ r 4 : G — Gq de sorte que le diagramme suivant soit
commutatif :
Yp
:1/ F,d G,

ifd/ \L&d
o Ad(kp'ng)oyr c

La relation (2) montre que g 4 est défini sur F.

Lemme 9.9.1. Il existe un unique plongement {rmm ¢ : Imm(GY,, F) — Imm(Ggq, F)
qui coincide avec Yy g sur V' et tel que, pour tout ' € Imm(GY,, F) et tout g € Gy,
on ait I'égalité :

"/)Imm,d’ (g/(x,)) = 7/1F,d’ (g/)(’lplmm,d’ (IE,))

Démonstration. L’unicité est claire : puisque V% est un appartement de I'immeuble
Imm(G g, F) (cf. lemme 1.10), cet immeuble est engendré par V¢ sous I'action de G,

On choisit e comme dans la construction précédant I’énoncé. On définit un plongement
Yimm, : Imm(GY,, F¢) — Imm(Gy, F°) comme dans la preuve donnée au §9.7 de la
proposition 9.3, en remplagant x par k;ln F, ce qui est loisible d’apres (2). Ce plongement
est équivariant par les actions de I' et se restreint en un plongement de Imm(G/,, F)
dans Imm(Gy, F). La derniére propriété de I’énoncé résulte d’un calcul simple. Il reste a
prouver que Yrmm,q’ envoie V'?" dans V@ et coincide avec Yy g sur Vv'd" . Soit v/ € V',
11 suffit de prouver que les deux éléments :

(&4 % idv) 0 rmm,a (1,0) et (€a x idy)(1, Yy 0 (V)

de G(F°) x V ont méme image dans Imm(G, F'). Ces éléments sont respectivement
égaux a :
(kp'ne,20m 0 v (V) et (1,4y a0 (v).

Le premier a méme image dans Imm(G, F¢) que

(kp',nr o zor 0 Yy (v))),
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ie. (kp' vy a(v')). Posons v = thyr g(v'). On a v € A. Par définition, on a kr €
M (A; F*)NGS, . Grace au lemme 9.6.2, on a aussi kp € GS. Mais alors, (kp',v) a méme
image dans Imm(G, F'¢) que (1,v). Cela acheve la preuve. O

Lemme 9.9.2.

(i) Soit v’ € V(’;l)/, posons v = Yy 4 (V). Alors g 4 se restreint en un plongement de
G dans G, défini sur O et le diagramme suivant est commutatif :

¢F,d/
2 (O™) ——= Gq,,(O™)
lﬂ-d’,v’ lﬂ'd,v
— ’lZ)d/ ! _
12 s
d’ v’ Gd,v

(ii) Soit de plus s € Zy). Alors g se restreint en un plongement de gy, ,, , dans
94.v,s défini sur O et le diagramme suivant est commutatif :

nr Yr,ar nr
g:i’,v’,s(o )ggd,v,s(o )

lﬂd,ml’s lﬂ-d’“‘s
Vs o s

_, _
gd’,v’ys > gd,v,s
Démonstration. C’est immédiat. O

10. r-centralisateurs et descente d’intégrales orbitales

10.1. Soient (D’',%,7,Z') € L(D) et d' € D'. Posons d = ¢p/(d’). On fixe n et k
vérifiant la proposition 9.3. Pour tout F' € CLg, on définit un plongement ¢p 4 : GI —
G4 comme au §9.9. Le but de ce chapitre est de prouver la proposition suivante.

Proposition 10.1. Supposons Z' # 0. Il existe une application linéaire p/ . : S¢ — and'
vérifiant la condition suivante. Soient p € S¢, F € CL,, Z' € g, X' € g/}
que :

reg- dupposons

(a) € (Z') € U, NL. et son image dans T, (r) est égale & Z' ;
(b) X" € g -
Posons X = ¢p ¢ (Z' + X'). Alors on a I’égalité :

J9 (X, reap(p)) = JCw (X', realy olpr ().
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Remarques 10.1.

(1) L'élément X est semi-simple et régulier. En effet, choisissons ¢’ € G'™°4 tel que
Ad(g") o € (X') € ™4, Notons X cet élément et posons Z; = Ad(g') o éq(Z2') =
E4(Z") (puisque &g (Z') est central dans g'). Il existe g € G™°4 tel que Ad(g) o
&a(X) =9 (Z) + X1). Notons X; ce dernier élément. Il suffit de prouver qu’il est
régulier. Soit a € ¥, posons o' =¥~ 1(a) € X"*. On a a(X;) = o/(Z] + X7). Si
o € X' onad(Z]) =0et /(X)) # 0 puisque X' est régulier. Donc a(X1) # 0.
Sia’ ¢ X, on aval(a'(X7)) > r puisque X’ € gj ... Ecrivons r = n/e avec
n € Z et e € P. Laréduction dans F, de wl_/;o/(Z{) est &/(Z’). Par ’hypothese (1)
du §5.1 ce terme est non nul. Donc val(o/(Z])) = r, puis val(a/(Z] + X)) =r et
val(a(X7)) = r. A fortiori a(X;) # 0.

(2) Apres le lemme 8.6, cette proposition achéve de démontrer les propriétés que 1’on
a postulées au §5.5.

Tentons d’expliquer I’idée de la preuve de la proposition. Le cas crucial est celui ou
© appartient & S(¢) et ¢ est un élément de 7 dont la projection dans R est réduite &
{r}. On fixe alors v € V(‘Ii)) tel que (v,7) € ¢. L'intégrale orbitale J% (X, rear(p)) est
essentiellement une intégrale sur G4/Tx. Grace aux hypotheses fortes sur X, on montre
qu'en fait, c’est une intégrale sur un ensemble fini de doubles classes Gg.,9¥F ' (GY)
(c’est pour ce point que nous utilisons les résultats de [KM]). Supposons pour simplifier
que n’intervienne que la double classe Gg.,¥Fa(GY). On associe alors & v un point
v’ € V' (en gros tel que ¥y (v') = v). Pour reconstituer notre expression comme une
integrale orbitale de la forme J% (X', vea/.(¢')), il suffit de trouver une fonction ¢’ € S/
telle que, pour tout ¢’ € G, on ait I’égalité :

’
da’ v’

/G rear () (Ad (kb (¢')) (X)) dk = / vealy (') (Ad(K'g') (X)) K.

Ce probleme se résout essentiellement comme dans la preuve de la proposition 3.4.
La preuve de la proposition sera donnée au §10.4, apres deux paragraphes prélimi-
naires.

10.2. Pour justifier les constructions qui suivent, considérons un instant la situation
de la proposition et donnons-nous un corps F' € CL,. On définit dans Vg) la relation
d’équivalence : v est équivalent & vy si et seulement s’il existe g € G4 tel que g(v) = vy, olt
g(v) est 'image de v par laction de g sur 'immeuble Imm (G, F'). On définit une relation
d’équivalence analogue dans V’Z‘f/. Ces deux relations d’équivalence et leur comportement
par le plongement ¥y~ ¢ du §9.8 jouent un role essentiel dans la preuve de la proposition.
Comme toujours, nous avons besoin de décrire ces relations d’équivalence en termes
«indépendants de F' ». C’est ce que nous faisons dans ce paragraphe et le suivant. On
oublie maintenant ce qui précede, qui ne servait que de motivation.
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Soit d € D. Pour v € V(‘Z)), considérons l'ensemble Mg, des couples u = (m,h) €
Nyea % G tels que, pour tout v €I, on ait :

ty'm = d(y)y(m)d(y) "'t € N
et
tym T d(y)y(m)d(y) "Mt = hpao (V) (RTH).

Pour un tel couple u, on pose p(v) = mg(v). Les propriétés suivantes sont faciles &
établir.

(1) Soit e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et ev € X, ; alors pour tout
w=(m,h) e Mg,,oname ere(de) et eu(v) € X,

(2) Pour tout i € Mg, u(v) € Vil

(3) Pour tout p = (m, h) € Mg, Papplication Ad(mx (m)h) envoie G, dans G, et il
existe un unique isomorphisme ji, défini sur F,, rendant commutatif le diagramme :

Gd,'u

G pu(v)

’ §
_ Ad(m N (m)h)

G, ———= G

De méme, pour tout s € Z(y), l'application Ad(7x (m)h) envoie g,, ; dans g,,(, , et il
existe un unique isomorphisme fi, défini sur Fy, rendant commutatif le diagramme :

gd,v,s $‘ gd,u(v),s
- B
Ad(m N (m)h)

Bus ————> Bu(v)s

Définissons une relation ~ 4, dans V((;i) par : v ~pq, v1 siet seulement s’il existe yu € Mgy,
tel que v; = p(v). Alors,

(4) ~nm, est une relation d’équivalence.

On note X¢ le Z-module des z, € X, tels que d(y)y(z+) = z. pour tout v € I'. On
I'identifie & un sous-groupe de Ty, = X @7z Zp). Alors :

(5) X x {1} € My, pour tout v € VI,

Lemme 10.2. Soient F' € CL,, v,v; € V(i). Alors v ~q, vy si et seulement s’il existe
g € Gq tel que 'on ait I'égalité g(v) = v1 dans Imm(Gg, F'). Plus précisément, soit
€ My, et supposons v1 = u(v). Alors il existe g € Gy tel que :
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(i) g(v) =v1;
(ii) le diagramme suivant soit commutatif,

Gd,v L@ Gd,vl

im,v lm“

_ I _
Gd,v > Gd,v1

(iii) pour tout s € Z,), le diagramme suivant soit commutatif,

Ad(g)
Yd,v,s — Bd,v1,s

J/Wd,'u,s iﬂ'd.vl,s

Bdv,s —> Bd,v1,s

Démonstration. Supposons qu’il existe g € Gy tel que g(v) = vy, fixons un tel g.
Choisissons e € P tel que I(e) agisse trivialement sur D et ev € X,. On a égalité
&i(g)(v) = vy dans Imm(G, F©). Par définition de cet immeuble, il existe donc mp €
N(F°) et hp € GS tels que £4(g) = mphp. Notons m 'image de mp dans ere(g) et
h limage de hrp dans G par 7 o Ad(t;}v). On a mg(v) = vy. Puisque g € Gq4, on a

€4(g) = dr(7)y o &4(g9)dr(v) ™! pour tout v € I' et cela entraine :

mp dp(y)y(mp)de(y) ™" = hpdp(y)y(hp")dr(y) ™"

Puisque v € V%, le membre de droite appartient & G¢ donc le membre de gauche aussi.
Alors t;'m=td(v)y(m)d(y)~'t, € N. De plus :

tym = d(y)r(m)d(7) "y = 7o Ad(try ) (hedr (V)Y (hp )dr(Y) ™) = hpaw(v) (A1)

Alors (m,h) € Mg, et v1 ~pa, .

Inversement, supposons vy ~q, v et fixons p = (m, h) € My, tel que p(v) = v1. On
releve m en mp € N(F€) et h en hy € G tel que 7o Ad(t;}v)(hl) = h. Posons g; =
mphi. En remontant le calcul ci-dessus, on voit que le cocycle v — g1dr(v)y(g1)dr(v)~*
est & valeurs dans le noyau dans G de 'application 7 o Ad(t;lv). Comme au § 1.8, ce
noyau est cohomologiquement trivial pour toute action tordue de I'. En multipliant hq
par un élément convenable de ce noyau, on le remplace par un élément hrp € G¢ tel qu'en
posant go = mphp, on ait cette fois g5 'dr(v)y(g2)dr(7)~! = 1 pour tout v € I'. On
pose g = £;'(g2). Alors g appartient a4 Gy et vérifie les conditions de I’énoncé. O

10.3. Soit d’ € D'. Posons d = ¢p/(d') et définissons ¢y g : v/ 5 Vi comme
au §9.8. On définit les relations d’équivalence ~ a4, dans V(i) et ~n, dans V('pd)/. Soit
v e V(f)).
ensemble est clos pour la relation ~ 4, . Plus précisément :

Notons V!, I'ensemble des v’ € V(’pd)/ tels que Py g/ (V') ~aq, v. On vérifie que cet
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(1) V, est réunion finie de classes d’équivalence pour la relation ~y,, .

En effet, grace a (1) du §10.2, on peut fixer e; € P tel que la classe d’équivalence de v
dans V(‘Z;) soit incluse dans ele 4. On peut ensuite fixer e € P tel que I"image réciproque
de e ' X% par 4y ¢ soit incluse dans e ' X/¢. Alors V/, C e ' X'4". D’apres (5) du §10.2,
toute orbite pour I'action de X ;d' dans V(/g)' est incluse dans une classe d’équivalence. Or
cette action n’a qu’un nombre fini d’orbites dans e_lX;d/. L’assertion (1) s’en déduit.

On fixe un ensemble V) C ]N/{, de représentants des classes d’équivalence. Pour tout
v € V), on fixe puy » € My, tel que iy (v) = Py g (v). On note jy, o : G'fi,)v, — Gy le
plongement j, ,» = ﬂ;}v ) z/?d/’vz. De méme, pour s € Zp), on note Jowrs Barvs — Bdws
le plongement fi,,', 0 P v s

Soit F' € CLg4. Pour tout v € V), on fixe g, € Gy vérifiant les conditions du
lemme 10.2 relatives & I’élément fi, , € Mg ,. On a alors des diagrammes commutatifs :

Ad(gyr,,)" ! oYp s

/
' Gaw
lﬂ'd/’vl \Lﬂd,v
- o ~
! ’
d’ v’ Gd,v
, Ad(g,r ) ovp g
gd’,v’,s gd,v,s
lﬂ—dl’v/’s lﬂd,u,s
., Ju.vf s _
gd’,v’,s 9dv,s

Le lemme 10.2 fournit l'interprétation suivante de ’ensemble V). Soit v’ € V’pd)/ tel qu’il
existe g € G4 de sorte que g(v) = Yy @ (v'). Il existe alors un unique v’/ € V,, et un
élément ¢’ € G, tels que v/ = ¢'(v”).

10.4.

Prouvons la proposition 10.1. On peut fixer ¢ € 7 tel que r(¢) > r et définir ¢p/
sur S(¢).

Si r(¢) > r, on pose {ps.(p) = 0 pour tout ¢ € S(¢). On doit montrer que sous
les hypotheses de I’énoncé, on a J%4(X,rear(p)) = 0. Reprenons le raisonnement de la
remarque 10.1(1). On y a écrit Ad(g) o &a(X) = X1 = ¢p(Z] + X7), avec X| € /med
et Z) € t,, Nt. d'image Z’ dans t.,(r). Parce quon suppose Z' # 0, on voit qu’il
existe 2* € X* tel que val(z*(X1)) = r. D’apres le lemme 3.1, cela entraine X & gq,+.
Or reap(p) est a support dans gq,4. La classe de conjugaison de X ne coupe pas ce
support, donc J% (X, reap(p)) = 0.

On suppose maintenant r(¢) = r. Le méme raisonnement que dans la preuve de
la proposition 3.4 (cf. §7.5), nous permet de remplacer ¢ par une facette qui coupe

V(‘Z)) x {r}. Fixons v € V(Cll)) tel que (v,7r) € ¢. Soit ¢ € S(¢) et soient F, Z', X', X
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comme dans I’énoncé de la proposition 10.1. Posons f = reap(¢). On a :

JOI(X, f) = A(X)V? / F(Ad(g)(X)) dg.

Gd/Tx

En reprenant les calculs de la remarque 10.1 (1) dont on a rappelé les notations ci-dessus,

IT etxy) I x| I] ¢&x1)

> aED\ X/ a'ex’

on a :

A(X) = -

Le second produit vaut A’(X’). Les termes qui interviennent dans le premier sont de
valuation r. On obtient :
AX) = gD an(x), (1)

Soit g € G4. Pour que f(Ad(g)(X)) soit non nul, on doit avoir Ad(g)(X) € g4, Nous
n’avons défini que les réseaux de Moy Prasad associés aux points de V¢ mais on sait
bien qu’on peut en associer a tout point de Imm(Ggy, F'). Avec une notation évidente, la
condition précédente est équivalente & X € g4 g-1(y),- O1 :

(2) lensemble des vy € Imm(Gy, F) tels que X € g4, est inclus dans I'image du
plongement Y1mm,q -

Cela résulte du lemme 2.3.3 de [KM]. Les hypotheéses de ce lemme sont vérifiées :
Yra(Z)) est un «bon élément » au sens de [KM] et g 4 (GY,) en est le centralisateur
dans Gg.

On peut donc se limiter aux g tels que g~!(v) appartienne a I'image de YImm,d’ - Puisque
tout élément de Imm(GY,, F) s'écrit g'(v') avec g’ € Gy et v/ € V¥ les considérations
du §10.3 nous permettent d’écrire I’ensemble précédent comme 'union disjointe :

-1 !
|_| GGy Wra (Gy).
v’ €V
Pour v' € V), posons :

Ty = / F(Ad(g)(X)) dg.
Gawg,) Yra (Gl /Tx

v v d’

Alors :
JOUX ) = AV Ty (3)

VeV

Fixons v’ € V). On a
Ura (Gy) N 9o wGangy'y = bra (Gl ).

En effet, pour ¢’ € G/, ¥ra(g') appartient & gv/,de,UgvT’lv si et seulement s’il fixe le
point ¥y ¢ (v') de I'immeuble Imm(Gg4, F). Puisque ¥rmm,ar est injectif, cela équivaut &
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ce que ¢’ fixe ', i.e. ¢’ € Gy .. D’autre part Tx = ¢pa(T/). Alors :
e Y
g,eril,v' \G/d/ /T;(I

> mg [ FA(R) (X)) dk.

g/eG:i/11,/\G:i//T;(/ Gd,v

/ F(Ad(9)(X)) dg
Gawgy Urar(9)Tx /Tx

On a posé :

my = meS(Gd,vg;’,lvwF,d’ (¢)Tx /Tx) mes(Gan) ™",
X, = Ad(gv_,,lvi/lﬂd' (9"))(X).

Notons ¢, € &' la facette qui contient (v',r). Définissons les fonctions suivantes

e 1 € S§(¢) par )
p1(Y) = g~ BmGe)2 N o(Ad()(Y)

zEGd,u

* ¢10 € S(¢y,) par

~ —1 _dim(G/, . 2 = .
Pl = |Gd’,v" q ( d,’u,)/ ©1 0 Jul,r s

o v €S(9),) par
o (Y) = o1 (E51(Z) + Y7).

Cette derniére définition est loisible. En effet, pour tout v” € V!, I'intersection de
o avee @), . est égale & T, (r)!. De plus, la restriction de £, & ¥, est équivariante
pour les actions de I : la torsion par 'action du groupe de Weyl ne se voit pas sur le
centre. Il en résulte que £,'(Z’) appartient & 9y o POUT tout v’ € v

Posons f,» = reaz(p,). Pour tout ¢’ € G, on a I'égalité :

FAARXy ) dk = [ f(Ad(Fg)(X) dK (@)

’
d’ v’

Gd,'u

En effet, on a :
Xy = Ad(g,%,) 0 bra[Z + Ad(g")(X)].

Les conditions Xy € g4, €t Ad(g')(X') € gy v, sont équivalentes. Si elles ne sont pas
vérifiées, les deux membres de (4) sont nuls. Supposons-les vérifiées. Alors :

ﬂ'd,v’r(Xg’) = jv,v’,r © Wd’,v’,r(Z/ + Ad(g/)(X/)) = jv,v’,r(ggl(zl) + Wd’,v’,r(Ad(gl)(Xl)))'
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En se rappelant les définitions de nos mesures, on a :
: JAA(R) (X)) dk = @1 0 Ta0r(Xg)
d,v
=g~ GG o1 (65N (Z) + T (Ad(9') (X))
=q dim(Gdl’vl)/2|G/ ! o © Td o' 7 (Ad(g/)(Xl))
=g GG ) fo (Ad(9)(X))

» Jo (Ad(K'¢') (X)) dK'.

d’ v’

Cela prouve (4).
D’autre part :

mg = mes([Yra(9) " 9o wGangy ora (9)] N Tx) ™"
=mes(g'"'Gly g NTx,) ™!
= meS(Gfi/,U/g/T)/(//T)/(/) meS(G&/7v/)71.

On en déduit :

Jo= S mes(Glo g/ T/ Tho) mes(Gl o)) / o (Ad(K ) (X)) K

9g'€Gy NG /T, C
= [ ).
G /Ty,

Posons :

90/ _ @ qr(\E'lflﬂl)/%pvl c @ S((Zﬁi},) gS;d,.

v EV) v’ €V,
L’égalité ci-dessus et les relations (1) et (3) démontrent I’égalité :
JYU(X, f) = JGw (X', rea’n(¢")).

11 suffit de définir ¢p/ () = ¢’ pour satisfaire aux conditions de I’énoncé. O

11. Endoscopie
11.1. Considérons les données suivantes.

(i) Dy = (X5, 2u, Ay, Xam, X, AH) est une donnée de racines munie d’une action
de I'.

(ii) n est un couple d’isomorphismes de Z-modules Xj; — X*, X,y — X,, en dualité.
On note aussi 77 chacun de ces isomorphismes. On impose n(Xy) € X, n(Xy) C 2.
On impose aussi que, pour tout v € I, il existe un élément de W, nécessairement
unique, que I'on note wy (), tel que 7oy = w,(y)oyon.
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Posons Ty = X @z C*, Iy = {te Tw; VYa € Xy, &(t) = 1}. De l'action de I' sur X7},
se déduisent des actions sur Ty et Zg.

(iii) s € ZL. On impose que, pour a € £\ n(Zy), on a n~ ' (&)(s) # 1.

Le triplet (Dg, 7, s) est appelé donnée endoscopique de D.

Soient (Dy,n,s) et (Dyy,n',s") deux données endoscopiques de D. Un isomorphisme
entre ces données est un couple (f,w), ou f : Dy — D'y est un isomorphisme équivariant
pour les actions de I" et w est un élément de W, ce couple vérifiant les relations :

wWof=won,  f(s)esZy”. (1)

On a noté ici f : TH — T}I I'isomorphisme déduit fonctoriellement de f et Zg’o la com-
posante neutre de Z}f.
Soit (Dg,n, s) une donnée endoscopique de D. Notons D la donnée

(X, 2 A, X", 5, A).

De cette donnée se déduit un groupe complexe G muni d’une action de I" préservant
un épinglage. Définissons de méme Dy, dont se déduit un groupe H. De 7 se déduit un
plongement 7 : H — G et s s'interpréte comme un élément du centre de H, fixé par I.
Soit F' € CLg, introduisons les groupes G' et H sur F' associés a D et Dy. Le triplet
(H,n,s) est un triplet endoscopique de G au sens habituel. Plus généralement, c’est
un triplet endoscopique de G4 pour tout d € D. Par contre, la notion d’isomorphisme
introduite ci-dessus est plus fine que la notion usuelle. D’habitude, on remplace la seconde
condition de (1) par f(s) € s'ZAg’Oﬁfl(ZAg). Notre notion est adaptée a la considération
simultanée de tous les groupes Gg.

11.2. On fixe pour tout le § 11 une donnée endoscopique (Dg, 7, s) de D. On note encore
7 les isomorphismes qui se déduisent fonctoriellement de la donnée 1. On construit les
différents objets attachés a la donnée Dy et on les affecte d’un indice H.

Pour tout r € Z), il y a un isomorphisme 7 : ty(r) — t(r), qui n’est pas équivariant,
en général, pour les actions de I'. Notons ) ’ensemble des familles

(Yi, .., Y71, .00, 78)
telles que :
e pour tout i = 1,...,k, on ait r; € Z,) et ¥; € ty(r;) ;
e la famille (n(Y1),...,m(Y%);71,...,7%) appartienne & Z.

On note :
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C’est une bijection, qui n’est pas, en général, équivariante pour les actions de I'. Par
contre, I'application de /Wy dans Z/W qui s’en déduit I'est. On pose Y = (V/Wg)! et
on déduit de 7y, une application 7y : Y — Z qui n’est en général ni injective, ni surjective.

Nous allons définir une application € : Y — Zg. Soit § = (Y1,...,Yi;r1,...,7%) € V.
Siy=10,ie k=0, on pose é(y) = 0. Supposons k > 1. Pour i =1,...,k, notons X' ()

I'ensemble des o € X'y tels que «(Y;) = 0 pour tout j =1,...,4. C’est un sous-systeme
de racines de X'g. On a les inclusions :

Ty 2Xp(1)2Xu(2) 22 Xpu(k) =0.
Considérons ’ensemble d’entiers :
(Y U{ie {2 k) Suli—1) 2 Zu()}

Notons ses éléments dans l'ordre croissant i1 < i < -+ < ip. On a i; = 1. Pour
j=1,...,h, posons Yy ; = Xy (i;). De facon analogue aux décompositions introduites
au §4.3, on a pour tout r € Z,) une décomposition :

ta(r) = ta oy cent (1) ® tH, 5y -der ().

On pose Z; =Y;. Pour j = 2,...,h, notons Zj la projection de Yij sur EH,EHijl_der(rij)
relative & la décomposition ci-dessus. Montrons que la famille :

(Zla---aZh;Ti17"'7Tih) (1)

appartient & Zp. Les conditions (i) et (ii) du §4.2 sont évidentes ainsi que la premiere
partie de (iii). Montrons que les ensembles Xg ; que I'on vient de définir sont ceux
du §4.2, c’est-a-~dire :

Yu;={aeXy; Vm=1,...,j, a(Z,,) = 0}. (2)

On le démontre par récurrence sur j. C’est immédiat pour j = 1. Supposons j > 2 et
I’assertion démontrée pour j — 1. Par définition :

Yuj = {Oé € YH,j-1; Vm = tj—1+1,...,14, Oé(}_/m) = 0}

Puisque Yy (ij—1) = Xy(ij.1+1) = -+ = Yyu(i; — 1), on a a(Y,,) =0 pour tout
a€ Xy ettout m=i;_1+1,...,4; — 1. On a donc simplement :

EH’J‘ = {a S EH,]?l; Oé(}_/i].) = 0}

Par définition, }_QJ — Zj appartient & tg EH,j,l-cent(Tij)- Ce terme est donc annulé par
tout o € X' ;1 et on peut remplacer la condition a(Y;;) = 0 ci-dessus par a(Z;) = 0.
D’ou :

EH,j = {Oé S EH,j—l; a(Zj) = 0}

En utilisant ’hypothése de récurrence, on obtient (2).
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L’égalité (2) et la stricte décroissance de la suite :
Yui12%p22 - 2%gn=10

entrainent la deuxiéme partie de (iii) ainsi que (iv) et (v) de §4.2.
Notons £(g) la famille (1). Cela définit 'application €.
Cette application est équivariante pour 'action de Wy x I'. Elle se descend en une
application :
e: Y — Zgy.

On a construit deux applications :

SN
Zu Z
Soit y € ), posons z = ny(y), zg = £(y). On a un isomorphisme naturel :

D., ~D.. (3)

En effet, fixons un relévement § € ), posons z = 1y9(9), Zw = &(y). Pour v € I, soit
wg(7y) un élément de Wy tel que wy(7y)y(g) = g. Puisque € est équivariante pour les
actions de Wy x I', on a wg(7y) = wz, (7). On a I'égalité ny o v = wy,(y) oy o ny. On en
déduit ws(y) = n(wgz(y))w, (7). Mais alors, I'application ¢¥>' onotz, : Xeg s, — Xz
est équivariante pour les actions de I'. On en déduit un isomorphisme D3, — D3, puis
I'isomorphisme (3). On vérifie que ce dernier ne dépend pas du choix de .

Soit zpy € Zy. Alors s définit un élément s,,, de Hom(D,, ,C*). En effet, choisissons
un relevement Zg de zg dans éH. Notons X;LEH le I'-module dual de X, 3, . De 93,
se déduit un isomorphisme :

Q/SEH Ty = Xj ®7C* — Xz, ©z C*.

La restriction de vs, & Zy est équivariante pour les actions de I'. Alors 1)z, (s) €
(Xirz, ®z C*)F'. Ce groupe s’envoie naturellement dans Hom(D3, ,C>), parce que
D;,, = (XsH,24 ) tors- Enfin, Hom(D3,, ,C*) s’identifie & Hom(D,, ,C*). On note s,
I'image de ’LZ)EH(S) par cette suite d’applications. On vérifie, toujours parce que s est
central, que cette image ne dépend pas du choix de Z.

Revenons a la situation précédente ot y € YV, z = ny(y), zu = &(y). Grace a (3),
lélément s,,, que Pon vient de construire s’identifie & un élément de Hom(D,,C*) que
I’on note s,,.

11.3. On fixe jusqu’a la fin du §11 un corps F' € CL,. De 1 se déduit un homomor-

phisme t%°d — tm°d. On note tﬁfg_reg I'image réciproque de t’r“égd et :

ZH,G’-reg,F = (t}l}?g-reg/WH)F'

https://doi.org/10.1017/51474748006000041 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748006000041

506 J.-L. Waldspurger

Cet ensemble est inclus dans Zg, . L’homomorphisme tg(’d — tmod p’est pas équivariant
pour les actions de I" mais l'application déduite tﬁ?g_reg /Wy — tfé‘g)d /W Test. On en
déduit une application :

nz,r
ZH,G—reg,F —_— ZF .

Définissons 7 : tﬁog_reg — Y de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

mod mod
tH,G—lreg; > treg

| y I )

y z

C’est possible puisque 7y, est bijectif. On vérifie que 7 est équivariant pour les actions
de Wy x I'. On en déduit une application :

T: ZH,G—reg,F — y

Lemme 11.3.1. Les diagrammes suivants sont commutatifs :

.
ZH,G—reg,F —_— y

inz,F lw
¢

Zp ———>Z

-
ZH,G—reg,F E— y

Lk

ZyF = Zn

Démonstration. La commutativité du premier est immédiate. Soit Y € tg?g_mg, posons
X=nY)e tr“égd. Reprenons la construction de 'élément ¢(X) = (X1,..., Xp;71,..,7%)
(cf. §4.3). On y a introduit des ensembles X; C X pour ¢ = 1,...,k et une
décomposition X = X; + - + Xj. Pour i = 1,...,k, posons Y; = n~1(X;). Posons
G=1,...,Ye;r1,...,7%) €Y. On a § = 7(Y). Construisons £(j) comme au §11.2. On
a construit dans ce paragraphe une suite 41 < --- < i et des ensembles Xy (i) pour
it=1,...,ket Yy jpour j=1,...,h. On a:

(2) 7(X) =1, <ripy <--- <71y
B) Xu2Xy12%u22 -2 Xun=0.

Par définition, Xy (i) = Xy Nn~1(X;) pour tout i = 1,...,k. Soit j € {1,...,h —1}.
Pour a € ¥y j\ Y i1, onaa € Xy(ijpr —1)\ Yg(ije) donen(a) € 5,1\ X5
Cela entraine val(n(a)(X)) = r,,, ou encore val(a(Y)) =74, ,,. On a obtenu :

31

(4) pour j=1,....,h—let o€ Xy ; \ Xy 1, val(a(Y)) =74, ..
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De la méme fagon :
(5) pour a € X'y \ X' 1, val(a(Y)) = r(X).

Remarquons que r(X) = r(Y). Alors les propriétés (2) a (5) caractérisent les suites
d’éléments de Z,) et de sous-systemes de racines de Yy que I'on utilise pour construire
comme au §4.3 'élément (zr(Y). Cela montre déja que (g (Y) et €0 7(Y') sont tous deux
de la forme :

CH(Y) - (Ul,...,Uh;ril,...,rih),

EoT(Y)=(Z1, . s ZniTiyye-yTiy)-
Introduisons la décomposition :
t}{}Od = tg?g'H,l-cent S2) (tIII-}(,)g'H,l-der N t?{l,og‘,q,g-cent) S R ( E?gHyh,_l-der N tlﬁ?g’H,h,-cent)'
Conformément a cette décomposition, écrivons :
Y=Yi+ +Y,

et,pour i =1,...,k,
N (X)) =Yii+ o+ Vi

Par définition des ensembles Y ;, on a n™1(X;) € t‘}}f’gH,%l_cent pour tout j = 2,...,h
et tout ¢ < i;. Donc Y; , = 0 pour i < ij et m > j. Puisque Y =>._, . n7}(X;), on

en déduit :

(6) Y3 =2, xYi; pour tout j =1,....h.
On en déduit également :

(T) Yia =0 '(X1)

(8) pour j =2,...,h, Y], ; est la projection de n~!(X;,) sur t%?gHj,l-der

Soit j € {2,...,h}. Par définition, la j-idme composante U; de (z(Y) est la projection
de Y; € t°d dans tg(r;,). Pour i >i;, on a

T
Yij € ol S 4
A ’ Z]

Sa projection dans t;(r;,) est nulle. Grace & (6), U; est donc égal a la projection de
Y;,; dans tg(r;;). Grace a (8), c’est Pimage de n~'(X;,) par le chemin nord-est du

i
diagramme :

mod mod mod
H,’I“ij > H,EHYj_l—dcr H,T’ij

| |

EH(""ij) —_— {H,Zywj,l—der('rij)
Ce diagramme est commutatif. Par le parcours sud-ouest, n’l(Xij) s’envoie successive-
ment sur Y3, puis sur la composante Z; de & o 7(Y'). D’ot1 I'égalité U; = Z;. On a supposé
j = 2 mais, de fagon analogue et en utilisant (7), on montre que U; = Z;. Cela prouve
que (g (Y) =20 7(Y) et le lemme. O
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Lemme 11.3.2. L’application T est surjective.

Démonstration. Soit y € Y. Posons z = ny(y). L’application ( est surjective
(Lemme 5.4). Choisissons zp € Zp tel que ((zr) = z. Choisissons des relevements § de y
dans Y, Z de z dans Z et X de zp dans tod de sorte que Z = ny(9) et {(X) = %. Posons
Y =n71(X) € t8od. Cet élément appartient évidemment & tﬁ?&i_reg et son image par T
est §. Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que I'image de Y dans t%?Cd?—reg /Wy
est fixe par I'. Soit v € I'. Parce que g releve un élément de ), il existe w € Wy tel que
v(g) = w(g). Ce w est d’ailleurs unique. Parce que 7 est équivariant pour les actions de
Wy x I, v(Y) et w(Y) ont méme image par 7. De la commutativité du diagramme (1)
résulte que 7(y(Y)) et n(w(Y)) ont méme image par (. Parce que X releve un élément de
Zp, ces deux termes appartiennent a l'orbite de X pour l'action de W. Or la restriction
de ¢ & une telle orbite est injective (parce que les éléments de Z sont réguliers). Donc les
deux termes ci-dessus sont égaux. D’ou v(Y) = w(Y), ce qui achéve la preuve. a

11.4. Soit 2, € ZH,G-reg,F» POSONS zp = Nz r(zm,F). A zp est associée une classe de
conjugaison stable C'(zr) C gp. Revenant & un point de vue plus habituel, & zy p est
associée une classe de conjugaison stable C'(zg r) C b. Soient Y € C(zp p) et d € D.
Langlands et Shelstad ont défini le facteur de transfert Ag, #(Y,-), qui est une fonction
sur gq4, a support dans C(zp) N gq.
Remarques.

(1) Langlands et Shelstad ont défini ce facteur de transfert sur les groupes. Il se descend

aux algebres de Lie. Il y est d’ailleurs beaucoup plus simple.

(2) Nous supprimons de la définition le facteur A;y que nous avons incorporé a la
définition des intégrales orbitales.

(3) Le facteur de transfert n’est défini qu’d une constante pres. Toutefois, il est
canoniquement défini dans le cas d’un groupe quasi-déployé, moyennant le choix
d’épinglages. Cette définition canonique s’étend & notre cas ou on dispose d’un
élément de H'(Gal(F*°P/F), G4) définissant le torseur intérieur &g.

On note simplement A(zgy r,-) la fonction sur C(zp) dont, pour tout d € D, la
restriction & C'(zp) N gq est égale & Ag, u(Y,-). Ce facteur de transfert se calcule de
la fagon suivante. Posons y = 7(zg r), z = ((zr) = ny(y). On a associé & y un élément
sy € Hom(D,,C*). Soit X € C(zr). On a associé & X un élément 6(X) € D,. On a
I’égalité :

Alzp,p, X) = 5,(8(X) 7). (1)
C’est étudié pour.

12. Transfert endoscopique

12.1. On fixe pour ce chapitre une donnée endoscopique (Dg, 7, s) de D. Pour F € CLy,,
2ZH,F € ZH,G-reg,F €6 [ € C(gp), on définit I'intégrale orbitale endoscopique :

T (e, ) = Y Az e, X)J9P (X, ),
X

ol X parcourt un ensemble de représentants de cl(nz r(zm r)) dans gp.
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Proposition 12.1. Soit y € Y. I existe une forme linéaire JP+*(y,-) sur S vérifiant la
condition suivante. Soient F' € CLy, zp.r € ZH Greg,r €t ¢ € S. Supposons T(zm.r) = .
Alors on a I'égalité :

JEPS (g p,rear(p)) = T (y, ).

Démonstration. Posons z = ny(y) et :
TPy, ) = 3 sy(67)IP(2,6,0).
seD.

Il résulte du théoreme 6.2, de la relation (1) du §11.4 et des définitions que cette forme
linéaire vérifie les conditions de 1’énoncé. (]

12.2. Le triplet (Dp,id, s) est une donnée endoscopique de Dg. On peut lui appliquer
les définitions et résultats précédents. En particulier, pour F' € CL,, on définit :

bp, = |_| Ba
deDy
et, pour zg,r € Zg,r, la forme linéaire JHDH’S(ZHJ?, sur C(hpy,)-
Remarque. Sur chaque facteur C°(bhy), JHPu%(2p p,-) est un multiple de I'intégrale

orbitale stable relative a la classe de conjugaison stable C(zp r)Nhgq. Ce multiple dépend
de s via le scalaire par lequel on multiplie cette intégrale orbitale stable.

Soient f € C®(gp) et fu € CX(hp,). On dit que fy est un transfert de f si et
seulement si, pour tout 2y, F € Zp G-reg,F, ON a ’égalité :

JHPw (2 p, fu) = TP (zup, f).

Corollaire 12.2. Soient ¢ € S, oy € Sy, F et F' deux éléments de CL,. Supposons que
reay p(pm) soit un transfert de reap(p). Alorsreay p/(pm) est un transfert de reap: ().

Démonstration. Pour y € ), on dispose de la forme linéaire JP*(y,-) sur S de la
proposition 12.1. Appliquons cette proposition en remplagant D par Dgy. Dans ce cas,
I’ensemble Y est égal a Zy et I'application 7 est égale a (. Pour zy € Zp, on dispose
donc de la forme linéaire JP#*(zy,-) sur Sg. Montrons que :

(1) reay p(wpm) est un transfert de reap(p) si et seulement si pour tout y € ), on a
Pégalité JP=(y, @) = JP#*(e(y), on)-
Soit zi,p € ZH,G-reg,F, POsOns y = 7(zg r). On a les égalités :
TP (2, p,reap () = J7(y, ),
JHPn* (2, povean (o)) = JP0* (Cu (2m,p), om) = J70(ey), om),

cette derniere égalité résultant du lemme 11.3.1. Les deux premiers membres de ces
égalités sont égaux pour tout zg p si et seulement si les deux derniers membres sont
égaux pour tout y appartenant & I'image de 7. Mais 7 est surjective (Lemme 11.3.2).

D’ou (1).
La relation (1) traduit la condition «reap p(pm) est un transfert de reap(p)» en
termes indépendants de F', ce qui entraine 1’énoncé. O
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12.3. Considérons le cas ou D et Dy sont non ramifiés, c’est-a-dire que I agit triv-
ialement sur D et Dpy. Le groupe D = (X, /X sc)rtors contient ’élément dy = 0. Le
point vy = 0 appartient & V9. II est hyperspécial. Notons ¢y € ®% la facette qui le con-
tient et o € S(¢) la fonction constante égale |Gy, v, |~ g™ (Gov0) sur gg, 4, Pour
F € CLg, posons fy = reap(pg). C’est la fonction caractéristique du résau hyperspécial
9do,v0,0, Multipliée par une constante dont la présence est justifiée par la définition de nos
mesures de Haar. On la considére comme un élément de CS°(gp) dont les composantes
sont nulles sur g4 pour d # dy. On définit de facon similaire ¢ o € S(EdH,O,¢H,O) et, pour
F e CLq, fH,O S Cso(f)DH)

Pour F' € CLg, le «lemme fondamental pour les algebres de Lie » est 'assertion : « frr o
est un transfert de fj ». Notons que les composantes gq pour d # dy et hg pour d # d o
ne jouent plus de role ici.

Corollaire 12.3. Supposons D et Dy non ramifiés, soient F, F' € CL,. Alors le lemme
fondamental pour les algébres de Lie est vérifié sur le corps de base F' si et seulement s’il
Dest sur le corps de base F”.

Démonstration. On applique le corollaire précédent au couple g, @,o. (Il

13. Appendice 1 : I’exemple de PGL,
On suppose p # 2 et on considére la donnée de racines :
D=(X*"% A X,, % A)
ol
o X* =7 = X,, ces deux modules étant en dualité évidente ;
ea=1€Z=X* A={a}, ¥={£a};
e a=2¢Z=X,, A={a}, ¥ ={+a};
e l'action de I" sur D est triviale.

Le groupe G de §1.6 est le groupe PGL; (Fq). Pour décrire commodément les autres
objets, notons proj : GLy(F,) - PGL2(FF,) la projection naturelle. On a :

T:{proj (g 2), a,dE]FqX}.

L’élément oo de X* s’identifie a la racine

1r0'a0|—>g
PO\ q) ™4

et ’élément & de X, s’identifie & la coracine
X — Proj * 0
pro)j =
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On peut identifier I’algebre de Lie g & sl3(F,). On choisit comme épinglage

o
0 0

Le groupe de Weyl W a deux éléments : W = {1,s}. On a

N B U |
-
et N=TUn(s)T.

L’action de I sur G est triviale. L’action de © se déduit de I’action de son générateur

01 qui est définie ainsi :
0 roj [ ¢ b = proj at bt
v{proyf . 4 =PI g e ]

On a T = Zp), Nred = Z(p) x N, ot I'action de N sur Z(p) est la suivante : T agit
trivialement, n(s) agit par t = —t. On a Tieq = Z(,) x T'. Décrivons I'action de I" sur
Nrea. Soit (t,n) € Zp) X N = Nyeg. Pour 6 € 6, on a 0(t,n) = (t,6(n)). Pour o € I,
écrivons t = m/e, avec m,e € Z, e > 1 et premier & p et notons o, la projection de o

dans (.(F,). Alors
_ . (JE)m 0
o(t,n) = (t,prOJ ( 0 1) n> .

Pour tout e > 1 et premier a p, on a
N lz 0N
red e .

En particulier, N, = Z x N.
L’espace V du §1.7 est égal a R et V) est égal a Z,) C R. L’action de Nyeq sur V' se
décrit de la fagon suivante. Soient v € V et (¢,n) € Z,) x N. Alors :

v—t sineT,
(t,n)r(v) = L
—v—t, sinen(s)T.
Le groupe W™ est le groupe des automorphismes affines de V suivants :
e v—>v+m,pourm€EZ;

e v —v+m, pour m € Z.

Pour identifier la décomposition en facettes du §1.7, on doit décrire le sous-groupe
W Evidemment X, oc = 2X,, Gsc = SLo(F,),

< a 0 = 0 b =
NSCZ{(O a1>; aeF;}U{(bl 0); bE]FqX}.
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Le groupe Nieqsc s'identifie a Z,) x N.., I'application ¢ : Nred,sc = Niea étant (t,n) —
(t,proj(n)). L’action de I sur Nyeq,sc se décrit de la fagon suivante. Soient (t,n) € Zp) x
N et o € I. Ecrivons comme ci-dessus ¢t = m/e (autrement dit ¢ = (m/2e)&) et notons
o2 'image de o dans (o (IF‘q). Alors

o (O’Qe)m O n
o(t,n) = (t, < 0 (026)_7”) > .

Pour e premier a p, on a donc

red,sc

e 2 ~
NHO 27 N
e

En particulier N* = 27 % Ni.. Alors VNVSTr est le groupe des automorphismes affines

r
red,sc
de V suivants :

e vi— v+ 2m, pour m € Z;
® v —v 4+ 2m, pour m € Z.

La collection des « hyperplans », autrement dit des points, qui sont fixes par I'un de ces
automorphismes est simplement I’ensemble des entiers Z. La chambre C™ est l'intervalle
]0,1[. Le sous-groupe N™ des éléments de W™ qui conservent cette chambre a deux
éléments : 'identité et la transformation v — —v + 1. Son image réciproque dans ered
est

= ({0} x T)U ({=1} x #(s)T) C Zgy) » N.

Soit F' € CL,. Le groupe G de §1.8 est bien siir le groupe PGL;y sur F' et on a comme
ci-dessus des descriptions des différents objets qui lui sont attachés. En particulier

0
Tmod — [ a . d Fmod,><
fo (5 %)t

et Nmod = pmod ([ p(g)Tmed of

(0 1
n(s) = proj <_1 0) .

L’application red : N™°4 — N,.q du § 1.8 se décrit de la facon suivante. Soit

.l a 0 d
€ Tmee.
proj (O d)

Ecrivons a = wil/eao, d= wlf/edo, avec val(ag) = val(dy) = 0. Notons ag et dy les images
naturelles de ag et dg dans ]F;. Alors

fa O h—k fayg O —
red (prOJ <0 d>>—<e,pr0J<0 J()))EZ(Z,)XT
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red <n(s) proj <60l 0)) = <keh,ﬁ(s) proj (C_z)o ;())) € Zp)y ¥ N.

On voit que I'image réciproque N dans G™ de NI, par cette application «red » est
red
égale a :

N — {pI‘Oj (g (01) ; a,d S Fnr’ val(a) = val(d) = 0}

U {proj (cow g) ; byee F™, val(b) = val(c) = O} .

L’ensemble D du § 1.9 a deux éléments que ’on peut choisir ainsi : le cocycle dy trivial ;

dq(61) = (—l,proj <(1) (1)>> .

Plus généralement, pour § € © = 7 :

le cocycle d; défini par

dy(6) = dq1(01), si @ est impair,
n (0,1), si @ est pair.

Pour F' € CLg, on peut relever ces cocycles dans N™ de la facon suivante : do g est
encore trivial ; di r est défini par

(0 1
dy,7(61) = proj (w 0) .

Le groupe Gy, du §1.10 est bien stir PGL2 lui-méme. Décrivons le groupe G, . C’est le
groupe sur F' tel que Gy, (F™) = PGLo(F™), muni de 'action de © telle que 6 agisse

par :
fa b . 0 1\ [6i(a) 6:(b)\ (0 = !
ProJle q) 7PN\ o Oi1(c) Gi(d)) \1 0O '

Notons F l'extension quadratique non ramifiée de F' et 0g 'unique élément non trivial
de Gal(E/F), qui est aussi la restriction de §; & E. On vérifie sur la description ci-dessus
que G, (F') est le groupe des éléments :

T0j a b
PRI\ w0p(0) 0p(a) )

ou a,b € E. Autrement dit, c’est le groupe des quaternions quotienté par son centre.
L’espace V(d;) est R muni de l'action de I' triviale sur I et telle que 6; agisse par
v+ —v + 1. L’ensemble V¥ des points fixes est réduit a VI = {1}.
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Soit v € [0,1] N Z,) € Vipy. Ecrivons v = m/e, avec m,e € Z, e > 1 premier a p et a
m. Pour o € I, I'élément v(c) € T défini au §2.2 est égal &

_ . (06)77” 0
v(J)—lOfOJ( 0 1>,

oll o, est défini comme plus haut. Le groupe G, du §2.2 est le groupe des points fixes
communs des automorphismes Ad(v(o)). C’est donc le groupe des éléments

proj (Z Z) € G = PGLy(F,)

fa by . a (b
Proy{e q) =P ¢le d

pour toute racine e-ieme ¢ de 'unité. On calcule :

tels que :

e sie =1, autrement ditsiv=0o0ul, G, =

Q

e si e > 2, autrement dit si v # 0, %,1, G,=T:
e si e =2, autrement dit si v = 1, G, = N.

Soit F' € CLg. On calcule aisément le groupe G3° et I'application m, : G" — G,

des §§2.1 et 2.3. On trouve :
roj [ ¢ b
proj c d

ou a,b,c,d € O™ et val(ad —bc) =0 ; on a

(ol )

ol = — T est la réduction naturelle de O™ dans IF‘q ;

o si v =0, G§" est le groupe des

QI
QL I

o siv =1, G est le groupe des

Lo a w b
pro) we d

ou a,b,c,d € O™ et val(ad —bc) =0 ; on a
(a2 7")) =
™1 | proj = proj
wce d
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e siv#0,1 1, G est le groupe d’Twahori Z% des

’» 9
TO]j a b
pro) we d

ot a,b,c,d € O™ et val(a) = val(d) =0 ; on a
T roj [ ¢ b = proj
v | PTO] we d = proj 0

nr nr : 0 1 nr
G1/2:I Uprm(w 0>I ;

Is]
QU O
N———

N[—=

e siv=

I'application 7y /9 est la méme que ci-dessus sur 7% ; on a

om0 e 9)) )

Indiquons simplement comment se fait le calcul dans ce dernier cas. L’élément tp /2

du §2.3 est
-1
(@12 0
proj ( 0 1) .

Notons F” = F"™(w /3) 'extension quadratique de degré 2 de F™" et OO’ son anneau des
entiers. Avec e = 2 dans les définitions du §2.3, G2 est le groupe des

.[fa b
prOcha

avec a,b,c,d € O, val(ad —bc) =0 ; G%/z = Ad(tF’l/g)(G(Q)) est le groupe des

-1
b
proj (_“ Tt
wl/gc d

avec a,b,c,d € O, val(ad — be) = 0. Alors G?}Q est le sous-groupe des points fixes par
Paction du groupe a deux éléments Gal(F'/F™). Un simple calcul conduit au résultat
indiqué ci-dessus.

B Considérons le cocycle d;. Puisque % € Yél), on peut définir comme au § 2.6 le groupe
Gy, 1/2- On peut lidentifier au groupe G/ = N, mais muni de I'action de © pour
laquelle 6; agit par :

g () () 0)
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On vérifie que édl,l s2(Fy) est formé des éléments suivants :

TOj a 0
proj 0 adl’
T0j 00
proj b o)

Pour F' € CLy, on calcule de méme le groupe Gy, 1,2 du § 2.7. On obtient que le groupe

e les éléments

pour a € ]qu2 ;

e les éléments

pour b € F;z.

G4,,1/2(0) est formé des éléments suivants, avec les notations introduites plus haut :

e les éléments

proj “ b
N\ wbp) 0s(a))”
pour a,b € E, val(a) = 0, val(b) > 0 ;

e les éléments

pour a,b € E, val(b) = 0, val(a)

Par 7 un élément du premier type s’envoie sur
d1,1/25 Y

ro'ELO
proj (o = |

un élément du second type s’envoie sur

(0 b
prOJl—)qO.

En fait, Gg4,,1/2(O) est égal a Gy, (F) tout entier. En effet, toute matrice inversible de

la forme
a b

avec a,b € E, peut s’écrire comme produit d'un élément central et d’une matrice de la
méme forme mais vérifiant de plus soit val(a) = 0 et val(b) > 0, soit val(b) = 0 et val(a) >
1. On retrouve ainsi le fait que Gy, 1/2(0) est le stabilisateur de § € Imm(Gy,, F) dans
Gy, (F) : puisque Imm (G, , F) est réduit au point 3, ce stabilisateur est le groupe tout
entier.
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14. Appendice 2 : illustration de la proposition 3.4 dans le cas de GL-
On suppose p # 2 et on considere la donnée de racines :
D=(X*"% A X, % A)

definie de la facon suivante. On a :

o X* =172=X,, ces deux modules étant en dualité évidente ;

e a=(1,-1)e€72?=X* A= {a}, ¥ ={+a};

o = (1,-1)€72? =X, A={a}, ¥ ={+a};

e l'action de I" sur D est triviale.

Soit £ € CL4. Le groupe G est le groupe GLy sur F. Le groupe D est trivial et
on peut identifier G au groupe Gq associé au seul cocycle d = 0. Par ailleurs, pour
ce que nous allons faire, et parce que l'action de I est triviale, on peut travailler en
considérant uniquement les ensembles de points sur F' de nos différents objets (ou sur
F, pour les objets en réduction). L’ algebre de Lie g est l'algebre gl,(F) des matrices
2 x 2 & coefficients dans F' et g est de méme 'algebre gl,(F,). L'espace V est égal & R2.
Posons :

¢/ = {((I+ %Tlvxf %T/)ﬂn/); S R7 T’/ S } - %70[} CVx Rv

¢ ={((z,2),0); ze R} CV xR.
Ce sont deux facettes appartenant & 'ensemble @. On a r(¢’) = r(¢) = 0 et ¢ est contenu
dans 'adhérence de ¢’. Pour (v',7’) € ¢', on calcule :

G/t = al,(0) ;

(o o
v+ = o o

ou on désigne ainsi I’ensemble des matrices dont les coefficients appartiennent aux ensem-

bles indiqués ;
_ 0 0
g’v’,T" = { <C O) ; CE ]Fq} .

L’application m, , est I'application évidente :

a b . 0 0
c d c 0/’
ou ¢ est la réduction de ¢ dans F,. Pour (v,0) € ¢, on a :
gv,0 = 8l5(0),
8u,0+ = wgly(0),
gv,O = 9[2(Fq)’

et m, 0 est 'application de réduction évidente.
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Considérons un point

avec m,e € N\ {0} et e premier & p, et le point (v,0) = ((0,0),0) € ¢. Appliquons les
constructions du §7.1. La graduation de g est telle que :

ﬁv,O;v’,r’ = 9[2 (Fq)

Nlustrons la commutativité du diagramme (1) du § 7.4. Soit ¢’ € S(¢'). C’est une fonction
sur g, autrement dit une fonction sur F,, en identifiant Fy & g,/ ,» par

c— .
c 0

Par la fleche sud-est du diagramme, on la releve par m,/ ,» en une fonction sur g, , et
on ’étend par 0 hors de cet ensemble. On obtient la fonction sur gl,(F'), & support dans
al,(0), qui, sur ce dernier ensemble, est égale a :

(‘C‘ Z) — ().

Par la fleche horizontale du diagramme, on releve ¢’ en une fonction sur gly(F,), a
support dans p, o, ce qui est ici une condition triviale, invariante par ity g, . On
obtient la fonction sur gly(F,) définie par :

(Z Z) = ¢'(c).
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Ensuite, par la troisieme fleche du diagramme, on releve cette derniere fonction par , o
en une fonction sur g,,0, que 'on étend par 0 hors de cet ensemble. On obtient la méme
fonction que précédemment.

Soit ¢’ comme ci-dessus. La proposition 3.4 affirme qu’il existe ¢” € Sy (indépendante
de F') telle que, pour tout X € got N Greg, ON ait :

JY(X,reap(¢)) = JY(X,reap(¢")).

Posons K = GL2(0O). Pour tout f € C°(g) et tout X € greg, On peut écrire :

JO(X, f) = AX)V? /

mes(K) ™! / flkgX g~ k1) dk dg.
G/Tx K

Il nous suffit de trouver ¢ telle que, si X € go4, toutes les intégrales intérieures soient
les mémes pour f = reap(¢’) et pour f = rear(¢”). Quitte & remplacer gXg~! par X,
on veut trouver ¢” telle que, pour tout X € greg N Go+, ON ait :

/ reap(¢') (k™' XE)dk = / reap(¢") (k™' Xk) dk.

K K

Identifions comme ci-dessus ¢’ & un élément de S(¢) et imposons & la fonction ¢” que 'on
cherche d’appartenir aussi & S(¢). Si X & gl,(0O), les deux intégrales ci-dessus sont nulles
pour des raisons de support. Supposons X € gl,(O) et posons X = m, o(X) € gly(F,).
L’égalité ci-dessus équivaut a :

Yo YeXghH= Y. ¢"gXg ). (1)

gEGL2(Fy) 9EGL2(Fq)

L’hypothése X € goy signifie que les deux valeurs propres de X (dans F™°4) sont de
valuation strictement positive. Le polynéme caractéristique de X étant la réduction de
celui de X, cela entraine que X est nilpotent. Puisqu’il n’y a que deux classes de conju-
gaison nilpotentes dans gl,(F,), 1'égalité (1) sera vraie si elle 'est pour seulement deux
valeurs de X : I'une ou X est nilpotent régulier, 'autre ot X = 0. Considérons alors les
deux fonctions ¢1 et @o sur gly(F,) définies ainsi :

e 7 est la fonction caractéristique de {0} ;

e 5 est la fonction caractéristique de I’ensemble des
0 b
0 0/’

En prenant pour ¢’ une combinaison linéaire convenable de ces deux fonctions, on peut

ou b # 0.

assurer I’égalité (1) pour les deux valeurs de X évoquées ci-dessus, ce qui résout notre
probleme. Il reste toutefois a vérifier que 'on peut remplacer ;1 et o par des éléments
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de Sp;.. Considérons deux points (vy,1) = ((0,0),71) et (va,r2) = ((372, —372),72) dans
V x R, avec r1, 19 > 0 assez petits. On calcule :

Gvi,r1 = Bvi,ri+ = Buayrot+ = w9[2(0)7

B w® O
Buaira = w® wO '

Notons ¢ et ¢o les éléments de @ auxquels appartiennent respectivement (vq,r1) et
(vg,72). On vérifie alors qu’il existe des éléments ¢ € S(¢1) et ¢ € S(¢2), indépendants
de F, tels que reap(p1) = reap(¢y) et reap(p2) = reap(ph). Ces éléments ¢! et ©}
appartiennent bien a Spy.

15. Appendice 3

Lemme. Soient p un nombre premier et X un systéme de racines. Notons N le rang
de X et supposons p > 6N — 1, p > 271. Alors les propriétés (Px), (P%) et (Pg) sont
vérifiées.

Démonstration. Pour (Py), il suffit de consulter les tables donnant les nombres de
Coxeter des systemes de racines réduits et irréductibles (cf. [B, Planches I-1X]).

Utilisons les notations du §1.1 : V est Iespace vectoriel réel que X engendre, X est
le réseau engendré par les coracines dans l’espace dual. Soit A C X un sous-ensemble
linéairement indépendant. Notons ind(A; X) I'indice de Z[A] dans Q[A] N Homz (X, Z).
Pour prouver (P%), on doit prouver que ind(A; X) est premier & p. Notons Vy4 le sous-
espace réel de V engendré par A et posons Y4 = X N V4. On sait que Y4 est un
sous-systéme de racines de X' (que l'on peut appeler sous-systéme de Lévi). On vérifie
que ind(A : X)) divise ind(A : X 4). Quitte & remplacer X' par X' 4, on peut supposer que A
engendre V. D’autre part, en décomposant X' en composantes irréductibles, on se ramene
immédiatement au cas ou X est irréductible. Nous faisons donc ces deux hypotheses : X
est irréductible et A engendre V. Montrons que :

(1) si X est de type Ay, Z[X] = Z[4] ;
(2) si X est de type By, Cn, Dy ou si X n’est pas réduit, 2Z[X] C Z[A] ;
(3) si X est exceptionnel, il existe r € {1,2,3,4,5,6,8,9} tel que rZ[X] C Z[A].

La vérification se fait cas par cas, traitons seulement les cas ou X est de type Ay
ou C'y. Dans ce dernier cas, notons Y., le sous-ensemble des racines longues. On a le
résultat plus précis :

(4) si X est de type Cn, 2Z[X] C Z[A] et Xiong C Z[A].

Choisissons « € A, posons Ag = A\ {a}. Notons Vj le sous-espace de V' engendré par
Ag et posons Xy = X’NVj. C’est un sous-systeme de Lévi, ce qui signifie que 'on peut fixer
une base {aq,...,ax} de X, numérotée comme dans [B, Planches I ou III], et un entier
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k € {1,...,N} de sorte que Vj soit engendré par aq,...,ak_1,Q11,.-.,ayn. Notons
V', respectivement V”, le sous-espace de V engendré par ai,...,q,_1, respectivement
Qpa1,---,an, posons X = XNV A =AnV X' =XnV" A" = AnV". Pour
simplifier la rédaction, supposons V’ et V' non nuls. Si I'un de ces espaces était nul, il
suffirait de I'oublier dans ce qui suit. Les couples (X', A") et (X", A”) vérifient les mémes
hypotheses que (X, A). Supposons X' de type An. Alors X', respectivement X", est de
type Ag_1, respectivement Ay _i. En raisonnant par récurrence, on a :

ZIS =zZ[A),  Z[Z"] =1Z[A"). (5)

Ecrivons a =), ; ycia;. Les coefficients sont entiers. Parce que A engendre V,
on a ¢ # 0. D’apreés la description explicite des racines d’un systeme de type Ay,
nécessairement ¢, = +1. Alors

ozk::I:<a—Zciozi>.

itk

Ce terme appartient au réseau engendré par o, 3’ et X”. D’apres (5), ce réseau est Z[A].
Donc oy, € Z[A] puis la conclusion en utilisant de nouveau (5). Supposons maintenant X
de type Cn. Alors X’ est de type Ax_1 et X" est de type Cn_p si k < N —2, de type 43
si k = N — 1. En raisonnant par récurrence et en utilisant ce que 'on a déja démontré
pour le type A, on a :

71X = Z]A", 272" C Z[A"], ay € Z[A"]. (6)

Ecrivons de nouveau o = 3 v Civi. Les coeflicients sont entiers et ci # 0. D’apres la

i=1,...,
description explicite des racines d’un systeme de type C'n, deux cas peuvent se produire :

e cp, ==1;
e ¢, =+2et ¢;=cg pour tout i € {k+1,...,N —1}.

On peut écrire :
2a, = 3oz — Z @ai.
Ck itk
Dans les ceux cas, on voit que ce terme appartient au réseau engendré par o, X', 23"
et ay. D’apres (6), ce réseau est contenu dans Z[A]. Donc 2qy, € Z[A]. On conclut en
utilisant de nouveau (6). Cela achéve notre preuve abrégée de (1), (2) et (3).

L’indice [Homy(X,Z) : Z[X]] est calculé dans [B]. Ses diviseurs premiers ne peuvent
étre que 2, 3 ou des diviseurs de N + 1. Grace a (1), (2) et (3), on en déduit que les
diviseurs premiers de ind(A : X') ne peuvent étre que 2, 3, 5 ou des diviseurs de N + 1.
Les hypotheses sur p lui interdisent d’appartenir & cet ensemble. Donc ind(A : X) est
premier & p et (P§;) est vérifiée.

Soit toujours A C X un ensemble linéairement indépendant et soit 8 € X N Q[A].
Ecrivons 3 =) .4 Ca, posons b=1—3%"_ _, cq. On veut prouver que b est nul ou de
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valuation p-adique nulle. De nouveau, on se ramene au cas ou Y est irréductible et A
engendre V. Notons v* ’élément du dual de V' défini par (o, v*) = 1 pour tout a € A.
Posons Yy = {a € X (a,v*) = 0}, Xs = {a € X} {a,v*) > 0}. L’ensemble X est un
sous-systeme de Lévi de Y. Choisissons un sous-ensemble de racines positives ZS' C 3.
Alors EO+ U XS est un sous-ensemble de racines positives de Y. Soit {aq,...,an} le
sous-ensemble de racines simples associé. Soit ¢ € {1,...,N}. Par construction, on a
(v, v*) = 0. Montrons que 'on a aussi :

(v, v*) < 1. (7)

Puisque A engendre V, il existe a € A qui n’appartient pas au sous-espace engendré par
les oj pour j # i. Fixons un tel o, que 'on écrit o = ijl,...,N dja;. Par construction,
a € Y, donc les d; sont des entiers positifs ou nuls. On a d; # 0, donc d; > 1. On a :

1={a,v*) = Z dj{aj,v").
J=1,.,N

Tous les termes de cette somme sont positifs ou nuls. La somme est donc minorée par le
terme d;{a;, v*), lui-méme minoré par («;,v*), ce qui prouve I'inégalité (7).
Ecrivons 8 = 521‘:17...,N e;a;, avec des entiers e; > 0 et e = £1. On a :

Z Co = (B,0") =¢ Z ei{ag, v*).

acA i=1,...,N
D’apres ce qui précede, on en déduit :

e

a€cA

Or, d’apres les tables de [B] explicitant tous les éléments de X', >°._; 5 e; est majoré
par N si X est de type Ay, 2N si X est de type By, Cn, Dy ou si 5 nest pas réduit,
29 si X est exceptionnel. On en déduit la méme majoration pour | Y . 4 cal.

D’autre part, d’apres (1), (2) et (3), on peut fixer un entier r vérifiant :

e r=1si X est de type Ay, 7 =2 si X est de type By, Cn, Dy ou si X n’est pas
réduit, r € {1,...,9} si X est exceptionnel ;

o 13 € Z[A], autrement dit rc, € Z pour tout o € A.

Alors le rationnel b=1- > Cqo Vérifie les deux propriétés suivantes :

acA
e rb est entier ;
o |rb| < sup(4N + 2,270).

La premiere propriété et I’hypothese sur p interdisent a b d’étre de valuation p-adique
strictement négative. La seconde propriété et 'hypothese sur p interdisent a b d’étre de
valuation p-adique strictement positive, sauf si b = 0. Cela acheve la preuve. (]
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Index des notations

Les notations sont classées par ordre alphabétique, les lettres grecques étant repoussées
a la fin.

az, §4.4.

B, B, §1.5; B, §1.6.

CL,, §1.3; C¢, C™, §1.7; C(gq) §3.3 ; C(zr), cl(zr), §4.1 ; C°(gp), §6.1.

D= (X" %A X, 2 A), Dy §14; D, §1.9 ; dp, §1.10 ; Dz, D, §4.2 ; D)., §5.3 ;
do, §8.2; do r, §4.8.

E., §1.5; E,, §1.6.

F,, Fy, §1.2; Fscp pnr pmod fur g1 3. pe §1.8.

Grred, §1.25 G, @, Gee, 84 §1.5; G, §1.6 ; G™° GV G, G¢, §1.8 ; G4, §1.10 ; G,

gv,r? §22 ) gz,rv gg,r—i—v §23 ) Gda Gd,vv ﬁd,v,ra §26 ) Gd,va 9d,v,rs §27 ) gd,d)a §28 5 8d,rs
gd,T+7 §31 ) gd,reg) §33 ; greg? gD7 gD,reg? §41 ) gv’,’Ua §103

Hopr, §17.
I,§1.2;i0: fr" - F,, §1.35 I(e), §1.7 ; Imm(G, F°), § 1.8 ; Imm(Gy, F°), Imm(Gy, F),
§1.10.

JGd(X7 f>7 §33 5 JGD(Xa f)7 §61 ; 31},1}” jv,v’,m §103

4., 83.4; L(D), §5.1; lpry, §5.5 54, 87.3.

Wy ooy § 715 Wa 0, §7.3 5 M(A), §9.3; M(A), §9.6 5 My, ~py, §10.2.
Na n:W — N7 NSC7 Nsc, §15 ; N7 Nreda §16 ; MR, Nred,sm ere(g)7 Ne7 '/\[ri)
NPE110 5 nz, §4.4 5 ny(7), y(7), §8.2 5 ny, r, §8.3.

0°,61.8;0,82.7.

(Ps), (P%), (P%), (Pn), §1.1; P, §1.2; P s 8715 Pa g §7-3.

r(o), §1.2 ; red : Fmodx Guired, §1.3 ; red : Tm0d 5 Thoq, red : N™°9 5 N,og, §1.8 ;
Ra,7(9),§2.4;7(X), §83.1,4.3 ; reap : S — C>(g4), §3.3 ;rear : S — C(gp), §6.1.
Sas §1.5 5 S(¢), 8%, 84, 8L, 6§28 S, 66.1; 54, §7.3; 82, Sy, §11.2.

Tt Ty, §1.5; T, Treds Ty §1.6 3 T(K)1, T°, §1.8 ; TS, TC, §1.9; Ty, Tg,r, §1.10 ;
t(0°), §2.1; t, §2.2 5 tpa, §2.3 5 H(K),, toy, §3.1 5 Tx, §3.3 5 treg, §4.1 5 £(r), §4.2;
mo mo rd mo

B0 ot e §4.3 5 T, 8445 G (1), §5.1 5 g, §5.4 5 80y §11.3.

U, §§15, 2.3 3 1_1,1, §24 ; ﬁv,r;v’,r/a §71 ; I_ld’¢7¢/, §73

val, §1.3; V, Vi), Vi, Veent; V9, §1.7; V(d), V4, §1.10 5 0(0), §2.2; V(8), V7, Viyp) (9),
Vs 8925 Vicents §9-4 5 V), V), §10.3.

W? §14 ; We’ qum Wnr, §17 ) w’%7 §19 y WG, §110 ; w2(7)7 §42 ; ww(’Y)a §51 ) wT](FY)a
§11.1.

X*7 X*7 X*,SC; Xs*m §14 5 X*,I? §19 y X:la §27 ) X*,Za §42 5 X*,E’-Cent; X*,E’-derv §44~ ;
X! X, 85.3; X*,M—cent? §9.4.

“*x,der? “*der?

Y, Y, §11.2.

€ SL.7
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Zpy, §1.2 5 Zp, §4.1 5 24, 24, 2, 2, §4.2 ; 21, 21, §5.2 5 2!, §53 5 Zied,p, Zy,
2w (Y), Zp(7), 29(7), §8.2; 20, §9.2 ; ZH,Gureg,F, §11.3.

a(A), §9.6.

B, B, §5.3.

I, §1.2.

A A §1.45 AX),83.3;6:C(zp) — D, 0z, 01, §4.4 5 Ac, u1(Y,"), Alzg.r, X), §11.4.
g, e, 811.2.

k), §1.25C, ¢, §4.3.

Nys Ny, §11.2.

O, 6, §1.2.

t, §1.5.

[, fls, §10.2.

v(wi,ws), §1.5.

€4, §1.10 ; &4, §2.6.

Wijes §1.3 57N, §1.6 5w, 8§2.1 5wy, §2.3 5 7y 1, Moy 82235 Taws Tdwrs §2.7 5 Ty, §9.5.
Po(0), 82.2 5 pav, §2.6 5 psv, §9.1.

e, §1.25 5, £, §1.4; X, £¢, §1.7 5 I, L0750 §2.4 5 X(A), §9.3.

7,7, §11.3.

D, 6§24 ; Pt §2.8.

Yz, ¥p., §4.2 50, Ypr, §5.1 ;5 YR, §5.4 5 Yrpr, §5.4 5 Yra, §85.4, §9.9 ;5 9, Yrea, §8.2;
Yy, 89.2 5 Yyr ary Yar vy Yar v sy §9-8 5 Yimm,ars §9.9.

Wy Wo,ry §7.1; wg, w$(> r), §7.3.

i, fls, §10.2.
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