
Journal of the Inst. of Math. Jussieu (2006) 5(3), 423–525 c© Cambridge University Press 423
doi:10.1017/S1474748006000041 Printed in the United Kingdom

ENDOSCOPIE ET CHANGEMENT DE CARACTÉRISTIQUE

J.-L. WALDSPURGER
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Résumé Soient G un groupe réductif connexe sur un corps local non archimédien F et H un groupe
endoscopique de G. On suppose G et H non ramifiés. Le �� lemme fondamental �� affirme l’égalité de
certaines sommes pondérées d’intégrales orbitales sur G(F ) et sur H(F ). On peut descendre cette
assertion en un �� lemme fondamental pour les algèbres de Lie �� affirmant l’égalité de sommes pondérées
analogues sur g(F ) et sur h(F ), où g et h sont les algèbres de Lie de G et H. Cette assertion est
cruciale pour la théorie de l’endoscopie de Langlands. D’importants cas particuliers ont été prouvés
récemment, sous l’hypothèse que la caractéristique de F est positive. Nous donnons un sens précis à
l’assertion suivante, et nous la prouvons : soient F et F ′ deux corps locaux de même corps résiduel Fq et
de caractéristique résiduelle p assez grande ; supposons le lemme fondamental (pour les algèbres de Lie)
vrai sur le corps de base F ; alors ce lemme est vrai sur le corps de base F ′. Cela permet de relever ce
lemme de la caractéristique positive à la caractéristique nulle. Une grande partie de l’article est consacrée
à reformuler des théories bien connues (endoscopie, immeubles, réseaux de Moy–Prasad) de sorte que F

n’y intervienne que via le corps résiduel Fq .

Abstract Let G be a connected reductive group over a non-archimedean local field F and let H be an
endoscopic group of G. We suppose that G and H are unramified. The fundamental lemma asserts an
equality between certain linear combinations of integral orbitals over G(F ) and H(F ). We can translate
this assertion in a ‘fundamental lemma for Lie algebras’, that is, a conjectural equality between linear
combinations of integral orbitals over g(F ) and h(F ), where g and h are the Lie algebras of G and
H. Important particular cases of this lemma were recently proved, assuming the characteristic of F

to be positive. We give a precise meaning to the following assertion and we prove it: let F and F ′ be
two local fields with the same residue field Fq and with ‘big’ residual characteristic; suppose that the
fundamental lemma (for Lie algebras) is true over F ; then it is true over F ′. In particular, we can lift the
lemma to 0-characteristic if it is known for positive characteristic. A large part of the article reformulates
well-known constructions (endoscopy, buildings, Moy–Prasad filtrations) so that F appears only via his
residual field Fq .
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11. Endoscopie 502
12. Transfert endoscopique 508
13. Appendice 1 : l’exemple de PGL2 510
14. Appendice 2 : illustration de la proposition 3.4 dans le cas de GL2 517
15. Appendice 3 520
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Introduction

Soient F un corps local non archimédien, G un groupe algébrique défini sur F réductif
et connexe, (H, η̂, s) un triplet endoscopique de G (cf. [K1, § 7.4]). On suppose la car-
actéristique résiduelle p de F grande relativement au rang de G. Notons g l’algèbre de Lie
de G, g = g(F ) et C∞

c (g) l’espace des fonctions de g dans C, localement constantes et à
support compact. On utilise des notations similaires pour tout autre groupe défini sur F .
Si f ∈ C∞

c (g) et X est un élément semi-simple régulier de g, on définit l’intégrale orbitale
JG(X, f). Si Y est une classe de conjugaison stable dans h, assez régulière, on définit
l’intégrale orbitale endoscopique JG,H(Y, f), qui est une combinaison linéaire d’intégrales
JG(X, f). Si fH ∈ C∞

c (h), on définit de même l’intégrale orbitale stable JH,st(Y, fH). On
dit que fH est un transfert de f si JG,H(Y, f) = JH,st(Y, fH) pour tout Y . Supposons de
plus G et H non ramifiés, c’est-à-dire quasi-déployés sur F et déployés sur l’extension
non ramifiée maximale F nr de F . Il existe dans g des réseaux �� hyperspéciaux ��. Notons
f0 ∈ C∞

c (g) la fonction caractéristique de l’un d’eux. Définissons de même fH,0 ∈ C∞
c (h).

Le �� lemme fondamental pour les algèbres de Lie �� affirme que fH,0 est un transfert de
cf0, pour une constante c > 0 dépendant des mesures choisies. D’importants progrès ont
été faits récemment à propos de ce lemme fondamental, d’abord par Goresky, MacPher-
son et Kottwitz, puis, de façon spectaculaire, par Laumon et Ngo Bao Chau qui ont
démontré ce lemme pour les groupes unitaires [LN]. Les méthodes géométriques utilisées
par ces auteurs supposent (du moins, à l’instant présent) que F est de caractéristique
positive. Cela pose la question (vague) suivante : en admettant le lemme fondamental
(pour les algèbres de Lie) prouvé sur un corps de base de caractéristique positive, peut-on
en déduire le même lemme sur un corps de base de caractéristique nulle? Le but de cet
article est de préciser cette question et d’y répondre positivement. Signalons que d’autres
auteurs ont abordé ces derniers temps des questions de même nature, tels Denef, Loeser,
Cunningham et Hales [CH].

La question s’insère dans un cadre plus général. Commençons par le présenter.
L’hypothèse sera que G et H sont modérément ramifiés, c’est-à-dire quasi-déployés
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sur F et déployés sur l’extension modérément ramifiée maximale Fmod de F . On pose
Gmod = G(Fmod). A tout élément d ∈ H1(Gal(Fmod/F ), Gmod), on associe une forme
intérieure Gd de G sur F . Remarquons que ce groupe H1(Gal(Fmod/F ), Gmod) n’est pas
celui qui classifie les formes intérieures de G : ce dernier est H1(Gal(Fmod/F ), Gmod

ad ),
où Gad est le groupe adjoint. En général, la famille (Gd)d∈H1(Gal(Fmod/F ),Gmod) ne con-
tient pas toutes les formes intérieures de G, et inversement peut contenir plusieurs fois
la même. On considère la variété non connexe :

gD =
⊔

d∈H1(Gal(Fmod/F ),Gmod)

gd.

Il n’est pas difficile de définir la notion d’intégrale orbitale ou d’intégrale orbitale endo-
scopique d’un élément de C∞

c (gD) (on utilisera les notations JGD et JGD,H). Ni de
définir la notion de transfert entre éléments de C∞

c (gD) et éléments de l’epace ana-
logue C∞

c (hDH
). Soit d ∈ H1(Gal(Fmod/F ), Gmod). Fixons un appartement V d dans

l’immeuble de Gd sur F . Pour (v, r) ∈ V d × R, Moy et Prasad ont défini deux réseaux :

gd,v,r+ ⊆ gd,v,r ⊆ gd.

Le quotient gd,v,r/gd,v,r+ est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps résiduel
Fq de F . Toute fonction sur ce quotient s’identifie à une fonction sur gd : on la remonte en
une fonction sur gd,v,r et on l’étend par 0 hors de ce réseau. On peut ensuite l’identifier à
une fonction sur gD, nulle sur gd′ pour d′ �= d. Nous allons étudier les intégrales orbitales
de telles fonctions. Nous montrerons que leur calcul ne fait intervenir le corps F que via
son corps résiduel Fq.

Pour cela, on doit transcrire toutes nos données en termes indépendants de F . On
fixe désormais le corps fini Fq de caractéristique p et on note CLq l’ensemble des
corps locaux de corps résiduel Fq (en admettant qu’un tel ensemble existe, . . . ). On
remarque d’abord que, pour F ∈ CLq, le groupe Gal(Fmod/F ) admet une description
indépendante de F . C’est bien connu pour les groupes Gal(Fmod/F nr) et Gal(F nr/F ), que
l’on identifie respectivement à des groupes I et Θ indépendants de F . Modulo des choix
d’uniformisantes, Gal(Fmod/F ) s’identifie à un produit semi-direct Γ = Θ�I. Au lieu de
se donner G sur F , on fixe la donnée de racines correspondante D = (X∗, Σ, ∆, X∗, Σ̌, ∆̌)
(cf. § 1.4 ; Σ est un système de racines, ∆ en est une base). Elle est munie d’une action de
Γ . On sait bien, qu’inversement, cette donnée étant fixée, on pourra lui associer pour tout
F ∈ CLq un unique groupe G quasi-déployé sur F . Grâce aux travaux de Kottwitz, on
peut attacher à D un groupe fini D de sorte que, pour F ∈ CLq et G comme ci-dessus, il y
ait une bijection canonique D � H1(Gal(Fmod/F ), Gmod). Les réseaux de Moy–Prasad,
ou plus exactement leurs quotients, admettent eux-aussi une description indépendante de
F . En effet, pour d ∈ D, on définit un espace affine V d ⊆ X∗ ⊗Z R. Introduisons l’anneau
Z(p) localisé de Z en p, c’est-à-dire l’anneau des rationnels n/e, où n ∈ Z et e est un entier
supérieur ou égal à 1 et premier à p. Posons V d

(p) = V d ∩ (X∗ ⊗Z Z(p)). Cet ensemble est
dense dans V d. Pour (v, r) ∈ V d

(p) × Z(p), on définit un espace vectoriel ḡd,v,r. Ces objets
vérifient les propriétés suivantes. Pour tout F ∈ CLq, V d s’identifie canoniquement à un
appartement de l’immeuble de Gd sur F . Et ḡd,v,r s’identifie canoniquement au quotient
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gd,v,r/gd,v,r+. Notons S(ḡd,v,r) l’espace de dimension finie des fonctions de ḡd,v,r dans C.
Posons :

S =
⊕
d∈D

⊕
(v,r)∈V d

(p)×Z(p)

S(ḡd,v,r).

D’après ce qui précède, pour tout F ∈ CLq, on peut identifier tout élément de S à une
fonction sur gD. Autrement dit, on dispose d’une application linéaire :

reaF : S → C∞
c (gD).

En fait, l’espace S est inutilement gros car beaucoup de réseaux gd,v,r sont égaux. Dans
l’article, on considère un espace S plus petit, mais peu importe dans cette introduction.

Pour traduire la notion d’intégrale orbitale en termes indépendants de F , on doit
d’abord effectuer la même traduction pour les classes de conjugaison. C’est impossible,
mais on peut tout de même introduire des objets qui les remplacent. Posons t̄ = X∗ ⊗Z F̄q,
où F̄q est la clôture algébrique de Fq. Le groupe Γ agit sur t̄. Pour r ∈ Z(p), on définit un
Γ -module t̄(r), qui n’est autre que t̄, muni d’une certaine action tordue de Γ . On note
Z̃ l’ensemble des familles (Z̄1, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk) telles que :

(i) k ∈ N ;

(ii) r1, . . . , rk ∈ Z(p) et r1 < r2 < · · · < rk ;

(iii) pour tout i = 1, . . . , k, Z̄i ∈ t̄(ri) et Z̄i �= 0.

Pour i = 1, . . . , k, notons Σi l’ensemble des α ∈ Σ tels que α(Z̄j) = 0 pour tout j ∈
{1, . . . , i}. Notons X∗,i l’intersection de X∗ et du sous-espace vectoriel sur Q engendré
par les α̌ pour α ∈ Σi. Posons t̄i = X∗,i ⊗Z F̄q ⊆ t̄, que l’on identifie à un sous-espace
t̄i(ri) ⊆ t̄(ri). On impose encore :

(iv) pour i = 1, . . . , k − 1, Z̄i+1 ∈ t̄i(ri) ;

(v) t̄ � t̄1 � · · · � t̄k = {0}.

Le groupe Γ agit sur Z̃ et le groupe de Weyl W de D aussi. On pose :

Z = (Z̃/W )Γ .

L’exposant Γ a la signification usuelle : il s’agit de l’ensemble des éléments invariants par
Γ . Cet ensemble Z va remplacer celui des classes de conjugaison stable. Précisément, soit
F ∈ CLq, posons tmod = X∗ ⊗Z Fmod, notons tmod

reg le sous-ensemble des éléments réguliers
et ZF = (tmod

reg /W )Γ . On peut identifier ZF à l’ensemble des classes de conjugaison stable
d’éléments semi-simples réguliers dans gD (cf. § 4.1). Il y a alors une application :

ζ : ZF → Z.

Elle se déduit d’une application ζ̃ : tmod
reg → Z̃, que nous allons définir. Notons val la

valuation usuelle de F que l’on prolonge à Fmod. Pour identifier Gal(Fmod/F ) à Γ , on a
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dû fixer une famille d’éléments (�1/e) de Fmod, indexée par les entiers e � 1 premiers à p,
telle que val(�1/e) = 1/e pour tout e. Soit X ∈ tmod

reg . Posons r1 = inf{val(x∗(X)); x∗ ∈
X∗}. Ecrivons r1 = n/e, avec n ∈ Z et e � 1 premier à p, puis X = (�1/e)nY . Alors Y se
réduit naturellement en un élément X̄1 de t̄, que l’on identifie à un élément de t̄(r1) pour
que l’application que l’on construit soit équivariante pour les actions de Γ . Associons
comme ci-dessus à X̄1 un sous-ensemble Σ1 de Σ. De même que l’on a construit t̄1 ⊆ t̄,
on construit tmod

1 ⊆ tmod. Ce sous-espace admet un supplémentaire naturel, l’annulateur
de Σ1. On peut donc projeter X sur un élément X1 de tmod

1 . On recommence le processus
en remplaçant X par X1 : on pose r2 = inf{val(x∗(X1)); x∗ ∈ X∗}, on définit un élément
X̄2 ∈ t̄2(r2), puis X2 ∈ tmod

2 et ainsi de suite. Le procédé s’arrête et on a obtenu :

ζ̃(X) = (X̄1, . . . , X̄k; r1, . . . , rk).

Une classe de conjugaison ordinaire peut se décrire comme une classe de conjugaison
stable plus une donnée cohomologique. On associera à tout élément z ∈ Z un groupe fini
Dz vérifiant la condition suivante. Soient F ∈ CLq, zF ∈ ζ−1(z), notons C(zF ) la classe
de conjugaison stable dans gD paramétrée par zF . Il y a alors une application surjec-
tive δ : C(zF ) → Dz dont les fibres sont les classes de conjugaison ordinaire contenues
dans C(zF ).

On peut maintenant énoncer le théorème principal (cf. § 6.2).

Théorème. Soient z ∈ Z et δ ∈ Dz. Il existe une forme linéaire JD(z, δ, ·) sur S vérifiant
la condition suivante. Soient F ∈ CLq, zF ∈ ZF , X ∈ C(zF ) et ϕ ∈ S. Supposons
ζ(zF ) = z et δ(X) = δ. Alors on a l’égalité :

JGD (X, reaF (ϕ)) = JD(z, δ, ϕ).

Passons aux intégrales orbitales endoscopiques. La notion de triplet endoscopique est
remplacée par celle de donnée endoscopique (DH , η, s). Fixons une telle donnée. Le terme
DH est une donnée de racines similaire à D. On peut lui associer divers objets comme on
en a associés à D. On les affecte d’un indice H. On dispose en particulier de l’ensemble
ZH . Soit F ∈ CLq. De notre donnée endoscopique se déduit un triplet endoscopique
(H, η̂, s) de G. On construit l’ensemble ZH,F paramétrant les classes de conjugaison
stable d’éléments semi-simples réguliers dans hDH

. On définit de façon usuelle le sous-
ensemble ZH,G-reg,F paramétrant les classes G-régulières. On dispose d’une application :

ZH,G-reg,F
ηZ,F−−−→ ZF ,

la correspondance usuelle entre classes de conjugaison stable. Il n’y a pas d’application de
ZH dans Z qui traduise l’application précédente. On doit introduire un autre ensemble
Y que nous ne décrirons pas dans cette introduction, et deux applications :

Y
ε

����
��

��
�� ηY

���
��

��
��

�

ZH Z
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Pour F ∈ CLq, ces applications se complètent en un diagramme commutatif :

ZH,G-reg,F
ηZ,F ��

τ

������������

ζH

��

ZF

ζ

��

Y
ηY

���
��

��
��

�
ε

������������

ZH Z

La proposition suivante résulte aisément du théorème (cf. § 12.1).

Proposition. Soit y ∈ Y. Il existe une forme linéaire JD,DH (y, ·) sur S vérifiant la
condition suivante. Soient F ∈ CLq, zH,F ∈ ZH,G-reg,F et ϕ ∈ S. Supposons τ(zH,F ) = y.
Alors on a l’égalité :

JGD,H(zH,F , reaF (ϕ)) = JD,DH (y, ϕ).

(Le membre de gauche de cette égalité est l’intégrale orbitale endoscopique associée à
la classe de conjugaison stable paramétrée par zH,F .) On en déduit le corollaire suivant
(cf. § 12.2).

Corollaire. Soient ϕ ∈ S, ϕH ∈ SH , F et F ′ deux éléments de CLq. Supposons que
reaH,F (ϕH) soit un transfert de reaF (ϕ). Alors reaH,F ′(ϕH) est un transfert de reaF ′(ϕ).

En effet, dire que reaH,F (ϕH) est un transfert de reaF (ϕ) signifie que l’on a des égalités
entre intégrales orbitales stables de reaH,F (ϕH) et intégrales orbitales endoscopiques de
reaF (ϕ). Or la proposition (que l’on peut aussi appliquer au cas D = DH) dit que tous
ces termes se calculent par des formules indépendantes de F . Le résultat s’ensuit.

Dans le cas où D et DH sont non ramifiés, c’est-à-dire que le groupe d’inertie I y agit
trivialement, on construit aisément des éléments ϕ0 ∈ S et ϕH,0 ∈ SH tels que, pour tout
F ∈ CLq, le lemme fondamental relatif à G et (H, η̂, s) soit l’assertion : reaH,F (ϕH,0) est
un transfert de reaF (ϕ0). Le corollaire précédent a pour cas particulier le résultat que
l’on avait en vue, à savoir que pour deux éléments F et F ′ de CLq, le lemme fondamental
sur le corps de base F est équivalent au même lemme sur le corps de base F ′.

Le théorème a aussi une conséquence ne concernant pas l’endoscopie, qui précise les
propriétés de constance locale des intégrales orbitales de fonctions reaF (ϕ) pour ϕ ∈ S
(cf. § 6.3).

Corollaire. Soient F ∈ CLq et X, X ′ deux éléments semi-simples réguliers de gD.
Notons zF , respectivement z′

F , l’élément de ZF paramétrant la classe de conjugaison
stable de X, respectivement X ′. Supposons ζ(zF ) = ζ(z′

F ), notons z cet élément de Z.
Supposons aussi que les éléments δ(X) et δ(X ′) de Dz sont égaux. Alors, pour tout
ϕ ∈ S, on a l’égalité :

JGD (X, reaF (ϕ)) = JGD (X ′, reaF (ϕ)).
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Indiquons très brièvement les grandes lignes de la preuve du théorème. Sous ses
hypothèses, on veut montrer que l’intégrale orbitale JGD (X, reaF (ϕ)) ne dépend que
de z, δ et ϕ. On peut fixer d ∈ D et (v, r) ∈ V d

(p) × Z(p) et supposer ϕ ∈ S(ḡd,v,r). On
peut supposer X ∈ gd, ce qui se traduit par une relation simple reliant δ et d. A z est
associé un élément r(z) ∈ Z(p). C’est le terme tel que tout relèvement z̃ de z dans Z̃ soit
de la forme :

z̃ = (Z̄1, . . . , Z̄k; r(z), r2, . . . , rk).

Concrètement, notons TX le centralisateur de X dans Gd et X∗(TX) le groupe des
caractères de TX . Alors :

r(z) = inf{val(x∗(X)); x∗ ∈ X∗(TX)}.

Si r(z) < r, on voit qu’aucun conjugué de X n’appartient au support de reaF (ϕ).
Donc JGD (X, reaF (ϕ)) = 0 et on n’a pas besoin de souligner que 0 est indépendant de
la température.

On peut donc supposer r(z) � r. Ces termes appartiennent à Z(p) mais en fait à
un ensemble beaucoup plus petit, de la forme (1/e)Z. Il est légitime de raisonner par
récurrence sur r(z) − r.

Si r(z) > r, on utilise des résultats de DeBacker. On peut remplacer ϕ par ϕ′ appar-
tenant à une somme finie d’espaces S(ḡd,v′,r′), où r′ > r, de sorte que

JGD (X, reaF (ϕ)) = JGD (X, reaF (ϕ′)).

La construction de l’application ϕ �→ ϕ′ ne dépend pas des données X, F , etc. Puisqu’on
fait ainsi monter le terme r, on fait baisser r(z) − r et on conclut en appliquant
l’hypothèse de récurrence.

Le cas crucial est r(z) = r. Notons ΣX ⊆ X∗(TX) l’ensemble des racines de TX

dans gd. On peut introduire le �� r-centralisateur �� de X. C’est le sous-groupe connexe
G′ ⊆ Gd engendré par TX et les sous-groupes radiciels associés aux racines α ∈ ΣX telles
que val(α(X)) > r. Les résultats de Kim et Murnaghan permettent de construire une
fonction f ′ sur g′ telle que JGd(X, reaF (ϕ)) = JG′

(X, f ′). Cette construction se traduit
de façon abstraite, c’est-à-dire indépendante de F . Plus précisément, on peut construire
une donnée D′ (traduisant G′), des éléments z′ ∈ Z ′ et δ′ ∈ Dz′ (on affecte évidemment
d’un prime les objets relatifs à D′), une fonction ϕ′ ∈ S ′ et, le corps F et la classe zF

étant donnés, une classe z′
F ∈ Z ′ telle que ζ ′(z′

F ) = z′, de sorte que, pour X ′ ∈ C(z′
F )

tel que δ′(X ′) = δ′, on ait l’égalité :

JGD (X, reaF (ϕ)) = JG′
D′ (X ′, rea′

F (ϕ′)).

En première approximation, on est ainsi ramené à une donnée D′ dont le rang semi-
simple est plus petit que celui de D et on conclut en raisonnant par récurrence sur ce
rang semi-simple. En fait, les éléments centraux jouent ici un rôle perturbateur et on doit
raisonner d’une façon un peu plus subtile que l’on ne détaillera pas ici.

Le referee, ayant trouvé la première version de cet article particulièrement obscure,
a suggéré un certain nombre de changements. Je le remercie pous ses suggestions, dont
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j’ai suivi quelques-unes. L’une d’elles était d’essayer d’aller le plus droit possible vers le
théorème principal, en repoussant au-delà de celui-ci les démonstrations, parfois très tech-
niques, des résultats auxiliaires. Cela conduit au plan de l’article suivant. Les sections 1
et 2 sont consacrés à la construction des avatars �� abstraits �� des groupes, appartements
d’immeubles, réseaux de Moy–Prasad etc. La section 3 énonce l’analogue du résultat de
DeBacker évoqué ci-dessus. Au § 4, on construit les objets abstraits traduisant les classes
de conjugaison et de conjugaison stable. Au § 5, on construit les données D′ traduisant
les r-centralisateurs et on énonce leurs propriétés, en particulier l’analogue du résultat
de Kim–Murnaghan dont on a besoin. Le théorème principal est démontré au § 6. Au § 7,
on démontre le résultat énoncé au § 3.4. Dans les sections 8–10, on démontre les résultats
énoncés au § 5.5. Les résultats principaux de ces trois chapitres sont le lemme 8.6 et
la proposition 10.1. La section 11 adapte à notre cadre la théorie de l’endoscopie. Les
résultats concernant le transfert sont démontrés au § 12. L’article est suivi de trois appen-
dices. Dans le premier, on explicite dans le cas du groupe PGL2 les objets peut-être un
peu compliqués que nous introduisons dans le §§ 1 et 2. Dans le second, on donne un
exemple concret illustrant la proposition 3.4 dans le cas du groupe GL2, et explicitant
dans ce cas certaines constructions du § 7. Dans le troisième, on démontre le lemme 1.1
qui n’a guère d’intérêt en soi, mais qui permet de fixer les idées quant aux conditions
imposées à p. Ces appendices sont suivis d’un index des notations.

Pour terminer, essayons de répondre à quelques questions posées par le referee
(pourquoi faire si compliqué?). Pour le lemme fondamental, on pourrait a priori se lim-
iter aux groupes non ramifiés, ce qui simplifierait grandement les preuves des §§ 8–10.
Ce n’est pas possible par notre méthode où on raisonne par récurrence en remplaçant
le groupe par le centralisateur d’un élément semi-simple. Même si on part d’un groupe
déployé, un tel centralisateur n’a pas de raison d’être non ramifié (penser à un sous-tore
ramifié de SL2). On pourrait a priori se limiter à un seul groupe au lieu d’introduire
notre famille de groupes (Gd)d∈H1(Gal(Fmod/F ),Gmod). Mais considérons le cas d’un seul
groupe. Puisqu’on s’intéresse aux intégrales orbitales sur des classes de conjugaison sta-
ble, la récurrence évoquée ci-dessus introduit naturellement la famille des centralisateurs
des éléments d’une classe de conjugaison stable semi-simple. Or, si cette classe n’est
pas régulière, ces centralisateurs ne sont pas tous isomorphes, ils sont seulement formes
intérieures l’un de l’autre. Ainsi, même si on part d’un seul groupe, le raisonnement par
récurrence en introduit immédiatement plusieurs. La situation dans laquelle l’article se
place est adaptée pour �� bien �� se comporter par notre récurrence. On pourrait aussi
essayer de se limiter à des fonctions plus simples que celles de notre espace S. L’exemple
de l’appendice 2 montre bien que, par notre méthode, on ne peut guère espérer sim-
plifier grandement l’espace de fonctions : il est forcément (presque) �� aussi compliqué ��

que l’ensemble des orbites nilpotentes. Enfin, on impose à p des conditions assez fortes
(cf. § § 1.1 et 1.4). Ces conditions sont en fait beaucoup trop fortes. Par exemple, pour
un groupe GLN , il est à peu près clair que la condition p > N suffit à assurer la validité
de nos raisonnements. A l’inverse, notre démonstration ne saurait s’appliquer à tout
p : tous les objets que l’on rencontre doivent être, en un certain sens, �� modérément
ramifiés ��.
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1. Groupes et données de racines

1.1. Nous fixerons dans le paragraphe suivant un nombre premier p. Nous imposerons
à partir de § 1.5 qu’il est �� grand ��. Commençons tout de suite par préciser ce que l’on
entend par là.

Considérons un système de racines Σ dans un espace vectoriel réel V qu’il engendre.
La dimension de V est appelée le rang de Σ. Si Σ est réduit et irréductible, on sait
définir son nombre de Coxeter h(Σ). Si Σ est seulement irréductible, l’ensemble Σred

formé des racines non divisibles est un système de racines réduit et irréductible et on
pose h(Σ) = h(Σred). Si Σ est quelconque, on note h(Σ) le plus grand des h(Σ′) où Σ′

parcourt les composantes irréductibles de Σ. Pour un nombre premier p, on considère la
condition :

(PΣ) p > 3(h(Σ) − 1).

Introduisons l’ensemble de coracines Σ̌ dans l’espace dual de V , notons X̌ le réseau
qu’elles engendrent. On considère les deux conditions :

(P ′
Σ) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A ⊆ Σ, l’indice du réseau Z[A]

dans Q[A] ∩ HomZ(X̌, Z) est premier à p ;

(P ′′
Σ) pour tout sous-ensemble linéairement indépendant A ⊆ Σ et toute famille (cα)α∈A

de nombres rationnels telle que
∑

α∈A cαα ∈ Σ, le rationnel 1 −
∑

α∈A cα est nul
ou de valuation p-adique nulle.

Soit maintenant N ∈ N. On dira que le nombre premier p vérifie (PN ) si :

(i) p � N + 2 ;

(ii) pour tout système de racines Σ de rang � N , PΣ , (P ′
Σ) et (P ′′

Σ) sont vérifiées.

Il est clair que cela n’impose qu’un nombre fini de conditions, qui chacune n’excluent
qu’un nombre fini de nombres premiers. Donc p vérifie (PN ) si p est assez grand. Pour
fixer les idées, on a toutefois le résultat suivant, qui sera démontré dans l’appendice 3,
cf. § 15.

Lemme 1.1. Soient N ∈ N et p un nombre premier. Supposons p � 6N − 1 et p � 271.
Alors p vérifie PN .

1.2. On fixe un nombre premier p et une puissance q de p. On note P l’ensemble des
entiers e � 1 et premiers à p. On note Fq le corps fini à q éléments, on en fixe une
clôture algébrique F̄q. On pose Θ = Ẑ, on note θ1 le générateur topologique canonique
de Θ (θ1 = 1). Le groupe Θ s’identifie au groupe de Galois Gal(F̄q/Fq), θ1 s’identifiant
au Frobenius. Pour tout corps k et tout entier n � 1, on note ζn(k) le groupe des racines
n-ièmes de l’unité dans k. On pose :

I = lim←−
e∈P

ζe(F̄q),
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les applications de transition étant :

ζee′(F̄q) → ζe(F̄q),

z �→ ze′
.

On munit I de l’action de Θ telle que l’action de θ1 soit σ �→ σq. On pose Γ = Θ � I.
On note Z(p) le localisé en p de l’anneau Z. On définit une forme bilinéaire :

I × Z(p) → F̄×
q ,

(σ, r) �→ r(σ),

de la façon suivante. Pour (σ, r) ∈ I × Z(p), écrivons r = n/e, avec n ∈ Z, e ∈ P , notons
σe l’image de σ dans ζe(F̄q). Alors r(σ) = (σe)−n.

Remarque. r(σ) ne dépend que de l’image de (σ, r) dans I × (Z(p)/Z).

On pose Gm,red = Z(p) × F̄×
q , que l’on munit de l’action de Γ ainsi définie : pour

(r, z) ∈ Z(p) × F̄×
q , θ ∈ Θ, σ ∈ I, on pose θ(r, z) = (r, θ(z)), σ(r, z) = (r, zr(σ)−1).

1.3. Soit F un corps local non archimédien dont le corps résiduel a q éléments. Fixons
une clôture séparable F sep de F , notons F nr, respectivement Fmod, la plus grande sous-
extension de F sep non ramifiée, respectivement modérément ramifiée, sur F . Notons fnr

le corps résiduel de F nr, fixons un isomorphisme i : fnr → F̄q. Pour tout entier e ∈ P , la
composée de i et de la réduction identifie ζe(F nr) à ζe(F̄q). et on identifie ainsi ces deux
groupes. On fixe une uniformisante �1 de F puis, pour tout e ∈ P , on fixe �1/e ∈ Fmod

de sorte que l’égalité (�1/ee′)e′
= �1/e soit vérifiée. On a l’égalité :

Fmod =
⋃
e∈P

F nr(�1/e).

On identifie Γ au groupe de Galois de Fmod/F de la façon suivante :

• le groupe Θ agit de façon usuelle sur F nr et fixe �1/e pour tout e ∈ P ;

• soit σ ∈ I ; alors σ fixe tout élément de F nr et, pour e ∈ P , σ(�1/e) = σe�1/e, où
σe est l’image de σ dans ζe(F̄q).

On note val la valuation de F , telle que val(�1) = 1. On la prolonge en une valuation
de Fmod à valeurs dans Z(p) ∪ {∞}. On définit un homomorphisme :

red : Fmod,× → Gm,red

de la façon suivante :

• pour tout e ∈ P , red(�1/e) = (1/e, 1) ;

• pour tout x ∈ Fmod,× tel que val(x) = 0, notons x̄ son image dans fnr ; alors
red(x) = (0, i(x̄)).
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L’homomorphisme red est équivariant pour les actions de Γ .
On a adjoint à F des données F sep, i, (�1/e)e∈P , obtenant ainsi un quadruplet F =

(F, F sep, i, (�1/e)e∈P ). On fixe un ensemble CLq formé de tels quadruplets de sorte que,
pour tout tel quadruplet F , il existe un unique F ′ ∈ CLq tel que F soit isomorphe à F ′ en
un sens évident. Pour alléger les notations, on considérera tout élément de CLq comme
un corps local, que l’on notera simplement F , mais on se rappellera qu’il est muni de
données supplémentaires occultes.

1.4. On considérera des données de racines munies d’une action de Γ . Un tel objet est
un sextuplet :

D = (X∗, Σ, ∆, X∗, Σ̌, ∆̌)

qui est une donnée de racines au sens usuel. C’est-à-dire que X∗ et X∗ sont des Z-modules
libres de rang fini, en dualité, Σ est un système de racines réduit dans X∗, ∆ est une base
de racines simples, Σ̌, respectivement ∆̌, est l’ensemble de coracines dans X∗ associé à
Σ, respectivement ∆. On suppose de plus que Γ agit sur X∗ et X∗ par des actions duales
l’une de l’autre, qui conservent Σ, ∆, Σ̌, ∆̌.

La base ∆ détermine un sous-ensemble de racines positives dans Σ. On note W le
groupe de Weyl du système de racines Σ. On appelle rang de D le rang commun des
Z-modules X∗ et X∗. Notons X∗,sc ⊆ X∗ le réseau engendré par ∆̌ et X∗

sc ⊆ X∗ ⊗Z Q

celui engendré par les poids fondamentaux. De D se déduit une autre donnée de racines
munie d’une action de Γ :

Dsc = (X∗
sc, Σ, ∆, X∗,sc, Σ̌, ∆̌).

On fixe pour presque tout l’article une donnée de racines D munie d’une action de Γ .
On suppose :

p vérifie la condition (Prang(D)).

1.5. Soit k un corps commutatif de caractéristique 0 ou p. Fixons-en une clôture
séparable ksep et supposons donné un homomorphisme du groupe de Galois Gal(ksep/k)
dans Γ . Ce groupe de Galois agit donc sur D. Il existe un groupe réductif connexe G,
muni d’un sous-groupe de Borel B et d’un sous-tore maximal T de B, tous trois définis
sur k et vérifiant la condition suivante. Notons X∗(T ), respectivement X∗(T ), le groupe
des caractères, respectivement sous-groupes à un paramètre, de T et g l’algèbre de Lie
de G. Alors il existe un couple d’isomorphismes en dualité X∗ → X∗(T ), X∗ → X∗(T ),
notons-les tous les deux j, qui identifient Σ à l’ensemble des racines de T dans g, Σ̌ à
l’ensemble de coracines associé, ∆ au sous-ensemble de racines simples déterminé par B,
et qui sont équivariants pour les actions de Gal(ksep/k). Le quadruplet (G,B,T , j) est
unique à isomorphisme près.

Pour simplifier, on note encore G le groupe des points définis sur ksep, c’est-à-dire
�� G = G(ksep) ��. On pose G = G(k). On utilise des notations analogues pour les autres
groupes et algèbres de Lie. On note par une lettre gothique minuscule l’algèbre de Lie
d’un groupe noté par la lettre latine majuscule correspondante.
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Pour tout α ∈ Σ, notons uα le sous-espace radiciel de g associé à α. On fixe un
épinglage (Eα)α∈∆ de g, défini sur k. C’est-à-dire que pour tout α ∈ ∆, Eα est un
élément non nul de uα et, pour tout γ ∈ Gal(ksep/k), on a l’égalité γ(Eα) = Eγ(α).
Rappelons que le quintuplet (G,B,T , j, (Eα)α∈∆) est unique à unique isomorphisme
près. L’algèbre de Lie t s’identifie à X∗ ⊗Z ksep, Σ̌ s’identifie donc à un sous-ensemble de
t. Pour α ∈ ∆, on note E−α l’unique élément de u−α tel que [Eα, E−α] = α̌. Notons N

le normalisateur de T dans G. Le quotient N/T s’identifie à W . On définit une section
ensembliste n : W → N caractérisée par les propriétés (cf. [Sp, 11.2.9])

• pour α ∈ ∆, n(sα) = exp(Eα) exp(−E−α) exp(Eα), où sα est la symétrie associée à
α (l’hypothèse (PΣ) nous permet de définir l’exponentielle d’un élément nilpotent
de g) ;

• pour w1, w2 ∈ W tels que la longueur de w1w2 soit la somme de celles de w1 et w2,
n(w1w2) = n(w1)n(w2).

Plus généralement, pour tous w1, w2 ∈ W , on a l’égalité :

n(w1)n(w2) = ν(w1, w2)n(w1w2), (1)

où :
ν(w1, w2) =

∏
α>0, w−1

1 (α)<0, w−1
2 w−1

1 (α)>0

α̌(−1)

(cf. [LS, Lemme 2.1.A]).
On sait que l’on peut prolonger la famille (Eα)α∈±∆ en une famille (Eα)α∈Σ vérifiant

les conditions suivantes :

• pour tout α ∈ Σ, Eα est un élément non nul de uα ;

• pour tous α ∈ Σ, γ ∈ Gal(ksep/k), il existe ε ∈ {±1} tel que γ(Eα) = εEγ(α) ;

• pour tous α ∈ Σ, w ∈ W , il existe ε ∈ {±1} tel que Ad(n(w))(Eα) = εEw(α).

La famille est unique aux signes près (cf. [Sp, Théorème 11.3.6]), c’est-à-dire que l’on
peut remplacer une partie des Eα par leurs opposés.

On note Gsc le revêtement simplement connexe du groupe dérivé de G. C’est le groupe
associé à la donnée de racines Dsc. On note ι : Gsc → G l’homomorphisme naturel ou,
plus généralement, tout homomorphisme qui s’en déduit fonctoriellement, par exemple
ι : gsc → g. Ce dernier identifie gsc à l’algèbre dérivée de g.

Suivant le mauvais usage, on note Bsc, Tsc, etc., les images réciproques de B, T , etc.,
dans Gsc. On définit comme précédemment une section nsc : W → Nsc. On a l’égalité
n = ι ◦ nsc.

1.6. Appliquons la construction du paragraphe précédent à k = Fq et à l’homomor-
phisme Gal(F̄q/Fq) = Θ ↪→ Γ . On obtient un groupe sur Fq que l’on note Ḡ. On affecte
d’une barre tous les objets associés : B̄, T̄ , etc. On fixe un épinglage sur Fq, que l’on

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041


Endoscopie et changement de caractéristique 435

prolonge en une famille (Ēα)α∈Σ . Jusque-là, nous n’avons utilisé que l’action de Θ sur
D. Puisque I agit lui-aussi, on en déduit une action de I sur Ḡ. Précisément, soit σ ∈ I.
Cet élément agit sur X∗, donc sur T = X∗ ⊗Z F̄×

q . L’action se prolonge à Ḡ de sorte que,
pour tout α ∈ ∆, σ(Ēα) = Ēσ(α). Plus généralement, pour α ∈ Σ, il existe ε ∈ {±1} tel
que σ(Ēα) = εĒσ(α). Parce que I ne commute pas à Θ, l’action de I sur Ḡ n’est pas en
général définie sur Fq, mais les deux actions de I et Θ se combinent en une action de Γ

sur Ḡ.
Posons T� = X∗ ⊗Z Z(p), Tred = X∗ ⊗Z Gm,red. Le groupe N̄ agit dans X∗ via sa pro-

jection sur W , donc aussi dans T�. On pose :

Nred = T� � N̄

et on note πN : Nred → N̄ la projection de noyau T�. On a les égalités utiles :

Tred = T�T̄ , Nred = T�N̄ = TredN̄ = Tredn(W ).

Des actions de Γ sur X∗ et sur Gm,red se déduit une action sur Tred. L’action de Γ sur Ḡ

se restreint en une action sur N̄ . Les deux actions cöıncident sur T̄ = Tred ∩ N̄ . On en
déduit une action de Γ sur Nred. Remarquons que T� n’est pas stable par cette action
et que πN n’est pas équivariant.

1.7. Posons V = X∗⊗ZR, V(p) = X∗ ⊗Z Z(p) ⊆ V . Remarquons que l’on a déjà introduit
ce dernier ensemble sous le nom de T�. De fait cet ensemble intervient de deux façons
différentes. L’égalité T� = V(p) permet toutefois de poser la définition ci-dessous d’une
action de Nred dans V . On la note (n, v) �→ nR(v) et elle est caractérisée ainsi :

• pour t ∈ T� et v ∈ V , tR(v) = v − t ;

• le groupe N̄ agit via l’action de son quotient W sur X∗.

De l’action de Γ sur X∗ se déduit une action sur V qui conserve V(p). L’action de Nred

dans V est compatible aux actions de Γ .
On peut effectuer les mêmes constructions pour le groupe Ḡsc et définir Nred,sc et Vsc.

On a une décomposition :
V = Vcent ⊕ Vsc,

où Vcent = {v ∈ V ; ∀α ∈ Σ; α(v) = 0}. On identifie tout automorphisme affine de Vsc

à l’automorphisme de V somme de cet automorphisme de Vsc et de l’identité de Vcent.
Ainsi, pour n ∈ Nred,sc, l’automorphisme affine nR de Vsc s’identifie à l’automorphisme
affine ι(n)R de V .

Soit e ∈ P . On note I(e) l’unique sous-groupe de I d’indice e. On note Σe l’ensemble
des orbites de I(e) dans Σ et V I(e), N

I(e)
red , etc., les sous-ensembles de points fixes

par I(e) dans V , Nred, etc. L’action de N
I(e)
red conserve V I(e). On note W̃ e le groupe

d’automorphisme affines de V I(e) image de cette action. On définit W̃ e
sc de façon simi-

laire. Comme ci-dessus, un élément de ce groupe est a priori un automorphisme de V
I(e)
sc ,
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mais s’étend en un automorphisme de V I(e). Pour toute fonction affine sur V I(e) de la
forme α + r où α ∈ Σe et r ∈ R, posons :

Hα+r = {v ∈ V I(e); α(v) + r = 0}.

On note Σe
aff le sous-ensemble de ces fonctions α + r telles qu’il existe un élément de

W̃ e
sc dont l’ensemble des points fixes soit Hα+r. Les hyperplans Hα+r, pour α+ r ∈ Σe

aff ,
définissent une décomposition de V I(e) en facettes. On note Ce la chambre qui contient ερ̌

pour ε > 0 assez petit, où ρ̌ est la demi-somme des coracines positives. Cette chambre est
conservée par Γ . L’action de W̃ e sur V I(e) conserve Σe

aff et la décomposition en facettes.
On note Ñ e le sous-groupe de W̃ e qui conserve Ce et N e

red son image réciproque dans
N

I(e)
red .
Dans le cas e = 1, on remplace les exposants e par nr : W̃ nr, Cnr, etc.

1.8. Soit F ∈ CLq. Appliquons la construction du § 1.5 à k = F et à l’homomorphisme
Gal(F sep/F ) → Gal(Fmod/F ) → Γ défini au § 1.3. On construit un groupe G défini sur
F , muni de sous-groupes B et T . On fixe un épinglage défini sur F , que l’on prolonge
en une famille (Eα)α∈Σ . Pour le groupe G, ainsi que pour les autres groupes définis sur
F , on utilise les notations suivantes. On a déjà dit que l’on identifiait G à G(F sep). On
pose Gmod = G(Fmod), Gnr = G(F nr), G = G(F ).

Pour toute extension K, avec F ⊆ K ⊆ Fmod, posons :

T (K)1 = {t ∈ T (K); ∀x∗ ∈ X∗, val(x∗(t) − 1) > 0}.

Lemme 1.8. Soit Γ ′ un sous-groupe fermé de Γ . Pour tout entier i > 0, on a l’égalité
Hi(Γ ′, Tmod

1 ) = {0}.

Ce lemme est facile. On va le démontrer en détail car on utilisera beaucoup de lemmes
similaires sans en donner de démonstration.

Démonstration. Soit i > 0. Le groupe Hi(Γ ′, Tmod
1 ) est défini comme limite induc-

tive des Hi(Γ ′/Γ ′′, Tmod,Γ ′′

1 ), où Γ ′′ parcourt les sous-groupes distingués ouverts de
Γ ′. L’ensemble des intersections Γ0 ∩ Γ ′, où Γ0 est un sous-groupe distingué ouvert
de Γ , est un sous-ensemble cofinal de l’ensemble des Γ ′′ précédents. On peut fixer
un tel sous-groupe Γ0, assez petit pour agir trivialement sur D. On doit montrer que
Hi(Γ ′/(Γ0 ∩ Γ ′), Tmod,Γ0∩Γ ′

1 ) = {0}. Notons F0, respectivement F ′
0, le sous-corps des

points fixes de Γ0, respectivement Γ0 ∩ Γ ′, dans Fmod. Le groupe Tmod,Γ0∩Γ ′

1 est limite
inductive des T (K)1 quand K parcourt les extensions finies de F , stables par Γ ′ et telles
que F0 ⊆ K ⊆ F ′

0. On peut fixer une telle extension K et remplacer Tmod,Γ0∩Γ ′

1 par
T (K)1. Notons L le sous-corps des points fixes de Γ ′ dans K. Alors K est une extension
galoisienne finie de L et Γ ′/(Γ0 ∩ Γ ′) s’identifie au groupe de Galois de cette exten-
sion. Cela nous ramène à prouver que Hi(Gal(K/L); T (K)1) = {0}. Notons e l’indice de
ramification de K/F . Le groupe T (K)1 est filtré par les sous-groupes :

T (K)n =
{

t ∈ T (K); ∀x∗ ∈ X∗, val(x∗(t) − 1) � n

e

}
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pour n entier, n � 1. Il est complet pour cette filtration. Il suffit de fixer n et de prou-
ver que Hi(Gal(K/L); An) = {0}, où An = T (K)n/T (K)n+1. Notons J le sous-groupe
d’inertie de Gal(K/L), Ξ = Gal(K/L)/J et k le corps résiduel de K. D’après [Se, Propo-
sition 5, p. 126], il suffit de prouver que Hi(J, An) = {0} = Hi(Ξ, AJ

n). Or An est un
espace vectoriel sur k, donc d’ordre une puissance de p. L’ordre de J est premier à p,
donc Hi(J, An) = {0}. Le groupe AJ

n est encore un espace vectoriel sur k. L’action de Ξ

est telle que pour a ∈ AJ
n, z ∈ k et ξ ∈ Ξ, on ait ξ(za) = ξ(z)ξ(a). Un tel espace est

nécessairement de la forme (AJ
n)Ξ ⊗
 k, où � = kΞ . La nullité de Hi(Ξ, AJ) résulte alors

de celle de Hi(Ξ, k), qui est bien connue. �

De l’homomorphisme red : Fmod,× → Gm,red se déduit un homomorphisme :

Tmod = X∗ ⊗Z Fmod,× → Tred = X∗ ⊗Z Gm,red.

La formule (1) de § 1.5 permet de le prolonger en un homomorphisme Nmod → Nred

qui, pour tout w ∈ W , envoie n(w) sur n̄(w). On note encore red ces différents
homomorphismes. Ils sont équivariants pour les actions de Γ . Leur noyau commun est
Tmod

1 . Le lemme entrâıne que, pour tout sous-groupe fermé Γ ′ de Γ , l’homomorphisme
Nmod,Γ ′ → NΓ ′

red est surjectif.
Soit e ∈ P . On note F e le sous-corps des points fixes par I(e) dans Fmod. Bruhat et

Tits ont construit l’immeuble de G vu comme groupe défini sur F e [T, 2.1]. On le note
Imm(G, F e). Le groupe G(F e) agit sur cet immeuble. Notons Oe l’anneau des entiers de
F e. Pour tout v ∈ Imm(G, F e), il existe un unique schéma en groupes Ge

v sur Oe, lisse,
de fibre générique G, tel que Ge

v(Oe) soit le sous-groupe des éléments de G(F e) qui fixent
v [T, 3.4.1]. Pour simplifier les notations, on identifie Ge

v à son groupe de points Ge
v(Oe).

Nous décrirons ce groupe plus en détail aux §§ 2.1 et 2.3. Notons T e le plus grand sous-
tore de T déployé sur F e. On a X∗(T e) = X

I(e)
∗ . C’est un sous-tore déployé maximal

de G vu comme groupe sur F e. Son centralisateur dans G est T , son normalisateur est
N . Il lui est associé un appartement dans Imm(G, F e), sur lequel N(F e) agit [T, 1.2].
En comparant les définitions, on voit que l’on peut identifier cet appartement à V I(e) de
sorte que l’action de n ∈ N(F e) soit red(n)R. On peut alors décrire Imm(G, F e) comme
le quotient de G(F e) × V I(e) par la relation d’équivalence suivante : (g, v) est équivalent
à (g′, v′) si et seulement s’il existe n ∈ N(F e) et k ∈ Ge

v tels que v′ = red(n)R(v) et
g′ = gkn−1. Au tore T e sont associés un ensemble de racines affines et un groupe de
Weyl affine étendu. Ils ne sont autres que Σe

aff et W̃ e. Dans le cas où G est semi-simple
et simplement connexe, on sait que le groupe de Weyl affine étendu n’est autre que le
groupe associé au système de racines affines et qu’il agit de façon simplement transitive
sur l’ensemble des chambres. Autrement dit, W̃ e

sc est le groupe de Weyl associé à Σe
aff et

W̃ e est le produit semi-direct W̃ e
sc � Ñ e.

Soient e, e′ ∈ P , e divisant e′. Alors Imm(G, F e′
) est muni d’une action de I(e), en

fait de I(e)/I(e′), qui se déduit de l’action de ce groupe sur G(F e′
) × V I(e′). Parce que

F e′
/F e est modérément ramifiée, l’ensemble Imm(G, F e) s’identifie à celui des points

fixes Imm(G, F e′
)I(e) [T, 2.6.1]. De même, pour v ∈ Imm(G, F e), Ge

v n’est autre que
G

e′,I(e)
v .
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1.9. Conservons la situation précédente. Kottwitz a décrit l’ensemble de cohomolo-
gie H1(Gal(F sep/F ),G) à l’aide de la donnée de racines D, autrement dit en termes
�� indépendants de F ��. Les éléments de cet ensemble de cohomologie sont des classes de
cocycles. Pour nos constructions, nous utiliserons des cocycles et non pas seulement des
classes de cocycles. Nous avons donc besoin d’un résultat un peu plus précis permettant
de contrôler ces cocycles eux-mêmes en termes indépendants de F . Ce résultat s’obtient
en reconsidérant la construction de Kottwitz, comme nous allons le faire. Les articles de
Kottwitz sur ce sujet supposent la caractéristique de F nulle, mais cette hypothèse n’est
pas nécessaire pour ce que nous en utilisons.

Appliquant la construction du paragraphe précédent au cas G = T , on dispose, pour
tout e ∈ P et tout v ∈ V I(e), d’un schéma en groupes T e

v sur Oe. Il est en fait indépendant
de v. On note T e

c sa composante neutre. Dans le cas e = 1, on remplace l’exposant e

par nr.
Soit e ∈ P . Supposons que I(e) agisse trivialement sur D. Alors G est déployé sur F e.

On a l’égalité :
T e

c = X∗ ⊗Z Oe,× ⊆ X∗ ⊗Z F e,× = T (F e).

De la valuation val : F e,× → (1/e)Z se déduit un homomorphisme we
T : T (F e) →

(1/e)X∗. La suite suivante est exacte :

1 → T e
c → T (F e)

we
T−−→ 1

e
X∗ → 0.

La norme T (F e) → T nr est surjective. L’image de T e
c est T nr

c . Notons X∗,I le groupe
des coinvariants de X∗ pour l’action de I. La suite exacte ci-dessus se complète en un
diagramme à carrés commutatifs et dont les deux suites horizontales sont exactes :

1 �� T e
c

��

��

T (F e)
we

T ��

��

(1/e)X∗ ��

��

0

1 �� T nr
c

�� T nr wT �� X∗,I �� 0

Les deux premières applications verticales sont les normes. La dernière est la composée
de la multiplication par e et de la surjection naturelle X∗ → X∗,I .

On a évidemment T (F e)1 ⊆ T e
c , T nr

1 ⊆ T nr
c et la norme se restreint en une surjection

T (F e)1 → T nr
1 . Par l’homomorphisme red, les résultats se transposent de la façon suiv-

ante. Notons T̄c la composante neutre de T̄ I . Le diagramme ci-dessous jouit des mêmes
propriétés que le précédent :

1 �� T̄ ��

��

T
I(e)
red

we
T ��

��

(1/e)X∗ ��

��

0

1 �� T̄c
�� T I

red
wT �� X∗,I �� 0
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Tout élément de N I
red s’écrit de façon unique tn̄(w), avec t ∈ T I

red, w ∈ W I . En envoyant
un tel élément sur (wT (t), w), on définit un homomorphisme N I

red → X∗,I � W I et de la
suite exacte ci-dessus se déduit la suivante :

1 → T̄c → N I
red → X∗,I � W I → 1. (1)

Considérons la surjection X∗,I → (X∗/X∗,sc)I . Elle est équivariante pour les actions
naturelles de W I . Mais W agit trivialement sur X∗/X∗,sc : pour tous w ∈ W , x∗ ∈ X∗,
on a w(x∗) − x∗ ∈ X∗,sc. La surjection se prolonge en un homomorphisme surjectif
X∗,I � W I → (X∗/X∗,sc)I , dont on déduit un homomorphisme surjectif :

N I
red → (X∗/X∗,sc)I . (2)

On a défini le sous-groupe N nr
red ⊆ N I

red. Il contient T̄ I donc aussi T̄c.

Lemme 1.9.1. La suite :

1 → T̄c → N nr
red → (X∗/X∗,sc)I → 0

est exacte.

Démonstration. La suite exacte (1) se complète en un diagramme :

0

(X∗/X∗,sc)I

��

1 �� T̄c
�� N I

red
�� X∗,I � W I ��

��

1

1 �� T̄c,sc ��

ι

��

N I
red,sc

��

ι

��

X∗,sc,I � W I ��

��

1

Ses carrés sont commutatifs. Les trois suites sont exactes. Considérons l’homomorphisme
(2). On dispose de trois informations :

• il est surjectif ;

• ι(N I
red,sc) est inclus dans son noyau (cela résulte du diagramme ci-dessus) ;

• on a l’égalité N I
red = N nr

redι(N I
red,sc) (cela résulte de l’égalité W̃ nr = Ñ nrW̃ nr

sc ).

Alors (2) restreint à N nr
red reste surjectif.

Le diagramme montre que le noyau de (2) est T̄cι(N I
red,sc). Le noyau de la restriction

de (2) à N nr
red est donc T̄c(ι(N I

red,sc) ∩ N nr
red). Il résulte des définitions que

ι(N I
red,sc) ∩ N nr

red = ι(N nr
red,sc).
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Pour achever la preuve du lemme, il suffit de démontrer :

N nr
red,sc = T̄c,sc. (3)

Soit n ∈ N nr
red,sc. L’action nR appartient à W̃ nr

sc et fixe Cnr, c’est donc l’action triviale.
Notons (x, w) l’image de n dans X∗,sc,I � W I , et y l’image de x par l’homomorphisme
naturel :

X∗,sc,I → XI
∗,sc ⊗Z Z(p) ⊆ V I

(p). (4)

On vérifie que, pour tout v ∈ V I
(p), on a l’égalité nR(v) = w(v) − y. Puisque nR = 1, cela

entrâıne w = 1 et y = 0. Mais l’homomorphisme (4) est injectif : I permute les éléments
de la base ∆̌ de X∗,sc, donc X∗,sc est somme de I-modules induits et X∗,sc,I est sans
torsion. Alors x = 0 et l’image de n dans X∗,sc,I � W I est nulle. Donc n ∈ T̄c,sc, ce qui
démontre (3). �

On a l’égalité :
H1(Θ, (X∗/X∗,sc)I) = (X∗/X∗,sc)Γ,tors,

où l’on note ainsi le sous-groupe de torsion de (X∗/X∗,sc)Γ . A un cocycle δ, on associe
l’image de δ(θ1) dans (X∗/X∗,sc)Γ . De l’application (2) restreinte à N nr

red se déduit une
application :

H1(Θ,N nr
red) → (X∗/X∗,sc)Γ,tors.

Lemme 1.9.2. Cette application est bijective.

Démonstration. Soit δ ∈ (X∗/X∗,sc)Γ,tors, que l’on remonte en un cocycle de Θ à
valeurs dans (X∗/X∗,sc)I , puis en une application de Θ dans N nr

red. Définissons une action
tordue de Θ sur T̄c par (θ, t) �→ Ad(δ(θ))θ(t). Grâce au lemme précédent, le calcul
habituel montre que l’obstruction à relever δ en un élément de H1(Θ,N nr

red) vit dans le
groupe H2(Θ, T̄c), où Θ agit par cette action tordue. Mais ce groupe de cohomologie est
nul car T̄c est de torsion [Se, Proposition 2, p. 197]. L’application de l’énoncé est donc
surjective. De même, son injectivité résulte de la nullité d’un groupe H1(Θ, T̄c). Celle-ci
résulte du théorème de Lang : T̄c est connexe. �

On fixe un ensemble D de cocycles de Θ à valeurs dans N nr
red tel que l’application

naturelle D → H1(Θ,N nr
red) soit bijective. On les considérera aussi comme des cocycles

définis sur Γ , triviaux sur I.

1.10. Le corps F ∈ CLq est toujours fixé. Kottwitz a défini un homomorphisme surjectif
(cf. [K3, § 7]) :

Gnr wG−−→ (X∗/X∗,sc)I .

Il possède les propriétés suivantes :

• wG cöıncide sur T nr avec la composée de wT et de l’homomorphisme naturel X∗,I →
(X∗/X∗,sc)I ;

• ι(Gnr
sc ) est inclus dans le noyau de wG.
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Il en résulte que la restriction de wG à Nnr est la composée de red et de l’homomor-
phisme § 1.9 (2). D’autre part, on a les égalités :

H1(Gal(F sep/F ),G) = H1(Γ, Gmod) = H1(Θ, Gnr).

Enfin, wG définit un isomorphisme :

H1(Θ, Gnr) ∼−→ H1(Θ, (X∗/X∗,sc)I) = (X∗/X∗,sc)Γ,tors.

Notons N nr l’image réciproque de N nr
red par l’homomorphisme red. Celui-ci définit une

application H1(Θ,N nr) → H1(Θ,N nr
red), qui est bijective : cela résulte de la nullité de

groupes Hi(Θ, T nr
1 ) ; ces nullités se prouvent comme au § 1.8. Plus précisément, tout

cocycle de Θ dans N nr
red se relève en un cocycle à valeurs dans N nr. Pour tout d ∈ D, on

fixe un tel relèvement que l’on note dF . Grâce au lemme 1.9.2, de l’inclusion N nr ⊆ Gnr

se déduit une bijection :
H1(Θ,N nr) ∼−→ H1(Θ, Gnr).

Alors l’ensemble {dF ; d ∈ D} est un ensemble de cocycles représentant l’ensemble
H1(Θ, Gnr).

Tout élément d ∈ D définit une nouvelle structure de G sur F . Précisément, on définit
Gd sur F muni d’un isomorphisme ξd : Gd → G défini sur F nr et vérifiant ξd ◦ θ =
Ad(dF (θ)) ◦ θ ◦ ξd pour tout θ ∈ Θ. On peut aussi dire que ξd ◦ γ = Ad(dF (γ)) ◦ γ ◦ ξd

pour tout γ ∈ Γ . On note Td l’image réciproque de T par ξd. Il est stable par l’action de
Γ . Notons Td,F le plus grand sous-tore déployé sur F de Td.

Lemme 1.10. Le tore Td,F est un sous-tore déployé maximal de Gd.

Démonstration. On sait qu’il existe deux sous-tores T1 ⊆ T2 de Gd, définis sur F ,
tels que T1 soit déployé sur F , maximal et T2 soit déployé sur F nr, maximal. Fixons-
les. Soit T3 le plus grand sous-tore de T déployé sur F nr. Les tores ξd(T2) et T3 sont
tous deux des sous-tores de G déployés sur F nr, maximaux. Il existe donc g ∈ Gnr tel
que Ad(g) ◦ ξd(T2) = T3. Fixons un tel g. Pour θ ∈ Θ, posons d′

F (θ) = gdF (θ)θ(g)−1.
Posons ξd′ = Ad(g) ◦ ξd. On a ξd′ ◦ θ = Ad(d′

F (θ)) ◦ θ ◦ ξd′ . Puisque T2 et T3 sont définis
sur F , cette relation entrâıne que d′

F (θ) normalise T3. Le centralisateur de T3 est T .
Donc d′

F (θ) normalise T , i.e. d′
F (θ) ∈ Nnr. Notons Xd′

∗ le Z-module des x∗ ∈ XI
∗ tels que

d′
F (θ)θ(x∗) = x∗ pour tout θ ∈ Θ. Dans cette relation, d′

F (θ) agit par l’action naturelle de
N dans X∗. On a Xd′

∗ = ξd′(X∗(T1)). Pour n ∈ Nnr, posons pour simplifier nR = red(n)R.
Notons V d′

le sous-ensemble des v ∈ V I tels que d′
F (θ)Rθ(v) = v pour tout θ ∈ Θ, ou

encore des v ∈ V tels que d′
F (γ)Rγ(v) = v pour tout γ ∈ Γ . C’est un sous-espace affine de

V de partie vectorielle Xd′

∗ ⊗Z R. Donc dimR(V d′
) = dimF (T1). On définit de même V d

et on a dimR(V d) = dimF (Td,F ). On a défini une décomposition de V I en facettes. Parmi
les facettes qui coupent V d′

, choisissons-en une de dimension maximale. Notons-la φ. On
peut choisir n′ ∈ Nnr tel que n′

R
(φ) soit incluse dans l’adhérence C̄nr de la chambre Cnr.

Quitte à remplacer d′
F par θ �→ n′d′

F (θ)θ(n′)−1 et ξd′ par Ad(n′) ◦ ξd′ , on est ramené au
cas où φ ⊆ C̄nr. Puisque φ ∩ V d′ �= ∅, d′

F (θ1)Rθ1 conserve la facette φ. Les chambres Cnr

et d′
F (θ1)Rθ1(Cnr) possèdent toutes deux φ dans leur adhérence. Il est connu que cela
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entrâıne l’existence de n ∈ Nnr
sc tel que nR(φ) = φ et nRd′(θ1)Rθ1(Cnr) = Cnr. Puisque

Cnr est stable par θ1, elle l’est aussi par nRd′
F (θ1)R. Alors ι(n)d′

F (θ1) ∈ N nr. Rappelons
que l’on a le diagramme commutatif :

N nr ��

		��
��

��
��

� (X∗/X∗,sc)I
�� (X∗/X∗,sc)Γ

Gnr

wG



����������

Puisque ι(Gnr
sc ) est contenu dans le noyau de wG, l’image de ι(n)d′

F (θ1) dans (X∗/X∗,sc)Γ

est la même que celle de d′
F (θ1). C’est aussi celle de dF (θ1) puisque dF et d′

F définissent le
même élément de H1(Θ, Gnr). Il existe donc m ∈ N nr tel que les deux éléments ι(n)d′

F (θ1)
et m−1dF (θ1)θ1(m) aient même image dans (X∗/X∗,sc)I . Grâce au lemme 1.9.1, on a
alors :

nRd′
F (θ1)R = m−1

R
dF (θ1)Rθ1mR. (1)

Rappelons que nR(φ) = φ. Puisque n ∈ Nnr
sc , cela entrâıne que nR fixe φ point par point.

Parce que φ est de dimension maximale parmi les facettes qui coupent V d′
, l’intersection

φ∩V d′
est ouverte dans V d′

[La, Lemme 10.14]. Alors nR fixe point par point un ouvert
non vide de V d′

, donc fixe tout point de V d′
. Donc V d′

est fixé point par point par
nRd′

F (θ1)Rθ1. De l’égalité (1) résulte que mR(V d′
) est fixé point par point par dF (θ1)Rθ1.

Puisque θ1 engendre topologiquement Θ, cela entrâıne l’inclusion mR(V d′
) ⊆ V d. Alors

dimR(V d) � dimR(V d′
), ou encore dimF (Td,F ) � dimF (T1). Puisque T1 a été choisi

déployé maximal, Td,F l’est aussi. �

Munissons V de l’action de Γ pour laquelle tout élément γ ∈ Γ agit par :

v �→ d(γ)Rγ(v).

Notons V (d) l’espace V muni de cette action. Soit e ∈ P tel que I(e) agisse trivialement
sur D. De même que l’on a construit l’immeuble Imm(G, F e) comme quotient de G(F e)×
V , on construit l’immeuble Imm(Gd, F

e) comme quotient de Gd(F e) × V (d) (ces deux
immeubles sont d’ailleurs isomorphes). L’action naturelle de Γ sur ce produit passe au
quotient en une action sur l’immeuble. Grâce au lemme précédent, on peut identifier
l’immeuble Imm(Gd, F ) de Gd sur F au sous-ensemble des points fixes de cette action
de Γ dans Imm(Gd, F

e). L’appartement associé à Td,F est l’ensemble V d des points fixes
de Γ dans V (d).

2. Groupes parahoriques, filtrations de Moy–Prasad

2.1. Soit e ∈ P tel que I(e) agisse trivialement sur D. Soit F ∈ CLq. On a associé
au point v = 0 ∈ V I(e) un schéma en groupes Ge

0 sur Oe. Notons G̃e
0 sa fibre spéciale,

π : Ge
0 → G̃e

0 la réduction naturelle et notons de même la dérivée ge
0 → g̃

e
0. On sait que G̃e

0
est réductif connexe sur F̄q parce que le point 0 est hyperspécial [T, 3.8.1], et les images
par π de Ge

0 ∩B(F e), respectivement Ge
0 ∩T (F e), sont les groupes de points sur F̄q d’un

sous-groupe de Borel, respectivement d’un sous-tore maximal T̃ , de G̃e
0. Soit x∗ ∈ X∗.
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Cet élément définit un homomorphisme de F e× dans T (F e). Par restriction, on obtient
un homomorphisme de Oe,× dans Ge

0 ∩ T (F e), qui se réduit en un homomorphisme
x̃∗ de F̄×

q dans T̃ . L’application x∗ �→ x̃∗ identifie X∗ à X∗(T̃ ). On sait que, par cet
isomorphisme, Σ s’identifie au système de racines de T̃ dans g̃

e
0 [T, 3.5.1]. Introduisons

le Oe-module t(Oe) = X∗ ⊗Z Oe ⊆ X∗ ⊗Z F e = t(F e). Alors ge
0 est somme directe de

t(Oe) et des Oe-modules engendrés par les Eα, pour α ∈ Σ. La famille (π(Eα))α∈∆ est
un épinglage de g̃

e
0. On peut alors identifier le groupe G̃e

0 au groupe Ḡ du § 1.6 de sorte
que :

• T̃ s’identifie à T̄ , l’identification étant compatible aux isomorphismes déjà intro-
duits X∗(T̃ ) � X∗ � X∗(T̄ ) ;

• pour tout α ∈ ∆, π(Eα) s’identifie à Ēα.

On identifie désormais les deux groupes. Alors π devient un homomorphisme de Ge
0

dans Ḡ. Il résulte des constructions que :

(1) N(F e)∩Ge
0 est l’image réciproque de N̄ par l’application �� red �� et π cöıncide avec

�� red �� sur cette intersection.

La famille (π(Eα))α∈Σ prolonge l’épinglage (Ēα)α∈∆. On voit qu’elle vérifie les con-
ditions imposées au § 1.5. Comme on l’a dit, ces conditions déterminent la famille à des
signes près. Pour tout α ∈ Σ, il existe donc εα ∈ {±1} tel que π(Eα) = εαĒα. On a
nécessairement εα = 1 pour α ∈ ±∆. Quitte à modifier notre famille de départ (Eα)α∈Σ

en la multipliant par les mêmes signes, on suppose désormais que π(Eα) = Ēα pour tout
α ∈ Σ.

2.2. On va introduire dans ce paragraphe quelques définitions abstraites dont la justifi-
cation apparâıtra dans les deux énoncés du paragraphe suivant. On a défini au § 1.2 une
forme bilinéaire I × Z(p) → F̄×

q , au § 1.7 l’ensemble V(p) et au § 1.9 le tore T̄c. Puisque

V I
(p) = XI

∗ ⊗Z Z(p) et T̄c = XI
∗ ⊗Z F̄×

q ,

de la forme bilinéaire ci-dessus s’en déduit une autre :

I × V I
(p) → T̄c,

(σ, v) �→ v(σ).

On peut aussi la définir de la façon suivante. Pour v ∈ V(p), il existe un unique élément
tv ∈ T� tel que tv,R(0) = v (quand on identifie T� = X∗ ⊗Z Z(p) = V(p), on a tv = −v).
On a défini une action de Γ sur Tred = T�T̄ . Pour (σ, v) ∈ I × V I

(p), on a l’égalité
v(σ) = σ(tv)t−1

v .
Soit v ∈ V I

(p). Le groupe I agit sur Ḡ. Pour σ ∈ I, on note ρv(σ) l’automorphisme
Ad(v(σ)) ◦ σ de Ḡ. L’application σ �→ ρv(σ) est un homomorphisme. On note Ḡv le
sous-groupe des éléments de Ḡ fixes par ρv(σ) pour tout σ ∈ I. C’est un groupe réductif
sur F̄q, en général non connexe.
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Soient (v, r) ∈ V I
(p) × Z(p). On pose :

ḡv,r = {X ∈ ḡ; ∀σ ∈ I, ρv(σ)(X) = r(σ)X}.

Cet espace est stable par l’action de Ḡv. Dans le cas où r = 0, c’est l’algèbre de Lie du
groupe Ḡv.

Remarque. ḡv,r ne dépend que de l’image de (v, r) dans V I
(p) × (Z(p)/Z).

2.3. Soient F ∈ CLq et v ∈ V I
(p). Choisissons un entier e ∈ P tel que ev ∈ X∗ et I(e)

agisse trivialement sur D. On dispose des schémas en groupes Gnr
v sur Onr et Ge

v sur Oe.
Notons G̃nr

v et G̃e
v les plus grands quotients réductifs de leurs fibres spéciales. On a déjà

dit que Gnr
v = Ge,I

v . L’action de I sur Ge
v se descend en une action sur G̃e

v et l’égalité
précédente se complète en un diagramme commutatif :

Gnr
v

��

Ge,I
v

��
G̃nr

v G̃e,I
v

(1)

(cf. [Le, § 3.5]).
Rappelons que l’on a défini au § 1.8 un homomorphisme red : Tmod → Tred. On définit

une section de cet homomorphisme au-dessus de T� de la façon suivante : à x∗ ⊗(n/e′) ∈
T�, où x∗ ∈ X∗, e′ ∈ P et n ∈ Z, on associe x∗ ⊗ (�1/e′)n ∈ Tmod. Cette section est
un homomorphisme de groupes, qui n’est pas en général équivariant pour les actions de
Γ . On a noté tv l’élément de T� tel que tv,R(0) = v. On note tF,v ∈ Tmod l’image de tv
par la section ci-dessus. Sa définition et l’hypothèse sur e montrent que tF,v appartient
à T (F e). Le stabilisateur de v dans G(F e) (pour l’action de ce groupe sur l’immeuble)
est évidemment le conjugué par tF,v du stabilisateur du point 0. Autrement dit, on a
l’égalité Ge

v = Ad(tF,v)(Ge
0). On définit un homomorphisme :

πv : Gnr
v → Ḡ

composé de π ◦ Ad(t−1
F,v) et de l’inclusion Gnr

v ⊆ Ge
v.

Lemme 2.3.1. L’homomorphisme πv a pour image Ḡv et se quotiente en un isomor-
phisme de G̃nr

v sur Ḡ.

Démonstration. D’après le diagramme (1) et les propriétés de π, πv se quotiente en
un isomorphisme de G̃nr

v sur le sous-groupe des points fixes dans Ḡ pour une certaine
action σ �→ ρ(σ) de I. Cette action est obtenue par réduction via π ◦Ad(t−1

F,v) de l’action
naturelle dans Ge

v. Autrement dit, pour σ ∈ I, on a :

ρ(σ) ◦ π ◦ Ad(t−1
F,v) = π ◦ Ad(t−1

F,v) ◦ σ.

On calcule :

ρ(σ)◦π = π◦Ad(t−1
F,v)◦σ◦Ad(tF,v) = π◦Ad(t−1

F,vσ(tF,v))◦σ = Ad(v(σ))◦π◦σ = ρv(σ)◦π.

D’où l’égalité ρ(σ) = ρv(σ) puis le lemme. �
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Remarquons la propriété suivante.

(2) Pour tout n ∈ Nmod ∩ Ge
v, on a les égalités π ◦ Ad(t−1

F,v)(n) = t−1
v red(n)tv =

πN ◦ red(n).

La première égalité résulte de la relation (1) du § 2.1. En vertu de cette égalité,
t−1
v red(n)tv appartient à N̄ , donc est égal à sa projection par πN . Cette projection

est égale à πN ◦ red(n) puisque πN (tv) = 1.
Soient e ∈ P et (v, r) ∈ V I(e) × R. Moy et Prasad ont défini un Oe-réseau ge

v,r de g(F e).
Rappelons sa définition. On a noté Σe l’ensemble des orbites de l’action de I(e) dans Σ.
Pour α ∈ Σe, on pose uα =

⊕
β∈α uβ . Le réseau ge

v,r est somme de ses intersections avec
t(F e) et avec les uα(F e) pour α ∈ Σe. On a :

ge
v,r ∩ t(F e) = {X ∈ t(F e); ∀x∗ ∈ X∗, val(x∗(X)) � r},

et, pour α ∈ Σe,

ge
v,r ∩ uα(F e) =

{
X =

∑
β∈α

xβEβ ∈ uα(F e); ∀β ∈ α, val(xβ) � r − α(v)
}

.

L’application r �→ ge
v,r est décroissante. On pose :

ge
v,r+ =

⋃
s>r

ge
v,s.

Pour (v, r) ∈ V I × R, on a les égalités gnr
v,r = ge,I

v,r, gnr
v,r+ = g

e,I
v,r+ [AD, Proposi-

tion 1.4.1].
Supposons que I(e) agisse trivialement sur D. Pour (v, r) = (0, 0), ge

0,0 est égal à
l’algèbre de Lie de Ge

0 déjà introduite au § 2.1. Pour v = 0 et r = n/e, avec n ∈ Z, on a

ge
0,r = �n

1/eg
e
0,0.

Soit maintenant (v, r) ∈ V I
(p) × Z(p). Choisissons e ∈ P tel que ev ∈ X∗, er ∈ Z et

I(e) agisse trivialement sur D. On a l’égalité ge
v,r = Ad(tF,v)(�er

1/eg
e
0,0). Notons encore

π : ge
0,0 → ḡ la dérivée de l’homomorphisme du § 2.1. On définit une application linéaire :

πe
v,r : ge

v,r → ḡ.

C’est la composée de la suite d’applications :

ge
v,r

Ad(t−1
F,v)

−−−−−→ �er
1/eg

e
0,0

×�−er
1/e−−−−−→ ge

0,0
π−→ ḡ.

On définit une application linéaire :

πv,r : gnr
v,r → ḡ

comme la composée de πe
v,r et de l’inclusion gnr

v,r = ge,I
v,r ⊆ ge

v,r.
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Lemme 2.3.2.

(i) L’application πe
v,r se quotiente en un isomorphisme de ge

v,r/ge
v,r+ sur ḡ. Elle

entrelace l’action naturelle de I sur ge
v,r avec l’action de I sur ḡ définie par :

I × ḡ → ḡ,

(σ, X) �→ r(σ)−1ρv(σ)(X).

(ii) L’application πv,r a pour image ḡv,r et se quotiente en un isomorphisme de
gnr

v,r/gnr
v,r+ sur ḡv,r.

Démonstration. La première assertion de (i) est immédiate d’après la description de
l’application π. On voit que πe

v,r entrelace l’action de I sur ge
v,r avec une certaine action

σ �→ ρ(σ) de I sur ḡ. On calcule cette action comme dans le lemme précédent. Cela
conduit à la seconde assertion de (i).

En passant aux invariants par I, on voit que πv,r se restreint en un isomorphisme de
(ge

v,r/ge
v,r+)I sur ḡv,r. Un lemme analogue au lemme 1.8 montre que ge

v,r+ est coho-
mologiquement trivial. On en déduit les égalités :

(ge
v,r/ge

v,r+)I = ge,I
v,r/g

e,I
v,r+ = gnr

v,r/gnr
v,r+. �

2.4. Pour α ∈ Σnr, on pose ūα =
⊕

β∈α ūβ . On étend Σnr en Σ̃nr = Σnr ∪ {0} et on
pose ū0 = t̄. Pour α ∈ Σ̃nr, on note Rα l’ensemble des r ∈ Z(p) tels qu’il existe un élément
non nul X ∈ ūα vérifiant σ(X) = r(σ)X pour tout σ ∈ I. L’ensemble Rα est stable par
translations par Z et son image dans Z(p)/Z est finie. Dans l’espace V I × R, considérons
la collection des hyperplans {(v, r) ∈ V I × R; r − α(v) = rα}, pour α ∈ Σ̃nr et rα ∈ Rα.
Cette collection définit une décomposition de V I × R en facettes. On note Φ l’ensemble
de ces facettes. Chaque facette est stable par translations par V I

cent. Pour tout φ ∈ Φ, le
sous-ensemble φ/V I

cent de (V I/V I
cent) × R est relativement compact. Sa projection sur R

est un intervalle borné dont on note r(φ) la borne supérieure.

Lemme 2.4.1. Soit φ ∈ Φ. Alors :

(i) la projection de φ dans R est un intervalle ouvert ou est réduite à un point ;

(ii) l’intersection φ ∩ (V I
(p) × Z(p)) est dense dans φ ;

(iii) r(φ) ∈ Z(p).

Remarque. D’après (i), r(φ) appartient à la projection de φ dans R si et seulement si
cette projection est réduite à un point.

Démonstration. Par définition de la décomposition en facettes, il existe :

• une décomposition en union disjointe Σ̃nr = Σ̃nr
= � Σ̃nr

�= ;

• pour tout α ∈ Σ̃nr
= , un élément rα ∈ Rα ;

• pour tout α ∈ Σ̃nr
�= , deux éléments consécutifs r−

α < r+
α de Rα ;
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de sorte que φ soit l’ensemble des (v, r) ∈ V I × R vérifiant les conditions (1) et (2)
suivantes.

(1) Pour tout α ∈ Σ̃nr
= , r − α(v) = rα.

(2) Pour tout α ∈ Σ̃nr
�= , r−

α < r − α(v) < r+
α .

Fixons un sous-ensemble A ⊆ Σ̃nr
= ∩ Σnr, linéairement indépendant et maximal.

L’hypothèse (P ′
Σnr) nous permet de fixer un sous-ensemble B ⊆ HomZ(XI

∗ , Z), disjoint
de A, tel que A ∪ B soit linéairement indépendant et tel que :

(3) Z(p)[A ∪ B] = HomZ(XI
∗ , Z(p)).

Pour tout β ∈ Σ̃nr
= , écrivons β =

∑
α∈A cβ,αα avec des cβ,α ∈ Q (si β = 0, cβ,α = 0

pour tout α). L’égalité précédente impose que cβ,α ∈ Z(p). Je dis que la condition (1) est
équivalente à la réunion des deux conditions :

(4) pour tout α ∈ A, r − α(v) = rα ;

(5) pour tout β ∈ Σ̃nr
= , on a l’égalité r(1 −

∑
α∈A cβ,α) = rβ −

∑
α∈A cβ,αrα.

En effet, soient (v, r) vérifiant (4) et β ∈ Σ̃nr
= . On a :

r − β(v) = r −
∑
α∈A

cβ,αα(v) = r −
∑
α∈A

cβ,α(r − rα).

Que ce terme soit égal à rβ est équivalent à l’égalité (5).
Considérons la condition :

(6) il existe β ∈ Σ̃nr
= tel que

∑
α∈A cβ,α �= 1

(elle est vérifiée si 0 ∈ Σ̃nr
= ). Supposons-la vérifiée. Alors la projection de φ dans R est

réduite à un seul point, qui appartient à Z(p). En effet, soient (v, r) ∈ φ et β vérifiant (6).
La condition (5) pour ce β détermine r, qui appartient bien à Z(p) grâce à (P ′′

Σnr). Le
réel r(φ) est nécessairement égal à cet unique point et appartient donc à Z(p). Soit de
nouveau (v, r) ∈ φ. Choisissons v′ ∈ V I tel que α(v) = α(v′) pour α ∈ A, b(v′) ∈ Z(p)

pour b ∈ B et b(v′) − b(v) soit assez petit. La condition (2), étant ouverte, est encore
vérifiée pour (v′, r). Les conditions (4) et (5) sont aussi vérifiées pour (v′, r) puisqu’elles
le sont pour (v, r). Donc (v′, r) ∈ φ. On a imposé que b(v′) ∈ Z(p) pour b ∈ B. On a aussi
α(v′) ∈ Z(p) pour α ∈ A puisque α(v′) = r − rα. Grâce à (3), on en déduit que v′ ∈ V I

(p).
Cela démontre que φ ∩ (V I

(p) × Z(p)) est dense dans φ.
On suppose maintenant que (6) n’est pas vérifiée. La condition (5) devient indépen-

dante de (v, r). Puisque φ n’est pas vide, elle est toujours vérifiée et on peut l’oublier.
Soit (v, r) ∈ φ. Choisissons r′ ∈ Z(p) tel que r′ − r soit assez petit et v′ ∈ V I tel que
α(v′) = r′ − rα pour α ∈ A, b(v′) ∈ Z(p) pour b ∈ B et b(v′) − b(v) soit assez petit. On
montre comme ci-dessus que (v′, r′) ∈ φ∩(V I

(p)×Z(p)). On en déduit que cette intersection
est dense dans φ.

Remarquons que l’on peut ci-dessus prendre r′ > r ou r′ < r. Cela montre que la
projection de φ dans R est un intervalle ouvert et r(φ) n’appartient pas à cet intervalle.
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Par définition de r(φ), il existe v′ ∈ V I tel que (v′, r(φ)) appartienne à l’adhérence
de φ. Fixons un tel v′, soit φ′ la facette à laquelle appartient (v′, r(φ)). En appliquant
à φ′ les résultats ci-dessus, il y a deux possibilités : ou bien la projection de φ′ dans R

est réduite à un seul point, à savoir r(φ), qui appartient à Z(p), ou bien cette projection
est un intervalle ouvert. Pour prouver que r(φ) appartient à Z(p), on va exclure cette
deuxième possibilité. Notons plus précisément Σ̃nr

= (φ), rα(φ), etc., les termes notés ci-
dessus Σ̃nr

= , rα, etc., et introduisons les termes analogues Σ̃nr
= (φ′), rα(φ′), etc., relatifs à

φ′. Il est clair que φ′ est contenue dans l’adhérence de φ, ce qui entrâıne les relations :

• Σ̃nr
= (φ) ⊆ Σ̃nr

= (φ′) et rα(φ) = rα(φ′) pour α ∈ Σ̃nr
= (φ) ;

• Σ̃nr
�= (φ′) ⊆ Σ̃nr

�= (φ) et, pour α ∈ Σ̃nr
�= (φ′), r+

α (φ) = r+
α (φ′), r−

α (φ) = r−
α (φ′) ;

• pour α ∈ Σ̃nr
= (φ′) ∩ Σ̃nr

�= (φ), rα(φ′) = r+
α (φ) ou rα(φ′) = r−

α (φ).

Supposons que la projection de φ′ dans R soit un intervalle ouvert. On peut choisir
(v′

1, r) ∈ φ′ avec r < r(φ). Par définition, si r(φ) − r est assez petit, on peut aussi choisir
v1 ∈ V I tel que (v1, r) ∈ φ. Montrons que :

(7) pour ε > 0 assez petit, (v′ + ε(v1 − v′
1), r(φ)) ∈ φ.

Soit α ∈ Σ̃nr
= (φ). On a r − α(v′

1) = rα(φ′) = rα(φ) = r − α(v1), donc α(v′
1) = α(v1).

Alors
r(φ) − α(v′ + ε(v1 − v′

1)) = r(φ) − α(v′) = rα(φ′) = rα(φ).

Soit α ∈ Σ̃nr
�= (φ′). Alors

r−
α (φ) = r−

α (φ′) < r(φ) − α(v′) < r+
α (φ′) = r+

α (φ).

Pour ε assez petit, on a encore

r−
α (φ) < r(φ) − α(v′ + ε(v1 − v′

1)) < r+
α (φ).

Soit α ∈ Σ̃nr
= (φ′) ∩ Σ̃nr

�= (φ) tel que rα(φ′) = r+
α (φ). On a

r − α(v′
1) = rα(φ′) = r+

α (φ) > r − α(v1).

Donc α(v1 − v′
1) > 0. On a r(φ) − α(v′) = rα(φ′) = r+

α (φ). Pour ε > 0, on a alors r(φ) −
α(v′+ε(v1−v′

1)) < r+
α (φ). Si ε est assez petit, on a aussi r−

α (φ) < r(φ)−α(v′+ε(v1−v′
1)).

Un raisonnement similaire vaut pour α ∈ Σ̃nr
= (φ′) ∩ Σ̃nr

�= (φ) tel que rα(φ′) = r−
α (φ).

Cela vérifie (7).
Mais (7) entrâıne que r(φ) appartient à la projection de φ dans R. On a vu que ce

n’était pas le cas. Cette contradiction achève la preuve. �

Notons le corollaire de la preuve ci-dessus.

Lemme 2.4.2. Il existe e ∈ P tel que er(φ) ∈ Z pour tout φ ∈ Φ.
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Démonstration. On a vu que pour tout φ ∈ Φ, il existait φ′ ∈ Φ tel que r(φ) = r(φ′) et
φ′ vérifiait la condition (6). On peut donc se limiter aux φ qui vérifient cette condition.
Pour une telle φ, r(φ) est déterminé par une égalité (5) pour laquelle 1 −

∑
α∈A cβ,α �= 0.

Puisqu’il n’y a qu’un nombre fini de choix possibles pour la racine β et l’ensemble A, on
peut fixer e′ ∈ P tel que, pour toute telle égalité (5), les termes

e′
(

1 −
∑

α′∈A

cβ,α′

)−1

cβ,α

appartiennent à Z pour tout α ∈ A. Les termes rα appartiennent à Rα et on peut fixer
e′′ ∈ P tels que e′′rα ∈ Z pour tout α ∈ Σ̃nr. Mais alors e′e′′r(φ) ∈ Z. �

2.5. Soit F ∈ CLq.

Lemme 2.5.1. Soient (v, r), (v′, r′) ∈ V I × R. Ces deux éléments appartiennent à la
même facette si et seulement si les deux égalités gnr

v,r = gnr
v′,r′ et gnr

v,r+ = gnr
v′,r′+ sont

vérifiées.

Démonstration. Notons R′
0 le sous-ensemble des r ∈ R tels qu’il existe X ∈ tnr vérifiant

inf{val(x∗(X)); x∗ ∈ X∗} = r. Pour α ∈ Σnr, notons R′
α le sous-ensemble des r ∈ R

tels qu’il existe X =
∑

β∈α xβEβ ∈ unr
α vérifiant inf{val(xβ); β ∈ α} = r. On définit une

décomposition en facettes de V I × R comme au § 2.4, en y remplaçant les ensembles
Rα par les R′

α. La description des réseaux gnr
v,r (cf. § 2.3), montre que les deux égalités

de l’énoncé sont vérifiées si et seulement si (v, r) et (v′, r′) appartiennent à la même
facette de cette nouvelle décomposition. Le lemme sera prouvé si nous montrons qu’en
fait, les deux décompositions cöıncident, autrement dit que l’on a les égalités R′

0 = R0 et
R′

α = Rα pour tout α ∈ Σnr. On va prouver que R′
0 = R0, les autres égalités se prouvant

de la même façon. Pour X ∈ tnr, on a certainement inf{val(x∗(X)); x∗ ∈ X∗} ∈ Z(p).
Donc R′

0 ⊆ Z(p). Soit r ∈ Z(p), écrivons r = n/e avec n ∈ Z, e ∈ P , en choisissant e

assez grand pour que I(e) agisse trivialement sur D. En écrivant X = �n
1/eY , on voit

que r ∈ R′
0 si et seulement s’il existe Y ∈ t(F e) tel que :

• pour tout σ ∈ I, σ(�n
1/eY ) = �n

1/eY ;

• inf{val(x∗(Y )); x∗ ∈ X∗} = 0.

La première condition est équivalente à σ(Y ) = r(σ)Y pour tout σ ∈ I. La seconde est
équivalente à Y ∈ t(Oe) et π(Y ) �= 0. Parce que e est premier à p, l’application suivante
est surjective :

{Y ∈ t(Oe); ∀σ ∈ I, σ(Y ) = r(σ)Y } π−→ {Y ∈ t̄; ∀σ ∈ I, σ(Y ) = r(σ)Y }.

Alors r ∈ R′
0 si et seulement si ce dernier espace n’est pas nul. Mais cela équivaut à

r ∈ R0, par définition de R0. �
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Le lemme signifie que notre décomposition en facettes est la même que celle définie
par DeBacker [D, Définition 3.2.2]. Cela a la conséquence suivante. De Φ, on déduit
une décomposition en facettes de V I en coupant les éléments de Φ par V I identifié
à V I × {0} ⊂ V I × R. Alors la décomposition obtenue est la même que celle définie
au § 1.7.

Soient φ ∈ Φ et (v, r), (v′, r′) deux éléments de φ ∩ (V I
(p) × Z(p)). On a défini des

projections :
πv,r : gnr

v,r → ḡv,r, πv′,r′ : gnr
v′,r′ → ḡv′,r′ .

Le lemme précédent nous dit que les espaces de départ de ces applications sont égaux.

Lemme 2.5.2. Sous les hypothèses ci-dessus, on a les égalités ḡv,r = ḡv′,r′ et πv,r =
πv′,r′ .

Démonstration. Introduisons les ensembles Σ̃nr
= (φ) et Σ̃nr

�= (φ) de la preuve du lemme
2.4.1. De la description de gnr

v,r donnée au § 2.3 et de la définition de πv,r résulte que :

• pour α ∈ Σ̃nr
�= (φ), πv,r(gnr

v,r ∩ unr
α ) = {0} ;

• πv,r(gnr
v,r) =

⊕
α∈Σ̃nr

= (φ) πv,r(gnr
v,r ∩ unr

α )

(on a posé u0 = t). On a des propriétés analogues en remplaçant (v, r) par (v′, r′).
Pour démontrer le lemme, il suffit de fixer α ∈ Σ̃nr

= (φ) et de prouver que πv,r et πv′,r′

cöıncident sur gnr
v,r ∩ unr

α = gnr
v′,r′ ∩ unr

α . Fixons e ∈ P tel que ev, ev′ ∈ X∗, er, er′ ∈ Z

et I(e) agisse trivialement sur D. Rappelons que πv,r est la composée de Ad(t−1
F,v), de la

multiplication par �−er
1/e et de la projection π. Sur uα(F e), la composée de Ad(t−1

F,v) et de
la multiplication par �−er

1/e est égale à la multiplication par �
e(α(v)−r)
1/e . Une description

analogue vaut pour πv′,r′ . Mais on a l’égalité α(v) − r = α(v′) − r′ qui permet de
conclure. �

2.6. Soit d ∈ D. Tout élément de T� est fixe par Θ. Il en résulte que l’application
πN ◦ d : Θ → N̄ est un cocycle. On peut définir un groupe Ḡd sur Fq, muni d’un isomor-
phisme ξ̄d : Ḡd → Ḡ, défini sur F̄q et tel que ξ̄d ◦ θ = (Ad ◦πN ◦ d)(θ) ◦ θ ◦ ξ̄d pour tout
θ ∈ Θ.

Soit v ∈ V d
(p). Pour θ ∈ Θ et σ ∈ I, les automorphismes (Ad ◦πN ◦ d)(θ) ◦ θ et ρv(σ) de

Ḡ ne commutent pas. Mais on a l’égalité :

(Ad ◦πN ◦ d)(θ) ◦ θ ◦ ρv(σ) ◦ θ−1 ◦ (Ad ◦πN ◦ d)(θ)−1 = ρv(θσθ−1).

Alors (Ad ◦πN ◦d)(θ)◦ θ conserve le sous-groupe Ḡv. Le sous-groupe Ḡd,v = ξ̄−1
d (Ḡv) de

Ḡd est défini sur Fq. On peut dire les choses d’une autre façon. Parce que v ∈ V d, on a
t−1
v d(γ)γ(tv) ∈ N̄ pour tout γ ∈ Γ . L’application γ �→ t−1

v d(γ)γ(tv) est un cocycle. On
munit Ḡ d’une action γ �→ ρd,v(γ) de Γ en posant ρd,v(γ) = Ad(t−1

v d(γ)γ(tv)) ◦ γ. On
munit Ḡd d’une action de Γ de sorte que ξ̄d ◦ γ = ρd,v(γ) ◦ ξ̄d. Cette action cöıncide sur
Θ avec l’action déjà définie. Alors Ḡd,v est le sous-groupe des points fixes par I dans Ḡd.

Soit de plus r ∈ Z(p). Notons ḡd,v,r le sous-espace des X ∈ ḡd tels que σ(X) = r(σ)X
pour tout σ ∈ I. Ce sous-espace est défini sur Fq, c’est-à-dire qu’il est stable par l’action
de Θ. Il est aussi stable par l’action adjointe de Ḡd,v. On a l’égalité ξ̄d(ḡd,v,r) = ḡv,r.
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2.7. Soient d ∈ D, F ∈ CLq. On a introduit au § 1.10 le groupe Gd sur F et
l’isomorphisme ξd : Gd → G défini sur F nr. Soit v ∈ V d

(p). D’après la théorie de
Bruhat–Tits, il existe un schéma en groupes Gd,v, défini sur l’anneau des entiers O
de F , tel que Gd,v(Onr) soit le fixateur dans Gnr

d du point v ∈ Imm(Gd, F
nr) [T,

3.4.1]. Plus concrètement, la fibre générique de Gd,v est Gd et il y a un isomorphisme
Gd,v(Onr) ∼−→ Gnr

v , défini sur Onr, qui prolonge l’isomorphisme ξd des fibres génériques.
On note encore ξd cet isomorphisme.

Lemme 2.7.1. Le plus grand quotient réductif de la fibre spéciale de Gd,v s’identifie à
Ḡd,v, de sorte que le diagramme évident ci-dessous soit commutatif :

Gd,v(Onr)
ξd ��

πd,v

��

Gnr
v

πv

��
Ḡd,v

ξ̄d �� Ḡv

Démonstration. Puisque les applications ξd et ξ̄d figurant dans ce diagramme sont des
isomorphismes, il existe une unique application πd,v qui rend ce diagramme commutatif.
Sur Onr, elle identifie le plus grand quotient réductif de la fibre spéciale de Gd,v à Ḡd,v

puisque πv possède la propriété analogue. On doit montrer que πd,v commute aux actions
de Θ. Cela revient à dire que, pour θ ∈ Θ, on a l’égalité πv ◦Ad(dF (θ)) ◦ θ = ρd,v(θ) ◦πv.
On laisse la vérification au lecteur. �

Soit (v, r) ∈ V d × R. Notons gd,v,r le Onr-réseau de gnr
d tel que ξd(gd,v,r) = gv,r. Il

est muni d’une structure sur l’anneau des entiers O de F , c’est-à-dire qu’il est stable par
l’action de Θ.

Lemme 2.7.2. Soit (v, r) ∈ V d
(p) × Z(p). Il existe une unique projection Θ-équivariante

πd,v,r : gd,v,r → ḡd,v,r qui rend commutatif le diagramme suivant :

gd,v,r
ξd ��

πd,v,r

��

gv,r

πv,r

��
ḡd,v,r

ξ̄d �� ḡv,r

Démonstration. La preuve est identique à celle du lemme précédent. �

2.8. Soit d ∈ D. Notons Kerd le sous-groupe des θ ∈ Θ tels que d(θ)Rθ soit l’action
triviale de V . On a :

(1) l’indice de Kerd dans Θ est premier à p.

Soit θ ∈ Θ. On doit montrer que l’automorphisme affine d(θ)Rθ de V est d’ordre
premier à p. Par construction, c’est le produit d’une translation et d’un automorphisme
linéaire issu d’un automorphisme de X∗ que l’on note u(θ). Posons N = rang(D) =
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rang(X∗). Identifions X∗ à ZN . Alors u(θ) devient un élément de GLN (Z). Puisque
d(θ)Rθ est d’ordre fini, u(θ) l’est aussi. Ses valeurs propres forment un ensemble de racines
de l’unité stable par l’action du groupe de Galois de Q̄/Q. Notons Q(ζp) l’extension de
Q engendrée par les racines p-ièmes de l’unité. Si l’une des valeurs propres de u(θ) était
d’ordre divisible par p, on aurait N � [Q(ζp) : Q] = p−1, ce qui contredirait (PN ). Donc
l’ordre de u(θ) est premier à p. Notons e cet ordre. Alors (d(θ)Rθ)e est une translation.
On sait qu’elle est d’ordre fini. Elle est donc triviale et cela démontre (1).

On a défini l’ensemble de facettes Φ. L’action θ �→ d(θ)Rθ de Θ sur V I agit par
permutations sur Φ. On note Φd le sous-ensemble des facettes fixées par cette action. Il
est clair par convexité que tout élément de Φd coupe V d × R. On a :

(2) pour tout φ ∈ Φd, φ ∩ (V d
(p) × Z(p)) est dense dans φ ∩ (V d × R).

En effet, grâce à (1), la projection de V I × R sur V d × R :

(v, r) �→
(

[Θ : Kerd]−1
∑

θ∈Θ/ Kerd

d(θ)Rθ(v), r
)

envoie V I
(p) × Z(p) sur V d

(p) × Z(p). Alors l’assertion résulte du lemme 2.4.1.
De même :

(3) pour tout φ ∈ Φd, l’adhérence φ̄ de φ coupe V d
(p) × {r(φ)}.

Soit φ ∈ Φd. Pour (v, r) ∈ (V d
(p) × Z(p)) ∩ φ, on a défini le F̄q-espace ḡd,v,r. Il est muni

d’une structure sur Fq, c’est-à-dire d’une action de Θ, et il ne dépend pas de (v, r)
(cf. lemme 2.5.2). On le note ḡd,φ. Conformément à la convention du § 1.8, on pose
ḡd,φ = ḡΘ

d,φ. On note S(φ) l’espace des fonctions sur ḡd,φ, à valeurs complexes (c’est un
espace de dimension finie puisque ḡd,φ est un espace de dimension finie sur Fq).

On pose :
Sd =

⊕
φ∈Φd

S(φ),

et, pour r ∈ R,

Sd
r =

⊕
φ∈Φd, r(φ)�r

S(φ), Sd
r+ =

⊕
φ∈Φd, r(φ)>r

S(φ).

3. Analyse harmonique ; une première réduction

3.1. On fixe pour tout le § 3 un élément d ∈ D. Dans les trois premiers paragraphes,
on fixe aussi un corps F ∈ CLq. Pour r ∈ R, on pose :

gd,r =
⋃

g∈Gd

⋃
v∈V d

Ad(g)(gd,v,r).

Pour toute extension K de F contenue dans Fmod, on pose :

t(K)r = {X ∈ t(K); ∀x∗ ∈ X∗, val(x∗(X)) � r}.
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On définit :
gd,r+ =

⋃
s>r

gd,s, t(K)r+ =
⋃
s>r

t(K)s.

Pour tout élément semi-simple X ∈ gd, on note r(X) le sup des r ∈ R tels que X ∈ gd,r

(en particulier r(0) = ∞).

Lemme 3.1.

(i) Il existe une extension galoisienne finie K de F contenue dans Fmod telle que, pour
tout élément semi-simple X ∈ gd, il existe g ∈ G(K) tel que Ad(g) ◦ ξd(X) ∈ t(K).

(ii) Soit X un élément semi-simple de gd, choisissons g ∈ G(K) comme en (i), posons
X ′ = Ad(g)◦ξd(X). Alors, pour tout r ∈ R, X ∈ gd,r si et seulement si X ′ ∈ t(K)r.

(iii) Il existe e ∈ P tel que, pour tout élément semi-simple non nul X ∈ gd, on ait
er(X) ∈ Z.

Démonstration. Choisissons une extension galoisienne finie K1 de F contenue dans
Fmod telle que le sous-groupe Gal(Fmod/K1) ⊆ Γ agisse trivialement sur D et d soit
trivial sur ce sous-groupe. Il n’y a qu’un nombre fini d’extensions K2 de K1 dans F sep

de degré [K2 : K1] divisant |W |. Grâce à l’hypothèse (Prang(D)), |W | est premier à p et
toute telle extension K2 est contenue dans Fmod. Soit K la composée de ces extensions.
Alors K répond à la question. En effet, soit X un élément semi-simple de gd. Choisissons
un tore maximal T1 ⊆ Gd, défini sur F , tel que X ∈ t1. Posons T2 = ξd(T1). Puisque
d est trivial sur Gal(Fmod/K1), ξd est défini sur K1 et T2 est un sous-tore maximal de
G défini sur K1. Il existe un élément g2 ∈ G tel que Ad(g2)(T2) = T . Le choix d’un
tel élément nous permet d’identifier T2 à T , l’action de Gal(F sep/K1) sur T2 étant celle
sur T tordue par un cocycle à valeurs dans W . Etant donné le choix de K1, l’action de
Gal(F sep/K1) sur T2 est donc simplement donnée par un homomorphisme de ce groupe
dans W . Par définition de K, cette action est forcément triviale sur Gal(F sep/K). Donc
T2 est, comme T , déployé sur K. Deux tels tores sont conjugués par un élément de G(K),
d’où (i).

Le (ii) est une assertion bien connue des spécialistes (cf., par exemple, [AD, § 3.6])
quoiqu’il semble difficile de trouver une référence où figure une démonstration complète.

Choisissons K comme ci-dessus, notons e son indice de ramification sur F . Il est clair
que, pour X ∈ t(K), le �� sup �� de l’ensemble {r ∈ R; X ∈ t(K)r} appartient à (1/e)Z.
Alors (iii) résulte de (ii). �

3.2. Pour tout v ∈ V d
(p), on a introduit aux §§ 2.6, 2.7 un schéma en groupes Gd,v défini

sur l’anneau des entiers O de F et un groupe Ḡd,v défini sur Fq. Conformément à la
convention adoptée au § 1.8, on pose Gd,v = Gd,v(O), Ḡd,v = Ḡd,v(Fq).

Lemme 3.2.1. Il existe une unique mesure de Haar sur Gd telle que, pour tout v ∈ V d
(p),

la mesure de Gd,v soit égale à |Ḡd,v|q− dim(Ḡd,v)/2.
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Démonstration. Pour v ∈ V d
(p), notons Kerd,v le noyau de la projection Gd,v(Onr) →

Ḡd,v du lemme 2.7.1. Comme au § 1.8, on montre qu’il est cohomologiquement trivial.
Du lemme 2.7.1 se déduit l’égalité |Ḡd,v| = |Gd,v/ Kerd,v |. La condition imposée dans
l’énoncé équivaut donc à :

mes(Kerd,v) = q− dim(Ḡd,v)/2. (1)

La chambre Cnr appartient à Φd : pour θ ∈ Θ, d(θ)Rθ conserve Cnr parce que d(θ) ∈ N nr.
Choisissons un élément v ∈ V d

(p) ∩ Cnr, considérons la mesure de Haar qui vérifie (1) pour
ce point v. Pour montrer qu’elle convient, on doit montrer que, pour tout v′ ∈ V d

(p), on a
l’égalité :

mes(Kerd,v) mes(Kerd,v′)−1 = q[dim(Ḡd,v′ )−dim(Ḡd,v)]/2. (2)

Ce problème est invariant par conjugaison par Gd, on peut supposer que v′ appartient à
l’adhérence de Cnr. On sait bien qu’alors Kerd,v′ ⊆ Kerd,v et le quotient s’identifie au
radical unipotent d’un sous-groupe parabolique de Ḡ0

d,v′ (la composante neutre de Ḡd,v′)
dont le sous-groupe de Lévi est isomorphe à Ḡ0

d,v. La relation (2) s’ensuit. �

Le groupe G lui-même est muni d’une action de Θ, donc d’une structure sur F et
un lemme analogue munit G d’une mesure de Haar. L’isomorphisme ξd est un torseur
intérieur de Gd vers sa forme quasi-déployée G. On sait qu’un tel torseur établit une
correspondance entre mesures de Haar sur G et Gd.

Lemme 3.2.2. Les deux mesures de Haar définies sur G et Gd se correspondent.

Démonstration. Choisissons un point v ∈ V d
(p) comme dans la preuve précédente. Kot-

twitz définit dans [K4, § 1] une mesure de Haar νGd
sur Gd telle que la mesure de Kerd,v

soit q− dim(Gd). Or dim(Gd) = dim(G) et, pour le point v que l’on a choisi, Ḡd,v est
un tore de dimension rang(D). Notre mesure est donc égale à qdim(G)−rang(D)/2νGd

. Or
Kottwitz montre que νGd

correspond à la mesure νG sur G. Le lemme s’ensuit. �

Remarque. Kottwitz suppose dans son article que la caractéristique de F est nulle,
mais c’est inutile pour ce point.

3.3. On note gd,reg l’ensemble des éléments semi-simples réguliers de gd. Pour X ∈
gd,reg, notons TX son centralisateur dans Gd. La preuve du lemme 3.1 montre que TX

se déploie sur Fmod. On peut considérer TX comme le groupe associé à un certain dia-
gramme DX . On a muni Gd d’une mesure. Par la même construction, TX se retrouve
muni d’une mesure. On pose :

∆(X) = |det(ad(X)|gd/tX)|,

où il s’agit de la valeur absolue usuelle de F . On note C∞
c (gd) l’espace des fonctions sur

gd, à valeurs complexes, localement constantes et à support compact. Pour f ∈ C∞
c (gd),

on définit l’intégrale orbitale :

JGd(X, f) = ∆(X)1/2
∫

Gd/TX

f(Ad(g)(X)) dg.
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On a défini au § 2.8 l’espace Sd. Soit φ ∈ Φd. Choisissons un point (v, r) ∈ φ ∩
(V d

(p) × Z(p)). On dispose de l’application πd,v,r : gd,v,r → ḡd,v,r = ḡd,φ. Si ϕ ∈ S(φ),
on définit la fonction reaF (ϕ) sur gd : elle est nulle hors de gd,v,r ; pour X ∈ gd,v,r,
reaF (ϕ)(X) = ϕ ◦ πd,v,r(X). Grâce au lemme 2.5.2, cette construction ne dépend pas du
point (v, r) choisi. On a reaF (ϕ) ∈ C∞

c (gd). Par linéarité, cette construction définit une
application linéaire :

reaF : Sd → C∞
c (gd).

3.4. Jusque-là, on a fixé le corps F . Supprimons-le des données. La proposition suivante
est le premier ingrédient que nous utiliserons dans la preuve du théorème principal. On
renvoie sa démonstration au § 7.

Proposition 3.4. Soit r ∈ Z(p). Il existe une application linéaire �r : Sd
r → Sd

r+ telle
que, pour tout ϕ ∈ Sd

r , tout F ∈ CLq et tout X ∈ gd,r+ ∩ gd,reg, on ait l’égalité :

JGd(X, reaF (ϕ)) = JGd(X, reaF ◦�r(ϕ)).

4. Classes de conjugaison, classes de conjugaison stable

4.1. Soit F ∈ CLq. Pour d ∈ D, on a défini au § 3.3 l’ensemble gd,reg. On définit
de même le sous-ensemble greg des éléments semi-simples et réguliers de g. On pose
treg = t ∩ greg. Autrement dit, treg est le sous-ensemble des X ∈ t tels que α(X) �= 0
pour tout α ∈ Σ.

On définit la variété sur F , non connexe :

gD =
⊔

d∈D

gd.

On définit de façon évidente les ensembles de points gmod
D , gD, etc., et le sous-ensemble

gD,reg.
Soient X ∈ gd,reg, X ′ ∈ gd′,reg. On dit que X et X ′ sont conjugués si d = d′ et il existe

g ∈ Gd tel que Ad(g)(X ′) = X. On dit que X et X ′ sont stablement conjugués s’il existe
g ∈ G tel que Ad(g) ◦ ξd′(X ′) = ξd(X). Grâce au lemme 3.1, on peut remplacer dans
cette définition la condition g ∈ G par g ∈ Gmod.

Il est bien connu que l’ensemble des classes de conjugaison stable dans gD,reg est
en bijection avec (treg/W )Gal(F sep/F ). Grâce au lemme 3.1, cet ensemble est égal à
(tmod

reg /W )Γ . On note ce dernier ensemble ZF . La bijection se construit ainsi. Soit
X ∈ gd,reg. On choisit X ′ ∈ tmod

reg et g ∈ Gmod tels que Ad(g) ◦ ξd(X) = X ′. L’image de
X ′ dans tmod

reg /W est fixe par Γ . On associe à X cette image.
Pour zF ∈ ZF , on note C(zF ) la classe de conjugaison stable dans gD,reg associée à zF

et cl(zF ) l’ensemble des classes de conjugaison (ordinaire) contenues dans C(zF ).
Dans les paragraphes suivants, on se propose de construire des avatars indépendants

de F des ensembles ZF et cl(zF ).
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4.2. Pour r ∈ Z(p), on note t̄(r) le F̄q-espace vectoriel t̄ = X∗ ⊗Z F̄q muni de l’action de
Γ définie de la façon suivante : Θ agit par le produit de ses actions sur X∗ et F̄q ; pour
σ ∈ I, x∗ ∈ X∗ et z ∈ F̄q, σ(x∗ ⊗ z) = σ(x∗)⊗ r(σ)z (cf. § 1.2 pour la définition de r(σ)).

Notons Z̃• l’ensemble des familles (Z̄1, Z̄2, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk) telles que :

(i) k est un entier � 1 ;

(ii) r1, . . . , rk ∈ Z(p) et r1 < r2 < · · · < rk ;

(iii) pour tout i = 1, . . . , k, Z̄i ∈ t̄(ri) et Z̄i �= 0.

Pour tout i = 1, . . . , k, notons Σi l’ensemble des α ∈ Σ tels que α(Z̄j) = 0 pour tout
j ∈ {1, . . . , i}. Notons X∗,i l’intersection de X∗ et de l’espace vectoriel sur Q engendré
par les α̌ pour α ∈ Σi. Posons t̄i = X∗,i ⊗Z F̄q ⊆ t̄. Par définition, t̄(ri) n’est que t̄ muni
d’une action tordue de Γ . Donc l’espace t̄i s’identifie à un sous-espace de t̄(ri) que l’on
note t̄i(ri), qui n’est en général pas stable par Γ . On impose :

(iv) pour i = 1, . . . , k − 1, Z̄i+1 ∈ t̄i(ri) ;

(v) t̄ � t̄1 � · · · � t̄k = {0}.

Il y a une certaine dissymétrie dans cette définition. On impose que Z̄2, . . . , Z̄k sont
en quelque sorte dans une certaine algèbre semi-simple, on ne l’impose pas pour Z̄1. De
fait, le centre joue ici un rôle perturbateur.

Le groupe W � Γ agit naturellement sur Z̃• : pour ω ∈ W � Γ ,

ω(Z̄1, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk) = (ω(Z̄1), . . . , ω(Z̄k); r1, . . . , rk).

Tout élément de Z̃• est régulier, c’est-à-dire que son fixateur dans W est trivial. En effet,
soit z̃ = (Z̄1, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk) ∈ Z̃•, introduisons les ensembles Σi. En caractéristique
nulle, il est bien connu que le commutant d’un élément semi-simple d’une algèbre de Lie
est une sous-algèbre de Lévi. La même propriété est vraie en caractéristique positive sous
l’hypothèse (PΣ). Donc les ensembles Σi sont des sous-ensembles de Lévi de Σ. Notons
Wi les sous-groupes de W associés. Le fixateur de Z̄1 dans W est W1. Celui de Z̄2 dans
W1 est W2, etc. Finalement le fixateur de z̃ est Wk. Mais Wk = {1} car t̄k = {0}.

On pose Z• = (Z̃•/W )Γ . A tout élément z ∈ Z•, on va associer un groupe Dz. Soit
z̃ un relèvement de z dans Z̃•. Pour tout γ ∈ Γ , il existe un unique wz̃(γ) ∈ W tel
que wz̃(γ)γ(z̃) = z̃. L’application γ �→ wz̃(γ) est un cocycle de Γ dans W . Notons
X∗,z̃ = X∗, ψz̃ : X∗,z̃ → X∗ l’identité et munissons X∗,z̃ de l’action de Γ telle que
ψz̃ ◦ γ = wz̃(γ) ◦ γ ◦ ψz̃. On pose Dz̃ = (X∗,z̃)Γ,tors. Ce groupe dépend de z̃. Mais soit z̃′

un autre relèvement de z dans Z̃•. Il y a un unique w ∈ W tel que w(z̃) = z̃′. Il y a alors
un unique isomorphisme w : X∗,z̃ → X∗,z̃′ tel que ψz̃′ ◦ w = w ◦ ψz̃. Cet isomorphisme
est équivariant pour les actions de Γ et définit un isomorphisme de Dz̃ sur Dz̃′ . On note
Dz la limite inductive des Dz̃, les applications de transition étant ces isomorphismes
canoniques.

Avec les mêmes notations, de l’homomorphisme ψz̃ se déduit un homomorphisme
X∗,z̃ → X∗/X∗,sc. Ce dernier est équivariant pour les actions de Γ . Il s’en déduit un
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homomorphisme de Dz̃ dans D. Il est compatible avec les applications de transition. On
obtient un homomorphisme que l’on note ψDz = Dz → D.

Si Σ �= ∅, on pose Z̃ = Z̃•, Z = Z•. Si Σ = ∅, c’est-à-dire si D est la donnée de racines
d’un tore, on adjoint à Z̃• la famille vide en posant Z̃ = Z̃• ∪ {∅}. On considère que cette
famille vide est fixe par Γ . On pose Z = Z• ∪ {∅}. On pose D∅ = X∗,Γ,tors.

4.3. Soit F ∈ CLq. Pour X ∈ tmod, posons :

r(X) = inf{val(x∗(X)); x∗ ∈ X∗}.

Cette notation est cohérente avec celle du § 3.1. On a r(0) = ∞. Si X �= 0, la borne
inférieure est atteinte, c’est-à-dire qu’il existe x∗ ∈ X∗ tel que val(x∗(X)) = r(X). Cette
borne r(X) appartient à Z(p).

Pour tout réel r et toute extension K de F contenue dans Fmod, on a défini au § 3.1
les réseaux t(K)r et t(K)r+ Si r �∈ Z(p), tmod

r+ = tmod
r . Supposons r ∈ Z(p). On définit un

isomorphisme de Γ -modules :
t
mod
r /t

mod
r+ → t̄(r).

Ecrivons r = n/e avec e ∈ P et n ∈ Z, soit x∗ ⊗ y ∈ tmod
r , avec x∗ ∈ X∗ et y ∈ Fmod,

val(y) � r. L’isomorphisme envoie x∗ ⊗ y sur x∗ ⊗ z, où z est la réduction naturelle dans
F̄q de l’entier �−n

1/ey.
Pour un sous-système de racines Σ′ ⊆ Σ, on note X∗,Σ′-cent l’annulateur de Σ′ dans X∗

et X∗,Σ′-der l’intersection de X∗ avec l’espace vectoriel sur Q engendré par les coracines
α̌ pour α ∈ Σ′. On pose :

t
mod
Σ′-cent = X∗,Σ′-cent ⊗Z Fmod, t

mod
Σ′-der = X∗,Σ′-der ⊗Z Fmod.

L’hypothèse (PΣ′) entrâıne que X∗,Σ′-cent ⊕ X∗,Σ′-der est d’indice premier à p dans X∗.
On en déduit la décomposition :

t
mod = t

mod
Σ′-cent ⊕ t

mod
Σ′-der. (1)

Nous allons définir une application :

ζ̃ : t
mod
reg → Z̃.

Soit X ∈ tmod
reg . Supposons X = 0. Les deux hypothèses �� X = 0 �� et �� X est régulier ��

entrâınent Σ = ∅. On pose ζ̃(X) = ∅. Supposons maintenant X �= 0. Considérons le
sous-ensemble de Z(p) :

{r(X)} ∪ {val(α(X)); α ∈ Σ}.

Notons ses éléments dans l’ordre croissant r1 < r2 < · · · < rk. On a r1 = r(X). Pour
i = 1, . . . , k, posons :

Σi = {α ∈ Σ; val(α(X)) > ri}.

On a :
Σ ⊇ Σ1 � Σ2 � · · · � Σk = ∅.
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Les ensembles Σi sont des sous-systèmes de racines de Σ. La décomposition (1) se
généralise sous-la forme :

t
mod = t

mod
Σ1-cent ⊕ (tmod

Σ1-der ∩ t
mod
Σ2-cent) ⊕ (tmod

Σ2-der ∩ t
mod
Σ3-cent) ⊕ · · · ⊕ (tmod

Σk−1-der ∩ t
mod
Σk-cent).

On décompose X en X = X1 + X2 + · · · + Xk conformément à cette décomposition. Il
résulte des définitions que, pour i = 1, . . . , k, Xi ∈ tmod

ri
\ tmod

ri+ . Notons X̄i l’image de Xi

par la projection tmod
ri

→ t̄(ri). On vérifie que la famille :

(X̄1, . . . , X̄k; r1, . . . , rk)

appartient à l’ensemble Z̃ (les ensembles Σi introduits au § 4.2 relativement à cette famille
sont ceux définis ci-dessus). On note ζ̃(X) cette famille, ce qui définit l’application ζ̃.

L’application ζ̃ est équivariante pour les actions de W et Γ . Rappelons que l’on a posé
ZF = (tmod

reg /W )Γ . On déduit de ζ̃ une application :

ζ : ZF → Z.

On montrera plus loin que celle-ci est surjective (Lemme 5.4).

4.4. Soient F ∈ CLq et zF ∈ ZF , posons z = ζ(zF ) ∈ Z. On va définir une application :

δ : C(zF ) → Dz.

Fixons z̃ ∈ Z̃ relevant z. Par construction de ζ, il existe Z ∈ tmod
reg relevant zF tel que

ζ̃(Z) = z̃. Les éléments de tmod
reg relevant zF étant tous conjugués par W et z̃ étant

régulier, l’élément Z est uniquement déterminé. Pour tout γ ∈ Γ , on a défini au § 4.2
l’élément wz̃(γ) de W . D’après l’équivariance de ζ̃, c’est l’unique élément de W tel que
wz̃(γ)γ(Z) = Z. Notons Tz̃ le tore sur F dont le groupe des cocaractères est X∗,z̃. On
a un isomorphisme ψz̃ : Tz̃ → T , défini sur Fmod, tel que ψz̃ ◦ γ = wz̃(γ) ◦ γ ◦ ψz̃ pour
tout γ ∈ Γ . En appliquant à ce tore les résultats rappelés au § 1.10, on a l’isomorphisme
H1(Γ, Tmod

z̃ ) � (X∗,z̃)Γ,tors = Dz̃.
Pour γ ∈ Γ , définissons aZ(γ) ∈ Tmod et nZ(γ) ∈ Nmod par :

aZ(γ) =
∏

α∈Σ, α>0, wz̃(γ)−1(α)<0

α̌(α(Z)),

nZ(γ) = n(wz̃(γ)),

où n : W → N est la section définie au § 1.4. Soient d ∈ D et X ∈ gd,reg ∩ C(zF ). Fixons
g ∈ Gmod tel que Ad(g) ◦ ξd(X) = Z. Pour γ ∈ Γ , on vérifie que gdF (γ)γ(g)−1 est un
élément de Nmod dont l’image dans W est wz̃(γ). Alors

gdF (γ)γ(g)−1nZ(γ)−1aZ(γ)−1 ∈ Tmod.

On définit :
δz̃(X) : Γ → Tmod

z̃
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par δz̃(X; γ) = ψ−1
z̃ (gdF (γ)γ(g)−1nZ(γ)−1aZ(γ)−1). Grâce au lemme 2.2A de [LS], on

vérifie que δz̃(X) est un cocycle. On note encore δz̃(X) sa classe dans H1(Γ, Tmod
z̃ ) = Dz̃.

Cela définit une application δz̃ : C(zF ) → Dz̃.
Soit z̃′ un autre relèvement de z dans Z̃. Grâce au lemme 2.3A de [LS], on voit que δz̃ et

δz̃′ se correspondent par l’isomorphisme canonique Dz̃ � Dz̃′ . La famille des applications
δz̃ définit donc l’application cherchée δ : C(zF ) → Dz.

Evidemment δ(X) ne dépend que de la classe de conjugaison de X. L’application δ

définit par passage au quotient une application δcl : cl(zF ) → Dz.

Lemme 4.4.

(i) Soit d ∈ D. Pour X ∈ C(zF ) ∩ gd, on a ψDz ◦ δ(X) = d.

(ii) L’application δcl est bijective.

Remarque. Cette bijectivité de l’application δcl est la raison essentielle pour laquelle
nous travaillons avec tous les groupes Gd plutôt qu’avec le seul groupe G.

Démonstration. On reprend les notations de la construction de δcl. On fixe z̃ et Z

comme dans cette construction. Puisque G est quasi-déployé, un théorème de Steinberg
[St, Théorème 9.8] affirme qu’il existe X0 ∈ g et g0 ∈ Gmod tel que Ad(g0)(X0) = Z.
Fixons de tels éléments et, comme au § 3.3, notons TX0 le centralisateur de X0 dans G

(c’est un sous-tore maximal de G). Alors Ad(g0)−1 ◦ ψz̃ est un isomorphisme de Tz̃ sur
TX0 , défini sur F . On peut remplacer δz̃ par l’application δ0 : C(zF ) → H1(Γ, Tmod

X0
)

définie par δ0(X; γ) = Ad(g0)−1 ◦ψz̃(δz̃(X; γ)). Plus correctement, δ0(X) est la classe de
ce cocycle. Définissons une application a0 : Γ → Tmod

X0
par :

a0(γ) = g−1
0 aZ(γ)nZ(γ)γ(g0).

Pour X ∈ gd,reg ∩C(zF ), choisissons h ∈ Gmod tel que Ad(h)◦ ξd(X) = X0 et définissons
a(X) : Γ → Tmod

X0
par a(X; γ) = hdF (γ)γ(h)−1. Les applications a0 et a(X) sont des

cocycles. Remarquons que l’élément g utilisé dans la construction de δz̃(X) peut être
choisi égal à g0h. On a alors l’égalité :

δ0(X) = a(X)a−1
0 . (1)

L’inclusion Tmod
X0

⊆ Gmod définit un homomorphisme H1(Γ, Tmod
X0

) → H1(Γ, Gmod). Le
diagramme suivant est commutatif :

H1(Γ, Tmod
X0

) ��

��

H1(Γ, Tmod
z̃ ) Dz̃

ψDz̃

��
H1(Γ, Gmod) D

Le cocycle a0 est cohomologue au cocycle γ �→ aZ(γ)nZ(γ). Mais la construction de ces
termes aZ(γ) et nZ(γ) se relève à Gsc et le cocycle précédent est l’image par ι d’un
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cocycle à valeurs dans Gmod
sc . Puisque H1(Γ, Gmod

sc ) = {0}, cela entrâıne que l’image de
a0 dans H1(Γ, Gmod) est nulle. L’image de a(X) est celle de dF , son image dans D est
d. Grâce à (1), on obtient la première assertion de l’énoncé.

Toujours grâce à (1) et puisque H1(Γ, Tmod
X0

) est un groupe, l’application δcl est bijective
si et seulement si l’application X �→ a(X) se factorise en une application bijective de
cl(zF ) sur H1(Γ, Tmod

X0
). On peut fixer d, noter H1(Γ, Tmod

X0
)d la fibre au-dessus de d de

l’application H1(Γ, Tmod
X0

) → D définie par l’un ou l’autre des chemins du diagramme ci-
dessus, cl(zF )d l’image dans cl(zF ) de C(zF )∩gd et montrer que l’application précédente,
restreinte à C(zF ) ∩ gd, se factorise en une bijection de cl(zF )d sur H1(Γ, Tmod

X0
)d. La

démonstration est standard. �

5. r-centralisateurs d’éléments semi-simples

5.1. Considérons les données suivantes.

(i) D′ = (X ′∗, Σ′, ∆′, X ′
∗, Σ̌

′, ∆̌′) est une donnée de racines munie d’une action de
Γ (cf. § 1.4). On introduit les objets relatifs à D′ que l’on a introduits dans les
paragraphes précédents pour la donnée D. On les affecte d’un ’, par exemple W ′,
T̄ ′, etc.

(ii) ψ est un couple d’isomorphismes de Z-modules X ′∗ ∼−→ X∗, X ′
∗

∼−→ X∗, en dualité.
Pour simplifier, on note encore ψ chacun de ces isomorphismes. On suppose que
ψ(∆′) ⊆ ∆ et ψ(∆̌′) ⊆ ∆̌ et que ψ(Σ′), respectivement ψ(Σ̌′), est le sous-système
de racines de Σ, respectivement Σ̌, engendré par ψ(∆′), respectivement ψ(∆̌′).
Autrement dit, via ψ, D′ s’identifie à un sous-système de Lévi standard de D.
Notons encore ψ tout isomorphisme qui se déduit de ψ par fonctorialité, par exemple
entre les groupes d’automorphismes de X ′∗ et X∗. Alors ψ(W ′) ⊆ W . On fait
l’hypothèse que, pour tout γ ∈ Γ , il existe w ∈ W tel que ψ ◦ γ = w ◦ γ ◦ ψ. Cet
élément est unique, on le note wψ(γ).

(iii) r ∈ Z(p).

On définit l’espace t̄(r) comme au § 4.2 et on définit de façon similaire t̄
′(r). Remarquons

que de ψ se déduit un isomorphisme, encore noté ψ, de t̄
′(r) sur t̄(r), qui n’est pas en

général équivariant pour les actions de Γ . On pose :

t̄
′
cent(r) = {Z ∈ t̄

′(r); ∀α′ ∈ Σ′, α′(Z) = 0}.

(iv) Z̄ ′ ∈ t̄
′
cent(r)

Γ . On suppose :

(1) pour tout α ∈ Σ \ ψ(Σ′), α ◦ ψ(Z̄ ′) �= 0.

Ces données forment un quadruplet (D′, ψ, r, Z̄ ′). On note L(D) l’ensemble des quadru-
plets vérifiant ces conditions.

Soient (D′
1, ψ1, r1, Z̄

′
1) et (D′

2, ψ2, r2, Z̄
′
2) deux éléments de L(D). Définissons ce qu’est

un isomorphisme entre ces deux quadruplets. Un tel isomorphisme n’existe que si r1 = r2.
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Dans ce cas, un isomorphisme est un couple (f, w) formé d’un isomorphisme f : D′
1 → D′

2,
dans un sens évident, équivariant pour les actions de Γ , et d’un élément w ∈ W tels que :

ψ2 ◦ f = w ◦ ψ1 et f(Z̄ ′
1) = Z̄ ′

2.

Remarquons que :

(2) le groupe d’automorphismes d’un quadruplet (D′, ψ, r, Z ′) ∈ L(D) est trivial.

En effet, soit (f, w) un tel automorphisme. On a w ◦ ψ(Z̄ ′) = ψ(Z̄ ′). L’hypothèse (PΣ)
permet de travailler comme en caractéristique nulle. Le centralisateur dans W d’un
élément de t̄(r) est le �� groupe de Lévi �� de W associé aux racines α ∈ Σ qui annulent
cet élément. Dans le cas de ψ(Z̄ ′), grâce à (1), cela entrâıne w ∈ ψ(W ′). Soit w′ ∈ W ′ tel
que w = ψ(w′). Alors f est l’action de w′. Puisque cette action doit conserver les bases
∆′ et ∆̌′, on a w′ = 1.

Soit (D′, ψ, r, Z̄ ′) un élément de L(D). On construit le groupe D′ = (X ′
∗/X ′

∗,sc)Γ,tors.
De ψ se déduit une surjection X ′

∗/X ′
∗,sc → X∗/X∗,sc. Elle est équivariante pour les actions

de Γ car l’action de W sur l’ensemble d’arrivée est triviale. Il s’en déduit une surjection
(X ′

∗/X ′
∗,sc)Γ → (X∗/X∗,sc)Γ puis, en passant aux sous-groupes de torsion, un homomor-

phisme D′ → D, qui n’a plus de raison d’être surjectif. On le note ψD′ .

5.2. Notons Z̃1 l’ensemble des couples (Z̄, r) tels que r ∈ Z(p) et Z̄ ∈ t̄(r), Z̄ �= 0. Le
groupe W � Γ agit sur Z̃1 via son action sur les espaces t̄(r). On pose :

Z1 = (Z̃1/W )Γ .

Remarque. Il existe e ∈ P tel que, pour tout (Z̄, r) ∈ Z̃1 dont l’image dans Z̃1/W soit
fixe par Γ , on ait er ∈ Z.

En effet, la condition Z̄ �= 0 impose que (t̄(r)/W )Γ soit non nul et une variante du
lemme 3.1 entrâıne le résultat.

Soit z1 ∈ Z1. On va lui associer un élément de L(D). Pour cela, choisissons un
relèvement (Z̄, r) de z1 dans Z̃1. Notons Σ1 l’ensemble des α ∈ Σ tels que α(Z̄) = 0. On
a déjà remarqué qu’un tel ensemble est un sous-ensemble de Lévi de Σ. Il existe w ∈ W

tel que w(Σ1) soit standard, c’est-à-dire engendrée par ±(w(Σ1)∩∆). Quitte à remplacer
(Z̄, r) par (w(Z̄), r), on peut supposer Σ1 standard. Notons W1 le sous-groupe de Lévi de
W associé à Σ1. C’est le fixateur de Z̄ dans W . Puisque z1 ∈ Z1, il existe pour tout γ ∈ Γ

un élément w(γ) ∈ W tel que w(γ)γ(Z̄) = Z̄. Ce w(γ) n’est pas unique mais sa classe
W1w(γ) l’est. On a en tout cas w(γ)γ(Σ1) = Σ1. Quitte à multiplier à gauche w(γ) par un
élément de W1, on peut imposer que w(γ)γ conserve Σ1 ∩∆. cela détermine uniquement
w(γ). On pose X ′∗ = X∗, on note ψ : X ′∗ → X∗ l’identité et on munit X ′∗ de l’action
de Γ telle que ψ ◦ γ = w(γ) ◦ γ ◦ ψ. On définit par dualité X ′

∗ et ψ : X ′
∗ → X∗, on pose

Σ′ = ψ−1(Σ1), ∆′ = ψ−1(Σ1 ∩ ∆1), Σ̌′ = ψ−1(Σ̌1), ∆̌′ = ψ−1(Σ̌1 ∩ ∆̌1), Z̄ ′ = ψ−1(Z̄),
où Σ̌1 est l’ensemble des α̌ pour α ∈ Σ1. Posons D′ = (X ′∗, Σ′, ∆′, X ′

∗, Σ̌
′, ∆̌′). Alors

(D′, ψ, r, Z̄ ′) appartient à L(D). C’est l’élément cherché.

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041


462 J.-L. Waldspurger

Cet élément n’est pas défini de façon unique car il n’y a pas unicité du choix de (Z̄, r)
tel que l’ensemble Σ1 soit standard. Mais les différents éléments de L(D) que l’on peut
construire sont équivalents. Inversement, si on en fixe un, que l’on note (D′, ψ, r, Z̄ ′), le
terme (ψ(Z̄ ′), r) est un relèvement de z1 dans Z̃1.

5.3. L’application :

Z̃• → Z̃1,

(Z̄1, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk) �→ (Z̄1, r1)

est surjective et équivariante pour les actions de W � Γ . On en déduit une application
Z• → Z1. Soit z1 ∈ Z1. On note Zz1 la fibre de cette application au-dessus de z1. Comme
dans le paragraphe précédent, associons à z1 un élément (D′, ψ, r, Z̄ ′) de L(D).

Soit z ∈ Zz1 . On peut choisir un relèvement de z dans Z̃• de la forme :

(ψ(Z̄ ′), Z̄2, . . . , Z̄k; r, r2, . . . , rk).

Considérons la collection :

(Z̄ ′, ψ−1(Z̄2), . . . , ψ−1(Z̄k); r, r2, . . . , rk).

On vérifie qu’elle appartient à Z̃ ′
• (l’analogue pour D′ de Z̃•) et que son image dans

Z̃ ′
•/W ′ est fixe par Γ . Notons β�(z) cette image, qui appartient donc à Z ′

•. On vérifie
qu’elle ne dépend pas du relèvement choisi de z.

On peut en dire autant de la collection :

(ψ−1(Z̄2), . . . , ψ−1(Z̄k); r2, . . . , rk),

à ceci près que les ensembles Z̃ ′
• et Z ′

• doivent être complétés en Z̃ ′ et Z ′. On note β(z)
l’image de cette collection dans Z ′.

On a ainsi défini deux applications :

Z ′
•

Zz1

β�
����������

β ��		
		

		
		

Z ′

Elles sont injectives. L’image de β� est Z ′
z′1 , où z′1 est l’image de (Z̄ ′, r) dans Z ′1. Pour

décrire l’image de β, introduisons quelques notations. Pour z ∈ Z, on définit r(z) ainsi :
si z est l’image de (Z̄1, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk), r(z) = r1 ; dans le cas particulier où z est
vide, on pose r(z) = ∞. Introduisons la donnée de racines �� dérivée �� de la donnée D′ :

D′
der = (X ′∗

der, Σ
′, ∆′, X ′

∗,der, Σ̌
′, ∆̌′),
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où
X ′

∗,der = X ′
∗ ∩ (X ′

∗,sc ⊗Z Q) et X ′∗
der = X ′∗

sc ∩ HomZ(X ′
∗,der, Z).

Notons Z ′
der l’ensemble qui lui est associé. Il y a une injection naturelle Z ′

der → Z ′.
L’image de β est l’image par cette injection de l’ensemble des z′ ∈ Z ′

der tels que r(z′) > r.
Remarquons que cet ensemble est évidemment non vide. Cela entrâıne que Zz1 n’est pas
vide non plus, autrement dit que l’application Z• → Z1 est surjective.

Pour z ∈ Zz1 , on définit les groupes Dz, Dβ�(z), Dβ(z). Il résulte de leur construction
que Dβ�(z) = Dβ(z) et que de ψ se déduit un isomorphisme Dβ(z)

∼−→ Dz. Le diagramme
suivant est commutatif :

Dβ(z)
∼ ��

ψDβ(z)

��

Dz

ψDz

��
D′ ψD′ �� D

5.4. Soit F ∈ CLq. Pour tout quadruplet (D′, ψ, r, Z̄ ′) ∈ L(D), on introduit le groupe
G′ sur F associé à D′. On définit un plongement :

ψF : G′ → G.

Il est caractérisé par les propriétés suivantes :

• ψF se restreint en l’isomorphisme de T ′ → T déduit de ψ : X ′
∗ → X∗ ;

• en notant encore ψF la dérivée du plongement, ψF (E′
α′) = Eψ(α′) pour tout α′ ∈ ∆′.

Remarque. La notation ne doit pas induire en confusion. On note le plongement ci-
dessus ψF parce qu’il est en quelque sorte la spécialisation du plongement �� abstrait �� ψ

pour le corps F . Mais ψF n’est pas en général défini sur F , c’est-à-dire qu’il n’est pas
équivariant pour les actions de Γ .

Soit maintenant z ∈ Z•, notons z1 son image dans Z1. Comme au § 5.2, associons à z1

un élément (D′, ψ, r, Z̄ ′) de L(D). Posons z� = β�(z) ∈ Z ′
•. Introduisons comme ci-dessus

le groupe G′ sur F et le plongement ψF : G′ → G. Considérons les deux ensembles
ζ−1(z) ⊆ ZF et ζ ′−1(z�) ⊆ Z ′

F .
Le plongement ψF se restreint en un isomorphisme ψF : t′mod → tmod. Il n’est pas

équivariant pour les actions de Γ mais l’application que l’on en déduit de t′mod/W ′ dans
tmod/W l’est. Soit z�

F ∈ ζ ′−1(z�), choisissons un relèvement X� ∈ t′mod
reg de z�

F . Le terme
ψF (X�) est régulier : si α = ψ(α′) avec α′ ∈ Σ′, on a α(ψF (X�)) = α′(X�) �= 0 ; si
α ∈ Σ \ ψ(Σ′), on vérifie que val(α(ψF (X�))) = r. L’image de ψF (X�) dans tmod

reg /W est
fixe par Γ , i.e. appartient à ZF . Notons zF cette image. Alors zF ∈ ζ−1(z).

Inversement, soit zF ∈ ζ−1(z). Choisissons un relèvement z̃ de z dans Z̃ de la forme
(ψ(Z̄ ′), Z̄2, . . . , Z̄k; r, r2, . . . , rk). Il existe un unique relèvement X de zF dans tmod

reg tel
que ζ̃(X) = z̃. On a ψ−1

F (X) ∈ t′mod
reg . Pour γ ∈ Γ , on a γ ◦ψ−1

F (X) = ψ−1
F ◦ wψ(γ)◦γ(X).

Puisque X relève zF , il existe uγ ∈ W tel que wψ(γ) ◦ γ(X) = uγ(X). Puisque ζ̃ est
équivariante pour les actions de W et Γ , on a aussi wψ(γ) ◦ γ(z̃) = uγ(z̃). Cela entrâıne
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wψ(γ) ◦ γ ◦ ψ(Z̄ ′) = uγ ◦ ψ(Z̄ ′). Mais wψ(γ) ◦ γ ◦ ψ(Z̄ ′) = ψ ◦ γ(Z̄ ′) = ψ(Z̄ ′). Alors uγ

appartient à ψ(W ′). Il existe donc u′
γ ∈ W ′ tel que γ ◦ ψ−1

F (X) = u′
γ ◦ ψ−1

F (X). L’image
de ψ−1

F (X) dans t′mod
reg /W ′ est fixe par Γ , i.e. appartient à Z ′

F . Notons z�
F cette image.

On vérifie que z�
F appartient à ζ ′−1(z�).

Les deux applications zF ↔ z�
F que l’on vient de construire sont inverses l’une de

l’autre. On a ainsi établi une bijection :

ζ−1(z) ↔ ζ ′−1(z�). (1)

Posons z′ = β(z) ∈ Z ′. A la donnée D′
der sont associés des ensembles Z ′

der et Z ′
der,F

et une application ζ ′
der : Z ′

der,F → Z ′
der. En fait, Z ′

der, respectivement Z ′
der,F , se plonge

naturellement dans Z ′, respectivement Z ′
F , et on l’identifie à son image. Posons :

t′
cent = {X ∈ t′; ∀α′ ∈ Σ′, α′(X) = 0}.

Comme au § 4.3, on a un isomorphisme Γ -équivariant :

(t′mod
cent ∩ t

′mod
r )/(t′mod

cent ∩ t
′mod
r+ ) → t̄

′
cent(r).

Notons t′cent|Z̄′ l’ensemble des éléments de t′cent ∩ t′r dont l’image dans t̄
′(r) est Z̄ ′.

Soit z�
F ∈ ζ ′−1(z�), choisissons un relèvement X� de z�

F dans t′mod
reg . Conformément à

la décomposition :
t
′mod = t

′mod
cent ⊕ t

′mod
der ,

écrivons X� = Z ′ + X ′. On vérifie que Z ′ ∈ t′cent|Z̄′ et que l’image de X ′ dans t′mod
der /W ′

est invariante par Γ . Notons z′
F cette image. Elle appartient à Z ′

der,F et on vérifie que
ζ ′
der(z

′
F ) = z′. On a ainsi défini une application :

ζ ′−1(z�) → t
′
cent|Z̄′ × ζ ′−1

der (z′), (2)

qui est évidemment bijective.

Lemme 5.4. L’application ζ est surjective.

Démonstration. Le temps de cette preuve, on s’autorise à faire varier D. On raisonne
par récurrence sur le rang de D. Le cas de rang nul est trivial. On revient à notre D et
on suppose le lemme prouvé pour les données de rang strictement inférieur. Soit z ∈ Z.
On veut montrer que ζ−1(z) n’est pas vide. Dans le cas où Σ = ∅ et z = ∅, on a
simplement ZF = t et l’élément 0 ∈ t vérifie ζ(0) = ∅. Supposons z ∈ Z•. On effectue
les constructions précédentes. Puisque Z̄ ′ �= 0, on a rang(D′

der) < rang(D′) = rang(D).
Par l’hypothèse de récurrence, ζ ′−1

der (z′) n’est pas vide. Comme au § 1.8, les Γ -modules
t′mod
cent ∩ t′mod

r et t′mod
cent ∩ t′mod

r+ sont cohomologiquement triviaux. L’application :

(t′mod
cent ∩ t

′mod
r )/(t′mod

cent ∩ t
′mod
r+ ) → t̄

′
cent(r)

est un isomorphisme Γ -équivariant. On en déduit que l’application :

t
′
cent ∩ t

′
r → t̄

′
cent(r)

Γ

est surjective. Alors t′cent|Z̄′ n’est pas vide. D’après (1) et (2), ζ−1(z) n’est pas vide non
plus. �
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Reprenons les données du début du paragraphe. Soit zF ∈ ζ−1(z), notons z�
F son image

par (1) et (Z ′, z′
F ) l’image de z�

F par (2). On dispose des classes de conjugaison stable
C(zF ), C(z�

F ), C(z′
F ) et des ensembles de classes de conjugaison cl(zF ), cl(z�

F ) et cl(z′
F ).

Remarque. On considère ici z′
F comme un élément de Z ′

F et non de Z ′
der,F . Les éléments

des classes dans cl(z′
F ) appartiennent à des algèbres g′

der,d′ mais on considère leur conju-
gaison par G′

d′ . Les groupes dérivés n’interviennent pas.

On a défini une application ψD′ : D′ → D. Pour tout d′ ∈ D′, supposons donné un
plongement ψF,d′ : G′

d′ → GψD′ (d′) vérifiant les deux propriétés ci-dessous. La première
est :

(3) ψF,d′ est défini sur F .

Pour x ∈ Gmod, considérons le diagramme :

G′
d′

ψF,d′
��

ξd′

��

Gd

ξd

��
G′ Ad(x)◦ψF �� G

La seconde propriété est :

(4) il existe x ∈ Gmod tel que le diagramme ci-dessus soit commutatif.

On note encore ψF,d′ : g′
d′ → gψD′ (d′) le plongement dérivé. Ces applications se

regroupent en une application linéaire :

ψF,D′ : g′
D′ → gD.

Cette application est compatible à la conjugaison et, grâce à (4), à la conjugaison stable.
Si X� ∈ C(z�

F ), on vérifie que ψF,D′(X�) ∈ C(zF ). De ψF,D′ se déduit une application
encore notée :

ψF,D′ : cl(z�
F ) → cl(zF ).

L’élément Z ′ est central pour la donnée D′ et agit de façon simple sur les classes
de conjugaison. De façon précise, soit d′ ∈ D′. Alors ξ−1

d′ se restreint à t′mod
cent en une

application invariante par Γ . En particulier, ξ−1
d′ (Z ′) appartient à g′

d′ . L’application X ′ �→
X ′ + ξ−1

d′ (Z ′) définit une bijection de C(z′
F ) ∩ g′

d′ sur C(z�
F ) ∩ g′

d′ . De ces applications se
déduit une bijection :

cl(z′
F ) ∼−→ cl(z�

F ).

On a dit au § 5.3 que l’on pouvait identifier Dz, Dz� et Dz′ . On obtient alors le dia-
gramme :

cl(z′
F ) ∼ ��

δ′
cl

��

cl(z�
F )

ψF,D′
��

δ′
cl

��

cl(zF )

δcl

��
Dz′

∼ �� Dz�
∼ �� Dz

(5)
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La commutativité du carré de gauche est immédiate : la construction de δ′
cl est insensible

à l’addition d’éléments centraux. Remarquons que, si le carré de droite est lui-aussi
commutatif, le lemme 4.4 entrâıne que l’application ψF,D′ : cl(z�

F ) → cl(zF ) est bijective.

5.5. On énonce ici les propriétés-clés des éléments de L(D) qui nous serviront dans le
paragraphe suivant à démontrer notre théorème principal. On renvoie les démonstrations
de ces propriétés aux paragraphes 8, 9 et 10.

Soit (D′, ψ, r, Z̄ ′) ∈ L(D) tel que Z̄ ′ �= 0. Pour tout d′ ∈ D′, on affirme l’existence :

• d’une application linéaire �D′,r : Sd
r → S ′d′

r ,

• pour tout F ∈ CLq, d’un plongement ψF,d′ : G′
d′ → Gd où d = ψD′(d′),

de sorte que, pour tout F ∈ CLq, les propriétés (3) et (4) du paragraphe précédent soient
vérifiées, ainsi que la propriété suivante.

Soit z ∈ Z•, notons z1 son image dans Z1, supposons que (D′, ψ, r, Z̄ ′) soit le dia-
gramme associé à z1 comme au § 5.2. Reprenons les notations de la fin du paragraphe
précédent.

Alors, pour tout zF ∈ ζ−1(z), le diagramme (5) du paragraphe précédent est commu-
tatif. De plus, pour tout d′ ∈ D′ et tout X ′ ∈ C(z′

F ) ∩ g′
d′ , on a l’égalité :

JGd(X, reaF (ϕ)) = JG′
d′ (X ′, rea′

F ◦�D′,r(ϕ)),

où on a posé d = ψD′(d′) et X = ψF,d′(ξ−1
d′ (Z ′) + X ′).

6. Le théorème principal

6.1. Soit F ∈ CLq. Pour d ∈ D, on a défini aux §§ 2.8 et 3.3 les espaces Sd et C∞
c (gd)

et l’application linéaire :
reaF : Sd → C∞

c (gd).

On pose :
S =

⊕
d∈D

Sd, C∞
c (gD) =

⊕
d∈D

C∞
c (gd).

La somme des applications reaF définit une application linéaire :

reaF : S → C∞
c (gD).

On peut considérer les éléments de C∞
c (gD) comme des fonctions sur l’ensemble gD. Pour

X ∈ gD,reg et f ∈ C∞
c (gD), on pose :

JGD (X, f) = JGd(X, fd),

où d est l’unique élément de D tel que X ∈ gd et fd est la composante de f dans C∞
c (gd).
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6.2.

Théorème 6.2. Soient z ∈ Z et δ ∈ Dz. Il existe une forme linéaire JD(z, δ, ·) sur
S vérifiant la condition suivante. Soient F ∈ CLq, zF ∈ ZF , X ∈ C(zF ) et ϕ ∈ S.
Supposons ζ(zF ) = z et δ(X) = δ. Alors on a l’égalité :

JGD (X, reaF (ϕ)) = JD(z, δ, ϕ).

Démonstration. A z est associé un entier k tel que tout relèvement de z dans Z̃ soit
de la forme (Z̄1, . . . , Z̄k; r1, . . . , rk). On note cet entier k(z). Si k(z) � 1 (i.e. z ∈ Z•), il
est de même associé à z la suite r1, . . . , rk(z) ci-dessus. On pose r(z) = r1.

Nous allons raisonner par récurrence sur l’entier k(z). Précisément, pour k fixé, on
suppose le théorème vrai pour toutes les données D′, z′, δ′ telles que rang(D′) � rang(D)
et k(z′) < k. On suppose désormais k(z) = k.

Traitons le cas k = 0. Alors z est vide. Un tel élément n’existe que si D est la donnée
d’un tore. On a Dz = D. Soit F ∈ CLq. On a ZF = t = g et l’unique élément zF ∈ ZF

tel que ζ(zF ) = z est zF = 0. L’unique élément X ∈ C(zF ) tel que δ(X) = δ = ∅
est l’élément 0 de gδ. Soit ϕ =

∑
d∈D ϕd ∈ S, avec ϕd ∈ Sd pour tout d. Posons fd =

reaF (ϕd) ∈ C∞
c (gd). On a alors l’égalité :

JGD (X, reaF (ϕ)) = fδ(0).

Définissons sur chaque Sd l’application linéaire ϕ′ �→ ϕ′(0) : si φ ∈ Φd et ϕ′ ∈ S(φ), ϕ′(0)
est la valeur de ϕ′ en 0 ∈ ḡd,φ. On a alors l’égalité fd(0) = ϕd(0). Il suffit de poser :

JD(z, δ, ϕ) = ϕδ(0)

pour satisfaire aux conditions de l’énoncé.
On suppose désormais k � 1. On peut fixer d ∈ D, φ ∈ Φd et se contenter de définir

JD(z, δ, ·) sur S(φ) ⊆ Sd ⊆ S. On a :

(1) si d �= ψDz (δ), la forme linéaire JD(z, δ, ·) = 0 sur S(φ) satisfait la condition de
l’énoncé.

En effet, d’après le lemme 4.4 (i), pour tous F , zF , X comme dans l’énoncé, on a
X ∈ GψDz (δ), donc JGD (X, reaF (ϕ)) = 0 pour tout ϕ ∈ S(φ) si d �= ψDz

(δ).
On suppose désormais d = ψDz (δ). On a défini r(φ) ∈ Z(p). On a :

(2) si r(z) < r(φ), la forme linéaire JD(z, δ, ·) = 0 sur S(φ) satisfait la condition de
l’énoncé.

En effet, soient F , zF , X comme dans l’énoncé et ϕ ∈ S(φ). Pour tout élément X ′ ∈
gd conjugué à X, on a r(X ′) = r(z) donc X ′ ∈ gd,r(z) mais X ′ �∈ gd,r(z)+. Or, par
construction, reaF (ϕ) est à support dans gd,r(φ) ⊆ gd,r(z)+. Donc reaF (ϕ) s’annule sur la
classe de conjugaison de X et JGD (X, reaF (ϕ)) = 0.

On suppose désormais r(z) � r(φ). D’après le lemme 2.4.2 et la remarque du § 5.2, on
peut fixer e ∈ P , indépendant de nos données, tel que r(z) et r(φ) appartiennent tous
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deux à (1/e)Z. Il est légitime de raisonner par récurrence sur r(z) − r(φ). Précisément,
on va supposer qu’une forme linéaire JD(z, δ, ·) vérifiant les conditions de l’énoncé est
définie sur S(φ′) pour tout φ′ ∈ Φd tel que r(φ′) > r(φ).

Supposons d’abord r(z) = r(φ). Notons z1 l’image de z dans Z1. Associons à z1 un
élément (D′, ψ, r, Z̄ ′) de L(D) (cf. § 5.2). On a r = r(z). Posons z′ = β(z) ∈ Z ′, identi-
fions δ à un élément de Dz′ , posons d′ = ψDz′ (δ) ∈ D′. On a ψD′(d′) = d. Introduisons
l’application linéaire �D′,r : Sd

r → S ′d′

r et le plongement ψF,d′ : G′
d′ → Gd dont l’existence

et les propriétés ont été affirmées au § 5.5. Remarquons que S(φ) ⊆ Sd
r . D’autre part,

k(z′) = k − 1 et l’hypothèse de récurrence nous fournit une forme linéaire JD′
(z′, δ, ·)

sur S ′. Pour ϕ ∈ S(φ), posons JD(z, δ, ϕ) = JD′
(z′, δ, �D′,r(ϕ)). Montrons que cette

définition satisfait aux conditions de l’énoncé. Soient F , zF et X comme dans l’énoncé.
Soit (Z ′, z′

F ) ∈ t′cent|Z̄′ × ζ ′−1
der (z′) l’image de zF par la composée des bijections (1) et (2)

du § 5.4. Soit X ′ ∈ C(z′
F ) tel que δ′(X ′) = δ. Comme ci-dessus, on a X ′ ∈ g′

d′ . D’après la
commutativité du diagramme (5) du § 5.4, X appartient à la même classe de conjugaison
que ψF,d′(ξ−1

d′ (Z ′)+X ′). On peut supposer ces deux termes égaux. La dernière assertion
du § 5.5 affirme l’égalité :

JGd(X, reaF (ϕ)) = JGd′ (X ′, rea′
F ◦�D′,r(ϕ)).

Par l’hypothèse de récurrence, le membre de droite est égal à JD′
(z′, δ, �D′,r(ϕ)), c’est-

à-dire, d’après notre définition, à JD(z, δ, ϕ). D’où l’égalité cherchée.
Supposons maintenant r(z) > r(φ). Introduisons l’application linéaire

�r(φ) : Sd
r(φ) → Sd

r(φ)+

de la proposition 3.4. L’image de S(φ) par cette application est contenue dans une somme
finie d’espaces S(φ′) pour φ′ ∈ Φd tel que r(φ′) > r(φ). L’hypothèse de récurrence portant
sur r(z) − r(φ) nous fournit une forme linéaire JD(z, δ, ·) définie sur cette image. Pour
ϕ ∈ S(φ), posons JD(z, δ, ϕ) = JD(z, δ, �r(ϕ)). On vérifie grâce à la proposition 3.4 que
cette définition convient. �

6.3. Le théorème permet de comparer des intégrales orbitales relatives à des groupes
définis sur des corps de base différents. Mais il conserve une signification même sur
un corps de base fixé. Il affirme alors une propriété de constance locale des intégrales
orbitales des fonctions appartenant à l’image de l’application reaF . Exprimons-la comme
un corollaire, bien qu’elle ne soit qu’un cas particulier du théorème.

Corollaire 6.3. Soient F ∈ CLq et X, X ′ ∈ gD,reg. Notons zF , respectivement z′
F ,

l’élément de ZF qui paramètre la classe de conjugaison stable de X, respectivement X ′.
Supposons ζ(zF ) = ζ(z′

F ) et, en notant z cet élément, supposons que, dans Dz, on a
l’égalité δ(X) = δ(X ′). Alors, pour tout ϕ ∈ S, on a l’égalité :

JGD (X, reaF (ϕ)) = JGD (X ′, reaF (ϕ)).
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7. Preuve de la proposition 3.4

7.1. Rappelons que l’on a défini au § 2.4 une décomposition en facettes de V I × R. On
a noté Φ l’ensemble des facettes. Pour φ ∈ Φ, notons ωφ l’ensemble des φ′ ∈ Φ dont
l’adhérence contient φ. Pour (v, r) ∈ φ, posons ωv,r =

⋃
φ′∈ωφ

φ′. C’est un voisinage de
(v, r) dans V I × R. Soient F ∈ CLq, (v, r) ∈ V I × R et (v′, r′) ∈ ωv,r. Alors on a les
inclusions :

gnr
v,r+ ⊆ gnr

v′,r′+ ⊆ gnr
v′,r′ ⊆ gnr

v,r.

Cela se vérifie aisément en utilisant le fait que, grâce au lemme 2.5.1, notre décomposition
en facettes est la même que celle définie par DeBacker [D, Définition 3.2.2]. En particulier,
supposons que les éléments (v, r) et (v′, r′) appartiennent tous deux à V I

(p) × Z(p). On
a deux façons d’envoyer gnr

v′,r′ dans ḡ : la première est πv′,r′ (cf. § 2.3) ; la seconde
est la composée de l’inclusion gnr

v′,r′ ⊆ gnr
v,r et de πv,r. Nous allons comparer ces deux

applications.
Considérons donc deux couples (v, r), (v′, r′) ∈ V I

(p) × Z(p). Choisissons un entier e ∈ P

tel que ev, ev′ ∈ X∗ et er, er′ ∈ Z. Posons x∗ = ev′ − ev. Cet élément x∗ de X∗ définit
un homomorphisme de F̄×

q dans T̄ . Pour tout i ∈ Z, posons :

ḡ[i] = {X ∈ ḡ; ∀z ∈ F̄×
q , Ad(x∗(z))(X) = ziX},

ḡ[� i] =
⊕
j�i

ḡ[j].

On vérifie que les espaces ḡ[er′ − er], ḡ[� er′ − er] et ḡ[� er′ − er + 1] ne dépendent pas
du choix de e. De plus, ḡv,r est somme directe de ses intersections avec chacun des ḡ[i].
On pose :

m̄v,r;v′,r′ = ḡv,r ∩ ḡ[er′ − er],

ūv,r;v′,r′ = ḡv,r ∩ ḡ[� er′ − er + 1],

p̄v,r;v′,r′ = ḡv,r ∩ ḡ[� er′ − er].

Dans le cas où r = r′ = 0, p̄v,0;v′,0 est une sous-algèbre parabolique de ḡv,0, m̄v,0;v′,0 en
est une sous-algèbre de Lévi et ūv,0;v′,0 est son radical nilpotent.

Lemme 7.1. Soient F ∈ CLq, (v, r), (v′, r′) ∈ V I
(p) × Z(p), supposons (v′, r′) ∈ ωv,r.

L’image de gnr
v′,r′ , respectivement gnr

v′,r′+, par πv,r est le sous-espace p̄v,r;v′,r′ , respective-
ment ūv,r;v′,r′ , de ḡv,r. Les espaces m̄v,r;v′,r′ et ḡv′,r′ sont égaux et l’application πv′,r′ est
égale à la composée de l’application πv,r qui envoie gnr

v′,r′ dans p̄v,r;v′,r′ avec la projection
naturelle de cet espace sur m̄v,r;v′,r′ .

Démonstration. Notons Φ, respectivement Φ′, la facette contenant (v, r), respective-
ment (v′, r′), introduisons les objets Σ̃nr

= (φ), rα(φ), etc., de la preuve du lemme 2.4.1. De
la description de gnr

v,r donnée au § 2.3 et de la définition de πv,r résulte que :

• pour α ∈ Σ̃nr
= (φ), πv,r(gnr

v,r ∩ unr
α ) = ḡv,r ∩ ūα ;

(1) pour α ∈ Σ̃nr
�= (φ), πv,r(gnr

v,r ∩ unr
α ) = {0}
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(comme au § 2.4, on a posé u0 = t). Pour α ∈ Σ̃nr
= (φ), on a aussi :

• si r′ − α(v′) � r − α(v), gnr
v′,r′ ∩ unr

α = gnr
v,r ∩ unr

α ;

• si r′ − α(v′) > r − α(v), gnr
v′,r′ ∩ unr

α = gnr
v,r+ ∩ unr

α .

Alors πv,r(gnr
v′,r′) est la somme des ḡv,r ∩ ūα sur les α ∈ Σ̃nr tels que r′ − α(v′) �

r − α(v). Fixons e ∈ P tel que ev, ev′ ∈ X∗ et er, er′ ∈ Z et graduons l’espace ḡ comme
ci-dessus. Pour α ∈ Σ̃nr, on a l’inclusion ūα ⊆ ḡ[eα(v′ − v)]. La condition r′−α(v′) � r−
α(v) est équivalente à ūα ⊆ ḡ[� er′ − er]. D’après la définition de p̄v,r;v′,r′ , on en déduit
l’égalité πv,r(gnr

v′,r′) = p̄v,r;v′,r′ . On démontre de même que πv,r(gnr
v′,r′+) = ūv,r;v′,r′ .

On voit qu’envoyer gnr
v′,r′ dans p̄v,r;v′,r′ puis projeter sur m̄v,r;v′,r′ revient à projeter

d’abord gnr
v′,r′ sur la somme des gnr

v′,r′∩unr
α , sur les α ∈ Σ̃nr

= (φ) tels que r′−α(v′) = r−α(v),
puis à appliquer πv,r. Remarquons que cet ensemble de α n’est autre que Σ̃nr

= (φ′) d’après
les descriptions données dans la preuve du lemme 2.4.1 (les rôles de φ et φ′ y étaient
inversés ; ici φ est dans l’adhérence de φ′). On doit montrer que l’opération ci-dessus
revient à appliquer πv′,r′ . On peut fixer α ∈ Σ̃nr et comparer leurs effets sur gnr

v′,r′ ∩ unr
α .

Si α ∈ Σ̃nr
�= (φ′), les deux applications sont nulles : pour la première, la projection de

unr
α est nulle ; pour πv′,r′ , c’est (1) appliqué à (v′, r′) et φ′.
Supposons α ∈ Σ̃nr

= (φ′). Les deux applications sont πv,r et πv′,r′ . On prouve leur égalité
comme dans la preuve du lemme 2.5.2. �

On a remarqué au § 2.5 que l’espace ḡv,r et l’application πv,r ne dépendent que de la
facette contenant (v, r). Le lemme précédent entrâıne que les espaces p̄v,r;v′,r′ , etc., et la
restriction de πv,r à gnr

v′,r′ ne dépendent que des facettes contenant (v, r) et (v′, r′).

7.2. Soient d ∈ D et v ∈ V d
(p). On a défini au § 2.6 le sous-groupe Ḡd,v de Ḡ. Il est muni

d’une structure sur Fq. Soit de plus r ∈ Z(p). On a défini au § 2.6 le sous-espace ḡd,v,r de
ḡd. Il est défini sur Fq, c’est-à-dire qu’il est stable par l’action de Θ. Il est aussi stable
par l’action adjointe de Ḡd,v.

L’application qui à r ∈ Z(p) associe le caractère σ �→ r(σ) de I se descend en un iso-
morphisme de Z(p)/Z sur le groupe des caractères continus d’ordre fini de I. On en déduit
que ḡd,v,r ne dépend que de l’image de r dans Z(p)/Z et que l’on a la décomposition :

ḡd =
⊕

r∈Z(p)/Z

ḡd,v,r (1)

(ces sous-espaces étant presque tous nuls). Remarquons que :

(2) pour r, s ∈ Z(p), X ∈ ḡd,v,r, Y ∈ ḡd,v,s, on a [X, Y ] ∈ ḡd,v,r+s.

On sait définir la notion d’élément nilpotent de l’algèbre de Lie ḡd. Dans ce para-
graphe et les suivants, �� nilpotent �� signifie nilpotent en tant qu’élément de cette algèbre.
DeBacker a remarqué que la théorie usuelle des sl2-triplets s’adaptait à nos sous-espaces
ḡd,v,r (cf. [D, Appendice 2]).
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Lemme 7.2.1. Soient r ∈ Z(p) et X ∈ ḡd,v,r. Supposons X nilpotent. Alors il existe un
élément nilpotent Y ∈ ḡd,v,−r et un élément semi-simple H ∈ ḡd,v,0 tels que (X, H, Y )
soit un sl2-triplet.

Démonstration. Grâce à (PΣ), on peut appliquer la théorie usuelle à l’algèbre de Lie ḡd

sur Fq. Il existe H1, Y1 ∈ ḡd tels que (X, H1, Y1) soit un sl2-triplet. Notons H, respective-
ment Y2, la projection de H1 sur ḡd,v,0, respectivement de Y1 sur ḡd,v,−r, conformément à
la décomposition (1). Grâce à (2) et à l’hypothèse X ∈ ḡd,v,r, les relations [H1, X] = 2X

et [X, Y1] = H1 entrâınent [H, X] = 2X et [X, Y2] = H. Le raisonnement de [C, p. 141]
montre que l’on peut remplacer Y2 par Y3 ∈ ḡd de sorte que l’on ait encore [X, Y3] = H

et de plus [H, Y3] = −2Y3. En remplaçant encore Y3 par sa projection Y sur ḡd,v,−r, on
obtient le lemme. �

Soient r ∈ Z(p) et (X, H, Y ) un sl2-triplet vérifiant les conditions du lemme. On gradue
l’espace ḡd de la façon habituelle, c’est-à-dire que, pour i ∈ Z, on pose :

ḡd(i) = {Z ∈ ḡd; [H, Z] = iZ}.

Cette graduation est définie sur Fq et induit des graduations analogues sur tout sous-
espace ḡd,v,s. On pose

ḡd(� i) =
⊕
j�i

ḡd(j).

Lemme 7.2.2. Soit Z ∈ ḡd,v,r(� 3). Alors il existe x ∈ Ḡd,v tel que Ad(x)(X) = X + Z.

Démonstration. Le raisonnement habituel montre que, pour tout entier i � 1,
l’application ad(X) se restreint en une surjection de ḡd(i) sur ḡd(i + 2). En projetant
cette égalité grâce à la décomposition (1), on obtient que ad(X) définit une surjection
de ḡd,v,0(i) sur ḡd,v,r(i + 2). Le raisonnement habituel permet d’en déduire l’énoncé. On
a besoin pour cela d’utiliser des exponentielles d’éléments nilpotents, ce que l’hypothèse
(PΣ) nous autorise. �

7.3. Soient d ∈ D et φ ∈ Φd. On a défini au § 7.1 l’ensemble de facettes ωφ ⊆ Φ. On
pose ωd

φ = ωφ ∩ Φd. Soit φ′ ∈ ωd
φ. Choisissons

(v, r) ∈ (V d
(p) × Z(p)) ∩ φ, (v′, r′) ∈ (V d

(p) × Z(p)) ∩ φ′.

On a défini les sous-espaces p̄v,r;v′,r′ , ūv,r;v′,r′ , m̄v,r;v′,r′ de ḡv,r. Leurs images réciproques
ξ̄−1
d (p̄v,r;v′,r′), etc., dans ḡd,v,r sont définies sur Fq. Elles ne dépendent pas des choix de

(v, r) et (v′, r′) (cf. § 7.1). On les note p̄d,φ,φ′ , ūd,φ,φ′ , m̄d,φ,φ′ et on rappelle que l’on a
noté ḡd,φ = ḡd,v,r. On a m̄d,φ,φ′ = ḡd,φ′ grâce au lemme 7.1. Cela permet de définir une
application linéaire injective :

S(φ′) → S(φ).

A une fonction ϕ′ sur ḡd,φ′ , on associe la fonction ϕ sur ḡd,φ, à support dans p̄d,φ,φ′ , telle
que, pour X ∈ m̄d,φ,φ′ et Y ∈ ūd,φ,φ′ , ϕ(X + Y ) = ϕ′(X).

Pour r ∈ Z(p), notons ωd
φ(> r) l’ensemble des φ′ ∈ ωd

φ telles que r(φ′) > r.
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Lemme 7.3.1. Soient r ∈ Z(p) et φ′ ∈ ωd
φ(> r). Supposons que φ coupe V d

(p) × {r}.
Alors, toute fonction dans l’image de l’injection S(φ′) → S(φ) est à support nilpotent.

Démonstration. Il s’agit de montrer que p̄d,φ,φ′ est formé d’éléments nilpotents. Fixons

(v, r) ∈ (V d
(p) × Z(p)) ∩ φ et (v′, r′) ∈ (V d

(p) × Z(p)) ∩ φ′

avec r′ > r. On choisit e ∈ P tel que ev, ev′ ∈ X∗ et er, er′ ∈ Z. On pose x∗ = ev′ − ev

et on gradue l’espace ḡ comme au § 7.1 en posant, pour i ∈ Z :

ḡ[i] = {X ∈ ḡ; ∀z ∈ F̄×
q , Ad(x∗(z))(X) = ziX}.

L’espace ḡ[� 1] est le radical nilpotent d’une sous-algèbre parabolique de ḡ. Il est donc
formé d’éléments nilpotents. Par définition :

p̄d,φ,φ′ = ξ̄−1
d (ḡ[er′ − er]).

Puisque r′ > r, cet espace est inclus dans ξ̄−1
d (ḡ[� 1]) et est donc formé d’éléments

nilpotents. �

Remarquons que, quand la projection de φ dans R est ouverte, on a φ ∈ ωd
φ(> r) pour

tout r tel que φ coupe V d
(p) × {r}. Alors tout élément de ḡd,φ est nilpotent.

Des applications précédentes se déduit une application linéaire :

sφ :
⊕

φ′∈ωd
φ

S(φ′) → S(φ).

Lemme 7.3.2. Soit (v, r) ∈ (V d
(p) × Z(p)) ∩ φ. Il existe une application linéaire :

� : S(φ) →
⊕

φ′∈ωd
φ(>r)

S(φ′)

vérifiant la condition suivante. Soit J une forme linéaire sur S(φ) invariante par adjonc-
tion par Ḡd,v et à support nilpotent et soit ϕ ∈ S(φ). Alors J ◦ sφ ◦ �(ϕ) = J(ϕ).

Pour la démonstration, nous utiliserons le lemme suivant. Notons Xd
∗ le sous-groupe

des x∗ ∈ XI
∗ tels que d(θ)θ(x∗) = x∗ pour tout θ ∈ Θ. Introduisons le sous-tore T̄d de

Ḡd tel que ξ̄d(T̄d) ⊆ T̄ et X∗(ξ̄d(T̄d)) = Xd
∗ .

Lemme 7.3.3. Le tore T̄d est défini et déployé sur Fq. Pour tout v ∈ V d
(p), il est inclus

dans Ḡd,v et est un sous-tore déployé maximal de ce groupe.

Démonstration. En § 1.10, on a défini le tore Td,F et montré qu’il était un sous-
tore déployé maximal de Gd. Soit v ∈ V d

(p). Ce point v appartient à l’appartement de
Imm(Gd, F ) associé à ce tore. La théorie de Bruhat–Tits nous dit alors que l’image de
T nr

d,F ∩ Gd,v(Onr) dans Ḡd,v est le groupe des points sur F̄q d’un sous-tore défini sur Fq

et déployé maximal de ce groupe. Il résulte des constructions que cette image est T̄d. �
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Démonstration du lemme 7.3.2. Pour X ∈ ḡd,φ, notons ϕX la fonction car-
actéristique de X. Ces fonctions formant une base de S(φ), il suffit de montrer que,
pour tout X, il existe

ϕ′ ∈
⊕

φ′∈ωd
φ(>r)

S(φ′)

telle que J ◦ sφ(ϕ′) = J(ϕX) pour tout J vérifiant les hypothèses de l’énoncé. Si X

n’est pas nilpotent, ϕ′ = 0 convient. Supposons X nilpotent. Complétons X en un sl2-
triplet (X, H, Y ) vérifiant les conditions du lemme 7.2.1. Ce sl2-triplet se relève en un
homomorphisme de SL2 dans Ḡd, où SL2 est le groupe algébrique évident sur Fq. Notons
A le tore diagonal de SL2 et Ā son image dans Ḡd. Cette image est un tore déployé,
d’algèbre de Lie ā engendrée par H. Puisque H ∈ ḡv,0, Ā est inclus dans Ḡd,v. Utilisons
le lemme 7.3.3. Tout sous-tore déployé de Ḡd,v est conjugué à un sous-tore de T̄d par un
élément de Ḡd,v. Quitte à effectuer une telle conjugaison, à laquelle notre problème est
insensible, on peut supposer Ā ⊆ T̄d. Les carrés du diagramme suivant sont commutatifs :

X∗(A) ∼ ��

��

X∗(Ā) ��

��

X∗(T̄d)

��
X∗(A) ⊗Z Fq = a

∼ �� X∗(Ā) ⊗Z Fq = ā �� X∗(T̄d) ⊗Z Fq = t̄d

L’élément H est l’image dans t̄d de l’unique coracine simple dans X∗(A) par le chemin
sud-ouest de ce diagramme. Il l’est aussi par le chemin nord-est et provient d’un élément
de X∗(T̄d) auquel on l’identifie. Posons x∗ = ξ̄d(H). Ce terme appartient à Xd

∗ et v +sx∗
appartient à V d pour tout réel s. Choisissons e ∈ P tel que ev ∈ X∗, er ∈ Z, posons
v′ = v + (x∗/e), r′ = r + (2/e). Supposons e assez grand pour que ce couple (v′, r′)
appartienne à ωv,r. Notons φ′ la facette à laquelle appartient (v′, r′). Elle appartient à
ωd

φ(> r). Au § 7.2, on a associé au sl2-triplet (X, H, Y ) une graduation (ḡd(i))i∈Z de ḡd.
Au § 7.1, les espaces p̄v,r;v′,r′ , etc., ont été définis à l’aide d’une graduation (ḡ[i])i∈Z de
ḡ. Il s’avère que ḡd(i) = ξ̄−1

d (ḡ[i]) pour tout i. Puisque er′ − er = 2, on a :

p̄d,φ,φ′ = ξ̄−1
d (p̄v,r;v′,r′) = ξ̄−1

d (ḡv,r ∩ ḡ[� 2]) = ḡd,v,r(� 2) ;

ūd,φ,φ′ = ξ̄−1
d (ūv,r;v′,r′) = ξ̄−1

d (ḡv,r ∩ ḡ[� 3]) = ḡd,v,r(� 3).

Notons ϕ la fonction caractéristique de X + ḡd,v,r(� 3), multipliée par |ḡd,v,r(� 3)|−1.
D’après le lemme 7.2.2, cette fonction est équivalente à ϕX , au sens où J(ϕ) = J(ϕX)
pour tout J comme dans l’énoncé. Les formules ci-dessus montrent que ϕ appartient à
l’image de l’injection S(φ′) → S(φ). L’existence de la fonction ϕ′ cherchée s’en déduit. �

7.4. Soient F ∈ CLq, d ∈ D, φ ∈ Φd et φ′ ∈ ωd
φ. On a défini dans le paragraphe

précédent une injection S(φ′) → S(φ) et on a défini au § 3.3 l’application linéaire reaF :
Sd → C∞

c (gd). Grâce au lemme 7.1, on a :
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(1) le triangle
S(φ′) ��

reaF

�����������
S(φ)

reaF�����������

C∞
c (gd)

est commutatif.

Rappelons le lemme bien connu (cf. lemme 2.7.2 pour la définition de πd,v,r).

Lemme 7.4. Soit (v, r) ∈ V d
(p) × Z(p). Tout élément de ḡd,v,r appartenant à l’image par

πd,v,r de gd,r+ ∩ gd,v,r est nilpotent.

Démonstration. Soit X ∈ gd,r+ ∩ gd,v,r. Choisissons (v′, r′) ∈ V d × R et g ∈ Gd tels
que r′ > r et Ad(g)(X) ∈ gd,v′,r′ . Grâce à la décomposition de Bruhat–Tits, on peut
écrire g = hk, où k ∈ Gd,v et l’action de h−1 sur Imm(Gd, F ) envoie v′ sur un élément
de V d. Quitte à changer v′, on peut donc supposer g ∈ Gd,v. Puisque πd,v,r(X) est
nilpotent si et seulement si πd,v,r ◦ Ad(g)(X) l’est, on peut aussi bien supposer g = 1
et X ∈ gd,v′,r′ . Pour tout élément (v′′, r′′) du segment joignant (v, r) et (v′, r′), on a
X ∈ gd,v′′,r′′ . On choisit (v′′, r′′) assez proche de (v, r) pour que la facette φ′′ contenant
(v′′, r′′) appartienne à ωd

φ, où φ est la facette contenant (v, r). La facette φ′′ appartient
même à ωd

φ(> r). Alors le lemme 7.3.1 entrâıne que πd,v,r(X) est nilpotent. �

7.5. Prouvons maintenant la proposition 3.4 dont nous rappelons l’énoncé.

Proposition 3.4. Soit r ∈ Z(p). Il existe une application linéaire �r : Sd
r → Sd

r+ telle
que, pour tout ϕ ∈ Sd

r , tout F ∈ CLq et tout X ∈ gd,r+ ∩ gd,reg, on ait l’égalité :

JGd(X, reaF (ϕ)) = JGd(X, reaF ◦�r(ϕ)).

Démonstration. On peut fixer φ′ ∈ Φd tel que r(φ′) � r et définir �r(ϕ) pour ϕ ∈ S(φ′).
Si r(φ′) > r, on a S(φ′) ⊆ Sd

r+, il suffit de poser �r(ϕ) = ϕ. Supposons r(φ′) = r.
D’après (3) du § 2.8, on peut fixer v ∈ V d

(p) tel que (v, r) appartienne à l’adhérence de φ′.
Notons φ la facette contenant (v, r). On a φ′ ∈ ωd

φ et on dispose de l’injection S(φ′) →
S(φ). Supposons défini �r sur S(φ). On définit �r sur S(φ′) comme la composée de cette
application �r sur S(φ) et de l’injection précédente. Grâce à (1) du § 7.4, cette application
convient. On est ainsi ramené au cas de S(φ). On a défini au lemme 7.3.2 une application

� : S(φ) →
⊕

φ′∈ωd
φ(>r)

S(φ′).

Ce dernier espace est inclus dans Sd
r+ et on définit �r sur S(φ) comme étant cette appli-

cation �.
Soient F ∈ CLq, X ∈ gd,r+ ∩gd,reg et ϕ ∈ S(φ). Posons f = reaF (ϕ), f ′ = reaF ◦�r(ϕ).

Notons Ω l’ensemble des g ∈ Gd/TX tels que Ad(g)(X) ∈ gd,v,r. Il est stable par multi-
plication à gauche par Gd,v. Pour g ∈ Gd \ Ω, on a f(Ad(g)(X)) = 0. On obtient :

JGd(X, f) = ∆(X)1/2
∫

Ω

mes(Gd,v)−1
∫

Gd,v

f(Ad(kg)(X)) dk dg. (1)
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Pour g ∈ Ω, définissons une forme linéaire jg sur S(φ) par :

jg(ϕ0) = |Ḡd,v|−1
∑

k∈Ḡd,v

ϕ0 ◦ Ad(k)(πd,v,r(Ad(g)(X)))

pour tout ϕ0 ∈ S(φ). Par définition de reaF , le terme intérieur du membre de droite
de (1) n’est autre que jg(ϕ). On obtient :

JGd(X, f) = ∆(X)1/2
∫

Ω

jg(ϕ) dg.

Rappelons que l’on dispose de l’application linéaire :

sφ :
⊕

φ′∈ωd
φ

S(φ′) → S(φ).

Posons ϕ′′ = sφ ◦ �r(ϕ) et f ′′ = reaF (ϕ′′). Le même calcul conduit à l’égalité :

JGd(X, f ′′) = ∆(X)1/2
∫

Ω

jg(ϕ′′) dg.

Mais, pour g ∈ Ω, jg est une forme linéaire sur S(φ) invariante par adjonction par
Ḡd,v et, d’après le lemme 7.4, elle est à support nilpotent. Le lemme 7.3.2 entrâıne que
jg(ϕ) = jg(ϕ′′). D’où l’égalité JGd(X, f) = JGd(X, f ′′). Grâce à (1) du § 7.4, f ′′ = f ′ et
on obtient l’égalité cherchée. �

8. r-centralisateurs et cocycles

8.1. On fixe pour toute la section un quadruplet (D′, ψ, r, Z̄ ′) ∈ L(D). On va commencer
à prouver les propriétés de ce quadruplet affirmées au § 5.5. Pour motiver les définitions
que nous allons poser, considérons un instant la situation du § 5.4. Pour tout d′ ∈ D′,
on veut définir un plongement ψF,d′ : G′

d′ → Gd où d = ψD′(d′), de sorte que pour
tout zF ∈ ZF , le carré de droite du diagramme (5) au § 5.4 soit commutatif. Il s’agit de
comparer des cocycles dans la définition desquels interviennent de façon essentielle les
cocycles dF et d′

F . Le but de ce chapitre est d’établir un lien utilisable entre ces deux
cocycles puis de définir le plongement ψF,d′ (cf. § 8.6) et de prouver la commutativité de
ce diagramme (5) au § 5.4. Les conditions imposées à ψF,d′ seront renforcées au § 9.9.

8.2. On introduit le groupe Ḡ′ associé à D′. Par une construction analogue à celle
du § 5.4, on définit un plongement ψ̄ : Ḡ′ → Ḡ caractérisé par les propriétés suivantes :

• ψ̄ se restreint en l’isomorphisme de T̄ ′ sur T̄ déduit de ψ : X ′
∗ → X∗ ;

• en notant encore ψ̄ la dérivée du plongement, ψ̄(Ē′
α′) = Ēψ(α′) pour tout α′ ∈ ∆′.

Ce plongement ψ̄ se restreint en un plongement N̄ ′ → N̄ . Il est compatible aux sec-
tions n̄′ : W ′ → N̄ ′, n̄ : W → N̄ définies au § 1.5, c’est-à-dire que ψ̄ ◦ n̄′(w′) = n̄ ◦ ψ(w′)
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pour tout w′ ∈ W ′. D’autre part, de ψ se déduit un isomorphisme T ′
�

∼−→ T�. Cet iso-
morphisme et le plongement précédent se regroupent en un plongement :

ψred : N ′
red → Nred.

On note Zred,ψ le sous-groupe des t ∈ Tred tels que α(t) = 1 pour tout α ∈ ψ(Σ′). Ses
éléments commutent à ψred(N ′

red). On pose Z̄ψ = Zred,ψ ∩ T̄ . C’est le centre de ψ̄(Ḡ′).
Remarquons la propriété :

(1) soient α ∈ Σ et γ ∈ Γ ; supposons que α et wψ(γ)−1(α) soient de signes opposés
(cf. § 5.1 pour la définition de wψ(γ)) ; alors α �∈ ψ(Σ′).

En effet, soit α′ ∈ Σ′. Les couples suivants sont formés de racines de même signe :

• ψ(α′) et α′ car ψ(∆′) ⊆ ∆ ;

• α′ et γ−1(α′) car γ(∆′) = ∆′ ;

• γ−1(α′) et ψ ◦ γ−1(α′) car ψ(∆′) ⊆ ∆ ;

• ψ ◦ γ−1(α′) et γ−1 ◦ wψ(γ)−1 ◦ ψ(α′) car ces deux termes sont égaux ;

• γ−1 ◦ wψ(γ)−1 ◦ ψ(α′) et wψ(γ)−1 ◦ ψ(α′) car γ(∆) = ∆.

Donc ψ(α′) et wψ(γ)−1 ◦ ψ(α′) sont de même signe, ce qui entrâıne (1).
Posons Z̄ = ψ(Z̄ ′). Pour γ ∈ Γ , on définit les éléments z�,ψ(γ) ∈ T�, z̄ψ(γ) ∈ T̄ ,

zψ(γ) ∈ Tred, nψ(γ) ∈ Nred, n̄ψ(γ) ∈ N̄ par :

z�,ψ(γ) =
( ∑

α∈Σ, α>0, wψ(γ)−1(α)<0

α̌

)
⊗ r ;

z̄ψ(γ) =
∏

α∈Σ, α>0, wψ(γ)−1(α)<0

α̌ ◦ α(Z̄) ; (2)

zψ(γ) = z�,ψ(γ)z̄ψ(γ) ;

nψ(γ) = zψ(γ)n̄(wψ(γ)) ;

n̄ψ(γ) = πN (nψ(γ)) = z̄ψ(γ)n̄(wψ(γ)).

Remarquons que la définition (2) est loisible : si α ∈ Σ est tel que α > 0 et wψ(γ)−1(α) <

0, on a α �∈ ψ(Σ′) d’après (1), donc α(Z̄) �= 0 d’après (1) du § 5.1.

Lemme 8.2.

(i) L’application γ �→ nψ(γ) est un cocycle de Γ dans Nred.

(ii) Pour tout γ ∈ Γ , z�,ψ(γ) et zψ(γ) appartiennent à Zred,ψ et z̄ψ(γ) appartient à
Z̄ψ.

(iii) Pour tout g′ ∈ Ḡ′, on a l’égalité ψ̄ ◦ γ(g′) = Ad(n̄ψ(γ)) ◦ γ ◦ ψ̄(g′).

(iv) Pour tout n′ ∈ N ′
red, on a l’égalité ψred ◦ γ(n′) = nψ(γ)γ ◦ ψred(n′)nψ(γ)−1.
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Démonstration. Le (i) résulte de la preuve du lemme 2.2A de [LS].
Introduisons les objets relatifs à la donnée Dsc. Soit γ ∈ Γ . De même que l’on a

construit z�,ψ(γ) ∈ T�, nψ(γ) ∈ Nred, etc., on construit z�,ψ,sc(γ) ∈ T�,sc, nψ,sc(γ) ∈
Nred,sc, etc. On a les égalités z�,ψ(γ) = ι ◦ z�,ψ,sc(γ), nψ(γ) = ι ◦ nψ,sc(γ), etc. Pour
démontrer (ii), il suffit de démontrer les assertions analogues pour les objets z�,ψ,sc(γ),
etc. On peut aussi bien abandonner les indices �� sc �� et supposer que D = Dsc. On va
démontrer que z̄ψ(γ) ∈ Z̄ψ, les autres assertions se traitant de la même façon. Parce qu’on
suppose Ḡ simplement connexe, un élément de T̄ appartient à Z̄ψ si et seulement s’il
est fixe par l’action de ψ(W ′). Montrons que z̄ψ(γ) vérifie cette condition. Soit w′ ∈ W ′,
posons w = ψ(w′). On a :

(3) l’application α �→ w(α) conserve l’ensemble des α ∈ Σ tels que α > 0 et
wψ(γ)−1(α) < 0.

Soit α dans cet ensemble. D’après (1), α ∈ Σ \ ψ(Σ′). Par définition de wψ(γ),
l’automorphisme γ−1 ◦ wψ(γ)−1 de X∗ conserve ψ(Σ′), donc aussi Σ \ ψ(Σ′) et ψ(W ′).
Donc, d’une part, γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α) ∈ Σ \ ψ(Σ′) ; d’autre part il existe w′

1 ∈ W ′ tel
qu’en posant w1 = ψ(w′

1), on ait γ−1 ◦ wψ(γ)−1 ◦ w = w1 ◦ γ−1 ◦ wψ(γ)−1. L’ensemble
ψ(Σ′) est un sous-ensemble de Lévi standard de Σ et w appartient au groupe de Weyl
associé à ce sous-ensemble. Les seules racines inversées par un tel élément appartiennent
à ψ(Σ′). Puisque α �∈ ψ(Σ′), w(α) est de même signe que α, i.e. w(α) > 0. De même
w1 ◦ γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α) est de même signe que γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α). Alors les couples suiv-
ants sont de même signe :

• wψ(γ)−1(α) et γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α) car γ(∆) = ∆ ;

• γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α) et w1 ◦ γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α), comme on vient de le voir ;

• w1 ◦ γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α) et γ−1 ◦ wψ(γ)−1 ◦ w(α) car ces deux termes sont égaux ;

• γ−1 ◦ wψ(γ)−1 ◦ w(α) et wψ(γ)−1 ◦ w(α) car γ(∆) = ∆.

Donc wψ(γ)−1 ◦ w(α) est de même signe que wψ(γ)−1(α), i.e. wψ(γ)−1 ◦ w(α) < 0.
Cela prouve (3).

On a :
w(z̄ψ(γ)) =

∏
α∈Σ, α>0, wψ(γ)−1(α)<0

w(α̌) ◦ α(Z̄).

On remplace w(α̌) par α̌. Grâce à (3), on obtient :

w(z̄ψ(γ)) =
∏

α∈Σ, α>0, wψ(γ)−1(α)<0

α̌ ◦ w−1(α)(Z̄).

Pour tout α, w−1(α)(Z̄) = α ◦ w(Z̄) = α ◦ ψ ◦ w′(Z̄ ′). Mais w′(Z̄ ′) = Z̄ ′ parce que
Z̄ ′ ∈ t̄

′
cent(r). Donc w−1(α)(Z̄) = α(Z̄). Cela entrâıne w(z̄ψ(γ)) = z̄ψ(γ) et le (ii) de

l’énoncé.
On a bien l’égalité ψ̄ ◦ γ = Ad(n̄ψ(γ)) ◦ γ ◦ ψ̄ sur T̄ ′ : cela résulte de la définition de

wψ(γ). Pour prouver (iii), il suffit de prouver que ψ̄ ◦ γ(Ē′
α′) = Ad(n̄ψ(γ)) ◦ γ ◦ ψ̄(Ē′

α′)
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pour tout α′ ∈ ∆′. Fixons un tel α′, posons β′ = γ(α′), α = ψ(α′), β = ψ(β′). On a
β′ ∈ ∆′, α, β ∈ ∆ et wψ(γ)◦γ(α) = β. On doit montrer que Ad(n̄ψ(γ)) ◦ γ(Ēα) = Eβ . De
nouveau, on peut supposer que Ḡ est simplement connexe. Des propriétés de la section
n̄ résulte que :

Ad(n̄(wψ(γ))) ◦ γ(Ēα) = εĒβ , (4)

avec ε ∈ {±1}. Cela entrâıne l’égalité dans N̄ :

n̄(wψ(γ))n̄(sγ(α)) = β̌(ε)n̄(sβ)n̄(wψ(γ)). (5)

D’après (1) du § 1.5, le membre de gauche vaut :

ν(wψ(γ), sγ(α))n̄(wψ(γ)sγ(α)).

Les seules racines inversées par sγ(α) sont ±γ(α). Elles ne sont pas inversées par wψ(γ)
car wψ(γ) ◦ γ(α) = β. Donc ν(wψ(γ), sγ(α)) = 1 et le membre de gauche de (5) est égal à
n̄(wψ(γ)sγ(α)). Pour une raison similaire, le membre de droite vaut β̌(ε)n̄(wψ(γ)sγ(α)).
Cela entrâıne β̌(ε) = 1. Puisqu’on a supposé Ḡ simplement connexe, il en résulte que
ε = 1. On a déjà montré que z̄ψ(γ) appartenait à Z̄ψ. Ce terme centralise Eβ . De (4), où
ε = 1, résulte l’égalité Ad(z̄ψ(γ)n̄(wψ(γ))) ◦ γ(Ēα) = Eβ , ce qui est l’égalité cherchée.

Pour démontrer (iv), il suffit de prouver l’égalité en question pour n′ ∈ T ′
� et n′ ∈ N̄ ′.

Sur T ′
�, la conjugaison par nψ(γ) n’est autre que l’action naturelle de wψ(γ). L’égalité

cherchée pour n′ ∈ T ′
� résulte alors de la définition de wψ(γ). Pour n′ ∈ N̄ ′, on a

ψred(n′) = ψ̄(n′) et on sait grâce à (iii) que :

ψred ◦ γ(n′) = n̄ψ(γ)γ ◦ ψred(n′)n̄ψ(γ)−1.

Mais, grâce à (ii), z�,ψ(γ) commute à ψred ◦ γ(n′). On peut donc remplacer dans cette
égalité n̄ψ(γ) par z�,ψ(γ)n̄ψ(γ) = nψ(γ) et cela achève la preuve. �

Soit d′ ∈ D′, définissons une application d0 : Γ → Nred par :

d0(γ) = ψred ◦ d′(γ)nψ(γ).

Grâce à l’assertion (iv) du lemme, cette application d0 est un cocycle.

8.3. Soit F ∈ CLq. On introduit les groupes G et G′ sur F associés aux données D
et D′ et le plongement ψF : G′ → G (cf. § 5.4). Comme on l’a vu dans la preuve du
lemme 5.4, l’application :

t
′
cent ∩ t

′
r → t̄

′
cent(r)

Γ

est surjective. Fixons Z ′
F ∈ t′cent ∩ t′r dont l’image dans t̄

′(r)Γ soit Z̄ ′.
A l’aide de Z ′

F , on construit comme dans le paragraphe précédent un cocycle nψ,F de
Γ dans Nmod. On a l’égalité nψ = red ◦nψ,F . On montre comme dans le lemme précédent
l’égalité :

ψF ◦ γ = Ad(nψ,F (γ)) ◦ γ ◦ ψF (1)

pour tout γ ∈ Γ .
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Soit d′ ∈ D′, définissons une application d0,F : Γ → Nmod par :

d0,F (γ) = ψF ◦ d′
F (γ)nψ,F (γ).

Grâce à (1), cette application est un cocycle.

Lemme 8.3. Posons d = ψD′(d′). Les deux cocycles d0,F et dF définissent le même
élément de H1(Γ, Gmod).

La preuve sera donnée au § 8.5. On doit auparavant revenir sur la construction de
l’homomorphisme :

Gnr wG−−→ (X∗/X∗,sc)I

du § 1.10.

8.4. Soit F ∈ CLq. Kottwitz a introduit la notion de z-extension de G (cf. [K2]). Il
s’agit d’une suite exacte :

1 → Z
a−→ G̃

b−→ G → 1

où :

• G̃ est un groupe réductif défini sur F ;

• Z est un tore défini sur F ;

• a et b sont des homomorphismes de groupes définis sur F ;

(1) le groupe dérivé de G̃ est simplement connexe ;

• a(Z) est central dans G̃ ;

(2) X∗(Z) est un Gal(F sep/F )-module induit, c’est-à-dire de la forme

IndGal(F sep/F )
Γ ′ (Y ),

où Γ ′ est un sous-groupe ouvert de Gal(F sep/F ) et Y est un Z-module libre de
rang fini muni de l’action triviale de Γ ′.

De telles z-extensions existent. Dans notre situation où G est quasi-déployé et où
Gal(F sep/Fmod) agit trivialement sur D, le groupe G̃ est lui-aussi quasi-déployé et on
peut imposer que Gal(F sep/Fmod) agit trivialement sur la donnée de racines associée à
G̃, ainsi que sur X∗(Z).

Fixons une z-extension vérifiant ces conditions. Les groupes b−1(B) et T̃ = b−1(T )
sont respectivement un sous-groupe de Borel et un sous-tore maximal de G̃. Notons

D̃ = (X̃∗, Σ̃, ∆̃, X̃∗,
˜̌Σ, ˜̌∆)

la donnée de racines de G̃ associée à ces sous-groupes. Alors b définit un homomorphisme
encore noté b : X̃∗ → X∗ qui se restreint en des bijections de ˜̌Σ sur Σ̌ et de ˜̌∆ sur ∆̌.
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Remarquons qu’au niveau des revêtements simplement connexes des groupes dérivés,
il n’y a pas de différence entre G̃ et G. Autrement dit, on dispose d’un diagramme
commutatif :

G̃
b �� G

Gsc

ι̃











 ι

����������

Grâce à (2), H1(I,Z) = {0}, d’où :

(3) l’homomorphisme G̃nr b−→ Gnr est surjectif.

Notons G̃ab le tore de groupe de cocaractères X̃∗/X̃∗,sc. De l’homomorphisme
X̃∗ → X̃∗/X̃∗,sc se déduit un homomorphisme T̃ → G̃ab. Grâce à (1), il se prolonge en
un homomorphisme c : G̃ → G̃ab. On dispose enfin de l’homomorphisme

G̃nr
ab

wG̃ab−−−→ (X̃∗/X̃∗,sc)I .

Alors,

(4) le diagramme suivant est commutatif (cf. [K3, Paragraphe 7]) :

G̃nr c ��

b

��

G̃nr
ab

wG̃ab �� (X̃∗/X̃∗,sc)I

b

��
Gnr wG �� (X∗/X∗,sc)I

8.5.

Démontrons le lemme 8.3. Introduisons une z-extension :

1 → Z
a−→ G̃

b−→ G → 1 (1)

vérifiant les conditions du paragraphe précédent. Le cocycle nψ,F se relève en un cocycle
nψ,sc,F de Γ dans Gmod

sc tel que nψ,F = ι ◦ nψ,sc,F . On définit un groupe réductif G̃′ sur
F , muni d’un isomorphisme :

j̃ : G̃′ → b−1(ψF (G′))

tel que, pour tout γ ∈ Γ , j̃ ◦ γ = Ad(ι̃ ◦ nψ,sc,F (γ)) ◦ γ ◦ j̃. On note :

ψ̃F : G̃′ → G̃

le composé de j̃ et de l’injection b−1(ψF (G′)) ↪→ G̃. La suite (1) se complète en un
diagramme commutatif :

1 �� Z
a �� G̃

b �� G �� 1

1 �� Z
a′

��

id

��

G̃′ b′
��

ψ̃F

��

G′ ��

ψF

��

1

La suite exacte inférieure est une z-extension de G′.
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Puisque Gsc est simplement connexe, H1(Γ, Gmod
sc ) = {0}. On peut fixer g ∈ Gmod

sc tel
que :

g−1nψ,sc,F (γ)γ(g) = 1 (2)

pour tout γ ∈ Γ . Définissons un cocycle d1,F de Γ dans Gmod par

d1,F (γ) = ι(g)−1d0,F (γ)ι ◦ γ(g).

Il suffit de prouver que d1,F et dF sont cohomologues. Mais d1,F est trivial sur I, comme
dF . Il suffit donc de prouver que d1,F (θ1) et dF (θ1) ont même image par l’application :

Gnr wG−−→ (X∗/X∗,sc)I → (X∗/X∗,sc)Γ . (3)

En appliquant (3) du § 8.4 à G′, choisissons x̃′ ∈ G̃′nr tel que b′(x̃′) = d′
F (θ1). Posons

x̃ = ι̃(g)−1ψ̃F (x̃′)ι̃ ◦ nψ,sc,F (θ1)ι̃ ◦ θ1(g).

On a :
x̃ ∈ G̃nr et b(x̃) = d1,F (θ1). (4)

La deuxième assertion est immédiate. Soit σ ∈ I. On doit montrer que σ(x̃) = x̃. Remar-
quons que, grâce à (2), on a l’égalité x̃ = Ad(ι̃(g)−1)(ψ̃F (x̃′)). Alors :

σ(x̃) = Ad(ι̃ ◦ σ(g)−1)(σ ◦ ψ̃F (x̃′)).

On a :
σ ◦ ψ̃F (x̃′) = Ad(ι̃ ◦ nψ,sc,F (σ)−1)(ψ̃F ◦ σ(x̃′)).

Mais σ(x̃′) = x̃′ et on obtient :

σ(x̃) = Ad(ι̃(nψ,sc,F (σ)σ(g))−1)(ψ̃F (x̃′)).

Toujours grâce à (2), cette expression est égale à Ad(ι̃(g)−1)(ψ̃F (x̃′)), ou encore x̃, ce qui
démontre (4).

En appliquant (4) du § 8.4, l’image de d1,F (θ1) par (3) est égale à celle de x̃ par la
suite d’applications :

G̃nr c−→ G̃nr
ab

wG̃ab−−−→ (X̃∗/X̃∗,sc)I
b−→ (X∗/X∗,sc)I → (X∗/X∗,sc)Γ .

Remarquons que cette suite se complète en un diagramme à carrés commutatifs :

G̃nr c �� G̃nr
ab

wG̃ab �� (X̃∗/X̃∗,sc)I
b �� (X∗/X∗,sc)I

�� (X∗/X∗,sc)Γ

G̃′nr
c′

�� G̃′nr
ab

wG̃′
ab ��

ψ̃F,ab

��

(X̃ ′
∗/X̃ ′

∗,sc)I
b′

��

ψ̃

��

(X ′
∗/X ′

∗,sc)I ��

ψ

��

(X ′
∗/X ′

∗,sc)Γ

ψ

��

où on a utilisé des notations transparentes. L’homomorphisme c est la restriction à G̃nr

d’un homomorphisme c : G̃ → G̃ab. Celui-ci annule ι̃(Gsc). Donc c(x̃) = c ◦ ψ̃F (x̃′) =
ψ̃F,ab ◦c′(x̃′). Le diagramme ci-dessus montre que l’image de x̃ par la suite d’applications
du haut est l’image de x̃′ par le parcours sud-est. En appliquant de nouveau (4) du § 8.4,
l’image de x̃′ dans (X ′

∗/X ′
∗,sc)Γ par la suite d’applications du bas est égale à l’image de

d′
F (θ1) par l’analogue de l’application (3). Par définition de d, elle a même image que

dF (θ1) dans (X∗/X∗,sc)Γ . Cela achève la preuve. �
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8.6. Soient F ∈ CLq et d′ ∈ D′. Posons d = ψD′(d′). D’après le lemme 8.3, il existe
x ∈ Gmod tel que, pour tout γ ∈ Γ , on ait l’égalité :

dF (γ) = xψF ◦ d′
F (γ)nψ,F (γ)γ(x)−1. (1)

Fixons un tel x, définissons ψF,d′ : G′
d′ → Gd de sorte que le diagramme suivant soit

commutatif :

G′
d′

ψF,d′
��

ξd′

��

Gd

ξd

��
G′ Ad(x)◦ψF �� G

Il résulte formellement de la relation (1) ci-dessus et de (1) du § 8.3 que ψF,d′ est défini
sur F . Les conditions (3) et (4) du § 5.4 sont donc vérifiées. Reprenons les construc-
tions et notations de ce paragraphe. On fixe z ∈ Z• et zF ∈ ζ−1(z). On note cl(zF )d,
respectivement cl(z�

F )d′ , l’ensemble des classes de conjugaison contenues dans C(zF )∩gd,
respectivement C(z�

F ) ∩ g′
d′ . On construit le diagramme :

cl(z�
F )d′

ψF,d′
��

δ′
cl

��

cl(zF )d

δcl

��
Dz�

∼ �� Dz

(2)

qui est la �� fibre au-dessus de d′ �� du carré de droite du diagramme (5) du § 5.4.

Lemme 8.6. Le diagramme (2) est commutatif.

Démonstration. Choisissons un relèvement z̃ de z dans Z̃• de la forme :

(ψ(Z̄ ′), Z̄2, . . . , Z̄k; r, r2, . . . , rk).

Posons z̃� = (Z̄ ′, ψ−1(Z̄2), . . . , ψ−1(Z̄k); r, r2, . . . , rk). C’est un relèvement de z� dans Z̃ ′
•.

Pour γ ∈ Γ , on a défini aux §§ 5.1 et 4.2 des éléments wψ(γ), wz̃(γ) ∈ W et wz̃�(γ) ∈ W ′,
de sorte que :

ψ ◦ γ = wψ(γ) ◦ γ ◦ ψ, wz̃(γ)γ(z̃) = z̃, wz̃�(γ)γ(z̃�) = z̃�.

On a défini au § 4.4 un tore Tz̃ et un isomorphisme ψz̃ : Tz̃ → T sur Fmod. On a de même
un tore Tz̃� et un isomorphisme ψz̃� : Tz̃� → T ′. On a les égalités :

ψz̃ ◦ γ = wz̃(γ) ◦ γ ◦ ψz̃, ψz̃� ◦ γ = wz̃�(γ) ◦ γ ◦ ψz̃� .

De ces relations résulte l’égalité :

wz̃(γ) = ψ(wz̃�(γ))wψ(γ). (3)

D’après (1) du § 8.2, les longueurs s’ajoutent dans cette égalité, c’est-à-dire que la
longueur de wz̃(γ) est la somme des longueurs de wz̃�(γ) et de wψ(γ).
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De (3) résulte que l’application ψ−1
z̃ ◦ ψF ◦ ψz̃� : Tz̃� → Tz̃ est définie sur F . On

en déduit un isomorphisme H1(Γ, Tmod
z̃� ) � H1(Γ, Tmod

z̃ ), qui s’identifie à l’isomorphisme
Dz� � Dz.

Notons Z l’élément de tmod
reg relevant zF tel que ζ̃(Z) = z̃ et notons de même Z�

l’élément de t′mod
reg relevant z̃�

F tel que ζ̃ ′(Z�) = z̃�. On a Z = ψF (Z�). Soit X� ∈
g′

d′ ∩ C(z�
F ), posons X = ψF,d′(X�). Fixons g′ ∈ G′mod tel que Ad(g′) ◦ ξd′(X�) = Z�.

D’après les définitions du § 4.4 et ce qui précède, l’image par l’application

cl(z�
F )

δ′
cl−−→ Dz� → Dz

de la classe de conjugaison de X� est la classe du cocycle, à valeurs dans Tmod
z̃ :

γ �→ ψ−1
z̃ ◦ ψF (g′d′

F (γ)γ(g′)−1nZ�(γ)−1aZ�(γ)−1). (4)

Posons g = ψF (g′)x−1. On vérifie que Ad(g)◦ ξd(X) = Z. D’après les définitions, l’image
par δcl de la classe de conjugaison de X est la classe du cocycle :

γ �→ ψ−1
z̃ (gdF (γ)γ(g)−1nZ(γ)−1aZ(γ)−1). (5)

Pour démontrer le lemme, on doit prouver que les cocycles (4) et (5) sont cohomologues.
Posons Tmod

z̃,1 = ψ−1
z̃ (Tmod

1 ) (cf. § 1.8 pour la définition de Tmod
1 ). Comme au lemme 1.8, on

a H1(Γ, Tmod
z̃,1 ) = {0}. Il suffit de prouver que les images dans Tmod

z̃ /Tmod
z̃,1 des termes (4)

et (5) sont égales. En utilisant (1) ci-dessus et (1) du § 8.3, on vérifie l’égalité :

gdF (γ)γ(g)−1 = ψF (g′d′
F (γ)γ(g′)−1)nψ,F (γ).

Il suffit alors de prouver que, pour tout γ ∈ Γ , les termes :

ψF (aZ�(γ)nZ�(γ)) et aZ(γ)nZ(γ)nψ,F (γ)−1

diffèrent par un élément de Tmod
1 . Ces deux termes appartiennent à Nmod. Il s’agit de

prouver que leurs images dans Nred par l’application �� red �� sont égales. Notons par
un indice �� red �� les images des différents termes par cette application : aZ,red(γ) =
red(aZ(γ)), etc. On a

nZ,red(γ) = n̄(wz̃(γ)), nZ�,red(γ) = n̄′(wz̃�(γ)), ψred(nZ�,red(γ)) = n̄ ◦ ψ(wz̃�(γ)).

Rappelons que nψ(γ) = zψ(γ)n̄(wψ(γ)). Grâce à (3) où, comme on l’a remarqué, les
longueurs s’ajoutent, on a l’égalité :

n̄(wz̃(γ)) = n̄ ◦ ψ(wz̃�(γ))n̄(wψ(γ)).

Alors :
aZ,red(γ)nZ,red(γ)nψ(γ)−1 = aZ,red(γ)ψred(nZ�,red(γ))zψ(γ)−1.
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Grâce au lemme 8.2 (ii), ce terme est aussi égal à :

aZ,red(γ)zψ(γ)−1ψred(nZ�,red(γ)).

Il nous reste seulement à démontrer l’égalité :

aZ,red(γ)zψ(γ)−1 = ψred(aZ�,red(γ)). (6)

Fixons γ, posons w0 = wψ(γ), w = wz̃(γ), w′ = ψ(wz̃�(γ)). Par construction, les trois
termes intervenant dans (7) sont des produits de termes α̌(aα), où α ∈ Σ, α > 0, les aα

étant des éléments de Gm,red. Plus précisément :

• dans aZ,red(γ), les α vérifient w−1(α) < 0 et aα = red ◦ α(Z), où �� red �� est cette
fois l’homomorphisme de Fmod,× dans Gm,red ;

• dans ψred(aZ�,red(γ)), les α vérifient w′−1(α) < 0 et aα = red ◦ α ◦ ψF (Z�) =
red ◦ α(Z) ;

• dans zψ(γ), les α vérifient w−1
0 (α) < 0 et aα = (r, α(Z̄)), où Z̄ = ψ(Z̄ ′) est identifié

à un élément de t̄.

En utilisant encore (3), où les longueurs s’ajoutent, on voit que l’ensemble des α > 0 tels
que w−1(α) < 0 est réunion disjointe de l’ensemble des α > 0 tels que w′−1(α) < 0 et de
l’image par w′ de l’ensemble des α > 0 tels que w−1

0 (α) < 0. On obtient :

aZ,red(γ) = ψred(aZ�,red(γ))
∏

α>0, w−1
0 (α)<0

w′(α̌)(red ◦ w′(α)(Z)).

Puisque ζ̃(Z) = z̃, on a red ◦β(Z) = (r, β(Z̄)) pour tout β ∈ Σ \ ψ(Σ′). Soit α > 0 tel
que w−1

0 (α) < 0. D’après (1) du § 8.2, on a α �∈ ψ(Σ′) donc aussi w′(α) �∈ ψ(Σ′). Alors
red ◦ w′(α)(Z) = (r, w′(α)(Z̄)). Puisque Z̄ est invariant par ψ(W ′), ce terme est aussi
égal à (r, α(Z̄)). On obtient l’égalité :

aZ,red(γ) = ψred(aZ�,red(γ))w′(zψ(γ)).

Grâce au lemme 8.2 (ii), zψ(γ) est invariant par w′ et on en déduit (6). Cela achève la
démonstration. �

9. r-centralisateurs et plongements immobiliers

9.1. On fixe pour tout le § 9 un élément (D′, ψ, r, Z̄ ′) ∈ L(D). Pour F ∈ CLq et d′ ∈ D′,
on a construit au § 8.6 un plongement ψF,d′ : G′

d′ → Gd où d = ψD′(d′). Si on travaillait
avec un seul corps F , ce plongement nous suffirait pour effectuer une descente à la Harish-
Chandra entre intégrales orbitales sur Gd et intégrales orbitales sur Gd′ . Puisque notre
propos est de comparer ce qui se passe quand on change de corps, on a besoin de plus de
renseignements. De façon concrète, on a besoin d’obtenir un certain contrôle en termes
indépendants de F de l’élément x ∈ Gmod que l’on a utilisé pour construire ψF,d′ . C’est
ce que nous allons faire dans ce chapitre.

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041


Endoscopie et changement de caractéristique 485

9.2. Soit δ : Γ → Nred un cocycle. On note V (δ) l’espace V muni de l’action de Γ :
(γ, v) �→ δ(γ)Rγ(v). On note V δ le sous-espace affine des points fixes par Γ dans V (δ).
On définit V(p)(δ) et V δ

(p) en remplaçant V par V(p) dans ces définitions.
Pour v ∈ V(p), l’appartenance de v à V δ

(p) équvaut à la relation :

t−1
v δ(γ)γ(tv) ∈ N̄

pour tout γ ∈ Γ . Si v ∈ V δ
(p), l’application γ �→ t−1

v δ(γ)γ(tv) est un cocycle de Γ dans
N̄ . On note alors ρδ,v(γ) l’automorphisme Ad(t−1

v δ(γ)γ(tv)) ◦ γ de Ḡ.
Fixons un sous-groupe ouvert Γ0 de Γ qui agisse trivialement sur D et D′. On montre

comme en (1) du § 2.8 que l’on peut supposer l’indice de Γ0 dans Γ premier à p. Reprenons
les constructions du § 8.2. On peut partout y remplacer Γ par Γ/Γ0. En particulier, la
fonction z�,ψ est invariante par Γ0. On définit z0 ∈ T� par :

z0 = [Γ : Γ0]−1
∑

γ∈Γ/Γ0

z�,ψ(γ).

Soit d′ ∈ D′. On construit comme dans le § 8.2 le cocycle d0 de Γ dans Nred. Puisque
V ′ = X ′

∗ ⊗Z R et V = X∗ ⊗Z R, de ψ se déduit un isomorphisme noté ψV ′ : V ′ → V .
Puisque V ′(d′), respectivement V (d0), n’est que l’espace V ′, respectivement V , muni
d’une autre structure de Γ -module, on peut aussi considérer ψV ′ comme un homomor-
phisme de V ′(d′) dans V (d0).

Lemme 9.2. L’application :

V ′(d′) → V (d0),

v′ �→ z0,R ◦ ψV ′(v′)

est équivariant pour les actions de Γ .

Démonstration. Pour tout γ ∈ Γ , posons :

z1(γ) = nψ(γ)γ(z0)nψ(γ)−1, z2(γ) = z0z�,ψ(γ)−1.

Ce sont des éléments de Tred. Montrons que :

(1) z1(γ) et z2(γ) appartiennent à Zred,ψ et z1(γ)z2(γ)−1 ∈ T̄ .

Que z2(γ) appartienne à Zred,ψ résulte du lemme 8.2. Soit α ∈ ψ(Σ′). On a l’égalité :

α(z1(γ)) = (γ−1 ◦ wψ(γ)−1(α))(z0).

L’automorphisme γ−1 ◦ wψ(γ)−1 conserve ψ(Σ′). De plus z0 ∈ Zred,ψ d’après le
lemme 8.2. L’expression ci-dessus vaut donc 1 et z1(γ) appartient à Zred,ψ. Parce que nψ

est un cocycle, on a l’égalité nψ(γ)γ(nψ(γ′)) = nψ(γγ′) pour tout γ′ ∈ Γ . Ce que l’on
écrit plus explicitement :

nψ(γ)γ(z�,ψ(γ′))nψ(γ)−1z�,ψ(γ)n̄ψ(γ)γ(n̄ψ(γ′)) = z�,ψ(γγ′)n̄ψ(γγ′).
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On en déduit que :

z�,ψ(γ)z�,ψ(γγ′)−1nψ(γ)γ(z�,ψ(γ′))nψ(γ)−1

appartient à la fois à Tred et à N̄ , donc à T̄ . En multipliant ces termes pour γ′ ∈ Γ/Γ0,
on obtient que :

(z2(γ)−1z1(γ))[Γ/Γ0] ∈ T̄ ,

ce qui entrâıne la deuxième assertion de (1).
Pour démontrer le lemme, on doit prouver que, pour tout γ ∈ Γ , on a l’égalité :

z0,R ◦ ψV ′ ◦ d′(γ)R ◦ γ = d0(γ)R ◦ γ ◦ z0,R ◦ ψV ′ .

Or, par construction,

ψV ′ ◦ d′(γ)R = (ψred ◦ d′(γ))R ◦ ψV ′ ,

ψV ′ ◦ γ = wψ(γ) ◦ γ ◦ ψV ′ = n̄ψ(γ)R ◦ γ ◦ ψV ′ .

Cela nous ramène à prouver l’égalité :

(z0ψred ◦ d′(γ)n̄ψ(γ))R = (d0(γ)γ(z0))R.

Ou encore :
(z0ψred ◦ d′(γ)n̄ψ(γ))R = (ψred ◦ d′(γ)nψ(γ)γ(z0))R.

Grâce au lemme 8.2, z0 commute à l’image de ψred, donc à ψred ◦ d′(γ), ce qui nous
ramène à démontrer l’égalité :

(z0n̄ψ(γ))R = (nψ(γ)γ(z0))R,

elle-même équivalente à z2(γ)R = z1(γ)R. Cette égalité résulte de la dernière assertion
de (1). �

9.3. Soit A un sous-espace affine de V . On note Σ(A) l’ensemble des racines α ∈ Σ

qui prennent une valeur constante sur A. Autrement dit, Σ(A) est l’ensemble des racines
qui annulent l’espace vectoriel sous-jacent à A. Un tel ensemble de racines est un sous-
ensemble de Lévi de Σ (non standard en général, c’est-à-dire qu’il n’a pas de raison
d’être engendré par un sous-ensemble de ∆). Il lui correspond un sous-groupe connexe
M̄(A) ⊆ Ḡ dont l’algèbre de Lie est engendrée par t̄ et les Ēα pour α ∈ Σ(A).

Soit d′ ∈ D′. Définissons d0 comme au § 8.2 et posons d = ψD′(d′). La proposition
suivante est technique mais c’est elle qui nous permettra de définir des plongements
ψF,d′ utilisables.

Proposition 9.3. Il existe n ∈ Nred et k ∈ Ḡ vérifiant les conditions suivantes :

(i) nR(V d0) ⊆ V d ;

(ii) posons A = nR(V d0) ; alors k appartient à M̄(A) ;

(iii) soient γ ∈ Γ et v ∈ A ∩ V(p) ; posons m(γ) = nd0(γ)γ(n)−1d(γ)−1 ; alors
πN (m(γ)) = kρd,v(γ)(k−1).

La preuve sera donnée au § 9.7. On a besoin auparavant d’étudier les propriétés de
l’application qui, à un sous-espace affine A de V , associe le Lévi M̄(A).
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9.4. Soit A un sous-espace affine de V . Appelons Lévi semi-standard de Ḡ un sous-
groupe M̄ qui est la composante de Lévi d’un sous-groupe parabolique de Ḡ et qui
contient T̄ . Pour tout tel groupe M̄ , notons X∗,M̄-cent ⊆ X∗ le groupe des cocaractères de
son centre et posons VM̄-cent = X∗,M̄-cent ⊗Z R ⊆ V . On peut caractériser M̄(A) ainsi :
c’est le plus grand groupe de Lévi semi-standard M̄ tel que A soit contenu dans un
translaté de VM̄-cent.

Lemme 9.4.1. Soit n ∈ Nred.

(i) On a l’égalité M̄(nR(A)) = Ad(πN (n))(M̄(A)).

(ii) Supposons que πN (n) ∈ M̄(A) et qu’il existe v0 ∈ A tel que nR(v0) = v0. Alors
nR(v) = v pour tout v ∈ A.

Démonstration. Notons w la projection commune dans W de n et πN (n). L’opérateur
nR est composé de l’action naturelle de w sur V et d’une translation. Alors, pour tout Lévi
semi-standard M̄ , A est contenu dans un translaté de VM̄-cent si et seulement si nR(A) est
contenu dans un translaté de Vw(M̄)-cent. L’assertion (i) en résulte. Sous les hypothèses
de (ii), puisque πN (n) ∈ M̄(A), w agit trivialement sur VM̄(A)-cent, a fortiori sur l’espace
vectoriel sous-jacent à A. Pour v ∈ A, on a nR(v) − nR(v0) = w(v − v0) = v − v0, et la
conclusion s’ensuit. �

Soit δ : Γ → Nred un cocycle.

Lemme 9.4.2. Supposons A ⊆ V δ. Alors, pour tout v ∈ A ∩ V(p) et γ ∈ Γ ,
l’automorphisme ρδ,v(γ) de Ḡ conserve M̄(A) et sa restriction à ce groupe est
indépendante de v.

Démonstration. Soit γ ∈ Γ , notons w l’image de δ(γ) dans W . Alors l’opérateur
δ(γ)Rγ est composé d’une translation et de l’action naturelle de w ◦ γ. Comme dans le
lemme précédent, le Lévi semi-standard associé à δ(γ)Rγ(A) est donc w ◦ γ(M̄(A)) ou,
ce qui revient au même, ρδ,v(γ)(M̄(A)). Puisque A ⊆ V δ, on a δ(γ)Rγ(A) = A, d’où
ρδ,v(γ)(M̄(A)) = M̄(A).

Soient v, v0 ∈ A ∩ V(p), posons τ = tvt−1
v0

et définissons l’élément de Tred :

τ ′ = t−1
v0

δ(γ)γ(tv0)γ(τ)γ(tv0)
−1δ(γ)−1tv0 .

On vérifie les égalités :

t−1
v δ(γ)γ(tv) = τ−1τ ′t−1

v0
δ(γ)γ(tv0), ρδ,v(γ) = Ad(τ−1τ ′)ρδ,v0(γ).

La première entrâıne que τ−1τ ′ ∈ N̄ , donc τ−1τ ′ ∈ N̄ ∩ Tred = T̄ . En vertu de la se-
conde, prouver que ρδ,v(γ) et ρδ,v0(γ) ont même restriction à M̄(A) revient à prou-
ver que τ−1τ ′ appartient au centre de M̄(A). Ecrivons τ = x∗ ⊗ r, avec x∗ ∈ X∗ et
r ∈ Z(p) ⊆ Gm,red, r �= 0. On calcule τ ′ = w ◦ γ(x∗) ⊗ γ(r), où γ(r) est calculé dans
Gm,red. Si l’on interprète τ ∈ T� comme un élément de V(p), il appartient à l’espace vec-
toriel sous-jacent à A. Donc x∗ ∈ X∗,M̄(A)-cent. Puisque w ◦ γ conserve M̄(A), on a aussi
w ◦ γ(x∗) ∈ X∗,M̄(A)-cent. Il en résulte que τ−1τ ′ appartient bien au centre de M̄(A). �
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9.5. Soient F ∈ CLq et e ∈ P . Pour v ∈ V
I(e)
(p) , on dispose du schéma en groupes

Ge
v sur Oe. On définit un homomorphisme πe

v : Ge
v → Ḡ en généralisant la construction

du § 2.3 : on fixe un multiple e′ de e dans P tel que e′v ∈ X∗ et I(e′) agisse trivialement
sur D ; alors πe

v est le composé de π ◦ Ad(t−1
F,v) et de l’inclusion Ge

v ⊆ Ge′

v . Comme au
lemme 2.3.1, l’image πe

v(Ge
v) est le sous-groupe des points fixes dans Ḡ des opérateurs

ρv(σ) = Ad(σ(tv)t−1
v ) ◦ σ pour σ ∈ I(e). On montre aussi :

(1) πe
v se restreint en une surjection de N(F e)∩Ge

v sur N̄ ∩ πe
v(Ge

v) et cette restriction
cöıncide avec πN ◦ red.

En effet, soit e′ comme ci-dessus. Grâce à (1) du § 2.1, π ◦ Ad(t−1
F,v) se restreint en

une surjection de N(F e′
) ∩ Ge′

v sur N̄ . Comme au § 1.8, le noyau de cette surjection est
cohomologiquement trivial. En passant aux points fixes par I(e), on obtient la première
assertion. La seconde se démontre comme (2) du § 2.3.

Soit δF : Γ → Nmod un cocycle, que l’on suppose trivial sur I(e). Posons δ = red ◦δF .
Soit v ∈ V

I(e)
(p) ∩ V δ. Pour γ ∈ Γ , l’opérateur Ad(δF (γ)) ◦ γ de G conserve G(F e).

Parce que v ∈ V δ, il conserve Ge
v. On vérifie que, pour tout g ∈ Ge

v, on a l’égalité
πe

v ◦ Ad(δF (γ)) ◦ γ(g) = ρδ,v(γ) ◦ πv(g). A fortiori, ρδ,v(γ) conserve l’image πe
v(Ge

v).

9.6. Soient F ∈ CLq et A un sous-espace affine de V tel que V(p) ∩ A �= ∅. Pour tout
α ∈ Σ(A), notons α(A) la valeur constante que prend α sur A. Puisque V(p) ∩ A �= ∅,
α(A) appartient à Z(p). Choisissons e ∈ P tel que eα(A) ∈ Z pour tout α ∈ Σ(A) et I(e)
agisse trivialement sur D.

Introduisons la décomposition en facettes de V relative à l’entier e (cf. § 1.7). Parce que
I(e) agit trivialement sur D, cette décomposition est définie par la collection d’hyperplans
Hα+r, pour α ∈ Σ et r ∈ (1/e)Z. Parmi les facettes qui coupent A, fixons-en une de
dimension maximale, que l’on note φ.

Lemme 9.6.1. Soit v ∈ A ∩ V(p) ∩ φ.

(i) La composante neutre de πe
v(Ge

v) est égale à M̄(A).

(ii) Pour tout h ∈ Ge
v, il existe n ∈ N(F e) ∩ Ge

v et k ∈ Ge
v tels que h = nk et

πe
v(k) ∈ M̄(A).

Démonstration. On montre d’abord :

(1) Σ(A) est l’ensemble des α ∈ Σ tels que eα(v) ∈ Z.

Si α ∈ Σ(A), alors eα(v) = eα(A) puisque v ∈ A, donc eα(v) ∈ Z d’après l’hypothèse
sur e. Inversement, soit α ∈ Σ tel que eα(v) ∈ Z. Posons r = −α(v). Alors l’hyperplan
Hα+r appartient à la collection d’hyperplans définissant la décomposition en facettes. De
plus, v appartient à cet hyperplan. Puisque v ∈ φ, on a φ ⊆ Hα+r. A fortiori A ∩ φ ⊆
Hα+r. Mais, d’après le choix de φ, A ∩ φ est ouvert dans A [La, Lemme 10.14]. Donc
A ⊆ Hα+r et α est constante sur A, i.e. α ∈ Σ(A). Cela prouve (1).

D’après le § 9.5, l’algèbre de Lie de πe
v(Ge

v) est l’ensemble des points fixes dans ḡ des
opérateurs ρv(σ) pour σ ∈ I(e). Pour prouver (i), il suffit de prouver que α ∈ Σ(A) si et
seulement si ρv(σ) fixe Ēα pour tout σ ∈ I(e).
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Fixons n ∈ P tel que entv ∈ X∗. Posons x∗ = entv. Pour σ ∈ I(e), on a σ(tv)t−1
v =

x∗(σen), où σen est l’image de σ dans ζen(F̄q). Soit α ∈ Σ. On a l’égalité

ρv(σ)(Ēα) = α(σ(tv)t−1
v )Ēα = σ〈α,x∗〉

en Ēα.

Mais on a α(v) = −(1/en)〈α, x∗〉. Alors Ēα est fixe par les opérateurs ρv(σ) pour tout
σ ∈ I(e) si et seulement si z−enα(v) = 1 pour tout z ∈ ζen(F̄q) tel que zn = 1. Cela
équivaut à eα(v) ∈ Z. En utilisant (1), cela démontre (i).

Puisque πe
v(Ge

v) contient T̄ , toute composante connexe de ce groupe coupe N̄ . Donc
tout élément de πe

v(Ge
v) s’écrit sous la forme nk, où n ∈ N̄ ∩ πe

v(Ge
v) et k appartient à la

composante neutre de πe
v(Ge

v), autrement dit à M̄(A). On remonte cette décomposition
à Ge

v en utilisant (1) du § 9.5. �

De même que l’on a construit M̄(A) ⊆ Ḡ, on construit M(A) ⊆ G associé à l’ensemble
de racines Σ(A).

Lemme 9.6.2. Pour v ∈ A ∩ V(p), le groupe M(A; F e) ∩ Ge
v est indépendant de v. Son

image par πe
v est M̄(A).

Démonstration. Soient v, v′ ∈ A ∩ V(p). Choisissons un multiple e′ de e dans P tel que
e′v ∈ X∗ et e′v′ ∈ X∗. Les groupes M(A; F e)∩Ge

v, respectivement M(A; F e)∩Ge
v′ , sont

les groupes d’invariants par I(e) dans M(A; F e′
)∩Ge′

v , respectivement M(A; F e′
)∩Ge′

v′ .
Pour démontrer la première assertion de l’énoncé, il suffit de prouver que ces groupes
sont égaux. Quitte à remplacer e par e′, on peut donc supposer ev ∈ X∗, ev′ ∈ X∗. Les
éléments tF,v et tF,v′ appartiennent à T (F e) et on a l’égalité Ge

v = Ad(tF,vt−1
F,v′)(Ge

v′).
Comme dans la preuve du lemme 9.4.1, tF,vt−1

F,v′ commute à M(A; F e). De l’égalité
précédente se déduit l’égalité cherchée. Cela démontre la première assertion de l’énoncé.

Soit v ∈ A ∩ V(p), choisissons un multiple e′ de e dans P tel que e′v ∈ X∗. Il est clair que
l’application π : M(A; F e′

) ∩ Ge′

0 → Ḡ a pour image M̄(A). Puisque Ad(t−1
F,v) normalise

M(A; F e′
), l’image de M(A; F e′

) ∩ Ge′

v par π ◦ Ad(t−1
F,v) est aussi M̄(A). Le noyau de

cette application étant cohomologiquement trivial, on peut passer aux sous-groupes des
invariants par I(e) : l’image de M(A; F e) ∩ Ge

v par πv est le sous-groupe des éléments
de M̄(A) fixes par les opérateurs ρv(σ) pour σ ∈ I(e). Mais ce groupe est M̄(A) tout
entier. Cela se prouve comme dans le lemme précédent. On n’a plus la relation (1) mais
toutefois l’inclusion : Σ(A) est inclus dans l’ensemble des α ∈ Σ tels que eα(v) ∈ Z.
Cette inclusion suffit pour conclure. �

9.7.

Prouvons maintenant la proposition 9.3. On pose A0 = V d0 . On a déjà remarqué
que V ′d′

(p) était dense dans V ′d′
(cf. § 2.8). En utilisant le lemme 9.2, on en déduit que

A0 ∩ V(p) est dense dans A0, a fortiori est non vide. Il en sera de même de tous les sous-
espaces affines que nous définirons au cours de la preuve. Fixons F ∈ CLq. On définit
le cocycle d0,F de Γ dans Nmod comme au § 8.3. D’après le lemme 8.3, on peut fixer
x ∈ Gmod tel que xd0,F (γ)γ(x)−1 = dF (γ) pour tout γ ∈ Γ . Choisissons e ∈ P tel que
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I(e) agisse trivialement sur D et D′, eα(A0) ∈ Z pour tout α ∈ Σ(A0) et x ∈ G(F e). Le
groupe ψF (G′) est un Lévi de G contenant T . On sait qu’alors l’application :

ψF × ψV ′ : G′(F e) × V ′ → G(F e) × V

se quotiente en un plongement de Imm(G′, F e) dans Imm(G, F e). On a défini z0 au § 9.2.
Puisque z0,R commute à l’action de ψF (N ′(F e)) (d’après le lemme 8.2 (ii)), on peut
composer ψV ′ avec z0,R. On peut aussi composer ψF avec la multiplication à gauche par
x. Définissons donc :

ψ̃Imm : G′(F e) × V ′ → G(F e) × V,

(g′, v′) �→ (xψF (g′), z0,R ◦ ψV ′(v′)).

On définit ensuite une application ψ̃Imm,d′ de sorte que le diagramme évident soit com-
mutatif :

G′
d′(F e) × V ′(d′)

ψ̃Imm,d′
��

ξd′ ×idV ′

��

Gd(F e) × V (d)

ξd×idV

��
G′(F e) × V ′ ψ̃Imm �� G(F e) × V

Alors ψ̃Imm,d′ se quotiente en un plongement ψImm,d′ : Imm(G′
d′ , F e) → Imm(Gd, F

e).
On a :

(1) ψImm,d′ est équivariant pour les actions de Γ .

Soient γ ∈ Γ , g′ ∈ G′
d′(F e) et v′ ∈ V ′(d′). On veut montrer que ψ̃Imm,d′(γ(g′), d′(γ)R ◦

γ(v′)) a même image que (γ × d(γ)R) ◦ ψ̃Imm,d′(g′, v′) dans Imm(Gd, F
e). En composant

avec ξd× idV , il suffit que y1 = ψ̃Imm◦(ξd′ × idV ′)(γ(g′), d′(γ)R ◦γ(v′)) et y2 = (ξd× idV )◦
(γ × d(γ)R) ◦ ψ̃Imm,d′(g′, v′) aient même image dans Imm(G, F e). Posons v = ψV ′(v′).
On a :

y1 = ψ̃Imm(Ad(d′
F (γ)) ◦ γ ◦ ξd′(g′), d′(γ)R ◦ γ(v′))

= (xAd(ψF ◦ d′
F (γ))(ψF ◦ γ ◦ ξd′(g′)), z0,R ◦ ψV ′ ◦ d′(γ)R ◦ γ(v′))

= (xAd(ψF ◦ d′
F (γ)nψ,F (γ))(γ ◦ ξd′(g′)), d0(γ)R ◦ γ ◦ z0,R(v))

= (xd0,F (γ)γ ◦ ξd′(g′)d0,F (γ)−1, d0(γ)R ◦ γ ◦ z0,R(v))

(la troisième égalité résulte du lemme 9.2). Ce terme a même image dans Imm(G, F e)
que :

y′
1 = (xd0,F (γ)γ ◦ ξd′(g′), γ ◦ z0,R(v)).

On a :

y2 = ((Ad(dF (γ)) ◦ γ ◦ ξd) × (d(γ)R ◦ γ)) ◦ ψ̃Imm,d′(g′, v′)

= ((Ad(dF (γ)) ◦ γ) × (d(γ)R ◦ γ)) ◦ ψ̃Imm ◦ (ξd′ × idV ′)(g′, v′)

= (Ad(dF (γ)) ◦ γ(xξd′(g′)), d(γ)R ◦ γ ◦ z0,R(v))

= (dF (γ)γ(x)γ ◦ ξd′(g′)dF (γ)−1, d(γ)R ◦ γ ◦ z0,R(v)).
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Ce terme a même image dans Imm(G, F e) que :

y′
2 = (dF (γ)γ(x)γ ◦ ξd′(g′), γ ◦ z0,R(v)).

Mais xd0,F (γ) = dF (γ)γ(x), donc y′
1 = y′

2, ce qui prouve (1).
Introduisons la décomposition en facettes de V relative à l’entier e. Parmi les

facettes qui coupent A0, fixons-en une de dimension maximale. Notons-la φ0. Fixons
v0 ∈ A0 ∩ φ0 ∩ V(p), soit v′

0 ∈ V ′ tel que z0,R ◦ ψV ′(v′
0) = v0. D’après le lemme 9.2, v′

0
appartient à V ′d′

. D’après (1), l’image de ψ̃Imm,d′(1, v′
0) dans Imm(Gd, F

e) est fixe par Γ ,
autrement dit appartient à l’immeuble Imm(Gd, F ). On peut donc fixer (y, v) ∈ Gd ×V d

qui ait même image que ψ̃Imm,d′(1, v′
0) dans Imm(Gd, F

e). Alors (ξd(y), v) a même image
que (ξd × idV ) ◦ ψ̃Imm,d′(1, v′

0) = (x, v0) dans Imm(G, F e). Cela entrâıne l’existence
de ν0 ∈ N(F e) et κ0 ∈ Ge

v tels que v = red(ν0)R(v0) et x = ξd(y)κ−1
0 ν0. Posons

A1 = red(ν0)R(A0), φ1 = red(ν0)R(φ0). La facette φ1 est de dimension maximale parmi
celles qui coupent A1. On a v ∈ A1 ∩ φ1 ∩ V(p). Appliquons le lemme 9.6.1 (ii) : on peut
écrire κ0 = ν−1

1 κ, avec ν1 ∈ N(F e) ∩ Ge
v, κ ∈ Ge

v et πe
v(κ) ∈ M̄(A1). Posons ν = ν1ν0,

n = red(ν) ∈ Nred et k = πe
v(κ) ∈ Ḡ. Montrons que ces termes n et k vérifient la conclu-

sion de l’énoncé.
Posons A = nR(A0). On a A = n1,R(A1), où n1 = red(ν1). Donc :

M̄(A) = Ad(πN (n1))(M̄(A1))

(Lemme 9.4.1 (i)). Mais πN (n1) = πv(ν1). Cet élément πe
v(ν1) appartient à πe

v(Ge
v), donc

normalise la composante neutre de ce groupe, qui est égale à M̄(A1) (Lemme 9.6.1 (i)).
Cela démontre que M̄(A) = M̄(A1). En particulier, k ∈ M̄(A).

Soit γ ∈ Γ . On a les trois égalités :

x = ξd(y)κ−1ν, xd0,F (γ)γ(x)−1 = dF (γ), dF (γ)γ(ξd(y))dF (γ)−1 = ξd(y)

celle-ci parce que y ∈ Gd. On en déduit :

νd0,F (γ)γ(ν)−1dF (γ)−1 = κ Ad(dF (γ)) ◦ γ(κ−1). (2)

Posons m(γ) = nd0(γ)γ(n−1)d(γ)−1. Puisque v ∈ V d, l’opérateur Ad(dF (γ))◦γ conserve
Ge

v. Le membre de droite de l’égalité ci-dessus appartient à Ge
v. Projetons l’égalité par

πe
v. On obtient :

πN (m(γ)) = kρd,v(γ)(k−1). (3)

L’automorphisme ρd,v(γ) conserve πe
v(Ge

v) (cf. § 9.5), donc aussi sa composante neutre
M̄(A). Le membre de droite de (3) appartient donc à M̄(A). Les deux membres de (2)
appartiennent à Ge

v, donc fixent v par leur action naturelle sur Imm(G, F e). Puisque le
membre de gauche appartient à N(F e), son action sur V n’est autre que m(γ)R, donc
m(γ)R(v) = v. De même, n1,R(v) = v. Puisque v ∈ A1, cela entrâıne v ∈ A. On peut
alors appliquer à m(γ) le lemme 9.4.1 (ii) : m(γ)R fixe tout point de A. Soit v′ ∈ A. On a

d(γ)Rγ(v′) = m(γ)−1
R

nRd0(γ)Rγ(n−1
R

(v′)).
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Or n−1
R

(v′) ∈ A0 donc d0(γ)Rγ(n−1
R

(v′)) = n−1
R

(v′). D’où d(γ)Rγ(v′) = m(γ)−1
R

(v′) = v′.
Cela démontre l’inclusion A ⊆ V d.

Maintenant, l’égalité (3), prouvée pour le point particulier v que l’on a fixé, reste vraie
si on remplace v par un point quelconque de A ∩ V(p), grâce au lemme 9.4.2. Cela achève
la preuve. �

9.8. Soit d′ ∈ D′, posons d = ψD′(d′), fixons n et k vérifiant les conditions de la
proposition 9.3. Posons n̄ = πN (n). On définit une application affine :

ψV ′,d′ : V ′d′ → V d,

v′ �→ nR ◦ z0,R ◦ ψV ′(v′).

Elle envoie V ′d′

(p) dans V d
(p).

Lemme 9.8.

(i) Soit v′ ∈ V ′d′

(p) , posons v = ψV ′,d′(v′). L’homomorphisme Ad(k−1n̄) ◦ ψ̄ envoie Ḡ′
v′

dans Ḡv et il existe un homomorphisme ψ̄d′,v′ : Ḡ′
d′,v′ → Ḡd,v, défini sur Fq, tel

que le diagramme suivant soit commutatif :

Ḡ′
d′,v′

ψ̄d′,v′
��

ξ̄d′

��

Ḡd,v

ξ̄d

��
Ḡ′

v′
Ad(k−1n̄)◦ψ̄ �� Ḡv

(ii) Soit de plus s ∈ Z(p). L’homomorphisme Ad(k−1n̄) ◦ ψ̄ envoie ḡ′
v′,s dans ḡv,s et il

existe un unique homomorphisme ψ̄d′,v′,s : ḡ′
d′,v′,s → ḡd,v,s, défini sur Fq, tel que

le diagramme suivant soit commutatif :

ḡ′
d′,v′,s

ψ̄d′,v′,s ��

ξ̄d′

��

ḡd,v,s

ξ̄d

��
ḡ′

v′,s

Ad(k−1n̄)◦ψ̄ �� ḡv,s

Démonstration. Il s’agit de prouver que, pour γ ∈ Γ , on a l’égalité :

ρd,v(γ) ◦ Ad(k−1n̄) ◦ ψ̄ = Ad(k−1n̄) ◦ ψ̄ ◦ ρd′,v′(γ).

Posons v1 = ψV ′(v′), v2 = z0,R(v1). Soit γ ∈ Γ . On a :

ψ̄ ◦ ρd′,v′(γ) = ψ̄ ◦ Ad(t−1
v′ d′(γ)γ(tv′)) ◦ γ = (Ad ◦ψ̄(t−1

v′ d′(γ)γ(tv′))) ◦ ψ̄ ◦ γ.

On a ψ̄(tv′) = tv1 . En utilisant le lemme 8.2 (iii) et (iv), on obtient :

ψ̄ ◦ ρd′,v′(γ) = Ad(t−1
v1

ψ̄ ◦ d′(γ)nψ(γ)γ(tv1)nψ(γ)−1) ◦ Ad(n̄ψ(γ)) ◦ γ ◦ ψ̄

= Ad(t−1
v1

ψ̄ ◦ d′(γ)nψ(γ)γ(tv1)nψ(γ)−1n̄ψ(γ)) ◦ γ ◦ ψ̄.
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Grâce à (1) du § 9.2, l’élément z1(γ)z2(γ)−1 de T̄ commute à l’image de ψ̄. On peut
multiplier à gauche l’égalité ci-dessus par Ad(z1(γ)z2(γ)−1), cela ne change pas le membre
de gauche. Posons :

y = z1(γ)z2(γ)−1t−1
v1

ψ̄ ◦ d′(γ)nψ(γ)γ(tv1)nψ(γ)−1n̄ψ(γ).

On obtient :
ψ̄ ◦ ρd′,v′(γ) = Ad(y) ◦ γ ◦ ψ̄. (1)

Le terme z1(γ) et les deux composantes z−1
0 et z�,ψ(γ) de z2(γ)−1 appartiennent à

Zred,ψ donc commutent à ψ̄ ◦ d′(γ). Elles commutent aussi à Tred donc à tv1 et à
nψ(γ)γ(tv1)nψ(γ)−1. On peut donc les répartir ainsi :

y = t−1
v1

z−1
0 ψ̄ ◦ d′(γ)z1(γ)nψ(γ)γ(tv1)nψ(γ)−1z�,ψ(γ)n̄ψ(γ).

On a d’autre part l’égalité tv2 = z0tv1 et l’expression ci-dessus devient :

y = t−1
v2

ψ̄ ◦ d′(γ)nψ(γ)γ(tv2) = t−1
v2

d0(γ)γ(tv2).

Puisque v = nR(v2), on a t−1
v ntv2 ∈ N̄ donc n̄ = t−1

v ntv2 . Alors y s’écrit :

y = n̄−1t−1
v nd0(γ)γ(n)−1γ(tv)γ(n̄) = n̄−1[t−1

v nd0(γ)γ(n)−1d(γ)−1tv]t−1
v d(γ)γ(tv)γ(n̄).

Le terme entre crochets est égal à t−1
v m(γ)tv, avec les notations de la proposition 9.3.

L’égalité précédente montre qu’il appartient à N̄ . Il est donc égal à πN (m(γ)). Or on a :

πN (m(γ)) = kρd,v(γ)(k−1) = kt−1
v d(γ)γ(tv)γ(k−1)γ(tv)−1d(γ)−1tv.

Alors :
y = n̄−1kt−1

v d(γ)γ(tv)γ(k−1n̄).

L’égalité (1) devient :

ψ̄ ◦ ρd′,v′(γ) = Ad(n̄−1k) ◦ Ad(t−1
v d(γ)γ(tv)) ◦ Ad(γ(k−1n̄)) ◦ γ ◦ ψ̄

= Ad(n̄−1k) ◦ ρd,v(γ) ◦ Ad(k−1n̄) ◦ ψ̄.

En la multipliant à gauche par Ad(k−1n̄), on obtient l’égalité cherchée. �

9.9. On conserve la même situation. Soit de plus F ∈ CLq. On effectue les constructions
du § 8.3. On fixe nF ∈ Nmod tel que red(nF ) = n. On pose A = ψV ′,d′(V ′d′

), on fixe
v0 ∈ A∩V(p) et on choisit e ∈ P tel que I(e) agisse trivialement sur D et D′, nF ∈ N(F e)
et eα(A) ∈ Z pour tout α ∈ Σ(A). Le lemme 9.6.2 nous dit que l’application :

πe
v0

: M(A, F e) ∩ Ge
v0

→ M̄(A) (1)

est surjective. On peut choisir k1 ∈ M(A; F e) ∩ Ge
v0

tel que πe
v0

(k1) = k. Considérons les
deux termes :

nF ψF ◦ d′
F (γ)nψ,F (γ)γ(nF )−1dF (γ)−1 et k1dF (γ)γ(k1)−1dF (γ)−1.
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Ils appartiennent tous deux à Ge
v0

. Le second appartient à M(A; F e) : cela se montre
comme au lemme 9.4.2. La proposition 9.3 nous dit qu’ils ont même image par πe

v0
et

cette image appartient à M̄(A). Puisque le premier terme appartient à N(F e), cela
entrâıne qu’il appartient à M(A; F e). Nos deux termes appartiennent donc tous deux
à M(A; F e) ∩ Ge

v0
et ont même image par πe

v0
. Comme au § 1.8, le noyau de (1) est

cohomologiquement trivial, pour toute action tordue de Γ . On en déduit qu’en multipliant
k1 par un élément convenable de ce noyau, on obtient un élément kF ∈ M(A; F e) ∩ Ge

v0

tel que l’on ait l’égalité :

nF ψF ◦ d′
F (γ)nψ,F (γ)γ(nF )−1dF (γ)−1 = kF dF (γ)γ(kF )−1dF (γ)−1.

Cette égalité peut aussi s’écrire :

dF (γ) = k−1
F nF ψF ◦ d′

F (γ)nψ,F (γ)γ(n−1
F kF ). (2)

On définit un isomorphisme ψF,d′ : G′
d′ → Gd de sorte que le diagramme suivant soit

commutatif :

G′
d′

ψF,d′
��

ξd′

��

Gd

ξd

��
G′

Ad(k−1
F nF )◦ψF �� G

La relation (2) montre que ψF,d′ est défini sur F .

Lemme 9.9.1. Il existe un unique plongement ψImm,d′ : Imm(G′
d′ , F ) → Imm(Gd, F )

qui cöıncide avec ψV ′,d′ sur V ′d′
et tel que, pour tout x′ ∈ Imm(G′

d′ , F ) et tout g′ ∈ G′
d′ ,

on ait l’égalité :
ψImm,d′(g′(x′)) = ψF,d′(g′)(ψImm,d′(x′)).

Démonstration. L’unicité est claire : puisque V ′d′
est un appartement de l’immeuble

Imm(Gd′ , F ) (cf. lemme 1.10), cet immeuble est engendré par V ′d′
sous l’action de G′

d′ .
On choisit e comme dans la construction précédant l’énoncé. On définit un plongement

ψImm,d′ : Imm(G′
d′ , F e) → Imm(Gd, F

e) comme dans la preuve donnée au § 9.7 de la
proposition 9.3, en remplaçant x par k−1

F nF , ce qui est loisible d’après (2). Ce plongement
est équivariant par les actions de Γ et se restreint en un plongement de Imm(G′

d′ , F )
dans Imm(Gd, F ). La dernière propriété de l’énoncé résulte d’un calcul simple. Il reste à
prouver que ψImm,d′ envoie V ′d′

dans V d et cöıncide avec ψV ′,d′ sur V ′d′
. Soit v′ ∈ V ′d′

.
Il suffit de prouver que les deux éléments :

(ξd × idV ) ◦ ψ̃Imm,d′(1, v′) et (ξd × idV )(1, ψV ′,d′(v′))

de G(F e) × V ont même image dans Imm(G, F e). Ces éléments sont respectivement
égaux à :

(k−1
F nF , z0,R ◦ ψV ′(v′)) et (1, ψV ′,d′(v′)).

Le premier a même image dans Imm(G, F e) que

(k−1
F , nR ◦ z0,R ◦ ψV ′(v′)),
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i.e. (k−1
F , ψV ′,d′(v′)). Posons v = ψV ′,d′(v′). On a v ∈ A. Par définition, on a kF ∈

M(A; F e)∩Ge
v0

. Grâce au lemme 9.6.2, on a aussi kF ∈ Ge
v. Mais alors, (k−1

F , v) a même
image dans Imm(G, F e) que (1, v). Cela achève la preuve. �

Lemme 9.9.2.

(i) Soit v′ ∈ V ′d′

(p) , posons v = ψV ′,d′(v′). Alors ψF,d′ se restreint en un plongement de
G′

d′,v′ dans Gd,v défini sur O et le diagramme suivant est commutatif :

G′
d′,v′(Onr)

ψF,d′
��

πd′,v′

��

Gd,v(Onr)

πd,v

��
Ḡ′

d′,v′
ψ̄d′,v′

�� Ḡd,v

(ii) Soit de plus s ∈ Z(p). Alors ψF,d′ se restreint en un plongement de g′
d′,v′,s dans

gd,v,s défini sur O et le diagramme suivant est commutatif :

g′
d′,v′,s(Onr)

ψF,d′
��

πd′,v′,s

��

gd,v,s(Onr)

πd,v,s

��
ḡ′

d′,v′,s

ψ̄d′,v′,s �� ḡd,v,s

Démonstration. C’est immédiat. �

10. r-centralisateurs et descente d’intégrales orbitales

10.1. Soient (D′, ψ, r, Z̄ ′) ∈ L(D) et d′ ∈ D′. Posons d = ψD′(d′). On fixe n et k

vérifiant la proposition 9.3. Pour tout F ∈ CLq, on définit un plongement ψF,d′ : G′
d′ →

Gd comme au § 9.9. Le but de ce chapitre est de prouver la proposition suivante.

Proposition 10.1. Supposons Z̄ ′ �= 0. Il existe une application linéaire �D′,r : Sd
r → S ′d′

r

vérifiant la condition suivante. Soient ϕ ∈ Sd
r , F ∈ CLq, Z ′ ∈ g′

d′ , X ′ ∈ g′
d′,reg. Supposons

que :

(a) ξd′(Z ′) ∈ t′cent ∩ t′r et son image dans t̄
′
cent(r) est égale à Z̄ ′ ;

(b) X ′ ∈ g′
d′,r+.

Posons X = ψF,d′(Z ′ + X ′). Alors on a l’égalité :

JGd(X, reaF (ϕ)) = JG′
d′ (X ′, rea′

F ◦�D′,r(ϕ)).
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Remarques 10.1.

(1) L’élément X est semi-simple et régulier. En effet, choisissons g′ ∈ G′mod tel que
Ad(g′) ◦ ξd′(X ′) ∈ t′mod. Notons X ′

1 cet élément et posons Z ′
1 = Ad(g′) ◦ ξd′(Z ′) =

ξd′(Z ′) (puisque ξd′(Z ′) est central dans g′). Il existe g ∈ Gmod tel que Ad(g) ◦
ξd(X) = ψF (Z ′

1 + X ′
1). Notons X1 ce dernier élément. Il suffit de prouver qu’il est

régulier. Soit α ∈ Σ, posons α′ = ψ−1(α) ∈ X ′∗. On a α(X1) = α′(Z ′
1 + X ′

1). Si
α′ ∈ Σ′, on a α′(Z ′

1) = 0 et α′(X ′
1) �= 0 puisque X ′ est régulier. Donc α(X1) �= 0.

Si α′ �∈ Σ′, on a val(α′(X ′
1)) > r puisque X ′ ∈ g′

d′,r+. Ecrivons r = n/e avec
n ∈ Z et e ∈ P . La réduction dans F̄q de �−n

1/eα
′(Z ′

1) est α′(Z̄ ′). Par l’hypothèse (1)
du § 5.1 ce terme est non nul. Donc val(α′(Z ′

1)) = r, puis val(α′(Z ′
1 + X ′

1)) = r et
val(α(X1)) = r. A fortiori α(X1) �= 0.

(2) Après le lemme 8.6, cette proposition achève de démontrer les propriétés que l’on
a postulées au § 5.5.

Tentons d’expliquer l’idée de la preuve de la proposition. Le cas crucial est celui où
ϕ appartient à S(φ) et φ est un élément de Φd dont la projection dans R est réduite à
{r}. On fixe alors v ∈ V d

(p) tel que (v, r) ∈ φ. L’intégrale orbitale JGd(X, reaF (ϕ)) est
essentiellement une intégrale sur Gd/TX . Grâce aux hypothèses fortes sur X, on montre
qu’en fait, c’est une intégrale sur un ensemble fini de doubles classes Gd,vgψF,d′(G′

d′)
(c’est pour ce point que nous utilisons les résultats de [KM]). Supposons pour simplifier
que n’intervienne que la double classe Gd,vψF,d′(G′

d′). On associe alors à v un point
v′ ∈ V ′d′

(en gros tel que ψV ′(v′) = v). Pour reconstituer notre expression comme une
integrale orbitale de la forme JG′

d′ (X ′, rea′
F (ϕ′)), il suffit de trouver une fonction ϕ′ ∈ S ′d′

r

telle que, pour tout g′ ∈ G′
d′ , on ait l’égalité :∫

Gd,v

reaF (ϕ)(Ad(kψF,d′(g′))(X)) dk =
∫

G′
d′,v′

rea′
F (ϕ′)(Ad(k′g′)(X ′)) dk′.

Ce problème se résout essentiellement comme dans la preuve de la proposition 3.4.
La preuve de la proposition sera donnée au § 10.4, après deux paragraphes prélimi-

naires.

10.2. Pour justifier les constructions qui suivent, considérons un instant la situation
de la proposition et donnons-nous un corps F ∈ CLq. On définit dans V d

(p) la relation
d’équivalence : v est équivalent à v1 si et seulement s’il existe g ∈ Gd tel que g(v) = v1, où
g(v) est l’image de v par l’action de g sur l’immeuble Imm(Gd, F ). On définit une relation
d’équivalence analogue dans V ′d′

(p) . Ces deux relations d’équivalence et leur comportement
par le plongement ψV ′,d′ du § 9.8 jouent un rôle essentiel dans la preuve de la proposition.
Comme toujours, nous avons besoin de décrire ces relations d’équivalence en termes
�� indépendants de F ��. C’est ce que nous faisons dans ce paragraphe et le suivant. On
oublie maintenant ce qui précède, qui ne servait que de motivation.
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Soit d ∈ D. Pour v ∈ V d
(p), considérons l’ensemble Md,v des couples µ = (m, h) ∈

Nred × Ḡ tels que, pour tout γ ∈ Γ , on ait :

t−1
v m−1d(γ)γ(m)d(γ)−1tv ∈ N̄

et
t−1
v m−1d(γ)γ(m)d(γ)−1tv = hρd,v(γ)(h−1).

Pour un tel couple µ, on pose µ(v) = mR(v). Les propriétés suivantes sont faciles à
établir.

(1) Soit e ∈ P tel que I(e) agisse trivialement sur D et ev ∈ X∗ ; alors pour tout
µ = (m, h) ∈ Md,v, on a m ∈ N

I(e)
red et eµ(v) ∈ X∗.

(2) Pour tout µ ∈ Md,v, µ(v) ∈ V d
(p).

(3) Pour tout µ = (m, h) ∈ Md,v, l’application Ad(πN (m)h) envoie Ḡv dans Ḡµ(v) et il
existe un unique isomorphisme µ̄, défini sur Fq, rendant commutatif le diagramme :

Ḡd,v
µ̄ ��

ξ̄d

��

Ḡd,µ(v)

ξ̄d

��
Ḡv

Ad(πN (m)h) �� Ḡµ(v)

De même, pour tout s ∈ Z(p), l’application Ad(πN (m)h) envoie ḡv,s dans ḡµ(v),s et il
existe un unique isomorphisme µ̄s, défini sur Fq, rendant commutatif le diagramme :

ḡd,v,s
µ̄s ��

ξ̄d

��

ḡd,µ(v),s

ξ̄d

��
ḡv,s

Ad(πN (m)h) �� ḡµ(v),s

Définissons une relation ∼Md
dans V d

(p) par : v ∼Md
v1 si et seulement s’il existe µ ∈ Md,v

tel que v1 = µ(v). Alors,

(4) ∼Md
est une relation d’équivalence.

On note Xd
∗ le Z-module des x∗ ∈ X∗ tels que d(γ)γ(x∗) = x∗ pour tout γ ∈ Γ . On

l’identifie à un sous-groupe de T� = X∗ ⊗Z Z(p). Alors :

(5) Xd
∗ × {1} ⊆ Md,v pour tout v ∈ V d

(p).

Lemme 10.2. Soient F ∈ CLq, v, v1 ∈ V d
(p). Alors v ∼Md

v1 si et seulement s’il existe
g ∈ Gd tel que l’on ait l’égalité g(v) = v1 dans Imm(Gd, F ). Plus précisément, soit
µ ∈ Md,v et supposons v1 = µ(v). Alors il existe g ∈ Gd tel que :
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(i) g(v) = v1 ;

(ii) le diagramme suivant soit commutatif,

Gd,v
Ad(g) ��

πd,v

��

Gd,v1

πd,v1

��
Ḡd,v

µ̄ �� Ḡd,v1

(iii) pour tout s ∈ Z(p), le diagramme suivant soit commutatif,

gd,v,s
Ad(g) ��

πd,v,s

��

gd,v1,s

πd,v1,s

��
ḡd,v,s

µ̄r �� ḡd,v1,s

Démonstration. Supposons qu’il existe g ∈ Gd tel que g(v) = v1, fixons un tel g.
Choisissons e ∈ P tel que I(e) agisse trivialement sur D et ev ∈ X∗. On a l’égalité
ξd(g)(v) = v1 dans Imm(G, F e). Par définition de cet immeuble, il existe donc mF ∈
N(F e) et hF ∈ Ge

v tels que ξd(g) = mF hF . Notons m l’image de mF dans N
I(e)
red et

h l’image de hF dans Ḡ par π ◦ Ad(t−1
F,v). On a mR(v) = v1. Puisque g ∈ Gd, on a

ξd(g) = dF (γ)γ ◦ ξd(g)dF (γ)−1 pour tout γ ∈ Γ et cela entrâıne :

m−1
F dF (γ)γ(mF )dF (γ)−1 = hF dF (γ)γ(h−1

F )dF (γ)−1.

Puisque v ∈ V d
(p), le membre de droite appartient à Ge

v donc le membre de gauche aussi.
Alors t−1

v m−1d(γ)γ(m)d(γ)−1tv ∈ N̄ . De plus :

t−1
v m−1d(γ)γ(m)d(γ)−1tv = π ◦ Ad(t−1

F,v)(hF dF (γ)γ(h−1
F )dF (γ)−1) = hρd,v(γ)(h−1).

Alors (m, h) ∈ Md,v et v1 ∼Md
v.

Inversement, supposons v1 ∼Md
v et fixons µ = (m, h) ∈ Md,v tel que µ(v) = v1. On

relève m en mF ∈ N(F e) et h en h1 ∈ Ge
v tel que π ◦ Ad(t−1

F,v)(h1) = h. Posons g1 =
mF h1. En remontant le calcul ci-dessus, on voit que le cocycle γ �→ g1dF (γ)γ(g1)dF (γ)−1

est à valeurs dans le noyau dans Ge
v de l’application π ◦ Ad(t−1

F,v). Comme au § 1.8, ce
noyau est cohomologiquement trivial pour toute action tordue de Γ . En multipliant h1

par un élément convenable de ce noyau, on le remplace par un élément hF ∈ Ge
v tel qu’en

posant g2 = mF hF , on ait cette fois g−1
2 dF (γ)γ(g2)dF (γ)−1 = 1 pour tout γ ∈ Γ . On

pose g = ξ−1
d (g2). Alors g appartient à Gd et vérifie les conditions de l’énoncé. �

10.3. Soit d′ ∈ D′. Posons d = ψD′(d′) et définissons ψV ′,d′ : V ′d′ → V d comme
au § 9.8. On définit les relations d’équivalence ∼Md

dans V d
(p) et ∼Md′ dans V ′d′

(p) . Soit
v ∈ V d

(p). Notons Ṽ ′
v l’ensemble des v′ ∈ V ′d′

(p) tels que ψV ′,d′(v′) ∼Md
v. On vérifie que cet

ensemble est clos pour la relation ∼Md′ . Plus précisément :
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(1) Ṽ ′
v est réunion finie de classes d’équivalence pour la relation ∼Md′ .

En effet, grâce à (1) du § 10.2, on peut fixer e1 ∈ P tel que la classe d’équivalence de v

dans V d
(p) soit incluse dans e−1

1 Xd
∗ . On peut ensuite fixer e ∈ P tel que l’image réciproque

de e−1
1 Xd

∗ par ψV ′,d′ soit incluse dans e−1X ′d′

∗ . Alors Ṽ ′
v ⊆ e−1X ′d′

∗ . D’après (5) du § 10.2,
toute orbite pour l’action de X ′d′

∗ dans V ′d′

(p) est incluse dans une classe d’équivalence. Or
cette action n’a qu’un nombre fini d’orbites dans e−1X ′d′

∗ . L’assertion (1) s’en déduit.
On fixe un ensemble V ′

v ⊆ Ṽ ′
v de représentants des classes d’équivalence. Pour tout

v′ ∈ V ′
v, on fixe µv′,v ∈ Md,v tel que µv′,v(v) = ψV ′,d′(v′). On note j̄v,v′ : Ḡ′

d′,v′ → Ḡd,v le
plongement j̄v,v′ = µ̄−1

v′,v ◦ ψ̄d′,v′ . De même, pour s ∈ Z(p), on note j̄v,v′,s : ḡd′,v′,s → ḡd,v,s

le plongement µ̄−1
v′,v,s ◦ ψ̄d′,v′,s.

Soit F ∈ CLq. Pour tout v′ ∈ V ′
v, on fixe gv′,v ∈ Gd vérifiant les conditions du

lemme 10.2 relatives à l’élément µv′,v ∈ Md,v. On a alors des diagrammes commutatifs :

G′
d′,v′

Ad(gv′,v)−1◦ψF,d′
��

πd′,v′

��

Gd,v

πd,v

��
Ḡ′

d′,v′
j̄v,v′

�� Ḡd,v

g′
d′,v′,s

Ad(gv′,v)−1◦ψF,d′
��

πd′,v′,s

��

gd,v,s

πd,v,s

��
ḡ′

d′,v′,s

j̄v,v′,s �� ḡd,v,s

Le lemme 10.2 fournit l’interprétation suivante de l’ensemble V ′
v. Soit v′ ∈ V ′d′

(p) tel qu’il
existe g ∈ Gd de sorte que g(v) = ψV ′,d′(v′). Il existe alors un unique v′′ ∈ V ′

v et un
élément g′ ∈ G′

d′ tels que v′ = g′(v′′).

10.4.

Prouvons la proposition 10.1. On peut fixer φ ∈ Φd tel que r(φ) � r et définir �D′,r

sur S(φ).
Si r(φ) > r, on pose �D′,r(ϕ) = 0 pour tout ϕ ∈ S(φ). On doit montrer que sous

les hypothèses de l’énoncé, on a JGd(X, reaF (ϕ)) = 0. Reprenons le raisonnement de la
remarque 10.1 (1). On y a écrit Ad(g) ◦ ξd(X) = X1 = ψF (Z ′

1 + X ′
1), avec X ′

1 ∈ t′mod
r+

et Z ′
1 ∈ t′cent ∩ t′r d’image Z̄ ′ dans t̄

′
cent(r). Parce qu’on suppose Z̄ ′ �= 0, on voit qu’il

existe x∗ ∈ X∗ tel que val(x∗(X1)) = r. D’après le lemme 3.1, cela entrâıne X �∈ gd,r+.
Or reaF (ϕ) est à support dans gd,r+. La classe de conjugaison de X ne coupe pas ce
support, donc JGd(X, reaF (ϕ)) = 0.

On suppose maintenant r(φ) = r. Le même raisonnement que dans la preuve de
la proposition 3.4 (cf. § 7.5), nous permet de remplacer φ par une facette qui coupe
V d

(p) × {r}. Fixons v ∈ V d
(p) tel que (v, r) ∈ φ. Soit ϕ ∈ S(φ) et soient F , Z ′, X ′, X
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comme dans l’énoncé de la proposition 10.1. Posons f = reaF (ϕ). On a :

JGd(X, f) = ∆(X)1/2
∫

Gd/TX

f(Ad(g)(X)) dg.

En reprenant les calculs de la remarque 10.1 (1) dont on a rappelé les notations ci-dessus,
on a :

∆(X) =
∣∣∣∣ ∏

α∈Σ

α(X1)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∏
α∈Σ\Σ′

α(X1)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ ∏

α′∈Σ′

α′(X ′
1)

∣∣∣∣.
Le second produit vaut ∆′(X ′). Les termes qui interviennent dans le premier sont de
valuation r. On obtient :

∆(X) = qr(|Σ′|−|Σ|)∆′(X ′). (1)

Soit g ∈ Gd. Pour que f(Ad(g)(X)) soit non nul, on doit avoir Ad(g)(X) ∈ gd,v,r. Nous
n’avons défini que les réseaux de Moy–Prasad associés aux points de V d mais on sait
bien qu’on peut en associer à tout point de Imm(Gd, F ). Avec une notation évidente, la
condition précédente est équivalente à X ∈ gd,g−1(v),r. Or :

(2) l’ensemble des v1 ∈ Imm(Gd, F ) tels que X ∈ gd,v1,r est inclus dans l’image du
plongement ψImm,d′ .

Cela résulte du lemme 2.3.3 de [KM]. Les hypothèses de ce lemme sont vérifiées :
ψF,d′(Z ′

0) est un �� bon élément �� au sens de [KM] et ψF,d′(G′
d′) en est le centralisateur

dans Gd.
On peut donc se limiter aux g tels que g−1(v) appartienne à l’image de ψImm,d′ . Puisque

tout élément de Imm(G′
d′ , F ) s’écrit g′(v′) avec g′ ∈ G′

d′ et v′ ∈ V ′d′
, les considérations

du § 10.3 nous permettent d’écrire l’ensemble précédent comme l’union disjointe :⊔
v′∈V′

v

Gd,vg−1
v′,vψF,d′(G′

d′).

Pour v′ ∈ V ′
v, posons :

Jv′ =
∫

Gd,vg−1
v′,v

ψF,d′ (G′
d′ )/TX

f(Ad(g)(X)) dg.

Alors :
JGd(X, f) = ∆(X)1/2

∑
v′∈V′

v

Jv′ . (3)

Fixons v′ ∈ V ′
v. On a

ψF,d′(G′
d′) ∩ gv′,vGd,vg−1

v′,v = ψF,d′(G′
d′,v′).

En effet, pour g′ ∈ G′
d′ , ψF,d′(g′) appartient à gv′,vGd,vg−1

v′,v si et seulement s’il fixe le
point ψV ′,d′(v′) de l’immeuble Imm(Gd, F ). Puisque ψImm,d′ est injectif, cela équivaut à
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ce que g′ fixe v′, i.e. g′ ∈ G′
d′,v′ . D’autre part TX = ψF,d′(T ′

X′). Alors :

Jv′ =
∑

g′∈G′
d′,v′ \G′

d′ /T ′
X′

∫
Gd,vg−1

v′,v
ψF,d′ (g′)TX/TX

f(Ad(g)(X)) dg

=
∑

g′∈G′
d′,v′ \G′

d′ /T ′
X′

mg′

∫
Gd,v

f(Ad(k)(Xg′)) dk.

On a posé :

mg′ = mes(Gd,vg−1
v′,vψF,d′(g′)TX/TX) mes(Gd,v)−1,

Xg′ = Ad(g−1
v′,vψF,d′(g′))(X).

Notons φ′
v′ ∈ Φ′d′

la facette qui contient (v′, r). Définissons les fonctions suivantes :

• ϕ1 ∈ S(φ) par

ϕ1(Y ) = q− dim(Ḡd,v)/2
∑

x∈Ḡd,v

ϕ(Ad(x)(Y )) ;

• ϕ1,v′ ∈ S(φ′
v′) par

ϕ1,v′ = |Ḡd′,v′ |−1qdim(Ḡ′
d′,v′ )/2ϕ1 ◦ j̄v,v′,r ;

• ϕv′ ∈ S(φ′
v′) par

ϕv′(Y ′) = ϕ1,v′(ξ̄−1
d′ (Z̄ ′) + Y ′).

Cette dernière définition est loisible. En effet, pour tout v′′ ∈ V ′I , l’intersection de
t̄
′
cent avec ḡ′

v′′,r est égale à t̄
′
cent(r)

I . De plus, la restriction de ξ̄−1
d′ à t̄

′
cent est équivariante

pour les actions de Γ : la torsion par l’action du groupe de Weyl ne se voit pas sur le
centre. Il en résulte que ξ̄−1

d′ (Z̄ ′) appartient à g′
d′,v′′,r pour tout v′′ ∈ V ′d′

.
Posons fv′ = rea′

F (ϕv′). Pour tout g′ ∈ G′
d′ , on a l’égalité :

∫
Gd,v

f(Ad(k)(Xg′)) dk =
∫

G′
d′,v′

fv′(Ad(k′g′)(X ′)) dk′. (4)

En effet, on a :

Xg′ = Ad(g−1
v′,v) ◦ ψF,d′ [Z ′ + Ad(g′)(X ′)].

Les conditions Xg′ ∈ gd,v,r et Ad(g′)(X ′) ∈ g′
d′,v′,r sont équivalentes. Si elles ne sont pas

vérifiées, les deux membres de (4) sont nuls. Supposons-les vérifiées. Alors :

πd,v,r(Xg′) = j̄v,v′,r ◦ πd′,v′,r(Z ′ + Ad(g′)(X ′)) = j̄v,v′,r(ξ̄−1
d′ (Z̄ ′) + πd′,v′,r(Ad(g′)(X ′))).
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En se rappelant les définitions de nos mesures, on a :∫
Gd,v

f(Ad(k)(Xg′)) dk = ϕ1 ◦ πd,v,r(Xg′)

= q− dim(Ḡ′
d′,v′ )/2|Ḡ′

d′,v′ |ϕ1,v′(ξ̄−1
d′ (Z̄ ′) + πd′,v′,r(Ad(g′)(X ′)))

= q− dim(Ḡ′
d′,v′ )/2|Ḡ′

d′,v′ |ϕv′ ◦ πd′,v′,r(Ad(g′)(X ′))

= q− dim(Ḡ′
d′,v′ )/2|Ḡ′

d′,v′ |fv′(Ad(g′)(X ′))

=
∫

G′
d′,v′

fv′(Ad(k′g′)(X ′)) dk′.

Cela prouve (4).
D’autre part :

mg′ = mes([ψF,d′(g′)−1gv′,vGd,vg−1
v′,vψF,d′(g′)] ∩ TX)−1

= mes(g′−1G′
d′,v′g′ ∩ T ′

X′)−1

= mes(G′
d′,v′g′T ′

X′/T ′
X′) mes(G′

d′,v′)−1.

On en déduit :

Jv′ =
∑

g′∈G′
d′,v′ \G′

d′ /T ′
X′

mes(G′
d′,v′g′T ′

X′/T ′
X′) mes(G′

d′,v′)−1
∫

G′
d′,v′

fv′(Ad(k′g′)(X ′)) dk′

=
∫

G′
d′ /T ′

X′

fv′(Ad(g′)(X ′)) dg′.

Posons :
ϕ′ =

⊕
v′∈V′

v

qr(|Σ′|−|Σ|)/2ϕv′ ∈
⊕

v′∈V′
v

S(φ′
v′) ⊆ S ′d′

r .

L’égalité ci-dessus et les relations (1) et (3) démontrent l’égalité :

JGd(X, f) = JG′
d′ (X ′, rea′

F (ϕ′)).

Il suffit de définir �D′,r(ϕ) = ϕ′ pour satisfaire aux conditions de l’énoncé. �

11. Endoscopie

11.1. Considérons les données suivantes.

(i) DH = (X∗
H , ΣH , ∆H , X∗H , Σ̌H , ∆̌H) est une donnée de racines munie d’une action

de Γ .

(ii) η est un couple d’isomorphismes de Z-modules X∗
H → X∗, X∗H → X∗, en dualité.

On note aussi η chacun de ces isomorphismes. On impose η(ΣH) ⊆ Σ, η(Σ̌H) ⊆ Σ̌.
On impose aussi que, pour tout γ ∈ Γ , il existe un élément de W , nécessairement
unique, que l’on note wη(γ), tel que η ◦ γ = wη(γ) ◦ γ ◦ η.
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Posons T̂H = X∗
H ⊗Z C×, ẐH = {t ∈ T̂H ; ∀α ∈ ΣH , α̌(t) = 1}. De l’action de Γ sur X∗

H

se déduisent des actions sur T̂H et ẐH .

(iii) s ∈ ẐΓ
H . On impose que, pour α ∈ Σ \ η(ΣH), on a η−1(α̌)(s) �= 1.

Le triplet (DH , η, s) est appelé donnée endoscopique de D.
Soient (DH , η, s) et (D′

H , η′, s′) deux données endoscopiques de D. Un isomorphisme
entre ces données est un couple (f, w), où f : DH → D′

H est un isomorphisme équivariant
pour les actions de Γ et w est un élément de W , ce couple vérifiant les relations :

η′ ◦ f = w ◦ η, f̂(s) ∈ s′Ẑ ′Γ,0
H . (1)

On a noté ici f̂ : T̂H → T̂ ′
H l’isomorphisme déduit fonctoriellement de f et Ẑ ′Γ,0

H la com-
posante neutre de Ẑ ′Γ

H .
Soit (DH , η, s) une donnée endoscopique de D. Notons D̂ la donnée

(X∗, Σ̌, ∆̌, X∗, Σ, ∆).

De cette donnée se déduit un groupe complexe Ĝ muni d’une action de Γ préservant
un épinglage. Définissons de même D̂H , dont se déduit un groupe Ĥ. De η se déduit un
plongement η̂ : Ĥ → Ĝ et s s’interprète comme un élément du centre de Ĥ, fixé par Γ .
Soit F ∈ CLq, introduisons les groupes G et H sur F associés à D et DH . Le triplet
(H, η̂, s) est un triplet endoscopique de G au sens habituel. Plus généralement, c’est
un triplet endoscopique de Gd pour tout d ∈ D. Par contre, la notion d’isomorphisme
introduite ci-dessus est plus fine que la notion usuelle. D’habitude, on remplace la seconde
condition de (1) par f̂(s) ∈ s′Ẑ ′Γ,0

H η̂−1(ẐΓ
G). Notre notion est adaptée à la considération

simultanée de tous les groupes Gd.

11.2. On fixe pour tout le § 11 une donnée endoscopique (DH , η, s) de D. On note encore
η les isomorphismes qui se déduisent fonctoriellement de la donnée η. On construit les
différents objets attachés à la donnée DH et on les affecte d’un indice H.

Pour tout r ∈ Z(p), il y a un isomorphisme η : t̄H(r) → t̄(r), qui n’est pas équivariant,
en général, pour les actions de Γ . Notons Ỹ l’ensemble des familles

(Ȳ1, . . . , Ȳk; r1, . . . , rk)

telles que :

• pour tout i = 1, . . . , k, on ait ri ∈ Z(p) et Ȳi ∈ t̄H(ri) ;

• la famille (η(Ȳ1), . . . , η(Ȳk); r1, . . . , rk) appartienne à Z̃.

On note :

ηỸ : Ỹ → Z̃,

(Ȳ1, . . . , Ȳk; r1, . . . , rk) �→ (η(Ȳ1), . . . , η(Ȳk); r1, . . . , rk).
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C’est une bijection, qui n’est pas, en général, équivariante pour les actions de Γ . Par
contre, l’application de Ỹ/WH dans Z̃/W qui s’en déduit l’est. On pose Y = (Ỹ/WH)Γ et
on déduit de ηỸ une application ηY : Y → Z qui n’est en général ni injective, ni surjective.

Nous allons définir une application ε̃ : Ỹ → Z̃H . Soit ỹ = (Ȳ1, . . . , Ȳk; r1, . . . , rk) ∈ Ỹ.
Si y = ∅, i.e. k = 0, on pose ε̃(y) = ∅. Supposons k � 1. Pour i = 1, . . . , k, notons ΣH(i)
l’ensemble des α ∈ ΣH tels que α(Ȳj) = 0 pour tout j = 1, . . . , i. C’est un sous-système
de racines de ΣH . On a les inclusions :

ΣH ⊇ ΣH(1) ⊇ ΣH(2) ⊇ · · · ⊇ ΣH(k) = ∅.

Considérons l’ensemble d’entiers :

{1} ∪ {i ∈ {2, . . . , k}; ΣH(i − 1) � ΣH(i)}.

Notons ses éléments dans l’ordre croissant i1 < i2 < · · · < ih. On a i1 = 1. Pour
j = 1, . . . , h, posons ΣH,j = ΣH(ij). De façon analogue aux décompositions introduites
au § 4.3, on a pour tout r ∈ Z(p) une décomposition :

t̄H(r) = t̄H,ΣH,j-cent(r) ⊕ t̄H,ΣH,j-der(r).

On pose Z̄1 = Ȳ1. Pour j = 2, . . . , h, notons Z̄j la projection de Ȳij
sur t̄H,ΣH,j−1-der(rij

)
relative à la décomposition ci-dessus. Montrons que la famille :

(Z̄1, . . . , Z̄h; ri1 , . . . , rih
) (1)

appartient à Z̃H . Les conditions (i) et (ii) du § 4.2 sont évidentes ainsi que la première
partie de (iii). Montrons que les ensembles ΣH,j que l’on vient de définir sont ceux
du § 4.2, c’est-à-dire :

ΣH,j = {α ∈ ΣH ; ∀m = 1, . . . , j, α(Z̄m) = 0}. (2)

On le démontre par récurrence sur j. C’est immédiat pour j = 1. Supposons j � 2 et
l’assertion démontrée pour j − 1. Par définition :

ΣH,j = {α ∈ ΣH,j−1; ∀m = ij−1 + 1, . . . , ij , α(Ȳm) = 0}.

Puisque ΣH(ij−1) = ΣH(ij−1 + 1) = · · · = ΣH(ij − 1), on a α(Ȳm) = 0 pour tout
α ∈ ΣH,j−1 et tout m = ij−1 + 1, . . . , ij − 1. On a donc simplement :

ΣH,j = {α ∈ ΣH,j−1; α(Ȳij
) = 0}.

Par définition, Ȳij
− Z̄j appartient à t̄H,ΣH,j−1-cent(rij ). Ce terme est donc annulé par

tout α ∈ ΣH,j−1 et on peut remplacer la condition α(Ȳij ) = 0 ci-dessus par α(Z̄j) = 0.
D’où :

ΣH,j = {α ∈ ΣH,j−1; α(Z̄j) = 0}.

En utilisant l’hypothèse de récurrence, on obtient (2).
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L’égalité (2) et la stricte décroissance de la suite :

ΣH,1 � ΣH,2 � · · · � ΣH,h = ∅

entrâınent la deuxième partie de (iii) ainsi que (iv) et (v) de § 4.2.
Notons ε̃(ỹ) la famille (1). Cela définit l’application ε̃.
Cette application est équivariante pour l’action de WH � Γ . Elle se descend en une

application :
ε : Y → ZH .

On a construit deux applications :

Y
ε

����
��

��
�� ηY

���
��

��
��

�

ZH Z

Soit y ∈ Y, posons z = ηY(y), zH = ε(y). On a un isomorphisme naturel :

DzH
� Dz. (3)

En effet, fixons un relèvement ỹ ∈ Ỹ, posons z̃ = ηỸ(ỹ), z̃H = ε̃(ỹ). Pour γ ∈ Γ , soit
wỹ(γ) un élément de WH tel que wỹ(γ)γ(ỹ) = ỹ. Puisque ε̃ est équivariante pour les
actions de WH � Γ , on a wỹ(γ) = wz̃H

(γ). On a l’égalité ηỸ ◦ γ = wη(γ) ◦ γ ◦ ηỸ . On en
déduit wz̃(γ) = η(wỹ(γ))wη(γ). Mais alors, l’application ψ−1

z̃ ◦ η ◦ ψz̃H
: X∗H,z̃H

→ X∗,z̃

est équivariante pour les actions de Γ . On en déduit un isomorphisme Dz̃H
→ Dz̃, puis

l’isomorphisme (3). On vérifie que ce dernier ne dépend pas du choix de ỹ.
Soit zH ∈ ZH . Alors s définit un élément szH

de Hom(DzH
, C×). En effet, choisissons

un relèvement z̃H de zH dans Z̃H . Notons X∗
H,z̃H

le Γ -module dual de X∗H,z̃H
. De ψz̃H

se déduit un isomorphisme :

ψ̂z̃H
: T̂H = X∗

H ⊗Z C× → X∗
H,z̃H

⊗Z C×.

La restriction de ψ̂z̃H
à ẐH est équivariante pour les actions de Γ . Alors ψ̂z̃H

(s) ∈
(X∗

H,z̃H
⊗Z C×)Γ . Ce groupe s’envoie naturellement dans Hom(Dz̃H

, C×), parce que
Dz̃H

= (X∗H,z̃H
)Γ,tors. Enfin, Hom(Dz̃H

, C×) s’identifie à Hom(DzH
, C×). On note szH

l’image de ψ̂z̃H
(s) par cette suite d’applications. On vérifie, toujours parce que s est

central, que cette image ne dépend pas du choix de z̃H .
Revenons à la situation précédente où y ∈ Y, z = ηY(y), zH = ε(y). Grâce à (3),

l’élément szH
que l’on vient de construire s’identifie à un élément de Hom(Dz, C

×) que
l’on note sy.

11.3. On fixe jusqu’à la fin du § 11 un corps F ∈ CLq. De η se déduit un homomor-
phisme tmod

H → tmod. On note tmod
H,G-reg l’image réciproque de tmod

reg et :

ZH,G-reg,F = (tmod
H,G-reg/WH)Γ .
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Cet ensemble est inclus dans ZH,F . L’homomorphisme tmod
H → tmod n’est pas équivariant

pour les actions de Γ mais l’application déduite tmod
H,G-reg/WH → tmod

reg /W l’est. On en
déduit une application :

ZH,G-reg,F
ηZ,F−−−→ ZF .

Définissons τ̃ : tmod
H,G-reg → Ỹ de sorte que le diagramme suivant soit commutatif :

tmod
H,G-reg

��

τ̃

��

tmod
reg

ζ̃

��
Ỹ

ηỸ �� Z̃

(1)

C’est possible puisque ηỸ est bijectif. On vérifie que τ̃ est équivariant pour les actions
de WH � Γ . On en déduit une application :

τ : ZH,G-reg,F → Y.

Lemme 11.3.1. Les diagrammes suivants sont commutatifs :

ZH,G-reg,F
τ ��

ηZ,F

��

Y
ηY

��
ZF

ζ �� Z

ZH,G-reg,F
τ ��

��

Y

ε

��
ZH,F

ζH �� ZH

Démonstration. La commutativité du premier est immédiate. Soit Y ∈ tmod
H,G-reg, posons

X = η(Y ) ∈ tmod
reg . Reprenons la construction de l’élément ζ̃(X) = (X̄1, . . . , X̄k; r1, . . . , rk)

(cf. § 4.3). On y a introduit des ensembles Σi ⊆ Σ pour i = 1, . . . , k et une
décomposition X = X1 + · · · + Xk. Pour i = 1, . . . , k, posons Ȳi = η−1(X̄i). Posons
ỹ = (Ȳ1, . . . , Ȳk; r1, . . . , rk) ∈ Ỹ. On a ỹ = τ̃(Y ). Construisons ε̃(ỹ) comme au § 11.2. On
a construit dans ce paragraphe une suite i1 < · · · < ih et des ensembles ΣH(i) pour
i = 1, . . . , k et ΣH,j pour j = 1, . . . , h. On a :

(2) r(X) = ri1 < ri2 < · · · < rih
;

(3) ΣH ⊇ ΣH,1 � ΣH,2 � · · · � ΣH,h = ∅.

Par définition, ΣH(i) = ΣH ∩ η−1(Σi) pour tout i = 1, . . . , k. Soit j ∈ {1, . . . , h − 1}.
Pour α ∈ ΣH,j \ ΣH,j+1, on a α ∈ ΣH(ij+1 − 1) \ ΣH(ij+1) donc η(α) ∈ Σij+1−1 \ Σij+1 .
Cela entrâıne val(η(α)(X)) = rij+1 ou encore val(α(Y )) = rij+1 . On a obtenu :

(4) pour j = 1, . . . , h − 1 et α ∈ ΣH,j \ ΣH,j+1, val(α(Y )) = rij+1 .
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De la même façon :

(5) pour α ∈ ΣH \ ΣH,1, val(α(Y )) = r(X).

Remarquons que r(X) = r(Y ). Alors les propriétés (2) à (5) caractérisent les suites
d’éléments de Z(p) et de sous-systèmes de racines de ΣH que l’on utilise pour construire
comme au § 4.3 l’élément ζ̃H(Y ). Cela montre déjà que ζ̃H(Y ) et ε̃ ◦ τ̃(Y ) sont tous deux
de la forme :

ζ̃H(Y ) = (Ū1, . . . , Ūh; ri1 , . . . , rih
),

ε̃ ◦ τ̃(Y ) = (Z̄1, . . . , Z̄h; ri1 , . . . , rih
).

Introduisons la décomposition :

t
mod
H = t

mod
H,ΣH,1-cent ⊕ (tmod

H,ΣH,1-der ∩ t
mod
H,ΣH,2-cent) ⊕ · · · ⊕ (tmod

H,ΣH,h−1-der ∩ t
mod
H,ΣH,h-cent).

Conformément à cette décomposition, écrivons :

Y = Y1 + · · · + Yh

et, pour i = 1, . . . , k,
η−1(Xi) = Yi,1 + · · · + Yi,h.

Par définition des ensembles ΣH,j , on a η−1(Xi) ∈ tmod
H,ΣH,j−1-cent pour tout j = 2, . . . , h

et tout i < ij . Donc Yi,m = 0 pour i < ij et m � j. Puisque Y =
∑

i=1,...,k η−1(Xi), on
en déduit :

(6) Yj =
∑

i=ij ,...,kYi,j pour tout j = 1, . . . , h.

On en déduit également :

(7) Y1,1 = η−1(X1) ;

(8) pour j = 2, . . . , h, Yij ,j est la projection de η−1(Xij ) sur tmod
H,ΣH,j−1-der.

Soit j ∈ {2, . . . , h}. Par définition, la j-ième composante Ūj de ζ̃H(Y ) est la projection
de Yj ∈ tmod

H,rij
dans t̄H(rij

). Pour i > ij , on a

Yi,j ∈ t
mod
H,ri

⊆ t
mod
H,rij

+.

Sa projection dans t̄H(rij ) est nulle. Grâce à (6), Ūj est donc égal à la projection de
Yij ,j dans t̄H(rij ). Grâce à (8), c’est l’image de η−1(Xij ) par le chemin nord-est du
diagramme :

tmod
H,rij

��

��

tmod
H,ΣH,j−1-der ∩ tmod

H,rij

��
t̄H(rij ) �� t̄H,ΣH,j−1-der(rij )

Ce diagramme est commutatif. Par le parcours sud-ouest, η−1(Xij
) s’envoie successive-

ment sur Ȳij
puis sur la composante Z̄j de ε̃ ◦ τ̃(Y ). D’où l’égalité Ūj = Z̄j . On a supposé

j � 2 mais, de façon analogue et en utilisant (7), on montre que Ū1 = Z̄1. Cela prouve
que ζ̃H(Y ) = ε̃ ◦ τ̃(Y ) et le lemme. �
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Lemme 11.3.2. L’application τ est surjective.

Démonstration. Soit y ∈ Y. Posons z = ηY(y). L’application ζ est surjective
(Lemme 5.4). Choisissons zF ∈ ZF tel que ζ(zF ) = z. Choisissons des relèvements ỹ de y

dans Ỹ, z̃ de z dans Z̃ et X de zF dans tmod
reg de sorte que z̃ = ηỸ(ỹ) et ζ̃(X) = z̃. Posons

Y = η−1(X) ∈ tmod
H . Cet élément appartient évidemment à tmod

H,G-reg et son image par τ̃

est ỹ. Pour démontrer le lemme, il suffit de prouver que l’image de Y dans tmod
H,G-reg/WH

est fixe par Γ . Soit γ ∈ Γ . Parce que ỹ relève un élément de Y, il existe w ∈ WH tel que
γ(ỹ) = w(ỹ). Ce w est d’ailleurs unique. Parce que τ̃ est équivariant pour les actions de
WH � Γ , γ(Y ) et w(Y ) ont même image par τ̃ . De la commutativité du diagramme (1)
résulte que η(γ(Y )) et η(w(Y )) ont même image par ζ̃. Parce que X relève un élément de
ZF , ces deux termes appartiennent à l’orbite de X pour l’action de W . Or la restriction
de ζ̃ à une telle orbite est injective (parce que les éléments de Z̃ sont réguliers). Donc les
deux termes ci-dessus sont égaux. D’où γ(Y ) = w(Y ), ce qui achève la preuve. �

11.4. Soit zH,F ∈ ZH,G-reg,F , posons zF = ηZ,F (zH,F ). A zF est associée une classe de
conjugaison stable C(zF ) ⊆ gD. Revenant à un point de vue plus habituel, à zH,F est
associée une classe de conjugaison stable C(zH,F ) ⊆ h. Soient Y ∈ C(zH,F ) et d ∈ D.
Langlands et Shelstad ont défini le facteur de transfert ∆Gd,H(Y, ·), qui est une fonction
sur gd, à support dans C(zF ) ∩ gd.

Remarques.

(1) Langlands et Shelstad ont défini ce facteur de transfert sur les groupes. Il se descend
aux algèbres de Lie. Il y est d’ailleurs beaucoup plus simple.

(2) Nous supprimons de la définition le facteur ∆IV que nous avons incorporé à la
définition des intégrales orbitales.

(3) Le facteur de transfert n’est défini qu’à une constante près. Toutefois, il est
canoniquement défini dans le cas d’un groupe quasi-déployé, moyennant le choix
d’épinglages. Cette définition canonique s’étend à notre cas où on dispose d’un
élément de H1(Gal(F sep/F ),Gd) définissant le torseur intérieur ξd.

On note simplement ∆(zH,F , ·) la fonction sur C(zF ) dont, pour tout d ∈ D, la
restriction à C(zF ) ∩ gd est égale à ∆Gd,H(Y, ·). Ce facteur de transfert se calcule de
la façon suivante. Posons y = τ(zH,F ), z = ζ(zF ) = ηY(y). On a associé à y un élément
sy ∈ Hom(Dz, C

×). Soit X ∈ C(zF ). On a associé à X un élément δ(X) ∈ Dz. On a
l’égalité :

∆(zH,F , X) = sy(δ(X)−1). (1)
C’est étudié pour.

12. Transfert endoscopique

12.1. On fixe pour ce chapitre une donnée endoscopique (DH , η, s) de D. Pour F ∈ CLq,
zH,F ∈ ZH,G-reg,F et f ∈ C∞

c (gD), on définit l’intégrale orbitale endoscopique :

JGD,s(zH,F , f) =
∑
X

∆(zH,F , X)JGD (X, f),

où X parcourt un ensemble de représentants de cl(ηZ,F (zH,F )) dans gD.
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Proposition 12.1. Soit y ∈ Y. Il existe une forme linéaire JD,s(y, ·) sur S vérifiant la
condition suivante. Soient F ∈ CLq, zH,F ∈ ZH,G-reg,F et ϕ ∈ S. Supposons τ(zH,F ) = y.
Alors on a l’égalité :

JGD,s(zH,F , reaF (ϕ)) = JD,s(y, ϕ).

Démonstration. Posons z = ηY(y) et :

JD,s(y, ·) =
∑

δ∈Dz

sy(δ−1)JD(z, δ, ·).

Il résulte du théorème 6.2, de la relation (1) du § 11.4 et des définitions que cette forme
linéaire vérifie les conditions de l’énoncé. �

12.2. Le triplet (DH , id, s) est une donnée endoscopique de DH . On peut lui appliquer
les définitions et résultats précédents. En particulier, pour F ∈ CLq, on définit :

hDH
=

⊔
d∈DH

hd

et, pour zH,F ∈ ZH,F , la forme linéaire JHDH
,s(zH,F , ·) sur C∞

c (hDH
).

Remarque. Sur chaque facteur C∞
c (hd), JHDH

,s(zH,F , ·) est un multiple de l’intégrale
orbitale stable relative à la classe de conjugaison stable C(zH,F )∩hd. Ce multiple dépend
de s via le scalaire par lequel on multiplie cette intégrale orbitale stable.

Soient f ∈ C∞
c (gD) et fH ∈ C∞

c (hDH
). On dit que fH est un transfert de f si et

seulement si, pour tout zH,F ∈ ZH,G-reg,F , on a l’égalité :

JHDH
,s(zH,F , fH) = JGD,s(zH,F , f).

Corollaire 12.2. Soient ϕ ∈ S, ϕH ∈ SH , F et F ′ deux éléments de CLq. Supposons que
reaH,F (ϕH) soit un transfert de reaF (ϕ). Alors reaH,F ′(ϕH) est un transfert de reaF ′(ϕ).

Démonstration. Pour y ∈ Y, on dispose de la forme linéaire JD,s(y, ·) sur S de la
proposition 12.1. Appliquons cette proposition en remplaçant D par DH . Dans ce cas,
l’ensemble Y est égal à ZH et l’application τ est égale à ζH . Pour zH ∈ ZH , on dispose
donc de la forme linéaire JDH ,s(zH , ·) sur SH . Montrons que :

(1) reaH,F (ϕH) est un transfert de reaF (ϕ) si et seulement si pour tout y ∈ Y, on a
l’égalité JD,s(y, ϕ) = JDH ,s(ε(y), ϕH).

Soit zH,F ∈ ZH,G-reg,F , posons y = τ(zH,F ). On a les égalités :

JGD,s(zH,F , reaF (ϕ)) = JD,s(y, ϕ),

JHDH
,s(zH,F , reaH,F (ϕH)) = JDH ,s(ζH(zH,F ), ϕH) = JDH ,s(ε(y), ϕH),

cette dernière égalité résultant du lemme 11.3.1. Les deux premiers membres de ces
égalités sont égaux pour tout zH,F si et seulement si les deux derniers membres sont
égaux pour tout y appartenant à l’image de τ . Mais τ est surjective (Lemme 11.3.2).
D’où (1).

La relation (1) traduit la condition �� reaH,F (ϕH) est un transfert de reaF (ϕ) �� en
termes indépendants de F , ce qui entrâıne l’énoncé. �
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12.3. Considérons le cas où D et DH sont non ramifiés, c’est-à-dire que I agit triv-
ialement sur D et DH . Le groupe D = (X∗/X∗,sc)Γ,tors contient l’élément d0 = 0. Le
point v0 = 0 appartient à V d0 . Il est hyperspécial. Notons φ0 ∈ Φd0 la facette qui le con-
tient et ϕ0 ∈ S(φ0) la fonction constante égale à |Ḡd0,v0 |−1qdim(Ḡd0,v0 ) sur ḡd0,φ0 . Pour
F ∈ CLq, posons f0 = reaF (ϕ0). C’est la fonction caractéristique du résau hyperspécial
gd0,v0,0, multipliée par une constante dont la présence est justifiée par la définition de nos
mesures de Haar. On la considère comme un élément de C∞

c (gD) dont les composantes
sont nulles sur gd pour d �= d0. On définit de façon similaire ϕH,0 ∈ S(h̄dH,0,φH,0) et, pour
F ∈ CLq, fH,0 ∈ C∞

c (hDH
).

Pour F ∈ CLq, le �� lemme fondamental pour les algèbres de Lie �� est l’assertion : �� fH,0

est un transfert de f0 ��. Notons que les composantes gd pour d �= d0 et hd pour d �= dH,0

ne jouent plus de rôle ici.

Corollaire 12.3. Supposons D et DH non ramifiés, soient F, F ′ ∈ CLq. Alors le lemme
fondamental pour les algèbres de Lie est vérifié sur le corps de base F si et seulement s’il
l’est sur le corps de base F ′.

Démonstration. On applique le corollaire précédent au couple ϕ0, ϕH,0. �

13. Appendice 1 : l’exemple de PGL2

On suppose p �= 2 et on considère la donnée de racines :

D = (X∗, Σ, ∆, X∗, Σ̌, ∆̌)

où

• X∗ = Z = X∗, ces deux modules étant en dualité évidente ;

• α = 1 ∈ Z = X∗, ∆ = {α}, Σ = {±α} ;

• α̌ = 2 ∈ Z = X∗, ∆̌ = {α̌}, Σ̌ = {±α̌} ;

• l’action de Γ sur D est triviale.

Le groupe Ḡ de § 1.6 est le groupe PGL2(F̄q). Pour décrire commodément les autres
objets, notons proj : GL2(F̄q) → PGL2(F̄q) la projection naturelle. On a :

T̄ =

{
proj

(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ F̄×

q

}
.

L’élément α de X∗ s’identifie à la racine

proj

(
a 0
0 d

)
�→ a

d

et l’élément α̌ de X∗ s’identifie à la coracine

x �→ proj

(
x 0
0 x−1

)
.
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On peut identifier l’algèbre de Lie ḡ à sl2(F̄q). On choisit comme épinglage

Eα =

(
0 1
0 0

)
.

Le groupe de Weyl W a deux éléments : W = {1, s}. On a

n̄(s) = proj

(
0 1

−1 0

)

et N̄ = T̄ ∪ n̄(s)T̄ .
L’action de I sur Ḡ est triviale. L’action de Θ se déduit de l’action de son générateur

θ1 qui est définie ainsi :

θ1

(
proj

(
a b

c d

))
= proj

(
aq bq

cq dq

)
.

On a T� = Z(p), Nred = Z(p) � N̄ , où l’action de N̄ sur Z(p) est la suivante : T̄ agit
trivialement, n̄(s) agit par t �→ −t. On a Tred = Z(p) × T̄ . Décrivons l’action de Γ sur
Nred. Soit (t, n) ∈ Z(p) � N̄ = Nred. Pour θ ∈ Θ, on a θ(t, n) = (t, θ(n)). Pour σ ∈ I,
écrivons t = m/e, avec m, e ∈ Z, e � 1 et premier à p et notons σe la projection de σ

dans ζe(F̄q). Alors

σ(t, n) =

(
t, proj

(
(σe)m 0

0 1

)
n

)
.

Pour tout e � 1 et premier à p, on a

N
I(e)
red =

1
e

Z � N̄ .

En particulier, Nnr
red = Z � N̄ .

L’espace V du § 1.7 est égal à R et V(p) est égal à Z(p) ⊆ R. L’action de Nred sur V se
décrit de la façon suivante. Soient v ∈ V et (t, n) ∈ Z(p) � N̄ . Alors :

(t, n)R(v) =

{
v − t, si n ∈ T̄ ,

−v − t, si n ∈ n̄(s)T̄ .

Le groupe W̃ nr est le groupe des automorphismes affines de V suivants :

• v �→ v + m, pour m ∈ Z ;

• v �→ −v + m, pour m ∈ Z.

Pour identifier la décomposition en facettes du § 1.7, on doit décrire le sous-groupe
W̃ nr

sc . Evidemment X∗,sc = 2X∗, Ḡsc = SL2(F̄q),

N̄sc =

{(
a 0
0 a−1

)
; a ∈ F̄×

q

}
∪

{(
0 b

−b−1 0

)
; b ∈ F̄×

q

}
.
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Le groupe Nred,sc s’identifie à Z(p) � N̄sc, l’application ι : Nred,sc → Nred étant (t, n) �→
(t, proj(n)). L’action de I sur Nred,sc se décrit de la façon suivante. Soient (t, n) ∈ Z(p) �

N̄sc et σ ∈ I. Ecrivons comme ci-dessus t = m/e (autrement dit t = (m/2e)α̌) et notons
σ2e l’image de σ dans ζ2e(F̄q). Alors

σ(t, n) =

(
t,

(
(σ2e)m 0

0 (σ2e)−m

)
n

)
.

Pour e premier à p, on a donc

N
I(e)
red,sc =

2
e

Z � N̄sc.

En particulier Nnr
red,sc = 2Z � N̄sc. Alors W̃ nr

sc est le groupe des automorphismes affines
de V suivants :

• v �→ v + 2m, pour m ∈ Z ;

• v �→ −v + 2m, pour m ∈ Z.

La collection des �� hyperplans ��, autrement dit des points, qui sont fixes par l’un de ces
automorphismes est simplement l’ensemble des entiers Z. La chambre Cnr est l’intervalle
]0, 1[. Le sous-groupe Ñ nr des éléments de W̃ nr qui conservent cette chambre a deux
éléments : l’identité et la transformation v �→ −v + 1. Son image réciproque dans N I

red
est

N nr
red = ({0} × T̄ ) ∪ ({−1} × n̄(s)T̄ ) ⊆ Z(p) � N̄ .

Soit F ∈ CLq. Le groupe G de § 1.8 est bien sûr le groupe PGL2 sur F et on a comme
ci-dessus des descriptions des différents objets qui lui sont attachés. En particulier

Tmod =

{
proj

(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ Fmod,×

}

et Nmod = Tmod ∪ n(s)Tmod, où

n(s) = proj

(
0 1

−1 0

)
.

L’application red : Nmod → Nred du § 1.8 se décrit de la façon suivante. Soit

proj

(
a 0
0 d

)
∈ Tmod.

Ecrivons a = �h
1/ea0, d = �k

1/ed0, avec val(a0) = val(d0) = 0. Notons ā0 et d̄0 les images
naturelles de a0 et d0 dans F̄×

q . Alors

red

(
proj

(
a 0
0 d

))
=

(
h − k

e
, proj

(
ā0 0
0 d̄0

))
∈ Z(p) × T̄
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et

red

(
n(s) proj

(
a 0
0 d

))
=

(
k − h

e
, n̄(s) proj

(
ā0 0
0 d̄0

))
∈ Z(p) � N̄ .

On voit que l’image réciproque N nr dans Gnr de N nr
red par cette application �� red �� est

égale à :

N nr =

{
proj

(
a 0
0 d

)
; a, d ∈ F nr, val(a) = val(d) = 0

}

∪
{

proj

(
0 b

c� 0

)
; b, c ∈ F nr, val(b) = val(c) = 0

}
.

L’ensemble D du § 1.9 a deux éléments que l’on peut choisir ainsi : le cocycle d0 trivial ;
le cocycle d1 défini par

d1(θ1) =

(
−1, proj

(
0 1
1 0

))
.

Plus généralement, pour θ ∈ Θ = Ẑ :

d1(θ) =

{
d1(θ1), si θ est impair,

(0, 1), si θ est pair.

Pour F ∈ CLq, on peut relever ces cocycles dans N nr de la façon suivante : d0,F est
encore trivial ; d1,F est défini par

d1,F (θ1) = proj

(
0 1
� 0

)
.

Le groupe Gd0 du § 1.10 est bien sûr PGL2 lui-même. Décrivons le groupe Gd1 . C’est le
groupe sur F tel que Gd1(F

nr) = PGL2(F nr), muni de l’action de Θ telle que θ1 agisse
par :

proj

(
a b

c d

)
�→ proj

((
0 1
� 0

) (
θ1(a) θ1(b)
θ1(c) θ1(d)

) (
0 �−1

1 0

))
.

Notons E l’extension quadratique non ramifiée de F et θE l’unique élément non trivial
de Gal(E/F ), qui est aussi la restriction de θ1 à E. On vérifie sur la description ci-dessus
que Gd1(F ) est le groupe des éléments :

proj

(
a b

�θE(b) θE(a)

)
,

où a, b ∈ E. Autrement dit, c’est le groupe des quaternions quotienté par son centre.
L’espace V (d1) est R muni de l’action de Γ triviale sur I et telle que θ1 agisse par
v �→ −v + 1. L’ensemble V d1 des points fixes est réduit à V d1 = { 1

2}.
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Soit v ∈ [0, 1] ∩ Z(p) ⊆ V(p). Ecrivons v = m/e, avec m, e ∈ Z, e � 1 premier à p et à
m. Pour σ ∈ I, l’élément v(σ) ∈ T̄ défini au § 2.2 est égal à

v(σ) = proj

(
(σe)−m 0

0 1

)
,

où σe est défini comme plus haut. Le groupe Ḡv du § 2.2 est le groupe des points fixes
communs des automorphismes Ad(v(σ)). C’est donc le groupe des éléments

proj

(
a b

c d

)
∈ Ḡ = PGL2(F̄q)

tels que :

proj

(
a b

c d

)
= proj

(
a ζb

ζ−1c d

)

pour toute racine e-ième ζ de l’unité. On calcule :

• si e = 1, autrement dit si v = 0 ou 1, Ḡv = Ḡ ;

• si e > 2, autrement dit si v �= 0, 1
2 , 1, Ḡv = T̄ ;

• si e = 2, autrement dit si v = 1
2 , Ḡv = N̄ .

Soit F ∈ CLq. On calcule aisément le groupe Gnr
v et l’application πv : Gnr

v → Ḡv

des §§ 2.1 et 2.3. On trouve :

• si v = 0, Gnr
0 est le groupe des

proj

(
a b

c d

)

où a, b, c, d ∈ Onr et val(ad − bc) = 0 ; on a

π0

(
proj

(
a b

c d

))
= proj

(
ā b̄

c̄ d̄

)
,

où x �→ x̄ est la réduction naturelle de Onr dans F̄q ;

• si v = 1, Gnr
1 est le groupe des

proj

(
a �−1b

�c d

)

où a, b, c, d ∈ Onr et val(ad − bc) = 0 ; on a

π1

(
proj

(
a �−1b

�c d

))
= proj

(
ā b̄

c̄ d̄

)
;
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• si v �= 0, 1
2 , 1, Gnr

v est le groupe d’Iwahori Inr des

proj

(
a b

�c d

)

où a, b, c, d ∈ Onr et val(a) = val(d) = 0 ; on a

πv

(
proj

(
a b

�c d

))
= proj

(
ā 0
0 d̄

)
;

• si v = 1
2 ,

Gnr
1/2 = Inr ∪ proj

(
0 1
� 0

)
Inr ;

l’application π1/2 est la même que ci-dessus sur Inr ; on a

π1/2

(
proj

((
0 1
� 0

) (
a b

�c d

)))
= proj

(
0 d̄

ā 0

)
.

Indiquons simplement comment se fait le calcul dans ce dernier cas. L’élément tF,1/2

du § 2.3 est

proj

(
�−1

1/2 0
0 1

)
.

Notons F ′ = F nr(�1/2) l’extension quadratique de degré 2 de F nr et O′ son anneau des
entiers. Avec e = 2 dans les définitions du § 2.3, G2

0 est le groupe des

proj

(
a b

c d

)
,

avec a, b, c, d ∈ O′, val(ad − bc) = 0 ; G2
1/2 = Ad(tF,1/2)(G2

0) est le groupe des

proj

(
a �−1

1/2b

�1/2c d

)
,

avec a, b, c, d ∈ O′, val(ad − bc) = 0. Alors Gnr
1/2 est le sous-groupe des points fixes par

l’action du groupe à deux éléments Gal(F ′/F nr). Un simple calcul conduit au résultat
indiqué ci-dessus.

Considérons le cocycle d1. Puisque 1
2 ∈ V d1

(p), on peut définir comme au § 2.6 le groupe
Ḡd1,1/2. On peut l’identifier au groupe Ḡ1/2 = N̄ , mais muni de l’action de Θ pour
laquelle θ1 agit par :

proj

(
a b

c d

)
�→ proj

((
0 1
1 0

) (
aq bq

cq dq

) (
0 1
1 0

))
.
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On vérifie que Ḡd1,1/2(Fq) est formé des éléments suivants :

• les éléments

proj

(
a 0
0 aq

)
,

pour a ∈ F×
q2 ;

• les éléments

proj

(
0 b

bq 0

)
,

pour b ∈ F×
q2 .

Pour F ∈ CLq, on calcule de même le groupe Gd1,1/2 du § 2.7. On obtient que le groupe
Gd1,1/2(O) est formé des éléments suivants, avec les notations introduites plus haut :

• les éléments

proj

(
a b

�θE(b) θE(a)

)
,

pour a, b ∈ E, val(a) = 0, val(b) � 0 ;

• les éléments

proj

(
�a b

�θE(b) �θE(a)

)
,

pour a, b ∈ E, val(b) = 0, val(a) � 0.

Par πd1,1/2, un élément du premier type s’envoie sur

proj

(
ā 0
0 āq

)
,

un élément du second type s’envoie sur

proj

(
0 b̄

b̄q 0

)
.

En fait, Gd1,1/2(O) est égal à Gd1(F ) tout entier. En effet, toute matrice inversible de
la forme (

a b

�θE(b) θE(a)

)
,

avec a, b ∈ E, peut s’écrire comme produit d’un élément central et d’une matrice de la
même forme mais vérifiant de plus soit val(a) = 0 et val(b) � 0, soit val(b) = 0 et val(a) �
1. On retrouve ainsi le fait que Gd1,1/2(O) est le stabilisateur de 1

2 ∈ Imm(Gd1 , F ) dans
Gd1(F ) : puisque Imm(Gd1 , F ) est réduit au point 1

2 , ce stabilisateur est le groupe tout
entier.
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14. Appendice 2 : illustration de la proposition 3.4 dans le cas de GL2

On suppose p �= 2 et on considère la donnée de racines :

D = (X∗, Σ, ∆, X∗, Σ̌, ∆̌)

definie de la façon suivante. On a :

• X∗ = Z2 = X∗, ces deux modules étant en dualité évidente ;

• α = (1,−1) ∈ Z2 = X∗, ∆ = {α}, Σ = {±α} ;

• α̌ = (1,−1) ∈ Z2 = X∗, ∆̌ = {α̌}, Σ̌ = {±α̌} ;

• l’action de Γ sur D est triviale.

Soit F ∈ CLq. Le groupe G est le groupe GL2 sur F . Le groupe D est trivial et
on peut identifier G au groupe G0 associé au seul cocycle d = 0. Par ailleurs, pour
ce que nous allons faire, et parce que l’action de Γ est triviale, on peut travailler en
considérant uniquement les ensembles de points sur F de nos différents objets (ou sur
Fq pour les objets en réduction). L’ algèbre de Lie g est l’algèbre gl2(F ) des matrices
2 × 2 à coefficients dans F et ḡ est de même l’algèbre gl2(Fq). L’espace V est égal à R2.
Posons :

φ′ = {((x + 1
2r′, x − 1

2r′), r′); x ∈ R, r′ ∈ ] − 1
2 , 0[} ⊂ V × R,

φ = {((x, x), 0); x ∈ R} ⊂ V × R.

Ce sont deux facettes appartenant à l’ensemble Φ. On a r(φ′) = r(φ) = 0 et φ est contenu
dans l’adhérence de φ′. Pour (v′, r′) ∈ φ′, on calcule :

gv′,r′ = gl2(O) ;

gv′,r′+ =

{(
O O

�O O

)}

où on désigne ainsi l’ensemble des matrices dont les coefficients appartiennent aux ensem-
bles indiqués ;

ḡv′,r′ =

{(
0 0
c 0

)
; c ∈ Fq

}
.

L’application πv′,r′ est l’application évidente :(
a b

c d

)
�→

(
0 0
c̄ 0

)
,

où c̄ est la réduction de c dans Fq. Pour (v, 0) ∈ φ, on a :

gv,0 = gl2(O),

gv,0+ = �gl2(O),

ḡv,0 = gl2(Fq),

et πv,0 est l’application de réduction évidente.
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Considérons un point

(v′, r′) =
((

−m

e
,
m

e

)
,−2m

e

)
∈ φ′,

avec m, e ∈ N \ {0} et e premier à p, et le point (v, 0) = ((0, 0), 0) ∈ φ. Appliquons les
constructions du § 7.1. La graduation de ḡ est telle que :

ḡ[2m] =

{(
0 •
0 0

)}
,

ḡ[0] =

{(
• 0
0 •

)}
,

ḡ[−2m] =

{(
0 0
• 0

)}
,

avec une notation évidente. On a alors :

m̄v,0;v′,r′ =

{(
0 0
• 0

)}
,

ūv,0;v′,r′ =

{(
• •
0 •

)}
,

p̄v,0;v′,r′ = gl2(Fq).

Illustrons la commutativité du diagramme (1) du § 7.4. Soit ϕ′ ∈ S(φ′). C’est une fonction
sur ḡv′,r′ , autrement dit une fonction sur Fq, en identifiant Fq à ḡv′,r′ par

c �→
(

0 0
c 0

)
.

Par la flèche sud-est du diagramme, on la relève par πv′,r′ en une fonction sur gv′,r′ et
on l’étend par 0 hors de cet ensemble. On obtient la fonction sur gl2(F ), à support dans
gl2(O), qui, sur ce dernier ensemble, est égale à :(

a b

c d

)
�→ ϕ′(c̄).

Par la flèche horizontale du diagramme, on relève ϕ′ en une fonction sur gl2(Fq), à
support dans p̄v,0;v′,r′ ce qui est ici une condition triviale, invariante par ūv,0;v′,r′ . On
obtient la fonction sur gl2(Fq) définie par :(

a b

c d

)
�→ ϕ′(c).
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Ensuite, par la troisième flèche du diagramme, on relève cette dernière fonction par πv,0

en une fonction sur gv,0, que l’on étend par 0 hors de cet ensemble. On obtient la même
fonction que précédemment.

Soit ϕ′ comme ci-dessus. La proposition 3.4 affirme qu’il existe ϕ′′ ∈ S0+ (indépendante
de F ) telle que, pour tout X ∈ g0+ ∩ greg, on ait :

JG(X, reaF (ϕ′)) = JG(X, reaF (ϕ′′)).

Posons K = GL2(O). Pour tout f ∈ C∞
c (g) et tout X ∈ greg, on peut écrire :

JG(X, f) = ∆(X)1/2
∫

G/TX

mes(K)−1
∫

K

f(kgXg−1k−1) dk dg.

Il nous suffit de trouver ϕ′′ telle que, si X ∈ g0+, toutes les intégrales intérieures soient
les mêmes pour f = reaF (ϕ′) et pour f = reaF (ϕ′′). Quitte à remplacer gXg−1 par X,
on veut trouver ϕ′′ telle que, pour tout X ∈ greg ∩ g0+, on ait :∫

K

reaF (ϕ′)(k−1Xk) dk =
∫

K

reaF (ϕ′′)(k−1Xk) dk.

Identifions comme ci-dessus ϕ′ à un élément de S(φ) et imposons à la fonction ϕ′′ que l’on
cherche d’appartenir aussi à S(φ). Si X �∈ gl2(O), les deux intégrales ci-dessus sont nulles
pour des raisons de support. Supposons X ∈ gl2(O) et posons X̄ = πv,0(X) ∈ gl2(Fq).
L’égalité ci-dessus équivaut à :∑

g∈GL2(Fq)

ϕ′(gX̄g−1) =
∑

g∈GL2(Fq)

ϕ′′(gX̄g−1). (1)

L’hypothèse X ∈ g0+ signifie que les deux valeurs propres de X (dans Fmod) sont de
valuation strictement positive. Le polynôme caractéristique de X̄ étant la réduction de
celui de X, cela entrâıne que X̄ est nilpotent. Puisqu’il n’y a que deux classes de conju-
gaison nilpotentes dans gl2(Fq), l’égalité (1) sera vraie si elle l’est pour seulement deux
valeurs de X̄ : l’une où X̄ est nilpotent régulier, l’autre où X̄ = 0. Considérons alors les
deux fonctions ϕ1 et ϕ2 sur gl2(Fq) définies ainsi :

• ϕ1 est la fonction caractéristique de {0} ;

• ϕ2 est la fonction caractéristique de l’ensemble des(
0 b

0 0

)
,

où b �= 0.

En prenant pour ϕ′′ une combinaison linéaire convenable de ces deux fonctions, on peut
assurer l’égalité (1) pour les deux valeurs de X̄ évoquées ci-dessus, ce qui résout notre
problème. Il reste toutefois à vérifier que l’on peut remplacer ϕ1 et ϕ2 par des éléments
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de S0+. Considérons deux points (v1, r1) = ((0, 0), r1) et (v2, r2) = ((1
2r2,− 1

2r2), r2) dans
V × R, avec r1, r2 > 0 assez petits. On calcule :

gv1,r1 = gv1,r1+ = gv2,r2+ = �gl2(O),

gv2,r2 =

{(
�O O
�O �O

)}
.

Notons φ1 et φ2 les éléments de Φ auxquels appartiennent respectivement (v1, r1) et
(v2, r2). On vérifie alors qu’il existe des éléments ϕ′′

1 ∈ S(φ1) et ϕ′′
2 ∈ S(φ2), indépendants

de F , tels que reaF (ϕ1) = reaF (ϕ′′
1) et reaF (ϕ2) = reaF (ϕ′′

2). Ces éléments ϕ′′
1 et ϕ′′

2
appartiennent bien à S0+.

15. Appendice 3

Lemme. Soient p un nombre premier et Σ un système de racines. Notons N le rang
de Σ et supposons p � 6N − 1, p � 271. Alors les propriétés (PΣ), (P ′

Σ) et (P ′′
Σ) sont

vérifiées.

Démonstration. Pour (PΣ), il suffit de consulter les tables donnant les nombres de
Coxeter des systèmes de racines réduits et irréductibles (cf. [B, Planches I–IX]).

Utilisons les notations du § 1.1 : V est l’espace vectoriel réel que Σ engendre, X̌ est
le réseau engendré par les coracines dans l’espace dual. Soit A ⊆ Σ un sous-ensemble
linéairement indépendant. Notons ind(A; Σ) l’indice de Z[A] dans Q[A] ∩ HomZ(X̌, Z).
Pour prouver (P ′

Σ), on doit prouver que ind(A; Σ) est premier à p. Notons VA le sous-
espace réel de V engendré par A et posons ΣA = Σ ∩ VA. On sait que ΣA est un
sous-système de racines de Σ (que l’on peut appeler sous-système de Lévi). On vérifie
que ind(A : Σ) divise ind(A : ΣA). Quitte à remplacer Σ par ΣA, on peut supposer que A

engendre V . D’autre part, en décomposant Σ en composantes irréductibles, on se ramène
immédiatement au cas où Σ est irréductible. Nous faisons donc ces deux hypothèses : Σ

est irréductible et A engendre V . Montrons que :

(1) si Σ est de type AN , Z[Σ] = Z[A] ;

(2) si Σ est de type BN , CN , DN ou si Σ n’est pas réduit, 2Z[Σ] ⊆ Z[A] ;

(3) si Σ est exceptionnel, il existe r ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9} tel que rZ[Σ] ⊆ Z[A].

La vérification se fait cas par cas, traitons seulement les cas où Σ est de type AN

ou CN . Dans ce dernier cas, notons Σlong le sous-ensemble des racines longues. On a le
résultat plus précis :

(4) si Σ est de type CN , 2Z[Σ] ⊆ Z[A] et Σlong ⊆ Z[A].

Choisissons α ∈ A, posons A0 = A \ {α}. Notons V0 le sous-espace de V engendré par
A0 et posons Σ0 = Σ∩V0. C’est un sous-système de Lévi, ce qui signifie que l’on peut fixer
une base {α1, . . . , αN} de Σ, numérotée comme dans [B, Planches I ou III], et un entier
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k ∈ {1, . . . , N} de sorte que V0 soit engendré par α1, . . . , αk−1, αk+1, . . . , αN . Notons
V ′, respectivement V ′′, le sous-espace de V engendré par α1, . . . , αk−1, respectivement
αk+1, . . . , αN , posons Σ′ = Σ ∩ V ′, A′ = A ∩ V ′, Σ′′ = Σ ∩ V ′′, A′′ = A ∩ V ′′. Pour
simplifier la rédaction, supposons V ′ et V ′′ non nuls. Si l’un de ces espaces était nul, il
suffirait de l’oublier dans ce qui suit. Les couples (Σ′, A′) et (Σ′′, A′′) vérifient les mêmes
hypothèses que (Σ, A). Supposons Σ de type AN . Alors Σ′, respectivement Σ′′, est de
type Ak−1, respectivement AN−k. En raisonnant par récurrence, on a :

Z[Σ′] = Z[A′], Z[Σ′′] = Z[A′′]. (5)

Ecrivons α =
∑

i=1,...,N ciαi. Les coefficients sont entiers. Parce que A engendre V ,
on a ck �= 0. D’après la description explicite des racines d’un système de type AN ,
nécessairement ck = ±1. Alors

αk = ±
(

α −
∑
i �=k

ciαi

)
.

Ce terme appartient au réseau engendré par α, Σ′ et Σ′′. D’après (5), ce réseau est Z[A].
Donc αk ∈ Z[A] puis la conclusion en utilisant de nouveau (5). Supposons maintenant Σ

de type CN . Alors Σ′ est de type Ak−1 et Σ′′ est de type CN−k si k � N −2, de type A1

si k = N − 1. En raisonnant par récurrence et en utilisant ce que l’on a déjà démontré
pour le type A, on a :

Z[Σ′] = Z[A′], 2Z[Σ′′] ⊆ Z[A′′], αN ∈ Z[A′′]. (6)

Ecrivons de nouveau α =
∑

i=1,...,N ciαi. Les coefficients sont entiers et ck �= 0. D’après la
description explicite des racines d’un système de type CN , deux cas peuvent se produire :

• ck = ±1 ;

• ck = ±2 et ci = ck pour tout i ∈ {k + 1, . . . , N − 1}.

On peut écrire :

2αk =
2
ck

α −
∑
i �=k

2ci

ck
αi.

Dans les ceux cas, on voit que ce terme appartient au réseau engendré par α, Σ′, 2Σ′′

et αN . D’après (6), ce réseau est contenu dans Z[A]. Donc 2αk ∈ Z[A]. On conclut en
utilisant de nouveau (6). Cela achève notre preuve abrégée de (1), (2) et (3).

L’indice [HomZ(X̌, Z) : Z[Σ]] est calculé dans [B]. Ses diviseurs premiers ne peuvent
être que 2, 3 ou des diviseurs de N + 1. Grâce à (1), (2) et (3), on en déduit que les
diviseurs premiers de ind(A : Σ) ne peuvent être que 2, 3, 5 ou des diviseurs de N + 1.
Les hypothèses sur p lui interdisent d’appartenir à cet ensemble. Donc ind(A : Σ) est
premier à p et (P ′

Σ) est vérifiée.
Soit toujours A ⊆ Σ un ensemble linéairement indépendant et soit β ∈ Σ ∩ Q[A].

Ecrivons β =
∑

α∈A cαα, posons b = 1 −
∑

α∈A cα. On veut prouver que b est nul ou de
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valuation p-adique nulle. De nouveau, on se ramène au cas où Σ est irréductible et A

engendre V . Notons v∗ l’élément du dual de V défini par 〈α, v∗〉 = 1 pour tout α ∈ A.
Posons Σ0 = {α ∈ Σ; 〈α, v∗〉 = 0}, Σ> = {α ∈ Σ; 〈α, v∗〉 > 0}. L’ensemble Σ0 est un
sous-système de Lévi de Σ. Choisissons un sous-ensemble de racines positives Σ+

0 ⊆ Σ0.
Alors Σ+

0 ∪ Σ> est un sous-ensemble de racines positives de Σ. Soit {α1, . . . , αN} le
sous-ensemble de racines simples associé. Soit i ∈ {1, . . . , N}. Par construction, on a
〈αi, v

∗〉 � 0. Montrons que l’on a aussi :

〈αi, v
∗〉 � 1. (7)

Puisque A engendre V , il existe α ∈ A qui n’appartient pas au sous-espace engendré par
les αj pour j �= i. Fixons un tel α, que l’on écrit α =

∑
j=1,...,N djαj . Par construction,

α ∈ Σ>, donc les dj sont des entiers positifs ou nuls. On a di �= 0, donc di � 1. On a :

1 = 〈α, v∗〉 =
∑

j=1,...,N

dj〈αj , v
∗〉.

Tous les termes de cette somme sont positifs ou nuls. La somme est donc minorée par le
terme di〈αi, v

∗〉, lui-même minoré par 〈αi, v
∗〉, ce qui prouve l’inégalité (7).

Ecrivons β = ε
∑

i=1,...,N eiαi, avec des entiers ei � 0 et ε = ±1. On a :∑
α∈A

cα = 〈β, v∗〉 = ε
∑

i=1,...,N

ei〈αi, v
∗〉.

D’après ce qui précède, on en déduit :∣∣∣∣ ∑
α∈A

cα

∣∣∣∣ �
∑

i=1,...,N

ei.

Or, d’après les tables de [B] explicitant tous les éléments de Σ,
∑

i=1,...,N ei est majoré
par N si Σ est de type AN , 2N si Σ est de type BN , CN , DN ou si Σ n’est pas réduit,
29 si Σ est exceptionnel. On en déduit la même majoration pour |

∑
α∈A cα|.

D’autre part, d’après (1), (2) et (3), on peut fixer un entier r vérifiant :

• r = 1 si Σ est de type AN , r = 2 si Σ est de type BN , CN , DN ou si Σ n’est pas
réduit, r ∈ {1, . . . , 9} si Σ est exceptionnel ;

• rβ ∈ Z[A], autrement dit rcα ∈ Z pour tout α ∈ A.

Alors le rationnel b = 1 −
∑

α∈A cα vérifie les deux propriétés suivantes :

• rb est entier ;

• |rb| � sup(4N + 2, 270).

La première propriété et l’hypothèse sur p interdisent à b d’être de valuation p-adique
strictement négative. La seconde propriété et l’hypothèse sur p interdisent à b d’être de
valuation p-adique strictement positive, sauf si b = 0. Cela achève la preuve. �

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748006000041


Endoscopie et changement de caractéristique 523

Index des notations

Les notations sont classées par ordre alphabétique, les lettres grecques étant repoussées
à la fin.

aZ , § 4.4.

B, Bsc, § 1.5 ; B̄, § 1.6.

CLq, § 1.3 ; Ce, Cnr, § 1.7 ; C∞
c (gd) § 3.3 ; C(zF ), cl(zF ), § 4.1 ; C∞

c (gD), § 6.1.

D = (X∗, Σ, ∆, X∗, Σ̌, ∆̌), Dsc § 1.4 ; D, § 1.9 ; dF , § 1.10 ; Dz̃, Dz, § 4.2 ; D′
der, § 5.3 ;

d0, § 8.2 ; d0,F , § 4.8.

Eα, § 1.5 ; Ēα, § 1.6.

Fq, F̄q, § 1.2 ; F sep, F nr, Fmod, fnr, § 1.3 ; F e, § 1.8.

Gm,red, § 1.2 ; G, g, Gsc, gsc § 1.5 ; Ḡ, § 1.6 ; Gmod, Gnr, G, Ge
v, § 1.8 ; Gd, § 1.10 ; Ḡv,

ḡv,r, § 2.2 ; ge
v,r, ge

v,r+, § 2.3 ; Ḡd, Ḡd,v, ḡd,v,r, § 2.6 ; Gd,v, gd,v,r, § 2.7 ; ḡd,φ, § 2.8 ; gd,r,
gd,r+, § 3.1 ; gd,reg, § 3.3 ; greg, gD, gD,reg, § 4.1 ; gv′,v, § 10.3.

Hα+r, § 1.7.

I, § 1.2 ; i : fnr → F̄q, § 1.3 ; I(e), § 1.7 ; Imm(G, F e), § 1.8 ; Imm(Gd, F
e), Imm(Gd, F ),

§ 1.10.

JGd(X, f), § 3.3 ; JGD (X, f), § 6.1 ; j̄v,v′ , j̄v,v′,s, § 10.3.

�r, § 3.4 ; L(D), § 5.1 ; �D′,r, § 5.5 ; �, § 7.3.

m̄v,r;v′,r′ , § 7.1 ; m̄d,φ,φ′ , § 7.3 ; M̄(A), § 9.3 ; M(A), § 9.6 ; Md,v, ∼Md
, § 10.2.

N , n : W → N , Nsc, nsc, § 1.5 ; N̄ , Nred, § 1.6 ; nR, Nred,sc, N
I(e)
red , Ñ e, N e

red, § 1.7 ;
N nr, § 1.10 ; nZ , § 4.4 ; nψ(γ), n̄ψ(γ), § 8.2 ; nψ,F , § 8.3.

Oe, § 1.8 ; O, § 2.7.

(PΣ), (P ′
Σ), (P ′′

Σ), (PN ), § 1.1 ; P , § 1.2 ; p̄v,r;v′,r′ , § 7.1 ; p̄d,φ,φ′ , § 7.3.

r(σ), § 1.2 ; red : Fmod,× → Gm,red, § 1.3 ; red : Tmod → Tred, red : Nmod → Nred, § 1.8 ;
Rα, r(φ), § 2.4 ; r(X), §§ 3.1, 4.3 ; reaF : Sd → C∞

c (gd), § 3.3 ; reaF : S → C∞
c (gD), § 6.1.

sα, § 1.5 ; S(φ), Sd, Sd
r , Sd

r+, § 2.8 ; S, § 6.1 ; sφ, § 7.3 ; szH
, sy, § 11.2.

T , t, Tsc, § 1.5 ; T̄ , Tred, T�, § 1.6 ; T (K)1, T e, § 1.8 ; T e
c , T̄c, § 1.9 ; Td, Td,F , § 1.10 ;

t(Oe), § 2.1 ; tv, § 2.2 ; tF,v, § 2.3 ; t(K)r, tr+, § 3.1 ; TX , § 3.3 ; treg, § 4.1 ; t̄(r), § 4.2 ;
tmod
Σ′-cent, tmod

Σ′-der, § 4.3 ; Tz̃, § 4.4 ; t̄
′
cent(r), § 5.1 ; t′

cent, § 5.4 ; tmod
H,G-reg, § 11.3.

uα, §§ 1.5, 2.3 ; ūα, § 2.4 ; ūv,r;v′,r′ , § 7.1 ; ūd,φ,φ′ , § 7.3.

val, § 1.3 ; V , V(p), Vsc, Vcent, V I(e), § 1.7 ; V (d), V d, § 1.10 ; v(σ), § 2.2 ; V (δ), V δ, V(p)(δ),
V δ

(p), § 9.2 ; VM̄-cent, § 9.4 ; Ṽ ′
v, V ′

v, § 10.3.

W , § 1.4 ; W̃ e, W̃ e
sc, W̃ nr, § 1.7 ; we

T , § 1.9 ; wG, § 1.10 ; wz̃(γ), § 4.2 ; wψ(γ), § 5.1 ; wη(γ),
§ 11.1.

X∗, X∗, X∗,sc, X∗
sc, § 1.4 ; X∗,I , § 1.9 ; Xd

∗ , § 2.7 ; X∗,z̃, § 4.2 ; X∗,Σ′-cent, X∗,Σ′-der, § 4.4 ;
X ′

∗,der, X ′∗
der, § 5.3 ; X∗,M̄-cent, § 9.4.

Ỹ, Y, § 11.2.
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Z(p), § 1.2 ; ZF , § 4.1 ; Z̃•, Z•, Z̃, Z, § 4.2 ; Z̃1, Z1, § 5.2 ; Z ′
der, § 5.3 ; Zred,ψ, Z̄ψ,

z�,ψ(γ), z̄ψ(γ), zψ(γ), § 8.2 ; z0, § 9.2 ; ZH,G-reg,F , § 11.3.

α(A), § 9.6.

β, β�, § 5.3.

Γ , § 1.2.

∆, ∆̌, § 1.4 ; ∆(X), § 3.3 ; δ : C(zF ) → Dz, δz̃, δcl, § 4.4 ; ∆Gd,H(Y, ·), ∆(zH,F , X), § 11.4.

ε̃, ε, § 11.2.

ζn(k), § 1.2 ; ζ̃, ζ, § 4.3.

ηỸ , ηY , § 11.2.

Θ, θ1, § 1.2.

ι, § 1.5.

µ̄, µ̄s, § 10.2.

ν(w1, w2), § 1.5.

ξd, § 1.10 ; ξ̄d, § 2.6.

�1/e, § 1.3 ; πN , § 1.6 ; π, § 2.1 ; πv, § 2.3 ; πe
v,r, πv,r, § 2.3 ; πd,v, πd,v,r, § 2.7 ; πe

v, § 9.5.

ρv(σ), § 2.2 ; ρd,v, § 2.6 ; ρδ,v, § 9.1.

σe, § 1.2 ; Σ, Σ̌, § 1.4 ; Σe, Σe
aff , § 1.7 ; Σ̃nr, Σ̃nr

= , Σ̃nr
�= , § 2.4 ; Σ(A), § 9.3.

τ , τ̃ , § 11.3.

Φ, § 2.4 ; Φd, § 2.8.

ψz̃, ψDz , § 4.2 ; ψ, ψD′ , § 5.1 ; ψF , § 5.4 ; ψF,D′ , § 5.4 ; ψF,d′ , §§ 5.4, § 9.9 ; ψ̄, ψred, § 8.2 ;
ψV ′ , § 9.2 ; ψV ′,d′ , ψ̄d′,v′ , ψ̄d′,v′,s, § 9.8 ; ψImm,d′ , § 9.9.

ωφ, ωv,r, § 7.1 ; ωd
φ, ωd

φ(> r), § 7.3.

µ̄, µ̄s, § 10.2.
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enne ramifiée, prépublication.
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