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Abstract

For natural integer n, let Dn denote the random variable taking the values log d for d

dividing n with uniform probability 1/τ(n). Then t �→ P(Dn � nt ) (0 � t � 1) is an
arithmetic process with respect to the uniform probability over the first N integers. It is
known from previous works that this process converges to a limit law and that the same
holds for various extensions. We investigate the generalized moments of arbitrary orders
for the limit laws. We also evaluate the mean value of the two-dimensional distribution
function P(Dn � nu, D{n/Dn} � nv).
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with the belief that friendship

is a non-random process

1. Introduction et énoncés des résultats

Soit E ⊂ [0, 1]R un espace de fonctions métrisable. Une suite {t �→ f (n, t)}∞n=1 de fonctions
de E peut être considérée comme un processus arithmétique à valeurs dans E relativement à
la mesure de comptage νN uniforme sur �N := {n ∈ N∗ : 1 � n � N}. Notant B(E) la tribu
des boréliens de E et posant

μN(A) := νN {n : f (n, ·) ∈ A} (A ∈ B(E)),

on dit que f (n, t) converge en loi vers un processus μ à valeurs dans E si l’on a
limN→∞ μN(A) = μ(A) pour tout borélien A de B(E) tel que μ(∂A) = 0. On écrit alors

μN ⇒ μ (N → ∞).

On étend trivialement ces définitions au cas d’une suite double {t �→ fN(n, t)}.
Si (�, A, P) est un espace probabilisé, X : t �→ Xt est un processus sur � à valeurs dans E,

et si μN = νN ◦ f −1
N ⇒ P ◦ X−1, on dit aussi que fN constitue un modèle arithmétique de X.

La modélisation de processus classiques par des fonctions arithmétiques additives a été
abondamment étudiée dans la littérature — voir par exemple [5], [6], [12], [14], [15], [16],
[20], et les références incluses dans ces travaux. Considérons une suite {hN }N�1 de fonctions
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fortement additives et posons

BN(z) :=
∑
p�z

hN(p)

p
, BN := BN(N),

xN(t) := sup{z : BN(z)2 � tB2
N } (0 � t � 1),

WN(n, t) := 1

BN

( ∑
p�xN (t), p | n

h(p) −
∑

p�xN (t)

hN(p)

p

)
.

Ici et dans la suite, la lettre p est réservée pour désigner un nombre premier. Précisant des
résultats de Kubilius [15] et Billingsley [5], Philipp [20] a montré en 1973 que WN constitue
un modèle arithmétique du processus de Wiener W dans E = C[0, 1] muni de la topologie de
la convergence uniforme dès que la condition de Lindeberg, autrement dit la validité, pour tout
ε > 0, de la relation

∑
p�N, |hN (p)|>εBN

hN(p)2

p
= o(B2

N) (N → ∞), (1.1)

est satisfaite. Une démonstration alternative a été produite par Babu [1]. Timofeev et Usmanov
[24] ont prouvé en 1982 que la condition (1.1) est aussi nécessaire.

Soient τ(n, z) := ∑
d | n, d�z 1, τ(n) := τ(n, n) (n � 1, z � 1). Manstavičius [17] a établi

la convergence UN ⇒ W , où1

UN(n, t) := log τ(n, (log N)t ) − t (log 2) log2 N

(log 2)
√

log2 N

est considéré comme un processus à valeurs dans l’espace de SkorokhodD = D[0, 1], constitué
de l’ensemble des fonctions continues à droite et possédant des limites à gauche, muni de la
topologie éponyme. Les résultats de ce type sont obtenus en exploitant l’approximation naturelle
de τ(n, z) par 2ω(n,z), où ω(n, z) := ∑

p | n, p�z 1.
Des phénomènes plus exotiques apparaissent en analysant le processus

Xn(t) := τ(n, nt )

τ (n)
(0 � t � 1),

dont Deshouillers et al. [7] ont montré que l’espérance des lois marginales d’ordre 1 tend vers
la fonction de répartition de la loi de l’arcsinus : on a en fait, plus précisément,

EN(Xn(t)) = 2

π
arcsin

√
t + O

(
1√

log N

)
(0 � t � 1, N � 2), (1.2)

où EN désigne l’espérance relativement à la mesure νN . Il serait incidemment intéressant
de proposer une explication probabiliste pour l’apparition de cette loi dans un tel contexte
arithmétique : peut-on, par exemple, modéliser le membre de gauche de (1.2) par une loi de
fluctuations dans un jeu de pile ou face comme dans [9, chapitre III] ou, plus généralement, par
celle du nombre des sommes partielles positives d’une suite de variables indépendantes comme
dans [8] ? Voir également [13].

1Dans tout ce travail, nous notons logk la k-ième itérée de la fonction logarithme.
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Plus généralement, on peut considérer le processus

Xn(g, t) :=
∑

d | n, d�nt g(d)∑
d | n g(d)

(1.3)

où g est une fonction multiplicative positive ou nulle. Dans ce cadre, la convergence en loi a été
établie par Manstavičius et Timofeev [18] lorsque g(p) = κ > 0 est indépendant de p. Posant
μN := νN ◦ X−1

n et μ := limN μN , il résulte alors d’une estimation effective de Bareikis et
Manstavičius [4] que, notant σ := 1/(1 + κ),∫

D
ϕ(t) dμ(ϕ) = sin(πσ)

π

∫ t

0

dv

vσ (1 − v)1−σ
, (1.4)

généralisant ainsi la formule (1.2), relative au cas κ = 1.
En fait, le résultat de [4] fournit une estimation de l’espérance de Xn(g, t) sous l’hypothèse

plus faible que g(p) est assez proche de κ , en un sens en moyenne précisé dans le travail. Une
estimation de la vitesse de convergence est également fournie.

Dans le cas g = 1, une autre spécificité de la mesure limite μ est que, pour tout couple
(s, t) ∈]0, 1[2, la suite des accroissements Xn(t) − Xn(s) converge en loi vers une variable
aléatoire dont les points de croissance appartiennent à l’ensemble R des rationnels dyadiques,
autrement dit

z �→ μ{ϕ ∈ D : ϕ(t) − ϕ(s) � z}
est une mesure atomique à support dans R. Cela découle directement des résultats du second
auteur dans [21] et implique en particulier que μ �= W . On déduit également des estimations
de [21] que, pour tout t ∈]0, 1[,

ϕ′(t) = 0 (μ-pp),

et l’on peut établir que les relations ϕ′(0+) = −∞, ϕ′(1−) = +∞ ont lieu μ-presque sûrement.
Dans [22], Tenenbaum a montré que les conditions suivantes, concernant la fonction multi-

plicative positive ou nulle g, sont suffisantes pour impliquer la convergence en loi de Xn(g, t) :

(i) pour tous h, k (0 � h � k) et tout α ∈]0, 1[, il existe λ(α; h, k) tel que

lim
N→∞

∑
Nα<p�N

g(p)h

p{1 + g(p)}k = λ(α; h, k) ;

(ii) lim
α→0+ λ(α; 1, 2) = ∞.

De plus, sous ces hypothèses, le support de la loi limite μ est inclus dans l’ensemble C[0, 1]
des fonctions continues sur [0, 1].

Ainsi, par exemple, une fonction g telle que g(p) = 1
2 {1 + (−1)(p−1)/2} entre dans le champ

d’application ; comme on vérifie aisément que les hypothèses de [4] sont satisfaites dans ce cas,
il s’ensuit que la relation (1.4) est valide avec κ = 1

2 , et donc σ = 2
3 .

Dans leur récents articles [2] et [3], Bareikis et Mačiulis ont évalué le second moment de la
loi limite μ sous l’hypothèse de régularité en moyenne de g(p). Un premier objectif du présent
travail consiste à évaluer, pour g = 1 — voir cependant la remarque (iii) infra — les moments
généralisés d’ordre r � 1 quelconque, soit, pour tout r-uplet t = (t0, . . . , tr−1) ∈]0, 1[r ,

Sr(N; t) := EN

( ∏
0�j<r

Xn(tj )

)
= 1

N

∑
n�N

∏
0�j<r

τ (n, ntj )

τ (n)
.
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Pour énoncer notre résultat, nous introduisons le développement en base 2 d’un entier h, soit

h =
∑
j�0

εj (h)2j ,

où εj (h) ∈ {0, 1}. Nous dirons qu’un entier h est dominé par un entier � et nous écrirons
h ≺ � si εj (h) � εj (�) pour tout j . Nous posons encore R := 2r − 1. Pour tout vecteur
v = (v1, . . . , vR) ∈ RR , nous notons s(v) la somme, et ℘(v) le produit, des coordonnées de v.
Nous établissons l’estimation suivante.

Théorème 1.1. Nous avons, uniformément pour N � 2 et t ∈ [0, 1]r ,

Sr(N; t) = 1

�(1/2r )2r

∫
D(t)

dv

℘(v)1−1/2r {1 − s(v)}1−1/2r + O

(
1

(log N)1/2r

)
(1.5)

où l’on a posé dv = dv1 · · · dvR et

D(t) :=
{
v = (v1, . . . , vR) ∈ [0, 1]R :

∑
1�h�R

εj (h)vh � tj (0 � j < r), s(v) � 1

}
.

Remarques. (i) Pour r = 1 nous retrouvons bien (1.2).

(ii) Pour r = 2 et t0 = t1, notre résultat coïncide avec celui de [2, théorème 2.1]. En effet,
lorsque t = t0 = t1 � 1

2 , l’égalité des termes principaux est obtenue en insérant dans le domaine
d’intégration de (1.5) la condition de symétrie v2 � v1. On vérifie aisément que, lorsque t > 1

2 ,
le terme principal indiqué dans [2] est identique au nôtre.

(iii) Notre méthode peut être généralisée sans difficulté majeure à des hypothèses en moyenne
du type de celles de Bareikis et Manstavičius dans [4]. Avec la définition (1.3) et lorsque la
fonction multiplicative positive ou nulle g est telle que g(p) est assez proche en moyenne d’une
constante κ > 0, nous obtenons alors

EN

( ∏
0�j<r

Xn(g, tj )

)
= J (κ; t) + O

(
1

(log N)σ
r min(1,κr )

)
(1.6)

où l’on a posé σ := 1/(1 + κ),

J (κ; t) := 1∏
0�h�R �(κs(h)σ r )

∫
D(t)

dv∏
1�h�R v1−κs(h)σ r

h {1 − s(v)}1−σ r
, (1.7)

la notation s(h) := ∑
j�0 εj (h) (1 � h � R) désignant la somme des chiffres de l’entier h

dans le développement en base 2. Pour r = 2, t0 = t1, cette estimation coïncide exactement
avec celle de Bareikis et Mačiulis dans [3]. Nous n’explicitons pas les détails de la preuve de
(1.6) dans le présent travail.

La moyenne Sr(N; t) peut donc être interprétée comme l’espérance, relativement à la mesure
de comptage νN , de la probabilité

P(Dn,0 � nt0 , . . . , Dn,r−1 � ntr−1)

lorsque les variables aléatoires Dn,j sont équiréparties sur les diviseurs de n et indépendantes.
Notre second résultat consiste à explorer une situation de dépendance. Nous nous restreignons
au cas r = 2, mais notre méthode fonctionne sans changement majeur dans le cas général.
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Des hypothèses de cette nature ont été considérées par Nyandwi et Smati dans [19], où le
modèle choisi est celui de la probabilité uniforme sur l’ensemble des couples (d, d ′) tels que
dd ′ | n. Un tel dispositif est incompatible avec l’équirépartition pour la loi marginale du premier
diviseur. Un modèle plus naturel de dépendance consiste à choisir un premier diviseur Dn de
n avec équiprobabilité, puis un diviseur �n de n/Dn selon le même mode. La loi conjointe de
(Dn, �n) est alors donnée par

P(Dn = d, �n = m) =
⎧⎨
⎩

1

τ(n)τ(n/d)
si m | n/d,

0 dans le cas contraire.

Il s’agit donc d’un tirage de deux diviseurs consécutifs, sans remise. Contrairement à la situation
considérée dans [19], la loi de Dn demeure ici uniforme.

La valeur moyenne de la fonction de répartition bidimensionnelle est donnée par la quantité

S(N; u, v) = 1

N

∑
n�N

P(Dn � nu, �n � nv). (1.8)

Nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 1.2. Nous avons, uniformément pour 0 � u, v � 1,

S(N; u, v) = 1

�(1/4)2�(1/2)

∫
Du,v

ds dt

s1/2t3/4(1 − s − t)3/4 + O

(
1

(log N)1/4

)
, (1.9)

où l’on a posé
Du,v := {(s, t) ∈ [0, u] × [0, v] : s + t � 1}.

Nous avons

P(�n = m) = 1

τ(n)

∑
s | n/m

1

τ(sm)
= 1

τ(n)

∏
pν‖n
pμ‖m

∑
ν−μ�j�ν

1

j + 1
(m | n).

On vérifie que ∑
m | n

∏
pν‖n
pμ‖m

∑
ν−μ�j�ν

1

j + 1
=

∏
pν‖n

( ∑
0�μ�ν

∑
ν−μ�j�ν

1

j + 1

)

=
∏
pν‖n

∑
0�j�ν

1

j + 1

∑
ν−j�μ�ν

1

= τ(n).

Il est à noter que la loi de �n n’est pas symétrique par rapport à
√

n.
Nous déduisons immédiatement du Théorème 1.2 une estimation de la valeur moyenne de

la loi du second diviseur �n. Nous posons

S(N; v) := S(N; 1, v) = 1

N

∑
n�N

P(�n � nv).
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Corollaire 1.1. La variable aléatoire �n suit en moyenne une loi Bêta de paramètres ( 3
4 , 1

4 ).
Plus précisément, nous avons, uniformément pour 0 � v � 1,

S(N; v) = 1

π
√

2

∫ v

0

dt

t3/4(1 − t)1/4 + O

(
1

(log N)1/4

)
. (1.10)

Remarque. Le terme d’erreur de (1.10) est optimal. Nous avons en effet

S(N; v) = 1

N

∑
mdk�N

m�(dk)v/(1−v)

1

τ(dkm)τ(km)
.

Si 0 < v < (log 2)/ log(2N), seul m = 1 apparaît dans la sommation. Le membre de droite
est donc indépendant de v alors que le terme principal de (1.10) est ∼ (2

√
2/π)v1/4.

L’apparition de lois de Dirichlet dans les deux derniers énoncés induit naturellement la
question des liens avec les cadres probabilistes où elles sont classiquement définies, comme
par exemple la statistique bayésienne non paramétrique [10] — un challenge supplémentaire
pour arithméticiens et probabilistes.

2. Démonstration du Théorème 1.1

La première étape de la démonstration consiste remplacer, dans la somme Sr(N; t), les
bornes ntj par Ntj . Notant

S∗
r (N; t) := 1

N

∑
n�N

∏
0�j<r

τ (n, Ntj )

τ (n)
,

nous avons en effet

S∗
r (N; t) − Sr(N; t) � 1

N

∑
0�j<r

∑
n�N

τ(n, Ntj ) − τ(n, ntj )

τ (n)
� 1√

log N
,

ainsi qu’il a été établi dans la démonstration du théorème de l’arcsinus, correspondant au cas
r = 1 — voir par exemple le chapitre II.6 de [23].

Nous opérons ensuite un paramétrage des diviseurs dj apparaissant dans le développement
du produit

∏
0�j<r τ (n, Ntj ). Nous proposons à cette fin une variante de la définition des

ensembles de décomposition unique donnée dans [11].
Soit r � 1. Conservons la notation R = 2r −1. Nous dirons qu’un R-uplet k = (k1, . . . , kR)

est réduit si l’on a (kh, k�) = 1 dès que h ⊀ � et � ⊀ h. À tout r-uplet d = (d1, . . . , dr ), nous
pouvons associer bijectivement un R-uplet réduit k tel que

∏
1�h�R

k
εj (h)

h = dj (0 � j < r), [d1, . . . , dr ] =
∏

1�h�R

kh.

Il s’ensuit que

S∗
r (N; t) = 1

N

∑
m�1

∑∗

k

1

τ(m
∏

1�h�R kh)r
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où l’astérisque indique que la somme intérieure porte sur les R-uplets réduits k ∈ (N∗)R
satisfaisant les conditions

∏
1�h�R

k
εj (h)

h � Ntj (0 � j < r), m
∏

1�h�R

kh � N.

Nous pouvons restreindre l’ensemble de sommation aux R-uplets k tels que

K :=
∏

1�h�R

kh � N

e
. (2.1)

En effet, lorsque cette condition n’est pas remplie, la variable m vaut 1 ou 2 et la contri-
bution correspondante est au plus que l’ordre de grandeur du terme d’erreur annoncé
RN := 1/(log N)1/2r

.
Pour chaque δ > 0, posons

ϕδ(n) :=
∏
p | n

(
1 + 1

p1−δ

)
(n � 1).

Il résulte du théorème II.5.2 de [23], de type Selberg–Delange, que l’estimation

∑
m�N/K

1

τ(mK)r
= H0N

�(1/2r )τ (K)rK{log(N/K)}1−1/2r

{
g(K) + O

(
ϕδ(K)

log(N/K)

)}

est valide pour chaque δ > 0 fixé et uniformément pour 1 � K � N/e avec

H0 :=
∏
p

(
1 − 1

p

)1/2r ∑
ν�0

1

(ν + 1)rpν
,

g(K) :=
∏

pκ‖K

∑
ν�0(κ + 1)r/{(ν + κ + 1)rpν}∑

ν�0 1/{(ν + 1)rpν} .

La contribution à S∗
r (N; t) du terme d’erreur est encore � RN .

En conservant la notation (2.1), nous obtenons la contribution principale

H0

�(1/2r )

∑∗

k1�1,...,kR�1
K�N/e

g(K)

Kτ(K)r{log(N/K)}1−1/2r . (2.2)

Notons χ(k1, . . . , kR) la fonction indicatrice des R-uplets réduits. Nous évaluons la con-
tribution du terme principal (2.2) en sommant successivement sur les variables kR, . . . , k1.
L’inversion de l’ordre des indices est justifiée par le fait que h ≺ R pour tout h ∈ [1, R[. On
note également que, pour tout h ∈ [2, R], on a χ(k1, . . . , kh) = χ(k1, . . . , kh−1)χ(k1, . . . , kh).
De plus, cette quantité dépend multiplicativement de kh lorsque les autres variables sont fixées.

Posons Kh := k1 · · · kh (1 � h � R). Une application immédiate du théorème II.5.2 de [23]
(théorème II.5.3 dans la seconde édition), de type Selberg–Delange, fournit alors l’existence
d’une constante HR et d’une fonction multiplicative gR , vérifiant gR(p) = 1 + O(1/p),
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gR(pν) � 1 (p � 2, ν � 2), telle que l’on ait, pour tout δ > 0 fixé,
∑

kR�y

g(K)χ(k1, . . . , kR)

τ (K)r

= HRyχ(k1, . . . , kR−1)

�(1/2r )τ (KR−1)r (1 + log y)1−1/2r

{
gR(KR−1) + O

(
ϕδ(KR−1)

1 + log y

)}

uniformément pour y � 1.
Notant WR−1 := (log KR−1)/ log N et wh := (log kh)/ log N (1 � h � R), introduisons

alors la fonction indicatrice ϑ de l’ensemble des R-uplets w = (w0, . . . , wR−1) ∈ [0, +∞[R
tels que s(w) � 1 − 1/ log N et

sj (w) :=
∑

1�h�R

εj (h)wh � tj (0 � j < r).

Sous la condition KR−1 � N/e, une sommation d’Abel fournit donc l’estimation uniforme
∑

kR�N/KR−1

g(K)χ(k1, . . . , kR)ϑ(w)

τ (K)r{log(N/K)}1−1/2r
kR

= HRχ(k1, . . . , kR−1)gR(KR−1)

�(1/2r )τ (KR−1)r (log N)1−2/2r

∫ 1

0

ϑ(w1, . . . , wR−1, vR) dvR

v
1−1/2r

R (1 − vR − WR−1)1−1/2r

+ O

(
ϕδ(KR−1)

τ (KR−1)r{log(N/KR−1)}1−1/2r

)
.

On vérifie sans peine que la contribution à l’expression (2.2) du terme d’erreur est encore
� RN .

Itérons le procédé en définissant inductivement des fonctions arithmétiques multiplicatives
gR−� (1 � � � R). À cette fin, nous écrivons, pour 0 � � � R − 1,

∑
kR−��1

gR−�(KR−�)χ(k1, . . . , kR−�)

τ (KR−�)rk
s
R−�

= HR−�(s, KR−�−1)χ(k1, . . . , kR−�−1)

τ (KR−�−1)r
ζ(s)1/2r

avec

HR−�(s, m) :=
∏

pμ‖m

(
1 − 1

ps

)1/2r ∑
ν�0

(μ + 1)rgR−�(p
ν+μ+1)

(ν + μ + 1)rpνs
.

Nous définissons alors

HR−� := HR−�(1, 1), gR−�−1(m) := HR−�(1, m)

HR−�(1, 1)
.

La fonction gR−� est bien multiplicative et vérifie

gR−�(p) = 1 + O

(
1

p

)
, gR−�(p

ν) � 1 (p � 2, ν � 2).

Pour � � R − 1, la �-ième itération fournit, uniformément pour y � 1,
∑

kR−��y

gR−�(KR−�)χ(k1, . . . , kR−�)

τ (KR−�)r

= HR−�χ(k1, . . . , kR−�−1)y

�(1/2r )τ (KR−�−1)r (1 + log y)1−1/2r

{
gR−�−1(KR−�−1) + O

(
ϕδ(KR−�−1)

1 + log y

)}
,
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d’où ∑
kR−��1,...,kR�1

K�N/e

g(K)χ(k1, . . . , kR)ϑ(w)KR−�−1

τ(K)r{log(N/K)}1−1/2r
K

= HR · · · HR−�χ(k1, . . . , kR−�−1)gR−�(KR−�−1)

�(1/2r )�τ (KR−�−1)r (log N)1−(�+2)/2r

×
∫

[0,1]�+1

ϑ(w1, . . . , wR−�−1, vR−�, . . . , vR) dvR−� · · · dvR

(vR−� · · · vR)1−1/2r
(1 − vR−� − · · · − vR − WR−�−1)1−1/2r

+ O

(
ϕδ(KR−�−1)

τ (KR−�−1)r{log(N/KR−�−1)}1−(�+1)/2r

)
.

La sommation d’Abel est justifiée par le fait que, lorsque toutes les autres variables sont fixées,
on a ϑ(w) = 1[0,Z](wR−�) où Z est une fonction affine par morceaux de w1, . . . , wR−�−1,

wR−�+1, wR .
La contribution à l’expression (2.2) du terme d’erreur est encore � RN . L’intégrale appa-

raissant dans le terme principal est

�
(

log N

log(N/KR−�−1)

)1−(�+2)/2r

.

Pour � = R−1, nous obtenons essentiellement (1.5) mais où le terme principal est multiplié
par H := H0 · · · HR . Or, le cas tj = 1 (0 � j < r) fournit immédiatement H = 1, par
intégrations successives et utilisation itérée de la formule d’Euler pour la fonction Bêta.

Remarque. On retrouve bien le terme principal de Sr−1(N; t) en choisissant tr−1 = 1 dans
celui de Sr(N; t). En effet, dans cette circonstance, la seule condition sur la variable v2r−1 est

v2r−1 � 1 −
∑

1�h�R, h �=2r−1

vh.

Il vient

1

�(1/2r )2r

∫
dv∏

1�h�R v
1−1/2r

h (1 − ∑
1�h�R vh)1−1/2r

= 1

�(1/2r )2r−2�(1/2r−1)

∫
dv∏

1�h�R, h�=2r−1 v
1−1/2r

h (1 − ∑
1�h�R, h�=2r−1 vh)1−1/2r−1

.

Pour chaque indice h � 2r−1 − 1, nous effectuons alors le changement de variables wh =
vh + v2r−1+h et observons que

∫ wh

0

dv2r−1+h

{v2r−1+h(wh − v2r−1+h)}1−1/2r = �(1/2r )2

�(1/2r−1)w
1−1/2r−1

h

.

Par insertion dans l’intégrale relative à h � 2r−1 − 1, nous obtenons l’expression

1

�(1/2r−1)2r−1

∫
dv∏

1�h�2r−1−1 w
1−1/2r−1

h (1 − ∑
1�h�2r−1−1 wh)1−1/2r−1

où le domaine d’intégration est bien D(t0, . . . , tr−2).
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3. Démonstration du Théorème 1.2

Pour chaque couple d’entiers positifs (m, d), posons

λm,d(k) := τ(m)τ(md)

τ(km)τ(kmd)
(k � 1).

Alors λm,d est multiplicative et nous avons
∑
k�1

λm,d(k)

ks
= ζ(s)1/4Hm,d(s),

Hm,d(s) :=
∏
p

(
1 − 1

ps

)1/4 ∑
ν�0

{vp(m) + 1}{vp(md) + 1}
{vp(m) + ν + 1}{vp(md) + ν + 1}pνs

,

où vp désigne la valuation p-adique. Posant

S∗(N; u, v) := 1

N

∑
d�Nu, m�Nv

1

τ(m)τ(md)

∑
k�N/(md)

λm,d(k), (3.1)

nous avons

S(N; u, v) = S∗(N; u, v) + O

(
1

(log N)1/4

)
,

où l’erreur provient du remplacement, dans la définition (1.8), des bornes nu et nv par Nu et Nv .
Considérons d’abord le cas u + v � 1, pour lequel nous avons Du,v =]0, u[×]0, v[. Sans

restreindre la généralité, nous pouvons alors supposer que l’on a

min(u, v, 1 − u − v) � log 2

log N
.

En effet, si min(u, v) < (log 2)/ log N nous avons min(d, m) = 1 dans la sommation de (3.1)
et l’on constate aisément que S∗(N; u, v) et le terme principal de (1.9) sont englobés par le
terme d’erreur. Lorsque v > w := 1 − u − (log 2)/ log N , on note que seul k = 1 apparaît
dans la somme intérieure de S∗(N; u, v) − S∗(N; u, w) : l’erreur induite est donc facilement
majorée.

Posons H := H1,1(1), et g(m, d) := Hm,d(1)/H . Pour tout δ ∈]0, 1
2 [ et uniformément pour

Re s � 1 − δ, nous avons Hm,d(s) � ϕδ(md). Le théorème II.5.2 de [23] implique donc

∑
k�y

λm,d(k) = Hg(m, d)

�(1/4)

∫ y

1

dt

(1 + log t)3/4 + O

(
ϕδ(md)y

(1 + log y)7/4

)
(y � 1). (3.2)

Insérons cette estimation dans (3.1). La contribution du terme d’erreur est

� 1

N

∑
md�N

ϕδ(md)

τ(m)τ(md)

∫ N/(md)

1

dt

(1 + log t)7/4

= 1

N

∫ N

1

∑
md�N/t

ϕδ(md)

τ(m)τ(md)

dt

(1 + log t)7/4

�
∫ N

1

dt

t (1 + log N/t)1/4(1 + log t)7/4

� 1

(log N)1/4 .
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Pour évaluer la contribution du terme principal de (3.2) au membre de droite de (3.1), nous
introduisons les fonctions multiplicatives

g(m) := g(m, 1)

τ (m)2 , gm(d) := g(m, d)τ(m)

g(m, 1)τ (md)
.

Pour tout δ ∈]0, 1
2 [ fixé et uniformément pour y � 1, nous avons

∑
d�y

gm(d) = Gϑ(m)

�(1/2)

∫ y

1

ds√
1 + log s

+ O

(
yϕδ(m)

(1 + log y)3/2

)
,

où l’on a posé

G :=
∏
p

(
1 − 1

p

)1/2 ∑
ν�0

g1(p
ν)

pν
, ϑ(m) :=

∏
pμ‖m

∑
ν�0 gpμ(pν)/pν∑
ν�0 g1(pν)/pν

,

et ∑
d�y

g(m)ϑ(m) = Ky

�(1/4)(1 + log y)3/4 + O

(
y

(1 + log y)7/4

)
,

avec

K :=
∏
p

(
1 − 1

p

)1/4 ∑
ν�0

g(pν)ϑ(pν)

pν
.

À fins de référence ultérieure, nous observons que

HGK = lim
s→1+

1

ζ(s)

∑
min(m,d,k)�1

1

τ(mdk)τ(mk)(mdk)s
= 1, (3.3)

puisque l’on a en fait, pour tout s > 1,
∑

m�1, d�1, k�1

1

τ(mdk)τ(mk)(mdk)s
=

∑
n�1

1

τ(n)ns

∑
mk | n

1

τ(mk)
= ζ(s).

La contribution du terme d’erreur n’excède pas l’ordre de grandeur obtenu précédemment.
Posant EN := 1/(log N)1/4, nous obtenons, compte tenu de (3.3),

S(N; u, v) = H

N�(1/4)

∑
m�Nv

g(m)
∑

d�Nu

gm(d)

∫ N/(md)

1

dt

(1 + log t)3/4 + O(EN)

= H

N�(1/4)

∑
m�Nv

g(m)

∫ N/m

1

∑
d�min(N/(mt),Nu)

gm(d)
dt

(1 + log t)3/4 + O(EN).

La contribution correspondant à la contrainte supplémentaire mt � N1−u est � EN . Il suit

S(N; u, v) = HG

N�(1/4)�(1/2)

∑
m�Nv

∫ N/m

N1−u/m

g(m)ϑ(m) dt

(1 + log t)3/4

∫ N/(mt)

1

ds√
1 + log s

+ O(EN)

= HG

N�(1/4)�(1/2)

∫ N

N1−u−v

dt

(1 + log t)3/4

∫ min(N/t,Nu)

1

∑
m�min(N/(st),Nv)

N1−u/t<m

g(m)ϑ(m) ds√
1 + log s

+ O(EN).
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Dans cette intégrale double, les contributions respectives correspondant aux conditions sup-
plémentaires st � N1−v et t � N1−u peuvent également être englobée dans le terme d’erreur.
Nous obtenons

S(N; u, v) = HG

N�(1/4)�(1/2)

∫ N

N1−u−v

dt

(1 + log t)3/4

∫ min(N/t,Nu)

N1−v/t

∑
m�N/(st)

g(m)ϑ(m) ds√
1 + log s

+ O(EN)

= HGK

�(1/4)2�(1/2)

∫ N

N1−u−v

dt

t (1 + log t)3/4

×
∫ min(N/t,Nu)

N1−v/t

ds

s{1 + log{N/(st)}}3/4
√

1 + log s
+ O(EN)

= 1

�(1/4)2�(1/2)

∫ 1

1−u−v

dw

w3/4

∫ min(1−w,u)

max(0,1−v−w)

dz

(1 − w − z)3/4z1/2 + O(EN)

= 1

�(1/4)2�(1/2)

∫ u

0

ds√
s

∫ v

0

dt

(1 − s − t)3/4t3/4 + O(EN),

où la dernière ligne est obtenue via le changement de variables (s, t) = (z, 1 − w − z). Cela
fournit bien (1.9) lorsque u + v � 1.

Lorsque u + v > 1, nous observons que

S∗(N; u, v) = S∗(N; 1 − v, v) + 1

N

∑
kdm�N, N1−v<d�Nu

1

τ(kdm)τ(km)

= S∗(N; 1 − v, v) + 1

N

∑
�m�N, N1−v<m�Nu

1

τ(�m)
.

Compte tenu de ce qui précède, la loi de l’arcsinus fournit alors, pour u + v > 1,

S(N; u, v) = 1

�(1/4)2�(1/2)

∫ 1−v

0

ds√
s

∫ v

0

dt

(1 − s − t)3/4t3/4

+ 2

π
(arcsin

√
u − arcsin

√
1 − v) + O

(
1

(log N)1/4

)
.

Cependant, d’après le théorème II.0.8 et le corollaire II.0.9 de [23], nous obtenons, via un
changement de variables adéquat,

1

�(1/4)2�(1/2)

∫ u

1−v

ds√
s

∫ 1−s

0

dt

(1 − s − t)3/4t3/4

= 1

�(1/4)2�(1/2)

∫ u

1−v

ds√
s(1 − s)

∫ 1

0

dw

(1 − w)3/4w3/4

= 1

π

∫ u

1−v

ds√
s(1 − s)

= 2

π
(arcsin

√
u − arcsin

√
1 − v).

Cela achève la démonstration.
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4. Preuve du Corollaire 1.1

Compte tenu de (1.9) et de l’expression classique de B( 3
4 , 1

2 ) (cf., par exemple, le théorème
II.0.8 de [23]), nous obtenons

S(N; v) = S(N; 1, v)

= 1

�(1/4)2�(1/2)

∫ v

0

dt

t3/4

∫ 1−t

0

ds

(1 − s − t)3/4s1/2 + O

(
1

(log N)1/4

)

= 1

�(1/4)�(3/4)

∫ v

0

dw

t3/4(1 − t)1/4 + O

(
1

(log N)1/4

)
.

Cela implique le résultat annoncé via la formule des compléments.

Remerciements

Les auteurs expriment leur gratitude envers l’arbitre pour de judicieuses suggestions. Le
second auteur tient de plus à remercier Eugenijus Manstavičius pour les éclaircissements
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