ZUR ISOPERIMETRISCHEN UNGLEICHUNG
FUR k-DIMENSIONALE KONVEXE POLYEDER

H. HADWIGER

Fiir ein eigentliches konvexes Polyeder P des k-dimensionalen euklidischen
Raumes gilt die isoperimetrische Ungleichung

1) FH V¥ a op B,

wobei V das Volumen und F die Oberfliche von P bedeuten; die Grosse wg
bezeichnet das Volumen der k-dimensionalen Einheitskugel, also

k
- k
— 2 -
2) wr=m /T(1+2).
Ist nun n die Anzahl der Seitenflichen von P, so lisst sich (1) verschirf-
en zu
(3) Y K
n

wo die Hilfsfunktion ¥ durch den Ansatz
(4) 2(0) = wp-1tg ¥ 'r

gegeben und 7 =t(s) durch die Relation
T

(5) S sin*“ada = o/ (k — 1) 0p-1
0

festgelegt ist. Im Falle k=2, d.h. fiir ein konvexes Polygon mit Umfang F
und Fldcheninhalt V, ergibt sich die bekannte klassische Ungleichung

(6) Fz/Ve4ntg~:—,

wo das Gleichheitszeichen fiir das regulidre »n-Eck gilt. Im Falle 2 =3 erhilt
man fiir ein konvexes Polyeder mit Oberfliche F und Rauminhalt V die schon
von M. Goldberg” angegebene Ungleichung

n(in-1)

3 2
(7) FYV*>36 2 2.

Hier sind allerdings schirfere Ungleichungen bekannt. Nach M. Goldberg und
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1) M, Goldberg, The isoperimetric Problem for Polyhedra. Tohoku Math. J. 40 (1935), 226-2 33.
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L. Fejes-Toth? gilt

. , . TR
(8) F'lV*a54(n—2)Ta(3T5~1)/(TH+1) (T,.—tg 67 —12 )’

wo das Gleichheitszeichen bei n =4 fiir das regulire Tetraeder, bei n=6 fiir
den Wiirfel und bei n=12 fiir das regulire Dodekaeder beansprucht wird.
Diese Polyeder sind beziiglich des isoperimetrischen Quotienten F°/ V? extremal.

Eine entsprechende Ungleichung, die so scharf ist, dass sie gewisse Ext-
remalpolyeder zu bezeichnen vermag, ist fir #>3 u.W. bisher nicht gefunden
worden und die Verallgemeinerung der sich auf den gewdhnlichen Raum be-
ziehenden Ergebnisse scheint schwierig zu sein.

In der vorliegenden Note soll ein einfacher Nachweis fiir die weniger lei-
stungsfihige Ungleichung (3) gegeben werden, dle andererseits aber doch eine
wesentliche Verschidrfung der klassichen Ungleichung (1) darstelit.”

I.

Es sei T ein konvexer” Bereich auf der (% —1)-dimensionalen Einheits-
sphédre S (Oberfliche der k-dimensionalen Einheitskugel). Punkte von S wollen
wir durch die im Mittelpunkt Z von S angreifenden Einheitsvektoren s be-
zeichnen. Es gibt einen Punkt s, sodass T ganz im Innern der durch (s, s°) >0
charakterisierten Halbeinheitssphire S° liegt, wenn wir zusitzlich noch voraus-
setzen, dass der sphirische Durchmesser von T kleiner als n ausfillt. Weiter
bedeute E die (k-—1)-dimensionale Tangentialebene an S im Punkte s’. Pro-
jiziert man den sphérischen konvexen Bereich 7° vom Zentrum Z aus auf die
Tangentialebene E, so entsteht dort der euklidische konvexe Bereich 7. Nun
gilt

LemMmA 1. Bezeichnet s bzw. 7 den (k —1)-dimensionalen sphirischen bzw.
euklidischen Flicheninhalt des Bereiches T baw. seiner Zentralprojektion T auf
die Tangentialebene E, so ist = )(s), wobei X die mit (4) und (5) esngefiihrte
Hilfsfunktion ist.

Beweis : Durch die Bedingung (s, s°) =cos « wird auf S eine (2 — 2)-dimen-
sionale Sphidre vom Radius sin« fixiert. Ihr Durchschnitt mit 7" ist ein (& — 2)-
dimensionaler Bereich T.. Machen wir fiir den (% - 2)-dimensionalen sphiri-
schen Flicheninhalt von T, den Ansatz (9) (k—1)wk-1sin* %« p(a), so wird da-
durch eine Funktion p(a) festgelegt, fiir welche (10) 0=p(a) =1 gilt; aus-
serdem gibt es ein 7o (0<ry)<7/2), sodass (11) p(a) =0 fir alle ro<a<rm/2

2 M. Goldberg loc. cit.; L., Fejes-T6th, The isepiphan problem for n-hedra. Amer. J. Math,
70 (1948), 174-180.

% Betrachten wir bei pielsweise den Fall k=3, 7==4, so erhalten wir (1) F?/V*x113,09... ;
(3) F?/V*x339,29...; (8) F3/¥?x374,12... .

4 Dic Bedingung der Konvexitit ist hier nicht wesentich,
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wird, Fiir die Flicheninhalte v und 7 gewinnt man leicht die Integrale

=/2
(12) o= (k- l)wk—lso sin*%a p(a) da ;
=/2 dd
{13) 7= (k- 1)(0,!;-15 sin® %« p(a) e
9 cos’a

Diec Konvergenz des Integrals (13) ergibt sich nach Bemerkung (11).
Wir wahlen jetzt t so, dass die Relation (5) erfiillt ist. Offendar gilt dann
0<r=r;. Nun zerlegen wir das Integral (13), indem wir

(14> J= (k—l)(Dk-l[é—ﬂ‘i"CJ
und
A da tg* e
(15) = kot =-2_T;
J Sa sin acoskot k-1
(16) 7= S sin* a1 - ﬁ(ar)]—d‘: H
9 COoS '«
=/2
an C=S sin*~%a p(a)- d‘: H
< CosS «

setzen. Anschliessend schitzen wir

(18) 78— sin* %1~ p(a)ldes
CCS't Yo
1 »/2 . B2
(19) (a— —S sin®"a p(a) da
COS't Y=

und gewinnen mit Beriicksichtigung von (5) sodann
(20) —74+&xg,
sodass sich nun mit (14) und (15)
{21) FRop-tgd e
ergibt. Vergleicht man (4) und (5) mit (21), so bemerkt man, dass die Be-
hauptung von Lemma 1 bewiesen ist.
1L

Es sei jetzt P, ein Tangentialpolyeder der Einheitskugel mit n# Seiten-
flichen. F, bezeichne seinc Oberfliche und V, sein Volumen ; der isoperimet-
rische Quotient ist 75/ V&%, Es gilt dann

LemMMA 2. Dey isoperimetrische Quotient eines Tangentialpolyeders erfiillt

die Ungleichung F¥/ Vﬁ"leﬂkk'll[ﬁgk-], wobei ¥ die mit (4) und (5) einge-
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fihrte Hilfsfunktion ist.

Beweis: Mit Ty (v=1, 2,..., n) wollen wir die (k- 1)-dimensionalen
Seitenflichen von P, bezeichnen. Projizieren wir diese gegen das Zentrum Z
der dem Polyeder P, eingeschriebenen Einheitskugel auf die entsprechende
(2 —1)-dimensionale Einheitssphére, so entstehen die sphirischen konvexen Be-
reiche T\ (» =1, 2,..., n), deren Durchmesser kleiner als = sind. Sind jetzt
G, bzw. g, die Flicheninhalte von T, bzw. T\, so gilt nach Lemma 1

(22) s=X(ay), also F0=]23“%$X(0'v).

Wie man auf Grund (4) und (5) leicht verifiziert, gilt

(23) 2 (0) =1/cos’c

und weiter

(24) X" (o) =k/(k - 1)wp-1cos* e sin* g,

woraus erhellt, dass die Funktion X konvex ist. Demzufolge ldsst sich auf
n l n _ ka)k

(25) S 2o anz| ” > )= nl[——” ]

schliessen, wenn man weiter bedenkt, dass die sphirischen Bereiche T\ in ihrer
Gesamtheit die ganze (% — 1)-dimensionale Einheitssphire ausmachen. Mit (22)
ergibt sieh zunichst

(26) Foenx[%J

und dann mit Riicksicht auf die fiir Tangentialpolyeder giiltige Relation
(27) Fy=kV,

die Behauptung von Lemma 2.

II1.

Es sei nun endlich P ein beliebiges konvexes Polyeder mit # Seitenflichen.
Diesem ldsst sich ein Tangentialpolyeder P, der Einheitskugel mit ebenfalls n
Seitenflichen, die zu den entprechenden von P parallel sind, zuordnen. Hier
gilt nun das bekannte von H. Minkowski® bewiesene

LemMA 3. (Theorem von L. Lindelif®) Vergleicht man den isoperimet-
rischen Quotienten eines konvexen Rolyeders P mit demjenigen des zugeord-

5 H. Minkowski, Allgemeine Lehrsitze iiber konvexe Polyeder. Ges. Abh. Bd. 2, 122-127, 102-
121 (Leipzig und Berlin 1911).

8) L. LindelGf, Propriétés générales des polyedres. St. Petersburg Bull. Ac. Sc. 14 (1869),
258-269.
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neten Tangentialpolyeders Py, so ergibt sich F*/VF s FEjvE-1,

Beweis : Dieser ergibt sich als einfache Folgerung aus dem Brunn-Min-
kowski’sche Lehrsatz in der folgenden Weise : ” Es bezeichne V(p) das Volumen
des #usseren Parallelpolyeders von P im Abstand .Y Bildet man die Funkion

(28) (o) =%V(p),

deren Ableitung® durch
(29) 7o) = %’wk(p)/w-m

gegeben ist, so steht nach dem Brunn-Minkowski’schen Satz fest, dass f(p)
konkav, f'(p) demnach monoton fallend ist. Also hat man

(30) f'(a)éli_iralof'(p),

und hieraus folgt leicht die Behauptung von Lemma 3, wenn man bedenkt, dass
das im Verhiltnis p : 1 dhnlich verkleinerte dussere Parallelpolyeder von P im
Abstand p gegen das Tangential-Polyeder P, konvergiert, wenn p gegen oo
strebt.

Iv.

Die Richtigkeit der Ungleichung (3) folgt nun unmittelbar aus den Aussa-
gen von Lemma 2 und Lemma 3.

Uberpriifen wir die Beweiskonstruktionen und insbesondere die Moglich-
keiten geometrischer Interpretationen, so erkennen wir, dass sich die abgeleitete
Ungleichung (3) auf ein “fiktives Tangentialpolyeder” bezieht, dessen Seiten-
fiichen kongruente (% —1)-dimensionale Kugeln sind” Nur im Falle k=2
stellt dieses fiktive Gebilde ein existentes Polyeder dar und nur hier kann in
der Ungleichung das Gleichheitszeichen zur Geltung gebracht werden.

V.
Fiir die konvexe Funktion X gilt nach (23) #/(¢) =1 und demnach ist X(s)

7 Vgl auch Hinweis in 7. Bonnesen und W. Fenchel, Theorie der konvexen Korper. (Berlin
1934) § 12, Seite 111.

Das Polyeder P wird als Durchschnitt von # Halbrdumen aufgefasst. Dann lésst sich das
Hussere Parallelpolyeder i.A. als Durchschnitt von 2 parallelen Halbriumen interpretieren,
die um den Betrag p in den Richtungen der nach aussen gerichteten Normalvektoren ver-
schoben sind. Das gleiche Polyeder ldsst sich auch durch die Minkowskische Summe
PxpP? darstellen.

Bekanntlich ist die Volumfunktion V(p) fiir p>>0 differenzierbar und es gilt V'(p)=F(p).
Fiir p=0 ist die rechtsseitige Ableitung vorhanden; zu beachten ist weiter, dass F(p)

8

9

stetig ist.
Es handelt sich hier um das k-dimensionale Analogon zum “Circle Ideal” von M. Gold-

berg (loc. cit. 227).

10
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20 fiir 0. Hieraus resuitiert insbesondere
(31) Al 2 ] oo,
- B

wodurch gezeigt ist, dass Ungleichung (3) eine Verschirfung von (1) dar stellt.

Bern, Schweiz
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