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Résumé Nous construisons un espace adapté a ’étude de ’entropie des applications méromorphes en
utilisant des limites projectives. Nous en déduisons un principe variationnel pour ces applications.

Abstract We construct a space which is useful in order to study the entropy of meromorphic maps by
using projective limits. We deduce a variational principle for meromorphic maps.
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Introduction

Soit X une variété complexe compacte de dimension k et f : X —> X une application
méromorphe dominante. C’est la donnée d’un sous-ensemble analytique I'( f) irréductible
de dimension k dans X x X (le graphe de f) avec pircp : I'(f) — X la restriction a
['(f) de la projection sur la premiére coordonnée holomorphe, surjective et dont les fibres
génériques sont réduites a un point, et pap(s) : ['(f) — X la restriction a I'(f) de la
projection sur la seconde coordonnée holomorphe et surjective.

L’application f est holomorphe en dehors d’un sous-ensemble analytique I = I(f)
de X qui est ’ensemble des points x avec { pl_l(x)} NT(f) de dimension supérieure ou
égale & 1. L’ensemble I = I(f) est de codimension au moins 2 et il est appelé ensemble
d’indétermination de f.

Un enjeu majeur en dynamique méromorphe est le calcul de I’entropie topologique
hiop(f) de f (voir le paragraphe 2 pour sa définition). En effet, cette question est liée &
Iexistence de mesures hyperboliques pour f (voir [5]).

Si (X, w) est une variété kdhlérienne compacte, des outils qui permettent d’étudier
cette entropie existent: ce sont les degrés dynamiques. Voici leur construction: pour
[=0,...,k, si 'on note [I"(f)] le courant d’intégration sur I'(f), la forme f*(wl) =
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2 H. de Thélin

(pl)*(pik(wl) AIC(f)]) est a coefficients L'. On peut donc considérer
) = [ £r@hnet,

et le [-iéme degré dynamique est défini par d; = lim,_, 100 (8;(f™))!/". L’existence de cette
limite a été obtenue par A. Russakovskii et B. Shiffman dans le cas ou X = PK(C)
(voir [14]) et par T.-C. Dinh et N. Sibony quand (X, w) est une variété kihlérienne
compacte (voir [7] et [§]).

Dans ce contexte, M. Gromov (voir [9]), pour le cas ou f est holomorphe, et T.-C.
Dinh et N. Sibony (voir [7] et [8]), pour le cas méromorphe, ont montré que I’entropie
topologique de f est toujours majorée par max;—o .. logd;.

Il y a de nombreux travaux qui portent sur la minoration de cette entropie topologique,
ainsi que sur la construction de mesures avec une entropie métrique maximale. La
situation est beaucoup plus délicate que pour les applications lisses: par exemple, il
existe des applications méromorphes de P?(C) avec dj = d» =2 (le degré topologique
vaut donc 2) qui sont d’entropie nulle (voir [10]). V. Guedj conjecture dans [10] que
lorsqu’il y a un degré dynamique qui domine strictement tous les autres, alors hwp(f) =
max;—o,... k logd;.

L’idée dans cet article va étre de considérer des éclatements de X dans le lieu
d’indétermination de f et de relever f en une application méromorphe dans cet espace.
Ensuite, nous recommencerons avec la nouvelle application et nous produirons donc une
suite d’espaces X, et des applications méromorphes F;, : X, — X, qui relévent f. Enfin,
il s’agira de prendre une limite projective sur les (X,). Nous obtiendrons ainsi un espace
particuliérement bien adapté a I’étude de la dynamique de f. Signalons qu’une telle
construction a été réalisée dans [12] pour un cas particulier et notons aussi le lien avec [2]
et [3], o les auteurs considérent I’espace constitué de tous les éclatements de la variété.

Nous détaillerons le procédé d’éclatements dans le paragraphe 1. Nous aboutirons a
une situation qui peut étre formalisée de la fagon plus générale suivante.

Notons Xg =X et Fyp= f, et admettons que 'on ait une suite (X,) de variétés
complexes compactes de dimension k et F,: X, — X, une suite d’applications
méromorphes dominantes telles que, pour tout n > 1, on ait le diagramme commutatif

suivant :

Fy
; @R > X,

Tn
ﬂnl \ lnn
Fyy

n

Xp—1 > Xp1

ou 7w, : X, —> X,,—1 est holomorphe, surjective et avec ses fibres génériques réduites a
un point, et t, : X, —> X,—1 holomorphe et surjective. Nous supposerons aussi que

{x € Xu_1 , dim(z, '(x)) = 1} C [(Fp—1)

ou I(F,_1) est 'ensemble d’indétermination de F,_;.
On considére alors la limite projective Xo = l(&nX » qui est simplement ici

Xoo = {(x,,) € l—[ X, T (xy) = Xxp—1 pour tout n > 1}.
n=0
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Sur I'étude de I'entropie des applications méromorphes 3

Nous munissons X, d’une métrique dist, compatible avec sa topologie (pour tout n > 0)
et sur X, on définit la métrique

dist, (x,, yn)
8
&3 = Z o On diam(X,,)

avec X = (x,) et 3 = (y,) dans X, diam(X,) le diameétre de X, pour dist, et (o) une
suite de réels strictement positifs avec Zn>0 al,, < +00.
X oo muni de cette métrique est compact.
Nous allons maintenant définir une application Fy : Xoo —> Xoo qui va relever f.
Pour X = (x,) € X0, On pose

Foo(X) = (T (xXn))n>1 € Xoo

L’application Fy résout I'indétermination de f. En effet, on a la proposition suivante.

Proposition 1. Fy, est continue.

Nous avons plusieurs systémes dynamiques: les F,, : X,, —> X, (dont le systéme initial
f:X — X) et Fo: Xoo —> Xoo- Le premier objectif de cet article est de donner un
lien entre les entropies topologiques associées a ces systémes dynamiques. On va en effet
montrer le théoréme suivant.

Théoréme 2. La suite (hwop(Fn))n est croissante et

htop(Foo) = sup htop(Fn)-
n>0

Ce type de résultat est connu lorsque les applications F, sont continues (voir [17]).

Pour I'exemple de V. Guedj énoncé plus haut, nous verrons que /op(Foo) =log2 =
max logd;. Cela renforce I'idée que Foo résout 'indétermination de f.

Remarquons que 'espace X et I’application F dépendent de la suite (X,,) considérée.
Nous donnerons au paragraphe 1 un exemple de construction, mais il peut trés bien y en
avoir d’autres. Par ailleurs, nous verrons que les quantités ci-dessus ne dépendent pas du
choix des distances dist,, ou de la suite (a;).

Le second objectif de cet article est de donner une application de la construction de
Iespace X .

Pour A C X, on définit f ~1(A) comme étant la transformée totale de A par f,
c’est-a-dire f~ 1(A) = pi1(p; (A)ﬂl"(f)) et

—_~—

A = e -

ot le f~! apparait n fois (pour n € N). Remarquons que f~(A) peut étre plus grand
que f7"(A), en particulier quand f n’est pas algébriquement stable (voir [15]).
Le deuxiéme théoréme de cet article est le principe variationnel suivant.

—_~—

Théoréme 3. On suppose tous les f="(1) disjoints pour n € N. Alors
htop(Foo) = htop(f) = sup{h,(f) , v ergodique et v(I) = 0}.

https://doi.org/10.1017/5147474801700041X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474801700041X
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Nous verrons que l’hypothése sur l’ensemble d’indétermination est générique en
dimension 2. Par ailleurs, le principe variationnel n’est pas vrai en toute généralité
(voir ’exemple 3.1 de [10]), il est donc nécessaire de poser une hypothése sur ’ensemble
d’indétermination.

Notons aussi que ce théoréme est plus fort que le principe variationnel classique, qui
est

hiop(f) = sup{hy(f) , v ergodique et v(I) = 0}

car on obtient de plus que hop(f) = htop(Foo) (alors qu’a priori hiop(Foo) est supérieur
ou égal a hyp(f)).

Voici le plan de cet article. Dans un premier paragraphe, nous donnons une construction
possible des espaces X, et des diagrammes précédents. Dans le deuxiéme, nous prouvons
la proposition 1 et le théoréme 2. Ensuite, nous détaillerons le calcul de Ap(Foo) sur
trois exemples (dont celui de Guedj). Dans le dernier paragraphe, nous démontrerons
le principe variationnel et nous terminerons par une remarque sur la généricité de
I’hypothése en dimension 2.

Remerciements. Je remercie Tien-Cuong Dinh pour les discussions que nous avons eues
au sujet de cet article, de méme que le referee pour ses questions et remarques qui
m’ont permis d’améliorer cet article, ainsi que pour le deuxiéme et troisiéme exemples
du paragraphe 3.

1. Construction des suites d’éclatements

Dans ce paragraphe, nous produisons une suite de variétés complexes compactes (X,)
et d’applications méromorphes F), : X, — X, qui vérifient le formalisme général donné
dans l'introduction.

On part de la variété complexe compacte Xy = X de dimension k, munie d’une distance
disty et de Fp = f méromorphe dominante de X dans X.

Les singularités de TI'(f) sont dans pl_l(I) NT(f). D’aprés le théoréme de

désingularisation d’Hironaka (voir [11]), il existe une variété complexe compacte X x X,

une sous-variété lisse If(\J_‘/) de X x X et une application holomorphe 7 : X x X —
X x X (qui est une composée d’éclatements) telles que 7 soit un biholomorphisme de
LH\ @ py (DT () dans T(NH\ (py (DNT (). On a x(T(f) =T(f).
Remarquons que lorsque X est kidhlérienne, X x X 'est aussi. En particulier, sous cette
hypothése, X x X est une variété kithlérienne par un théoréme de Blanchard (voir [1]) et

I:(\f/) aussi en tant que sous-variété de X x X.
Notons X| =T'(f), m; = piom et 1y = ppom. On a m; holomorphe, surjective avec ses
fibres génériques réduites & un point, et t; holomorphe et surjective. Ainsi on obtient le

diagramme
X
l R
T
Fy
X o > X0
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L’application 7y est biméromorphe. On peut donc considérer Fy =, Lo Fyom qui
est bien définie en dehors d’un sous-ensemble analytique de X;. En prenant ’adhérence
du graphe de F; dans X| x X1, on obtient ainsi une nouvelle application méromorphe
F1 : X1 — X1. Comme Fj est dominante, Fj ’est aussi. On a bien obtenu le diagramme
voulu dans l'introduction avec n = 1. Remarquons aussi que par construction

{x € Xo , dim(z;'(x)) > 1} C I(Fo) = I.

On peut maintenant recommencer tout ce que ’on vient de faire avec X; a la place de Xg
et F1 au lieu de Fy. En itérant le procédé, on obtient ainsi une suite de variétés complexes
compactes (X,) de dimension k et des applications méromorphes F, : X, — X, qui
vérifient les conditions demandées dans l'introduction.

Remarquons que lorsque X = X est kdhlérienne, tous les X, le sont aussi. Comme
Dinh et Sibony ont montré que les degrés dynamiques sont des invariants biméromorphes
(voir [7, p. 961]), on en déduit par récurrence le lemme suivant.

Lemme 4. Lorsque X est kdhlérienne, on a

di(Fy) = di(Fo) = di(f)
pour toutl =0,...,k etn > 0.

Signalons aussi que ce résultat est vrai pour les variétés projectives sur n’importe quel
corps algébriquement clos par un résultat récent de Dang (voir [4]). Voir aussi Particle
de Truong [16].

2. Démonstration de la proposition 1 et du théoréme 2

Commencons par rappeler la définition de hp(F,) pour F, : X, — X, une application
méromorphe dominante. On note I (F,) son ensemble d’indétermination et

Q= X\ |J E U (F).
meN
L’ensemble 2, est dense dans X,, car F, est dominante et il est invariant par F;,. Alors,
on définit (voir [10])

1
hiop(Fr) = lim lim sup — logmax(#G , G ensemble (m, €)-séparé dans 2, pour Fy).
€>0m—sto0 M

Dans la suite, nous allons montrer la continuité de Fo, (proposition 1), la croissance

de la suite (hop(F,)), et enfin I'égalité
htop(Foo) = sup htop(Fn)-
n>=0

Ces résultats sont bien connus lorsque les F, sont continues (voir la proposition 3.1.6
de [13] et le théoréme 3.1 de [17]). Il s’agit ici de prendre en compte la présence de
I’ensemble d’indétermination des F;,. C’est pourquoi notre approche utilise la définition
d’entropie topologique ci-dessus plutdt que celle (comme dans [17]) avec les préimages
(qui ne sont pas bien définies) de recouvrements par des ouverts.
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Avant de prouver ces résultats, montrons que ceux-la ne dépendent pas des distances
dist, sur X, et de la suite (a,) choisies: cela permettra de donner une construction de
distances spéciales qui simplifieront les preuves.

2.1. Indépendance des résultats aux métriques

Tout d’abord, comme X, est compacte, I’entropie topologique hop(F,) ne dépend pas de
la métrique dist, (qui définit sa topologie) que l'on a choisie (voir la proposition 3.1.2
de [13]). Cela provient du fait que deux métriques topologiquement équivalentes sont
uniformément équivalentes.

Considérons maintenant deux métriques sur Xo construites comme dans
I’introduction :

i -E S - S

avec X = (x,) et y = (y,) dans Xo, dist, et dist, des métriques sur X, qui définissent sa
topologie, diam(X,) le diameétre de X, pour dist,, diam'(X,) celui pour dist),, («,) et (B,)
des suites de réels strictement positifs avec o =}, 5 (xl,, <+tooet B=3 5 ﬁ]_n < 400.

Montrons qu’elles sont topologiquement équivalentes. Comme X est compact, il en
découle comme précédemment que ’entropie topologique de Fo, pour § sera la méme que
I’entropie topologique de Fy, pour §’.

Soit € > 0. On choisit ng € N tel que Zn>n0 a <5

Fixons n compris entre 0 et ng— 1. L’application Id: (X,, dist,) —> (X, dist,) est
uniformément continue. Il existe donc 7, > 0 tel que pour tous x, y € X, avec dist), (x, y) <
N, on ait dist, (x, y) < 5 diam(X,).

Soit

n = min n—", .
n=0,...,n0—1 \ Bpdiam’(X,)

Pour X = (x,) et y = (y,) dans X avec

§@.5) = Z dlst (X, Yn)

ﬁndmm (X, )
on a dist'(x,, y,) < ny pour n =0, ...,n9— 1. D’oil
-1
dlStn (X, Yn) i dist, (x4, yn) €
) < _nem R,
& = Z  apdiam(X,) nz_;) apdiam(X,) |2
€

02:1 ediam(X;)
S 2aa,diam(X;,)

L’application Id : (X0, 8’) —> (X0, 8) est donc uniformément continue. Par le méme
raisonnement, on montre que Id : (X, §) —> (X, 8') l'est aussi, d’ou I’équivalence des
métriques § et §’.

L’entropie topologique hiop(Foo) et la continuité de F, sont donc indépendantes du
choix des métriques dist, sur X, et de la suite (ay).
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Nous allons maintenant construire une suite de distances dist, sur X,, qui aura une
propriété de croissance qui permettra de simplifier les démonstrations.

Pour cela, on part de métriques dist, (pour n € N) qui définissent la topologie de X,,. En
particulier, les applications w, : X, —> X,—1 sont holomorphes donc continues. Notons
disty = dist;, et dist; (x, y) = dist| (x, y) +disto(1 (x), 71 () (pour x, y € X1). On a dist; et
dist| topologiquement équivalentes car | est continue. En recommengant le procédé, on
obtient une suite de distances dist, qui vérifient que pour tout n > 1 et tous x, y € X,,,
on a dist, (x, y) = disty—1 (71 (x), 71(y))-

Comme on a vu que les résultats ne dépendent pas du choix des distances dist, sur
X, ainsi que de la suite (¢;,), dans toute la suite de ’article, nous prendrons la suite de
distances dist, que nous venons de construire et (o) = (2"). On pourra supposer aussi
que le diamétre de X¢ vaut 1.

On a

dlstn (Xns Yn)
5
3= Z < Yidiam(X,)

2.2. Continuité de F

Fixons ¥ = (x,) € Xo et € > 0. Soit (X)) une suite de X, qui converge vers x.

On écrit X = (Xp.n) avec xp.n € X, pour tout n > 0. En particulier, par définition de
Fx, on a Foo(fr;) = (Tn(xm,n))n2l et Foo(f) = (Tn(xn))n2l~

Pour ng assez grand, ona ), -, 2 < 5 et alors

no—1 ..
—_— dist, ('L' ()C ) )’ T (x ))
8(Foo(Xm), Foo (X)) = Z n n+12nr(ll1iz;;l(x r)H—l n+1
n=0 n

4 f dist, (Tn+l(xm,n+1)s Tnt1 (Xn41))
2ndiam(X,)

n=ng

Z disty, (Tp11(tm,n+1)> Tngr1 (Xnt1)) +
S 2ndiam(X,,) 2"

Comme on a (X;;) qui converge vers X quand m — +00, la suite (X, ,)m converge vers
X, quand m — +o0 pour dist, (pour tout n > 0). Les applications 7, sont holomorphes
donc (ty (Xm.n))m converge vers t,(x,) quand m tend vers I'infini pour la métrique dist,—;
pour tout n > 1. _

En particulier, ZZ():_()l dlSt"(r"“z(ffa"i';‘;ll&zg“(x"“)) converge vers 0 quand m — +o0o car il
n’y a qu’un nombre fini de termes dans la somme: cette quantité est donc plus petite

que 5 pour m assez grand et la proposition 1 est démontrée.

2.3. Croissance de (hop(Fp))n

Montrons que la suite (hop(Fn))n est croissante.
On fixe n > 1. Soit y > 0. Pour € assez petit, on a

1
lim sup — logmax(#G, G ens. (m, €)-séparé dans Q2,1 pour F, 1) 2 hwp(Fy—1) — ¥
m——+00
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Soit mg € N. On peut trouver m > mg et {x1, ..., xy} un ensemble (m, €)-séparé dans
Qu_1 pour F,_; avec N > e(op(Fa-1)=2y)m

Si 'on fixe une forme volume sur X, _1, on voit que 'ensemble 7, (U, ey F, ™ (I (Fy)))
est de volume nul car F;, est dominante et m, holomorphe. Il en est de méme du
complémentaire de 2,_;. En particulier, quitte & bouger un peu les x;, on peut
produire des points x{,...,xy qui sont (m,$5)-séparés pour F, i et dans €, 1\
Tn(Upen F ™ (I (Fy))). En effet, comme les points x; sont dans Q,_1, les itérées de F,_
sont continues en ces points-la.

L’application m, est surjective, on peut donc trouver yp, ..., yy dans X, avec m,(y;) =
x{ pouri =1,..., N. Par construction, les y; sont dans €2,.

Montrons maintenant que les points y; sont (m, %)—séparés pour Fj.

Sii#javec1<i,j<N,les points x et x} sont (m, §)-séparés pour F,_;. Il existe
donc 0 <l <m—1 avec distn_1(F,lz_1(x{), F,ll_l(x})) > 5. Par I'hypothése faite sur les
distances, on a

dist, (F, (1), Fp(y})) = disty—1 Gt (Fy (30)), T (Fy (7))

Par définition, on a m;, o F,i =F, 5—1 om, en dehors d’un sous-ensemble analytique de

X,. Comme y; est dans 2,,, on a F,lZ continue en y; et puisque xlf = m,(y;) est dans 2,1,

on a Frllf] continue en ,(y;). On a donc nn(F,lz(y,-)) = F,L](nn(y,‘)). Il en est de méme
pour y;. En combinant cela avec I'inégalité ci-dessus, on obtient

. . €
dist, (F, (50), F (y)) > disty—1 (Fy_y (), Fy_y (x)) > 7.

On a donc montré que pour tout my, il existe m > mg et un ensemble G de 2, qui est
(m, %)—séparé pour F, avec #G > eop(Fu—1)=2y)m
En particulier,
1 €
lim sup — log max (#G, G ensemble (m, —) -séparé dans 2,, pour F,,) 2 hiop(Fp—1) —2y.
m—-+oo M 2

En faisant tendre € puis y vers 0, on obtient hp(F) = hiop(Fr—1). C’est ce que 'on
voulait démontrer.

2.4. Démonstration de I’égalité hop(Foo) = SUp, >0 hiop (F)
Nous commencgons par montrer que pour tout n > 0, on a hp(Foo) 2 hiop(Fy), puis que
htop(Foo) = Sup,>o htop(Fn)-
2.4.1. Preuve de hyop(Fo) 2 hiop(F).  Soit y > 0. Pour € assez petit, on a
1
lim sup — logmax(#G, G ensemble (m, €)-séparé dans €2, pour Fy) = hwp(F,) — .
m—-+oo M

Soit mg € N. On peut trouver m > mg et {x1,...,xy} un ensemble (m, €)-séparé dans
Q, pour F, avec N > eop (Fn)=2y)m_
Les applications m; sont surjectives, il existe donc X; € Xoo avec

X = (@G @)y e (X)), xiy o0

pouri=1,..., N.
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Montrons que les points X; sont (m, m)-séparés dans X pour Fio.
Soit 1 <i,j < N aveci # j. On a 'existence de 0 </ < m —1 avec
dist, (F, (x;), F(x))) > €.

Maintenant,
400
S(FL@E), Fla(5) =)
p=0
ot FL, (%) = (L))o, - ., (FL G - ).
Calculons (Féo()?,-))p.
Notons X; = (x;,0,...,Xi,p,...) (avec x;, = x;). On a

dist, (FL, (5)) p, (FLo(£7))p)
2Pdiam(X )

Foo (X)) = (T1(Xi1), ooy Tpp1 (Xi p1), - - )

et en recommencant / fois

[ o~
Foo(xi) =(t10--0mi(Xi1), ..., Tpg1 0 0 Tyt (Xi pi), -+ ).

Ainsi (Fcl,o()’c}))p =Tpp10--0Tpyy(Xipyy) pour p > 0. Mais, par commutativité des
diagrammes, on a pour tout [ > 1 et p > 0,

F;, O py1 0+ OMpt] = Tpp] O+ 0Tpt.

En effet, deux applications méromorphes dominantes sont égales si elles ont méme
graphe, ou, ce qui revient au méme, si elles coincident sur un ouvert ot elles sont toutes
les deux holomorphes.

Comme le point myp10-- 0y (Xints) =xin =% € 2, (1a ou les Fnl sont
holomorphes), on obtient

(FLE)n = Flomtus1 0+ 0 gy (i) = FL(x0).
De méme, (F.L,(¥})), = F.(x;). Finalement,
+oo

> dist, (FL (5) p» (Fi(5)) )

S8(FL, (%), FLo (7)) = 2rdiam(X )
P

p=0
disty (F& (F)ns (F5(5))n)
2"diam(X,,)
dist, (FL(x;), FL(x})) . €
2ndiam(X,,) ~ 2ndiam(X,)
Les points X; sont donc bien (m, m)—séparés.
Ainsi,

1
lim sup — log max (#G, G ensemble (

m—-+oo M
2 hiop(Fn) —2y.

En faisant tendre € puis y vers 0, on obtient

htop(Foo) > htop(Fn)

€
m, ——— | -séparé dans X our F,
2”d1am(X,,)> P oo P °°>

pour tout n > 0.
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2.4.2. Fin de la preuve de hp(Foo) = SUp,, >0 Aiop (Fn)- Soit y > 0. Pour € assez
petit, on a

1
lim sup — logmax(#G, G ensemble (m, €)-séparé dans Xoo pour Feo) = hiop(Foo) — V-

m——+00

Soit ng € N tel que Zn>no zi,l < 5. On fixe m > 1 et 'on considére xi,...,Xy, un
ensemble maximal (m, €)-séparé dans X, pour 'application Fy, et la métrique 8.

Notons

T = Fply (Fusny) Unm_Ln0< U Fut, (Fm+n01))>

q20 q20
U---U((mrjo--- onm+n0)_l( U Foq(I(Fo))>.
q20
Chaque X; s’écrit Xj = (X0, ..., Xi p,...)-

Si l'on met une forme volume sur X,,4n,, on a Z de mesure nulle (car les F » et les
. . p
7, sont dominantes). En particulier, on peut trouver Xi mtng € Xmng \ Z suffisamment
proche de x; ;;4,, pour que

. /
dist;_1(tg0---0Tp0mpr1 00 Mimtng(Xi,m+tng)» TgO - OTpOTpp10- -+ °”m+no(xi,m+n0))
€
< p—
8
pour tout p=0,...,m+ng et tout g =1,..., p+ 1. En effet, toutes les applications
TgO 0Ty O pt] O+ OTMytn, sont holomorphes donc continues.

Comme les 7, sont surjectives, on peut compléter x; pour obtenir un point ¥;’ €

1,m—+ng
Xoo
~ _ / / ’
X;' = (myo--- Onm+n0(xi,m+no)’ e nm+,,0(xi’m+n0), Xi mtng - ).
Par construction, si I'on écrit X" = (x ), ..., x] oo .), on a
’ -4
X, € Q= Xa\ | Fi U (F)
geN
pour n =0,...,m+ngp.
3 / ! € 2 2
Montrons que les points Xl g v+ XNy SODE (m, g)-séparés pour Fy.

Soit 1 <i,j < N aveci # j. Il existe ] <I <m—1 avec

+0o0 . ]~ |~
I =~ I i~y disty (Foo (X)) p» (Foo (X)) p)
€ < S(Foo(-xz), Foo(xj)) = 1;) 21’d1am(Xp)
. ""Z‘l disty (FL (), (FL(5))p) | €
— 2Pdiam(X ) 4
p=0
; "“i disty (F(8)), (F&(G))
s 2Pdiam(X )
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. "02‘1 disty ((F (B0, (FL(5))
o 2Pdiam(X p)

. "‘f dist, (FL(F)) . (FL(E)),) €

2rdiam(X ) 4

p=0
Mais on a vu précédemment que
[ ~
(Foo(xi))p =Tp+10---0 Tp+l(xi,p+l) =Tp+10- - OTpH[OTp4[+1 0+ - OTlm+tn (xi,m—i-no)

pour p > 0 (et de méme pour X;’, X; et x;’).
En particulier,

"02*1 dist, ((FL, G)) p, (FL G))p)

o 2Pdiam(X )
"02—1 disty(Tp4+1 0+ 0 Tpy(Xi p41), Tp+1 0+ O Tpyy (xi/,p+l))
=0 2Pdiam(X )
no—1 /8 ¢

€

<Y <=

Z 2Pdiam(X,) 4
p=0

our la derniére inégalité, on utilise le fait que diam > diam(Xp) = 1 grace aux
p la derniére inégalité tilise le fait que diam(X,) > diam(Xo) =1 gré
hypothéses sur les distances).

Il en est de méme en remplagant i par j.

Ainsi
no—1 ;. 1 =~/ It
o disty (Fl (5i) p. (F&(F)p) | 3e
e <S(FL(), FL(T)) < s 4
ooi)s FoolXtj 1;2:(:) 2Pdiam(X ) 4
Mais

| 1 l i L7
(Foo (Xi))p = Tp41 o~-~otp+l(xi‘p+1) = Fp OTp41 o~-~onp+1(xi,p+l) = Fp(xi’p)

pour p=0,...,n0—1 et !l =0,...,m—1 car x{yn € Q, pour n =0,...,m+ng, ce qui
implique
€ no—1 distp(F‘,l,(x{yp), F[’)(x;.’p))
4 par 2Pdiam(X )
Maintenant, pour p =1,...,n9, on a

disty (Fp (x; ). Fp(x) ) = disty_1 (Tp(Fp(x ). mp (Fy () )
= dist,_1(F},_; (T, (x] ), Fjy_ (T} ,)))
= dist, 1 (F,_,(x] , ), F}_ (X}, 1))

toujours parce que les xlfn sont dans 2, pour n =0,...,m+npeti=1,...,N.

https://doi.org/10.1017/5147474801700041X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474801700041X
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En itérant cette inégalité, on obtient ainsi

" distug (Fy (4] s Fy O] )
2Pdiam(X )

< 2distyy (Fp (5] )2 Fpo (6 500)-

= J:no

€
4

p=0
On a bien montré que les points xlf’no sont (m, §)—Séparés pour Fy,.
Comme cette propriété est vraie pour tout m > 1, on a

1
lim sup — log max (#G, G ensemble <m, %) -séparé dans X,, pour Fn0>

m——+oo M

1
> limsup — log max(#G, G ensemble (m, €)-séparé dans Xoo pour Foo)
m—>+o0 M

2 htop(Foo) -V

Par ailleurs, comme

1 €
hiop(Fpny) 2 limsup — log max (#G, G ensemble (m, g) -séparé dans X,, pour Fno) ,

m——+oo M

on a hyp(Fny) 2 hiop(Foo) — ¥ et ainsi

sup hyop(Fr) 2 hop(Foo) — ¥
n=0

Cela termine la démonstration du théoréme.

3. Exemples de calcul de I’entropie /p(Fo)

3.1. Premier exemple

Considérons tout d’abord un exemple di & V. Guedj (voir l'exemple 1.4 dans [10]). Il
s’agit de Papplication f : C?> — C? définie par f(x,y) = (x2, y +1). Elle se prolonge en
une application méromorphe de P?(C) dans P2(C) avec

fllx:y:zh) =[x :yz+2%: 220

L’ensemble d’indétermination est 7 =[0:1:0], les degrés dynamiques d; et dy sont
égaux a 2 et hiop(f) =0 (voir [10]). En effet, les orbites de points partent a I'infini (i.e.
vers la droite (z = 0)) et cette droite est contractée en un point invariant.

Maintenant, si Pon fait un éclatement e; de P*(C) en I, on peut voir que 'application
foe a encore un point d’indétermination et c’est aprés un second éclatement ey que
I’on obtient X;. Autrement dit, on a 7] = ejoey et 1] = foej oep avec 71 holomorphe.
Si 'on note F| : X; —> X définie par F| = 62_1 oel_l ofoejoer, on a hp(F1) =log2.

En effet, par T.-C. Dinh et N. Sibony (voir [7] et [8]), les degrés dynamiques sont des
invariants biméromorphes (en particulier, les degrés dynamiques de F} sont égaux a ceux
de Fp) et

hiop(F1) < il—lz)al)(Zlogdi(Fl).

On a donc hp(F1) < log2. Maintenant, la méme démonstration qu’au paragraphe 2.3
implique que hp(F1) 2 htop(el_l o f oeq) et un calcul simple laissé au lecteur montre que
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sur le diviseur exceptionnel de e, I’application efl o foey posséde un cercle invariant
avec dynamique @ —> a?.

Considérons une suite de diagramme comme dans l'introduction que ’on construit a
partir de Xy et F1. On a vu que hip(Foo) = sup,, hiop(F,), ce qui implique que hop(Foo) 2>
hiop(F1) = log2. Mais comme les degrés dynamiques des F, sont égaux & ceux de Fy,

par [7] et [8], on a sup, hiop(Fy) < log2, c’est-a-dire hop(Foo) = log2.

3.2. Deuxiéme exemple

Considérons f : C2 — C2 définie par f(x,y) = (yx, ;‘—2) avec |y| < 1. Si (x, y) € C2, on
a f"(x,y) qui converge vers la droite (x = 0) et cette droite est contractée sur le point
(0, 0). Par ailleurs, si ’'on compactifie la dynamique dans P?(C), I'application f s’étend
en
flxey ezl =lyazy? it 2%

et la droite & l'infini (z = 0) se contracte aussi en un point. Remarquons que cette
application n’est pas algébriquement stable.

On fait ’éclatement e; au point d’indétermination (0, 0) : dans I'une des cartes, on a

2

e1(x, B) = (x,xp) et foei(x, f) = (yx, ;).

On considére maintenant 1’éclatement e, au point (0, 0) (que l'on écrit dans une carte
(B, A) = (AB, B)) et 'on obtient foejoer(B, A) = (Y AB, A?) qui est holomorphe.

Si ’'on compose au but par el_l et ez_l, on a

1 A
e/ ofoejoerB,A)= <)/A,B, ﬁ)

puis

I T (A o,
Fi(B,A) =e, oe| ofoejoerB,N)= yﬁ,yﬁ .

Le point (0, 0) est d’indétermination pour Fj et si 'on considére ’éclatement e3 en ce
point, on a dans une carte e3(8, €) = (B, €B) et donc Fjoe3(B, €) = (%, y2,82). On obtient

302
Fy(B.€) =5 o Floes(B.e) = (5 v'h )

€

Le point (0, 0) est encore d’indétermination pour F, et I’on considére e4, ’éclatement
en ce point. On a eq(e, ") = (Te, €) et Froeq(e, ') = (5, j/3F26).
Enfin, on a

e; o Fyoeq(e,T) = [y L
4 2 4 ’ - V ’ 7/4F2 .
Pour cette application, la droite (¢ = 0) est invariante et la dynamique est de degré 2

dessus : on a donc une entropie topologique supérieure ou égale & log(2) pour eZl oFroey
(et donc pour F3 aussi).
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3.3. Troisiéme exemple

Considérons f : C2 — C? définie par f(x,y) = (yx,xyy%) avec |y| < 1. Si (x, y) € C2,
on a f™(x,y) qui converge vers la droite (x = 0) et cette droite est contractée sur le point
invariant (0, 0). Par ailleurs, si ’on compactifie la dynamique dans P?(C), I’application
f s’étend en
flx:y:zh) =lyxz(y+2) 1 xy* 1 2 (y+2)]

et la droite & 'infini (z = 0) se contracte aussi en un point.

Parmi les points d’indétermination, il y a I =[1:0: 0]. On fait ’éclatement e; en ce
point : dans I'une des cartes, on a e (z, @) = (z«, z) (c’est-a-dire le point [1 : z& : z]), d’oit

foei(z,a) =[yz(az+2z) :a?2> : 2@z +2)] = [y(@+1):a?: z(14+a)].

1

Si I’on compose au but par e; ', on obtient

F o1 . Z Ol2
1(1,05)_61 OfOEl(Z,a)— ;,m .

On considére maintenant 1’éclatement e, au point (0, 0) (que l'on écrit dans une carte
e2(z,T) = (z,zIN)) et I'on a

212 2
Z I z zI
Floeyz, IN=—,—— | =| —, .
y zzI'+1) y zZI'+1

Si 'on compose au but par e; ! on obtient

FZ
62_10F10€2(Z,F)=(£ Y )

y zl+1

Pour cette application, la droite (z = 0) est invariante et la dynamique est de degré 2
dessus: on a donc une entropie topologique supérieure ou égale & log(2) pour e; LoFioe
(et donc pour F, aussi).

A travers ces trois exemples, on voit que via des éclatements successifs, on aboutit &
des applications qui relévent 'application initiale f et qui possédent de I’entropie. En
particulier, on peut faire la conjecture suivante.

Conjecture 5. Soit (X, ) une variété kihlérienne compacte de dimension k et f : X —>
X une application méromorphe dominante. Notons dy, ...,dy ses degrés dynamiques.
Alors htop(Foo) = maxi=o,...k logd;.

Remarquons que par le théoréme 2, le lemme 4 et [7], [8], on a toujours hgp(Foo) <
max;—o,.. klogd;.

Maintenant, si cette conjecture est vraie, comme Fy, est continue, on peut construire
par le principe variationnel des mesures de X, invariantes par F et d’entropie métrique
aussi proche que l'on veut de max;—o,  xlogd;. La question est de savoir si l'on peut
descendre ces mesures sur X tout en conservant de I’entropie. Dans le paragraphe suivant,
nous donnons une condition suffisante pour réaliser cette opération (qui n’est pas possible
en toute généralité par les exemples précédents).
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4. Démonstration du principe variationnel

Dans ce paragraphe, on suppose que les f=(I) sont disjoints (pour m € N). Fixonsn € N
et considérons l'application Fj, : X,, — X, comme dans l'introduction. Son ensemble
d’indétermination sera encore noté I (Fy). Dans un premier temps, nous allons montrer
le lemme suivant.

—_—

Lemme 6. Pour m € N, les ensembles F, " (I (F,)) sont disjoints.

Preuve. Nous démontrons ce résultat par récurrence sur n.
Pour n =0, c’est l’hypothése car Fy = f. On suppose maintenant la propriété vraie au

rang n— 1 avec n > 1. Si les F,, (I (F,)) ne sont pas disjoints, soit

—~—

x € F,"(I(F))N Fy 1(I1(Fy))

avec g > m. Les entiers m et ¢ sont choisis minimaux, c’est-a-dire que ’on prend le plus
—

petit entier m > 0 tel que F,, ™ (I (F,)) rencontre un autre F, (I (F,)), puis le plus petit
entier ¢ qui vérifie cette propriété (on a donc g > m).
Soit I'r, le graphe de F,, dans X, x X,. Par récurrence, on voit que pour m > 1, x €

F™ (A) est équivalent a l'existence de points xo, ..., x, avec (x;, x;+1) € I'r, pour i =

0, ...,m—1 (nous appellerons chaine de F, une telle suite), xo = x et x,, € A.

Ici, on a x € F;,™(I(F,))NF, 7(I(F,)). Il existe donc deux chaines xo,..., X, et
x(’),...,x; avec xo = X, = X, X € 1(Fy) et x(’l € I(Fy,).
Comme le m est minimal, les points xg, ..., x,,—1 ne sont pas dans I(F,). Par ailleurs,

siy € X, \I(Fy,), il existe un unique z € X, avec (y, z) € I'g,. De 14, on en déduit que

X0 = Xy e e ey Xn = X,

En particulier, dans la chaine xé, ... q, on a x,, et x qui sont dans I (Fy).

Remarquons que pour y,z € X, avec (y,z) € I'g,, on a (m,(y), my(2)) € T'g, . Clest
évident si y n’est pas dans I (Fy) Urrn’1 (I(Fy—1)) car F,_1om,(y) = my 0 F,(y) et il suffit
d’approcher y sinon.

En utilisant cette remarque, on obtient que nn(x(’)), A n,,(x(;) est une chaine pour
F, 1.

Maintenant, montrons le fait suivant.
Fait. On a I(F,) C ; \(F, ' (I(F,—1)).

Soit y € X, \n_l(F_ll(I(Fn 1))). Il y a deux possibilités :

—si w,(y) € I(Fy—1), alors t,(y) g:‘ I(F,_1), sinon, comme 7,(y), 7,(y) est une chaine

pour Fy_p, on aurait I(Fy—1)NF, l(I(Fn 1)) # @, ce qui contredirait 'hypothése de

1

récurrence. Ainsi 7,(y) ¢ I(F,—1) et alors 7, " o7, est holomorphe en y car

{x € X1, dim(r, ' (0) = 1} C I(Fa).

Cela implique que y ¢ I(Fy)
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—sim,(y) ¢ I(F,—1), alors F,,_ om,(y) est bien défini et ne se trouve pas dans I (F,,_).
En particulier, nn_l o F,_1 omy, est holomorphe en y et donc y ¢ I(F,).
En utilisant ce fait, il en découle que m, (x(/)), e, Ty (x(’]) forme une chaine pour Fj,_i

avec 1, (x,,) € an_ll(I(Fn,I)) et m, (xé) € E;_ll(I(Fn,])). Autrement dit,

—_~—

F (L (Fue ) NF S I (Fymy)) # 9.

Cela contredit I’hypothése de récurrence et termine ainsi la preuve du lemme.

Passons maintenant a la démonstration du principe variationnel (le théoréme 3).

Soit y > 0. Comme X est un espace métrique compact et que Fy est continue, on
peut appliquer le principe variationnel & ce systéme dynamique, c’est-a-dire qu’il existe
une probabilité ergodique V, invariante par Fo, telle que

h5(Foo) 2 hiop(Foo) — ¥
Soit
Q = {’X\Z (xn) € Xoo , Xn & U Fn_m(I(Fn)) pour tout n € N}
m=0

On a le lemme suivant.

Lemme 7. 7(Q) = 1.

Preuve. Si ’\7(@") > 0, il existe n, m € N avec
V(X = (xn) € Xoo , Xn € Fy "(L(Fy)}) > 0.

—_—~

On note B cet ensemble X=(xp) € X0 , Xn € FE;,™(I(Fy))}). Par le théoréme de
récurrence de Poincaré, il existe [ > 1 avec FOSI(B) NB # (. Soit x € FO’OI(B) N B. Sil'on
écrit X = (x,), on a déja vu que

l
Foo(fc\) =(t10---om(xp), ..., Tpg10 -0 Tpy(Xpyi), .. .).

On a donc x, € F, " (I(Fy,)) et (Féo(}\))n =Tyq10- -0 Tuy1(Xny) € Fy " (1(Fp)).
Mais on peut voir facilement que

410 0Ty (Xp41), W10 Ty —1 © Tugt (Xnt1), -+, Tn1 0+ = © Ty (X )

forme une chaine pour Fj.
Comme 7,410 0my4;(Xp4+1) = X, on a donc obtenu une chaine pour F, qui part de

X, € Fy(I(Fy)) et va jusqu’a 410+ -+ 0 Tyyy (Xnay) € Fy "(I(Fy)). Cela implique que

F™(L(F) N BN (L(Fy)) # 0

et I’on obtient ainsi une contradiction.
Nous avons donc montré que v(Q) = 1.
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Considérons maintenant p : Xoo — X9 = X qul a X = (x,) associe p(X) = xo.

Tout d’abord par définition de Q on a p(Q) CQ=X\Upsof"U). Ensulte p est
1nject1ve sur Q. On a méme une propriété un peu plus forte: si P(A) =x) = p(x’) avec
X=(xy) € Qetx = = (x),) un point quelconque de X0, alors X = x'. En effet, si ce n’est
pas le cas, on considére [ > 1 le plus entier tel que x; # xl Mais x;_1 = m(x;) = 1y (xl)
n’est pas dans I (F;_1) car X € Q et par hypothése

fx e X1, dim(r, ' (0)) > 1} € I(Fi-).

Autrement dit, m;(x;) et m; (xl’) vivent 14 ou nl_l est holomorphe: on a donc x; = xl’ , ce
qui est une contradiction.

Montrons que p est un homéomorphisme de Q sur son image. Tout d’abord, par
définition de §,
disto(x0, xp)  disto(p(®), p(x'))

diam(Xo) diam(Xo)

S(E, x) =

donc p est continue (sur tout Xoo). Ensuite, soit xp € p(ﬁ) et (y,) une suite de p(@) qui
converge vers xq. Si la suite (p~!(y,)) ne converge pas vers p~!(xg), il existe € > 0 et une
sous-suite (p_l(y,/,(,,))) qui reste & distance au moins € de p~!(xg) pour la métrique §.
Comme X est compact, on peut trouver une sous-suite (p_l(y(p(,,))) de (p_l(y¢(n))) qui
converge vers Z € Xoo. On a déja 8(Z, p~1(xg)) > €. Ensuite, la continuité de p sur tout
X~ implique que (p(pfl(y(p(n)))) converge vers p(z), autrement dit, p(Z) = x9. Comme
X0 € p(ﬁ) la propriété plus forte que I'injectivité que ’on a montrée implique que Z =

1(xo) Cela contredit 8(Z, p~!(x0)) > €. L’application p est donc un homéomorphisme
de Q sur p(S'Z) Enfin, on a le diagramme commutatif

~ Foo ~
QL—Q

p©@) —L = p©@)

En effet, soit X = (x,,) € ﬁ, on a Foo(X) = (1 (xn))n>1, 4’00 p(Fo (X)) = t1(x1). Le point
xog = m1(x1) n’est pas dans I(Fp) = I car x € Q. On a donc

P(Foo (@) = t1(x1) = fomi(x1) = f(x0) = f o p(Fos(¥)).

De 14, on obtient que la mesure v = p,(V) est invariante par f, vit dans Q et son
entropie est égale a celle de V.
En particulier,

sup{h, (f) , n ergodique et w(I) = 0} = hy(f) = h5(Foo) 2 hiop(Foo) —

Quand on a une probabilité invariante u avec w(l) =0, alors wu(2) =1 par
invariance. Comme on a toujours sup{h,(f) , u ergodique et u(2) = 1} < hop(f) <
hiop(Foo) (voir [10] pour la premiére inégalité et le théoréme 2 pour la seconde), le principe
variationnel est démontré.
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Remarque. Montrons que ’hypothése faite sur ’ensemble d’indétermination dans le
principe variationnel est générique pour P?(C). Par la preuve du lemme 6, il suffit de
montrer que si f est générique, on a f*~I(f(I))NI =@ pour tout n > 1. Ici, I désigne
I'ensemble d’indétermination de f, f(I) est défini via son graphe et les f"~1(f(I)) se
définissent par récurrence étant donné qu’ils ne rencontrent pas I.

Soit f : P2(C) —> P2(C) une application méromorphe dominante de degré algébrique
d > 2. On choisit les coordonnées [x : y : z] de sorte que IN(x =0) =@ et [1:0:0] ne
soit ni dans f(I) ni dans f((x = 0)). Soit V un voisinage de (x = 0) tel que VNI =@ et
W ne contient pas [1:0:0].

On consideére alors (comme dans le paragraphe 3.3 de [6]) I'application Ag de PGL(3, C)
définie par Ag([x : y : z]) = [Ax : y : z] avec A > 0. Si A est assez petit, on a Ag(f([)) C V
et Ao(f(V)) C V. L’application g = Ago f a pour ensemble d’indétermination I et
g""(g(I)) est dans V pour tout n > 1. En particulier, ’ensemble g"~!(g(I)) ne rencontre
pas I pour tout n > 1. Les ensembles {A € PGL(3,C) , (Ao )" (Ao f())NI # ¥}
sont algébriques (pour n > 1) et différents de PGL(3, C) grace a 'application g trouvée.
On en déduit qu’en dehors d’une union dénombrable de sous-ensembles algébriques de
PGL(3,C), les applications A o f vérifient 'hypothése du principe variationnel.
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