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Résuḿe. Soientf un endomorphisme holomorphe deCPk de degré au moins 2 etµ sa
mesure d’équilibre. Nous montrons que l’extension naturelle de(f, µ) possède la propri´eté
de Bernoulli.

Abstract. Let f be a holomorphic self map ofCPk of degree at least 2, andµ its
equilibrium measure. It is shown that the natural extension of(f, µ) satisfies the Bernoulli
property.

0. Introduction
Dans la théorie ergodique des endomorphismes holomorphes deCPk , une mesure joue
un rôle particulier : la mesure d’´equilibre. Sif est un tel endomorphisme, de degr´e
d ≥ 2, Hubbard–Papadopol dans [8] et Fornæss–Sibony dans [5] ont introduit la mesure
d’équilibreµ de f , qui est mélangeante et d’entropie maximalek logd. Freire–Lopès–
Mañé dans [6] et Lyubich dans [11] ont montré dans le cas des fractions rationnelles
(k = 1) queµ était l’unique mesure d’entropie maximale et qu’elle refl´etait la distribution
des points p´eriodiques ainsi que des pr´eimages it´erées. Poursuivant des travaux de Ma˜né
(voir [12]), Heicklen et Hoffman (voir [7]) ont montré qu’alors(f, µ) avait la propriété
de Bernoulli, c’est-`a-dire était mesurablement conjugu´eeà un décalage unilat´eral surd
symboles. Ornstein et Weiss ont montr´e (voir [13]) que sous des conditions g´eométriques
assez g´enérales dites deproduit local, les difféomorphismes poss`edent la propri´eté de
Bernoulli. En utilisant ce r´esultat et la th´eorie de Pesin, Bedford, Lyubich et Smillie (voir
[1]) ont montré que les applications de H´enon complexes poss´edaient cette propri´eté. Le
but de cette note est, comme le sugg`erent les auteurs de [13], d’utiliser leurs méthodes
hors du cadre diff´erentiable pour montrer que l’extension naturelle(ĈPk, f̂ , µ̂) de tout
endomorphisme deCPk possède la propri´eté de Bernoulli.
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THÉORÈME 0.1. L’extension naturelle def est bimesurablement conjuguée à un
décalage bilat́eral surdk symboles.

C’est en particulier un K-syst`eme qui définit une chaˆıne de Markov v´erifiant la loi du 0-1
de Kolmogoroff. Nous ne pouvons cependant en d´eduire quef elle-même est un d´ecalage
unilatéral surdk symboles, ni mˆeme quef est exacte, mais ce premier r´esultat indique
que c’est sans doute vrai. Cela permet en tout cas de voir que(f, µ) est mélangeante
à tout ordre. Pour montrer le th´eorème, nous utilisons le fait que tous les exposants de
Liapounoff def relativement `a µ sont strictement positifs (voir [3]) afin d’exhiber une
structure hyperbolique produit pour̂f .

1. La méthode d’Ornstein et Weiss
Commenc¸ons, pour la commodit´e du lecteur, par rappeler bri`evement la m´ethode utilisée
par Ornstein et Weiss [13] et Ledrappier [10] pour montrer, sous certaines conditions
géométriques et ergodiques, qu’un automorphisme est de Bernoulli. Soit doncĈPk

(voir plus bas pour la justification de cette notation) un espace m´etrique compact,f̂ un
automorphisme de cet espace etµ̂ une mesure invariante telle que tous lesf̂ n, n > 0, soient
ergodiques. Nous supposons qu’il existe des pav´esP , dits de Pesin, qui sont des bor´eliens
de mesure strictement positive, sur lesquelsµ̂ est isomorphe `a une mesure produit̂µs⊗µ̂u.
On suppose de plus que les fibres de ce produit sont des vari´etés stables (respectivement
instables) locales, i.e. des bor´eliens le long desquelsf n, n > 0 (respectivementn < 0)
contracte exponentielement vite, de mani`ere uniforme dans le pav´e P choisi. Notons
Ws(x) ces variétés stables.

Il faut d’abord montrer que(ĈPk, f̂ , µ̂) est unK-système. On prend pour cela une
suite de partitions en ouvertsηn de diamètre tendant vers 0 et dont le bord v´erifie que la
mesure de sonε-voisinage est unO(ε). Il nous suffit de d´emontrer que pour toutn, (f̂ , ηn)
est unK-système. Fixons doncn ≥ 0 etηn = η. On dit que(f̂ , η) est unK-système si
les deux partitions (dites de Pinsker)

η− =
+∞∧
n=1

−n∨
j=−∞

f̂−j η et η+ =
+∞∧
n=1

+∞∨
j=n

f̂−j η

engendrent la tribu des bor´eliens de mesure 0 ou 1. Prenons un pav´e de PesinP = B ×K
de mesurec > 0. Par contraction exponentielle le long des vari´etés stables et la propri´eté
du bord deη, si A est un bor´elien mesurable pourη+ tel queµ̂(A ∩ P) > 0, alors il
contient entièrement presque toute vari´eté stable qu’il rencontre. En effet, ces propri´etés
impliquent que pour presque toutx ∈ B, il existe un entiern0 ≥ 0 tel que, pour tout
n ≥ n0, f̂ n(Ws(x)) est entièrement dans l’int´erieur d’un atome deη. Le borélienA
est donc feuillet´e en variétés stables. Mais le th´eorème de Pinsker–Rohlin–Sina˘ı affirme
queη− = η+ mod 0, donc un raisonnement analogue avec les vari´etés instables et̂f−1

montre queA estégalement feuillet´e en variétés instables. Commêµ admet une structure
produit, on en d´eduit queA ⊃ P . La tribu engendr´ee parη+ est donc atomique, et comme
pour toutn ≥ 0 f̂ n est ergodique, on en d´eduit qu’elle est triviale et donc que(f̂ , η)
est unK-système. Pour finir la preuve et montrer la propri´eté de Bernoulli, on v´erifie
que le syst`eme est tr`es faiblement de Bernoulli (VWB) comme dans [13], en utilisant son
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caractèreK (son algèbre de Pinsker est triviale) et la structure produit. On peut alors
affirmer quef̂ est bimesurablement conjugu´eeà un décalage surg symboles, etg = dk

à cause de la valeur de l’entropie. Comme il est remarqu´e dans [13], le schéma ci-dessus
est suffisament g´enéral pour s’affranchir du caract`ere différentiable de l’automorphisme
f̂ . Le résultat que nous obtenons pour les endomorphismes deCPk peut donc s’obtenir
comme corollaire d’un r´esultat général sur les endomorphismes des vari´etés riemanniennes
compactes dont les exposants de Liapounoff sont tous strictement positifs. Le fait que le
jacobien ne soit plus constant n´ecessite simplement une bonne dose suppl´ementaire de
technique dans le comptage des pr´eimages.

Example.Le plus simple pour comprendre l’id´ee de la preuve qui suit est de consid´erer
directement le d´ecalage. Soit6 = {1, . . . , d}Z l’espace des suites bilat´erales surd
symboles, muni de la mesure uniformeµ̂ invariante par le d´ecalageσ . La projectionπ0 de
6 dans6+ = {1, . . . , d}Z− définie parπ0(. . . , x−1, x0, x1, . . . ) = (. . . , x−1, x0) fait deσ
l’extension naturelle du d´ecalage unilat´eralσ+ (voir plus bas). Alors les fibres deπ0 sont
naturellement des� variétés� stables. En appliquant la mˆeme chose `aσ−1, on obtient une
deuxième projection� transverse� àπ0 dont les fibres sont naturellement des� variétés�

instables. Il est alors facile de voir queµ̂ possède une structure produit local par rapport
à ces vari´etés, et donc que le sch´ema d’Ornstein et Weiss s’applique. C’est bien-sˆur un
moyen très détourné de montrer une tautologie.

2. Rappels et notations
Soit f un endomorphisme holomorphe deCPk de degré d ≥ 2. La mesure d’´equilibre
µ def est une mesure d’entropie maximale et de jacobien constantdk, pour laquellef
(ainsi que tous lesf n) est mélangeante (voir [4]). On sait de plus que tous les exposants de
Liapounoff def relativement `a µ sont strictement positifs (voir [3]). Afin d’appliquer
les méthodes connues pour les diff´eomorphismes (voir [10, 13]), nous consid´eronsf̂
l’extension naturelle def : on noteĈPk l’ensemble des histoires possibles de points de
CPk sous l’action def , c’est-à-dire

ĈPk = {x̂ = (x0, x−1, . . . ) ∈ (CPk)Z−, f (x−n) = x−n+1};
on définit alors

f̂ (x̂) = (f (x0), x0, x−1, . . . ).

Pour toutλ > 1 fixé, la distance

d(x̂, ŷ) =
+∞∑
n=0

λ−nd(x−n, y−n),

(où d est la métrique de Fubini-Study deCPk normalisée pour queCPk soit de diam`etre
unité) fait def̂ un homéomorphisme du m´etrique compact̂CPk. D’après Rohlin (voir

[14]), il existe une unique mesure de probabilit´e µ̂ surĈPk qui soit f̂ -invariante et v´erifie
(π0)∗µ̂ = µ, oùπ0 est la projection canoniqueπ0(x̂) = x0.

Du fait que tous les exposants de Liapounoff sont positifs, la th´eorie de Pesin (voir
[2]) fournit, pour toutε > 0 fixé, un borélien invariantX̂0 ⊂ ĈPk de mesure 1, et des
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fonctions mesurablesr0 et c de X̂0 dans]0,+∞[ et ]1,+∞[ respectivement, telles que
pour toutẑ = (z0, z−1, . . . ) ∈ X̂0, on puisse d´efinir surB(z0, r0(z0)) les branches inverses
holomorphesf−n

ẑ
def n vérifiantf−n

ẑ
(z0) = z−n. On a de plus

diam(f−n
ẑ
(B(z0, r0(z0)))) ≤ c(ẑ)λ−n,

avec unλ > 1. On peut enfin demander `a r0 etc d’êtreà variation lente le long des orbites,
c’est-à-dire d’avoir

r0(ẑ)e
−|n|ε ≤ r0(f̂ n(ẑ)) ≤ r0(ẑ)e|n|ε, n ∈ Z,

et une estim´ee analogue pourc. NotonsPC le lieu postcritique def , c’est-à-direPC =⋃
n≥0 f

n(Crit(f )), où Crit(g) est le lieu critique deg, etX = CPk −⋃
n≥0 f

−n(PC).
C’est un ensemble totalement invariant de mesure 1 auquel nous nous restreindrons par la
suite : les points consid´erés seront ou bien dansX, ou bien danŝX. Nous noterons enfin
{µ̂π0(x), x ∈ X} la famille des mesures conditionnelles deµ̂ sur les fibres deπ0.

3. Pav́es de Pesin
Soit Ê un borélien deX̂ de mesure strictement positive tel quer0(ẑ) ≥ r > 0 et
c(ẑ) ≤ c0 < +∞ sur Ê. Fixonsx0 ∈ X un point tel queµ̂π0(x0)(Ê ∩ π−1

0 (x0)) > 0, et

notonsKx0 = Ê ∩ π−1
0 (x0). Pour toutẑ ∈ Kx0, il existe une famille de branches inverses

f−n
ẑ

définies surB := B(x0, r). Pour touty0 ∈ B, on note

ϕẑ(y0) = (y0, f
−1
ẑ
(y0), . . . , f

−n
ẑ
(y0), . . . ).

On a bien sˆur π0(ϕẑ(y0)) = y0, et l’on noteWu′(ẑ) = ϕẑ(B), ainsi que

P ′ =
⋃
ẑ∈Kx0

Wu′(ẑ) ⊂ π−1
0 (B).

LesWu′(ẑ) forment une partition deP ′ etπ0 en restriction `aWu′(ẑ) est une bijection sur
B. Si ŷ ∈ P ′, il existe un uniquêz ∈ Kx0, noté π̃(ŷ) tel queϕẑ(ŷ) = ŷ. On définit alors
deux applications naturelles

9 :
(
B ×Kx0 −→ P ′
(y0, ẑ) 7−→ ϕẑ(ŷ)

)
et

2 :
(
P ′ −→ B ×Kx0

ŷ 7−→ (π0(ŷ), π̃(ŷ))

)
.

Les applications9 et 2 sont des bijections mesurables inverses l’une de l’autre.
Remarquons que l’on peut consid´ererP ′ comme une structure produit en vari´etés stables
et instables. C’est clair pourWu′(ẑ), puisque que sîy, ŷ ′ ∈ Wu′(ẑ), alors pour toutn ≥ 0,
on a

d(f̂−n(ŷ), f̂−n(ŷ)) ≤ c0λ
−n.

Pour les� variétés stables�, on prend les fibres deπ0. On a en effet, pour tout̂y et ŷ ′ tels
queπ0(ŷ) = π0(ŷ

′), et toutn ≥ 0,

d(f̂ n(ŷ), f̂ n(ŷ ′)) ≤ λ−n,
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π0

x−1

π0

x′−1

f̂

f̂

x0

Wu ′

Kx0 ⊂ π−1
0 (x0)

π0

B ⊂ CPk
f

FIGURE 1. Pavés de Pesin danŝCPk .

du fait de l’expression ded. Remarquons pour finir que siA = ψ(A0 × A1) ⊂ P ′ est
un borélien de diam`etre plus petit quer0/(C0λ), alorsf (A) est dans un pav´e du type
P ′′ = 9 ′′(B(f (x0), e

−εr) × Kf(x0)), et f̂|A se décompose en une application produit
f × f̂|Kx0 . Nous appelleronsP = 9((B(x0, (2C0λ)

−1r) ∩ X) × Kx0) un pav́e de Pesin.
Dans un tel pav´e, la dynamique contracte (respectivement dilate) uniform´ement le long
des variétés stablesWs(ŷ) = π−1

0 (π0(ŷ)) ∩ P (respectivement des vari´etés instables
Wu(ŷ) = P ∩Wu′(π̃(ŷ))). La Figure 1éclaire la situation.

4. Structure produit pour̂µ
Pour appliquer les id´ees d’Ornstein et Weiss, nous allons montrer queµ̂ admet une
structure produit dans les pav´es de Pesin. Nous allons commencer par identifier les mesures
conditionnelles dêµ sur les fibres deπ0. Remarquons tout d’abord que toutx0 ∈ X a
exactementdk préimages, et qu’ainsi l’arbre des pass´es possibles dex0, noté Tx0, est un
arbre homog`ene dont chaque sommet adk parents. Pour toutn ≥ 0, nous noteronsPn(Tx0)

l’espace des segments injectifs de longueurn issus dex0. Il s’identifie de mani`ere naturelle
avecf−n(x0), et il est de cardinaldkn. On munitPn(Tx0) de la distance

dn([x0, x−1, . . . , x−n], [x0, x
′−1, . . . , x

′−n]) =
n∑
l=0

λ−nd(x−l, x ′−l )

et de la tribu associ´eeMn, qui n’est autre que la tribu discr`ete. On munit ensuitePn(Tx0)

de la probabilité uniformeµx0
n

µx0
n =

1

dkn

∑
s∈Pn

δs.

Comme pour toutn ≥ m on a une application naturelle de(Pn,Mn, µ
x0
n ) dans

(Pm,Mm,µ
x0
m ) (qui � oublie� le pass´e au delà du tempsn), le théorème de Kolmogoroff
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nous donne de mani`ere naturelle une mesureµx0 surP(Tx0) = lim← Pn(Tx0); il existe de
plus une isom´etrie canoniqueϕx0 entre(P(Tx0), d∞) etπ−1

0 (x0)muni de la distanced. On
pose alorŝµx0 = (ϕx0)∗µx0. C’est la mesure uniform´ement distribu´ee sur les pass´es dex0.

ChaquePn(Tx0) définit une partition mesurable finieηx0
n de π−1

0 (x0) en dkn atomes,
correspondant aux fibres dêx 7→ x−n. Donnons-nousx0 ∈ X et notonsC l’atome de
η
f (x0)

1 correspondant aux̂y = (f (x0), y−1, y−2, . . . ) tels quey−1 = x0. Alors f̂ induit
une application bi-mesurableHx0

i entreπ−1
0 (x0) et C, et on a l’équation fonctionnelle

(H
x0
i )∗µ̂x0 = dk(µ̂f (x0))|Ci . Il en découle alors, du fait queµ est de jacobien constantdk,

que siA est un bor´elien produit assez petit inclus dans un pav´e de Pesin et̂ν la mesure

ν̂ =
∫
X

µ̂x0 dµ(x0),

alors ν̂(A) = ν̂(f̂ (A)). Comme ces bor´eliens engendrent la tribu deCPk et que pour
tout borélienB deCPk on a clairement̂ν(π−1

0 (B)) = µ(B), on en déduit par unicité de
l’extension naturelle quêν = µ̂. On a donc en particulier les mesures conditionnelles deµ̂

sur les fibres deπ0 : µ̂π0(x0) = µ̂x0. Un raisonnement analogue nous permet d’identifier
les mesures conditionnelles sur les vari´etés instables dans chaque pav´e de Pesin: pour tout
pavé de PesinP = Kx × B(x, r) et tout x̂ ∈ K, la projectionπ0 restreinte `aWu(x̂) est
bimesurable et permet de consid´erer la mesurêµu

x̂
= ((π0)|Wu(x̂))

−1)∗µ|B(x,r). Le même
argument que plus haut permet de montrer que l’on a

µ̂|P =
∫
K

µ̂u
x̂
dµ̂x(x̂).

Remarquons pour finir que par construction mˆeme des vari´etés instables, les partitionsηn
sont invariantes dans chaque pav´e par l’holonomie le long de ces vari´etés, ainsi que les
mesures quotientµx0

n = µ̂x0/ηn. On peut donc conclure ce paragraphe par le th´eorème
suivant :

THÉORÈME 4.1. Dans les pav́es de PesinP , la mesureµ̂ estéquivalentèa une mesure
produit:

2∗(µ̂|P ) = µ|B ⊗ (µ̂x)|Kx .

Notre système s’apparente donc `a un difféomorphisme non uniform´ement hyperbolique
dont la mesure admet une structure de produit local, comme c’est par exemple le cas avec
les mesures de Sina˘ı–Bowen–Ruelle (voir [10]), ou les applications de H´enon complexes
(voir [1]). On peut alors appliquer directement les m´ethodes ´ebauch´ees dans la section 1,
et conclure quef̂ est de Bernoulli.

Le théorème 0.1 admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.1. La mesureµ est ḿelangeantèa tout ordre pourf .

En effet, tout facteur d’un syst`emer-mélangeant est lui-mˆemer-mélangeant. Soient
ϕ0, . . . , ϕr des fonctions deL1(CPk). On poseϕ̂i = ϕi ◦ π0, et on obtient, par les
propriétés fonctorielles de l’extension naturelle et le fait queµ̂ est mélangeante `a tout

https://doi.org/10.1017/S014338570100147X Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S014338570100147X


Les extensions naturelles des endomorphismes deCPk 1007

ordre (car vérifiant la propriété K) :

lim
k1,...,kr→+∞

∫
CPk

ϕ0(x)ϕ1(f
k1(x)) . . . ϕr(f

kr (x)) dµ(x)

= lim
k1,...,kr→+∞

∫
ĈPk

ϕ̂0(x̂)ϕ̂1(f̂
k1(x̂)) . . . ϕ̂r (f̂

kr (x̂)) dµ̂(x̂)

=
r∏
i=0

∫
ĈPk

ϕ̂i dµ̂

=
r∏
i=0

∫
CPk

ϕi dµ.

Pour finir, citons le travail de Koss [9], qui montre de mani`ere directe que certains
endomorphismes deCP2 sont de Bernoulli.

Reconnaissance.Je remercie enfin Julien Duval pour sa patience et de nombreuses
discussions.
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