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Résuné. Soientf un endomorphisme holomorphe @®* de dege au moins 2 el sa
mesure d&quilibre. Nous montrons que I'extension naturell€ flex) pos&de la propete
de Bernoulli.

Abstract Let f be a holomorphic self map ofP* of degree at least 2, and its
equilibrium measure. Itis shown that the natural extensidaiyof) satisfies the Bernoulli

property.

0. Introduction

Dans la tieorie ergodique des endomorphismes holomorphe€Rie une mesure joue
un réle particulier : la mesure dtuilibre. Sif est un tel endomorphisme, de degr’
d > 2, Hubbard—Papadopol dar§§ pt Fornaess—Sibony dang] ont introduit la mesure
d’equilibre i de f, qui est nelangeante et d’entropie maximaiéogd. Freire—Logs—
Marié dans §] et Lyubich dans 11] ont monté dans le cas des fractions rationnelles
(k = 1) quep était 'unique mesure d’entropie maximale et qu’elleetlt la distribution
des points pfiodiques ainsi que desgmages eBfées. Poursuivant des travaux deriéa”
(voir [12]), Heicklen et Hoffman (voir T]) ont mont€ qu'alors(f, 1) avait la propréte
de Bernoulli, c'esia-dire était mesurablement conjuged un dcalage unilatfal surd
symboles. Ornstein et Weiss ont man{voir [13]) que sous des conditionggfietriques
assez gférales dites deproduit local les difffomorphismes posdént la propefé de
Bernoulli. En utilisant cea$ultat et la thorie de Pesin, Bedford, Lyubich et Smillie (voir
[1]) ont monteé que les applications dedddn complexes posdaient cette propeté. Le
but de cette note est, comme le saggnt les auteurs dd.§|, d'utiliser leurs n€thodes
hors du cadre diéifentiable pour montrer que I'extension naturgil#*, f, 1) de tout
endomorphisme déP* pos®de la propeté de Bernoulli.

https://doi.org/10.1017/5014338570100147X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S014338570100147X

1002 J.-Y. Briend

THEOREME 0.1. L’extension naturelle def est bimesurablement conjugmi a un
décalage bilaéral surd* symboles.

C’est en particulier un K-systhe qui @finit une chaie de Markov efifiant la loi du 0-1
de Kolmogoroff. Nous ne pouvons cependant edudfe quef elle-méme est un eicalage
unilatéral surd® symboles, ni mMe quef est exacte, mais ce premiasiltat indique
que c’est sans doute vrai. Cela permet en tout cas de voil fjue) est n€langeante
a tout ordre. Pour montrer legbféme, nous utilisons le fait que tous les exposants de
Liapounoff de f relativementa’ i sont strictement positifs (voir3]) afin d’exhiber une
structure hyperbolique produit poyt

1. Lanéthode d’Ornstein et Weiss

Commenons, pour la commoditdu lecteur, par rappeler briément la rathode utilige
par Ornstein et WeisslB] et Ledrappier 10] pour montrer, sous certaines conditions
géonstriques et ergodiques, qu’un automorphisme est de Bernoulli. Soit @&hc
(voir plus bas pour la justification de cette notation) un espaegigque compact; un
automorphisme de cet espacgietne mesure invariante telle que tous fésn > 0, soient
ergodiques. Nous supposons qu'il existe desep#\ dits de Pesin, qui sont des letiens
de mesure strictement positive, sur lesqiietst isomorpha une mesure prodyit’ ® *.
On suppose de plus que les fibres de ce produit sont dedésastables (respectivement
instables) locales, i.e. des letiens le long desquelg”, n > 0 (respectivemeni < 0)
contracte exponentielement vite, de neaei uniforme dans le pavP choisi. Notons
WS (x) ces vargtes stables. -

Il faut d’abord montrer quéCP*, £, /i) est unK-syseéme. On prend pour cela une
suite de partitions en ouverig de dianetre tendant vers O et dont le bordrifie que la
mesure de sosrvoisinage est uid (¢). Il nous suffit de émontrer que pour tout, (£, 7,,)
est unk -syse€me. Fixons dong > 0 etn, = n. On dit que(f, n) est unk-syseme si
les deux partitions (dites de Pinsker)

400 —n +oo too
-=/N\ NV et =\
n=1 j=—o0 n=1 j=n

engendrent la tribu des baliéns de mesure 0 ou 1. Prenons unepde PesirP = B x K
de mesure > 0. Par contraction exponentielle le long des et ’stables et la progté
du bord den, si A est un boelien mesurable pouy, tel quei(A N P) > 0, alors il
contient engrement presque toute veid'stable qu'il rencontre. En effet, ces pragis
impliquent que pour presque touwte B, il existe un entiemg > O tel que, pour tout
n > no, f"(W5(x)) est enterement dans l'imfieur d’un atome de. Le boslien A
est donc feuillet’en varétés stables. Mais le doEme de Pinsker—Rohlin—Sinaffirme
guen— = n+ mod 0, donc un raisonnement analogue avec legtarihstables ef 1
montre qued estégalement feuillet'en vargts instables. Commy admet une structure
produit, on en dduit queA > P. La tribu engend¥é pan;; est donc atomique, et comme
pour toutn > 0 fn est ergodique, on eneduit gu’elle est triviale et donc qu(g?, n)
est unkK-syseéme. Pour finir la preuve et montrer la prag€ide Bernoulli, on efifie
gue le systine est &5 faiblement de Bernoulli (VWB) comme dards], en utilisant son
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caracere K (son algbre de Pinsker est triviale) et la structure produit. On peut alors
affirmer quef est bimesurablement conjuged un décalage sug symboles, eg = df

a cause de la valeur de I'entropie. Comme il est remadans 13], le sctéma ci-dessus

est suffisamentey¥ral pour s'affranchir du caramte differentiable de I'automorphisme

f. Le résultat que nous obtenons pour les endomorphism&Pdepeut donc s’obtenir
comme corollaire d’unegsultat g@néral sur les endomorphismes des gt&$ riemanniennes
compactes dont les exposants de Liapounoff sont tous strictement positifs. Le fait que le
jacobien ne soit plus constanécgssite simplement une bonne dose spplitaire de
technique dans le comptage desiprages.

Example.Le plus simple pour comprendre |&8@ de la preuve qui suit est de coresiel’
directement le déalage. Soitt = {1,...,d}~ l'espace des suites bittles surd
symboles, muni de la mesure uniforénvariante par le dcalager. La projectionrg de

Y dansEt = {1, ..., d}%- définie parro(. .., x_1, X0, X1, ...) = (..., x_1, x0) fait deo
I'extension naturelle duetalage unilafalo ™ (voir plus bas). Alors les fibres de) sont
naturellement des variétés> stables. En appliquant lagnfe chosa s 1, on obtient une
deuxEme projectiork transverse a g dont les fibres sont naturellement degariétes>
instables. Il est alors facile de voir quepos€de une structure produit local par rapport
a ces vaefts, et donc que le sehia d’Ornstein et Weiss s’applique. C'est biem-sf
moyen tes dstourreé de montrer une tautologie.

2. Rappels et notations

Soit f un endomorphisme holomorphe @®* de dege’'d > 2. La mesure &quilibre

w de f est une mesure d’entropie maximale et de jacobien congtamqour laquellef
(ainsi que tous leg™") est n€langeante (voir]). On sait de plus que tous les exposants de
Liapounoff de f relativementa’u sont strictement positifs (voir3]). Afin d’appliquer

les méthodes connues pour les @iffimorphismes (voirl0, 13), nous considfons f
I'extension naturelle def : on noteCP* I'ensemble des histoires possibles de points de
CP* sous I'action def, c’esta-dire

CPk = {# = (x0. x_1....) € (CPMYZ~ F(x_p) = x_pp1):

on d&finit alors
F&) = (f(x0), %0, -1, ...).

Pour touts > 1 fixe, la distance

+00
d®,9) =) A7"d(x—n, y-n),

n=0
(ot d est la netrique de Fubini-Study dEP* normalige pour queCP* soit de dianetre
unité) fait de / un hon€omorphisme du etfique compacC€P*. D’aprés Rohlin (voir
[14)), il existe une unique mesure de probabiﬁt'sur@‘ qui soit f-invariante et efifie
(7o)« = u, OU 7o est la projection canonique)(x) = xo.

Du fait que tous les exposants de Liapounoff sont positifs, émtie”de Pesin (voir

[2]) fournit, pour touts > O fixé, un boglien invariantXy c CP* de mesure 1, et des
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fonctions mesurables) et c de )20 dans]0, +o0[ et ]1, +oo[ respectivement, telles que
pour toutz = (zo0, z—1, ... ) € Xo, on puisse dfinir surB(zg, ro(zo)) les branches inverses
holomorphegf;” de f" vérifiantf;"(z()) = z_,. Onade plus

diam(f,™" (B(zo, ro(z0)))) < c()A™",

avec unk > 1. On peut enfin demandarg etc d’etrea variation lente le long des orbites,
c'esta-dire d’avoir

ro()e e < ro(f"(2)) < ro(2)e™, nez,

et une estimé analogue pour. NotonsPC le lieu postcritique def, c’esta-dire PC =

U,=0 /" (Crit(f)), ol Crit(g) est le lieu critique dg, etX = CP* — |,-o f " (PC).

C’est un ensemble totalement invariant de mesure 1 auquel nous nous restreindrons par la
suite : les points cons@iés seront ou bien daris, ou bien dans{. Nous noterons enfin
{firo(x), x € X} la famille des mesures conditionnelles@esur les fibres dery.

3. Pawes de Pesin

Soit £ un boklien deX de mesure strictement positive tel qug?) > r > 0 et
c(2) < co < +oo surE. Fixonsxg € X un point tel quely,(xo)(E N7y *(x0)) > 0, et
notonsk ,, = EN n(;l(xo). Pour toutz € K,,, il existe une famille de branches inverses
f{" définies surB := B(xp, r). Pour toutyg € B, on note

0:(30) = (o, £ (30 -, [ (0, )

z
On a bien 8f mo(¢:(y0)) = yo, et I'on noteW*'(2) = ¢:(B), ainsi que
P'= | W@ cngtm).
2€Kyg
Les W*'(2) forment une partition d&®’ etz en restrictiora™W*'(Z) est une bijection sur
B. Siy € P/, il existe un uniqué € K,,, no 7 (y) tel queyp;(y) = . On dfinit alors
deux applications naturelles
. <B x Ky —> P )
\ 00,2 — ()
et
@:(Ii/ — BAXIfXOA )
y > (o), 7(y)
Les applications¥ et ® sont des bijections mesurables inverses l'une de l'autre.
Remarquons que I'on peut consigf P’ comme une structure produit en \&téi$ stables
etinstables. C’est clair poW*’(z), puisque que sf, y/ € W*'(2), alors pour tout > 0,
ona
d(f7"@), f'@) < cor™".
Pour les« variéts stables, on prend les fibres dep. On a en effet, pour tout et y’ tels
quemo(y) = mo(3"), et toutn > 0,

d(f" @, "GN <A™,
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FIGURE 1. Pa¥s de Pesin dar@ﬁ.

du fait de I'expression dé. Remarquons pour finir que gi = (A x A1) C P’ est
un boglien de diareire plus petit queg/(CoA), alors f(A) est dans un pavdu type
P" = W'(B(f(x0),e °r) x Kf(xy), €t ﬁA se ddcompose en une application produit
f x f“(xo. Nous appelleron® = W ((B(xo, (2Cor)~1r) N X) x K,,) unpaw de Pesin
Dans un tel pa@, la dynamique contracte (respectivement dilate) uniéonexit le long
des vargtes stables*(y) = n, l(7ro(§)) N P (respectivement des vatés instables
W4 (3) = PN W¥ (7 (3))). La Figure 1€claire la situation.

4. Structure produit poufji

Pour appliquer les s d'Ornstein et Weiss, nous allons montrer guadmet une
structure produit dans les pasr@e Pesin. Nous allons commencer par identifier les mesures
conditionnelles dg: sur les fibres derg. Remarquons tout d’abord que towt € X a
exactement* préimages, et quainsi 'arbre des pasgjossibles de, no& 7, est un
arbre homogne dont chaque somme#4aparents. Pour tout > 0, nous noteronB, (Txo)
I'espace des segments injectifs de longueissus dexp. Il s’identifie de mangre naturelle
avec f " (xo), et il est de cardinal**. On munitP, (7,,) de la distance

n
dn([x0, 1. ... Xyl [0, X g, . X, D =Y A7"d(x . x')
=0

et de la tribu assoeg M, qui nest autre que la tribu disete. On munit ensuité, (7y,)
de la probabili¢ uniforme;,
1
X0 —
M"O - dkn Z 8-

selP,

Comme pour toutz > m on a une application naturelle dé&,, M,, i;°) dans
(P, Mo, 1?) (qui < oubliex le pasg’au ded du temps:), le théoeme de Kolmogoroff
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nous donne de magné naturelle une mesute® surP(7y,) = lim _ P,(7y,); il existe de
plus une isoratrie canonique*™ entre(P(7,,), dso) etrro_l(xo) muni de la distancé. On
pose alorgi,, = (¢*).u*. C'est la mesure uniforerhent distribeé sur les pass'dex.
ChaqueP, (7,,) définit une partition mesurable finig° de ngl(xo) endk" atomes,
correspondant aux fibres de~ x_,. Donnons-nouso € X et notonsC I'atome de
n{(m) correspondant auf = (f(xo), y_1, y—2, ...) tels quey_1 = xg. Alors f induit
une application bi-mesurablﬁffo entrengl(xo) et C, et on a |équation fonctionnelle
(Hl.xo)*ﬁxo = dk(ﬁ,f(xO))‘Ci. Il en découle alors, du fait que est de jacobien constaif,
que siA est un boelien produit assez petit inclus dans un @ae Pesin et la mesure

0= [ iy duco)
X

alorsv(A) = f)(f(A)). Comme ces beliens engendrent la tribu d&P* et que pour
tout boglien B de CP* on a clairemenf)(no‘l(B)) = w(B), on en @&duit par unici¥’ de
I'extension naturelle qué = . On a donc en particulier les mesures conditionnellgs de
sur les fibres derg : fir,(x0) = fix,. Un raisonnement analogue nous permet d’identifier
les mesures conditionnelles sur les &% instables dans chaque pal€ Pesin: pour tout
pawe de PesinP = K, x B(x,r) ettoutx € K, la projectionrg restreintea W*(x) est
bimesurable et permet de considf la mesurq&g = ((no)|Wu(,;))*l)*m3(x,r). Le méme
argument que plus haut permet de montrer que I'on a

pip = [ i din o).
K

Remarquons pour finir que par constructioam® des vaeies instables, les partitiong
sont invariantes dans chaque pawdr I'holonomie le long de ces vat#s, ainsi que les
mesures quotient,’ = fix,/n.. On peut donc conclure ce paragraphe par éoirhe
suivant :

THEOREME 4.1. Dans les pa@s de PesinP, la mesureii estéquivalented une mesure
produit:

O«(p) = Wi ® (Lx)k,-

Notre systme s'apparente domaun diffomorphisme non uniforement hyperbolique
dont la mesure admet une structure de produit local, comme c’est par exemple le cas avec
les mesures de SirdBowen—Ruelle (voir10Q]), ou les applications de étion complexes
(voir [1]). On peut alors appliquer directement lesthiddesbauclees dans la section 1,
et conclure que’ est de Bernoulli.
Le thtoeme 0.1 admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.1. La mesureu est nélangeanté tout ordre pourf.

En effet, tout facteur d’un sysiner-mélangeant est lui-ather-mélangeant. Soient
o, ..., ¢, des fonctions de.1(CP¥). On poseg; = ¢; o mp, et on obtient, par les
propriétes fonctorielles de I'extension naturelle et le fait queest n€langeante tout
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ordre (car erifiant la propréte K) :

lim [C |, 0 0) g (£ 0) diao)

kl ..... kyr—+00

= lim /c’ak Po@)P1(fA1®)) ... ¢ (fr (R)) du(R)

k1,....kp——+00

R
[T/~ éidin
i=0 CP*¥

.
I];/ pidu.
i=0J/ CP*

Pour finir, citons le travail de Koss9], qui montre de mamire directe que certains
endomorphismes d&P?2 sont de Bernoulli.

Reconnaissance.Je remercie enfin Julien Duval pour sa patience et de nombreuses
discussions.
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