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SUR LA PRESERVATION DE LA COHERENCE PAR
IMAGE INVERSE EXTRAORDINAIRE D’UNE
IMMERSION FERMEE

DANIEL CARO

Abstract. Let V be a complete discrete valuation ring of unequal character-
istic with perfect residue field, u: Z < X be a closed immersion of smooth,
quasi-compact, separated formal schemes over V, T be a divisor of X such
that U:=TNZ is a divisor of Z, and ® a strict normal crossing divisor
of X such that u™'(®) is a strict normal crossing divisor of Z. We pose
X = (%,9), 2Y:=(Z2,u'D) and u¥: Z* — X? the exact closed immersion of
smooth logarithmic formal schemes over V. In Berthelot’s theory of arithmetic
D-modules, we work with the inductive system of sheaves of rings ﬁge.ﬁ) (T):=

(§;T§L)(T))meN, where ﬁg;l) is the p-adic completion of the ring of differential
operators of level m over X¥ and where T means that we add overconvergent
singularities along the divisor 7. Moreover, Berthelot introduced the sheaf
D;ﬁ ("T)q := hg) D;’;Z)(T) ®z Q of differential operators over X% of finite level
with overconvergent singularities along 7. Let £(*) e L_D)&C(,h(l);'u) (T)) and
£ = h%m (5<')) be the corresponding object of D?oh(D;u(TT)Q). In this paper,
we study sufficient conditions on & so that if u*(£) € D?oh(D;u(TU)Q) then

ufNE®) e LDP (ﬁ(z.u)(U)) For instance, we check that this is the case
}Q,coh
when £ is a coherent D;u (TT)@-module such that the cohomological spaces of

uf'(€) are isocrystals on Z* overconvergent along U.
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Introduction

Soit ¥V un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques
(0, p), de corps résiduel parfait et de corps des fractions K. Soit u: Z — X
une immersion fermée de V-schémas formels séparés, quasi compacts et
lisses, T" un diviseur de X tel que U :=T N Z soit un diviseur de Z. Soit
D un diviseur & croisements normaux strict de X tel que u (D) soit
un diviseur a croisements normaux strict de Z. On pose Xf:=(X,D),
Zh=(Z,u™'D) et uf: ZF < X! Pimmersion fermée exacte de schémas
formels logarithmiques lisses sur V. Pour simplifier la présentation de cette
introduction, supposons que u soit de codlmensmn g)ure égale a 1. Pour tout
entier m € N, on note Dgeﬁ )(T) = By m) (T)®o xﬁ ) A(m) T) désigne les
faisceaux d’anneaux construits par Berthelot dans [Ber96, 4.2.3] et Dgeu)
est le faisceau des opérateurs différentiels de niveau m sur X (voir [Ber96,
2.2|, puis sa version logarithmique dans [Mon02]), le chapeau signifiant
la complétion p-adique. On dispose de plus des morphismes canoniques
de changement de niveaux Isggf) (T) —>73§€T+1)(T ) (voir [Mon02] ou, pour
sa version non logarithmique, |Ber96|), ce qui donne le systéme inductif
d’anneaux ZS;?(T) = (ﬁggb)(T))meN. Berthelot construit le faisceau des
opérateurs différentiels de niveau fini en posant D;ﬁ (T)g:= h_H)l ﬁgf) (T) ®z

m

Q. Par tensorisation par QQ et passage a la limite sur le niveau, on
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obtient le foncteur noté lin: Db(ﬁgﬁ) (T)) — D (D;u(TT)Q). Afin d’obtenir
un foncteur pleinement fidéle qui factorise ce foncteur hﬂ, Berthelot a

introduit la catégorie Qg(ﬁgﬁ)(T» qui est une localisation de Db(ﬁgu)(T)).

I1 a défini la sous-catégorie pleine des complexes cohérents de @)g(ﬁg (1))

Xt
)2 : 4 faa
I’équivalence de catégories

5. b A(o) L . . . .
qu’il note QQ,coh(D (T)). 11 a établi alors que le foncteur limg induit

(+) lim: LY (D(T)) = D2y (DL, (1T)q).

. (o) . b (o) BT (o) ) 1s
Soit £'* un objet de Q(@wh(Dw1 (T)) et &€ :=lim (E\®)) T'objet de

D?Oh(D;u(TT )g) correspondant. On dispose de u(*)'(£(*)) I'image inverse
extraordinaire de £(*) par u et de RETZ(E (#)) le foncteur cohomologique local
a support strict dans Z de £(*). Ces foncteurs s’étendent naturellement a
Db

coh(D;ﬁ(TT)Q) et sont compatibles & I’équivalence de catégories (*) ci-

dessus, i.e. on bénéficie des isomorphismes canoniques fonctoriels en £(%)

de la forme : ]RETZ(S) - lim ORETZ(E(')) et (&) lim o uf(®)(£)).

Comme conséquence immédiate de [Carl6|, on vérifie que les trois pro-
caiac o H(e)l [ o(e) b ~O! 70 b 3(®)

priétés u#*) (€ )EQQ’C (D;:(U)), RL,(E )EL—DN@,COh(D%ﬁ (T)) et

oh
]RETZ(E) € DE’Oh(D;r€n (T')q) sont équivalentes (voir la preuve de 3.4.8). De
plus, si uﬂ(')!(E(')) € L_D;(’D COh(Dgﬁ)(U)) alors uﬁ!(é’) € Dth(DTZu(TU)@). La

réciproque est loin d’étre claire. La raison est que pour tout objet F(*)

de gg(@gg(U)), la propri¢té selon laquelle lim (F®) e DEOh(DTZu(TU)Q)
oh

D;n(TT)Q—module cohérent, nous nous intéressons dans ce papier a cette

n’implique pas en général que F(*) ¢ Q% (52:1)([] )). Lorsque & est un
,C

réciproque. Nous prouvons en particulier que si les espaces de cohomologies
de u*(€) sont des isocristaux sur Z surconvergeant le long d’un diviseur de
U, alors uf(®)'(£(®) e LDP D).

, ) eLn  (BLW)

Précisons & présent le contenu de ce papier. Dans le premier chapitre,
nous donnons quelques préliminaires topologiques concernant les K-espaces
topologiques localement convexes. Nous rappelons notamment la définition
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des espaces de type LB et nous reprenons quelques points sur les produits
tensoriels complétés de modules localement convexes dans le contexte qui
nous sera utile dans la suite de ce travail. Dans le deuxiéme chapitre,
nous munissons naturellement les isocristaux surconvergents et le faisceau
des opérateurs différentiels de niveau fini a singularités surconvergentes
d’une structure canonique d’espace de type LB. Aprés quelques propriétés
topologiques sur les foncteurs images directes et images inverses extraordi-
naires par une immersion fermée, nous établissons dans le dernier chapitre le
résultat principal décrit en début d’introduction de ce papier. Nous finissons
par des applications du théoréme principal aux log-isocristaux surconver-
gents satisfaisant certaines propriétés de type non Liouville. Les résultats que
I'on déduit généralisent les propositions [CT12, 1.3.13, 2.2.9, 2.3.4] et nous
obtenons en réalité des preuves plus simples (on utilise néanmoins [CT12,
1.3.13] et 'on démontre le reste). L'une de ces généralisations est, grace a
une remarque apparue dans un travail en commun avec Tomoyuki Abe (plus
précisément, voir la remarque 3.5.4), de ne pas supposer que l'on dispose
d’une rétraction lisse X — Z de u (hypotheése qui apparait par exemple dans
le théoréme [CT12, 1.3.13|).

Notations

Dans ce papier, on désigne par V un anneau de valuation discréte
complet d’inégales caractéristiques (0,p), k son corps résiduel supposé
parfait, K son corps des fractions et m une uniformisante. Les faisceaux
seront notés par des lettres calligraphiques, leurs sections globales par la
lettre droite associée. Les modules sont par défaut & gauche. On notera avec
des chapeaux les complétions p-adiques et si £ est un faisceau en groupes
abéliens, alors on posera &g := &€ ®z Q. Soit A un faisceau d’anneaux sur
un espace topologique X. Si % est 'un des symboles +, — ou b, D*(A)
deésigne la catégorie dérivée des complexes de A-modules (a gauche) vérifiant
les conditions correspondantes d’annulation des faisceaux de cohomologie.
Lorsque ’on souhaite préciser entre droite et gauche, on précise alors comme
suit D*(8A) ou D*(A%). On note DP | (A) la sous-catégorie pleine de D(A)
des complexes & cohomologie cohérente et bornée. On suppose (sans nuire a
la généralité) que tous les k-schémas sont réduits et on pourra confondre les
diviseurs avec leur support. Les V-schémas formels seront indiqués par des
lettres calligraphiques ou gothiques et leur fibre spéciale par la lettre droite
correspondante.
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§1. Préliminaires topologiques

Notons € la catégorie des K-espaces vectoriels topologiques localement
convexes. Notons © la sous-catégorie pleine de € des K-espaces séparés
et complets. On remarque qu’un morphisme surjectif V' — V" de € est le
conoyau de son noyau dans € si et seulement si V' est muni de la topologie
quotient.

1.1 Espaces de type LB

Nous agglomérons ce dont nous aurons besoin sur les K-espaces de type
LB, surtout du lemme 1.1.7 mais aussi de sa preuve (voir ’étape 2 de la
preuve de 3.4.6).

1.1.1. Soit (V;)ier un systéme inductif filtrant de €. Posons V := lim, V;
la limite inductive calculée dans €. En tant que K-espace vectoriel, V est la
limite inductive de (V;);er calculée dans la catégorie des K-espaces vectoriels.
La topologie localement convexe sur V' est la plus fine rendant continu tous
les morphismes canoniques V; — V.

Remarque 1.1.2. Soit (V;)ier et (W;);er deux systémes inductifs filtrants
de €, f;: V; — W; une famille compatible de morphismes de € et f: hgl V, —
li ; W; le morphisme de € induit par passage a la limite inductive. Si pour
tout ¢ I'image de f; est dense dans W;, alors I'image de f est dense.

En effet, si F' est un fermé de hgll W; contenant 'image de f, alors I'image
inverse de F' sur W; est un fermé contenant I'image de f; qui est dense dans
W;. La fleche canonique W; — hﬂz W; se factorise donc toujours via W; — F.
D’ou F = hﬂz W.

LEMME 1.1.3. Soit (V;)ier et (W;)ier deux systémes inductifs filtrants de
&, fi: Vi = W; une famille compatible de morphismes surjectifs, stricts de
Cetf: hglZ V,— hgqZ Wi le morphisme de € induit par passage a la limite
inductive. Alors f est un morphisme surjectif strict.

Démonstration. La surjectivité de f est déja connue. Posons W :=
ligli W;. Comme le morphisme f est continu et surjectif, la propriété
énonant que f est strict est alors équivalente & la propriété suivante : tout
morphisme g: W — W’ tel que g o f soit continu est lui-méme continu. Soit
g: W — W' tel que go f soit continu. Notons g;: W; — W' le composé du
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morphisme canonique W; — W avec g. Comme f; est surjectif et strict, et
comme g; o f;: Vi = W' est continu (car composé de V; =V avec go f),
les morphismes g; sont alors continus. D’aprés la propriété universelle de la
limite inductive, g est donc aussi continu.

LEMME 1.1.4. Soit (V;)ier un systéme inductif filtrant de € et J une par-
tie cofinale de I. On dispose de I’homéomorphisme canonique @jej‘/j =
@ielw dont la bijection sous-jacente est la bijection canonique.

Démonstration. Standard.

DEFINITION 1.1.5. Un K-espace de type LB est un K-espace localement
convexe séparé V tel qu’il existe, pour tout entier m € N, des morphismes
continus de K-espaces de Banach V,,, — V,, 11 et un homéomorphisme de la
forme hgm Vi — V.

Remarque 1.1.6. Dans la définition de K-espace de type LB de 1.1.5 et
avec ses notations, il n’est pas restrictif de supposer que les morphismes
Vin = V41 soient injectifs. En effet, si Pon note jp,: Vi, =V, Wy, =
Vin/ ker j,, muni de la topologie quotient, topologie qui en fait un K-espace
de Banach (car V est séparé donc W, est un quotient séparé d’un K-espace
de Banach), on vérifie par propriété universelle que les morphismes K-
linéaires canoniques réciproques hglmvm — hﬂme et hﬂme — lingm
sont continus.

LEMME 1.1.7. Un quotient séparé d’un espace de type LB est un espace
de type LB.

Démonstration. Pour tout entier m € N, donnons-nous des monomor-
phismes continus de K-espaces de Banach V,, — Vip4+1. On note V :=
liglm Vin €t ip: Vi, < V' les monomorphismes continus canoniques. Soit
G :=V/W un quotient de V qui est séparé. Notons G(™ :=V,, /i 1(W)
muni de la topologie quotient, i.e. telle que la surjection canonique
T Vin = G™) soit stricte. Notons Jm: Gm @ I'injection canonique.
Comme j,, o T, est continu et comme 7, est strict, j,, est donc continu.
Comme G est séparé, il en est alors de méme de G, Ainsi G™) est un
K-espace de Banach. Il découle de 1.1.3 que le morphisme de gauche du
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diagramme canonique

i, G "~ G

(1) \ }
i, Vi =V

est un épimorphisme strict. Comme il en est de méme du morphisme de
droite et comme l'isomorphisme du bas est un homéomorphisme, il en est
donc de méme de I'isomorphisme du haut.

1.2 Topologie projective d’un produit tensoriel sur une K-
algébre

Soit D une K-algebre (sans topologie et non nécessairement commutative)

telle que K soit dans le centre de D. Notons €p, (resp. €p4) la sous-

catégorie pleine de € des objets de € tels que la structure de K-espace

vectoriel se prolonge en une structure de D-module & gauche (resp. a droite).

1.2.1. (Application D-balancée continue et complétion.) Soit V' un objet
de €p 4, W un objet de €p 4 et U un objet de €. On munit V x W de la
topologie produit, 7.e. V' x W est le produit calculé dans €. Soit 5: V X
W — U une application D-balancée, i.e. une application K-bilinéaire telle
que pour tout v € V', tout w € W et tout d € D, on ait f(vd, w) = (v, dw).
Par K-bilinéarité de 3, si L est un sous-V-module (resp. un réseau de U
au sens de [Sch02, 2.1]) de U, alors 371(L) est un sous-V-module (resp. un
réseau) de V' x W. De plus, d’apreés [Sch02, 17.1], comme [ est K-bilinéaire,
I’application [ est continue si et seulement si elle I'est en zéro, i.e. pour
tout sous-V-module ouvert de L de U, il existe des sous-V-modules ouverts
respectivement M de V et N de W tels que S(M x N) C L.

Supposons [ continue. On dispose alors du morphisme K-bilinéaire
Hm V' < W/M x N — Jim V/L,ou L (resp. M, resp. N) parcourt les réseaux
M,N L
ouverts de U (resp. V, resp. W). On note B: V x W — U cette application.

Comme les réseaux ouverts de U sont de la forme hén Lo/L ou Ly est un
L
réseau ouvert de U et . L parcourt les réseaux ouverts de U inclus dans Ly (et

de méme pour V x W) on vérifie alors que ﬂ est contlnue Comme l'image
de V x W dans V x W est dense, on vérifie que B est I'unique application
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K-bilinéaire continue induisant le carré commutatif :

<V
@)

\

S =

(2)
5

—_—

W
W

<
X > X

En revanche, pour que B\ soit D-balancée, il faut des hypothéses topologiques
sur D (voir 1.3.4).

1.2.2. Soit V un objet de €p 4 et W un objet de €p 4. En munissant
V x W de la topologie produit, la topologie projective sur le produit tensoriel
V ®p W est la topologie K-localement convexe la plus fine telle que le
morphisme K-bilinéaire canonique py,: V x W —V ®@p W soit continu.
Ainsi, un réseau L CV ®@p W est ouvert si et seulement si p(/%,V(L) est
ouvert. Comme nous ne considérerons que des topologies de type projectif
sur les produits tensoriels, nous pourrons omettre d’indiquer le qualificatif
« projectif ».

L’objet V ®p W vérifie la propriété universelle : pour toute application
D-balancée et continue de la forme ¢: V x W — U, il existe un unique
morphisme dans € de la forme 0: V ®@p W — U tel que 0 o pyw = ¢.

On en déduit que ’on obtient en réalité le bifoncteur canonique

—Q®p —: Q:D,d X Q:D,g — C.

LEMME 1.2.3. Soit V un objet de €p 4 et W un objet de €p,. On
suppose qu’il existe un sous-V-module Vo de V' (resp. Wy de W) tel qu’une
base de wvoisinages de zéro de V (resp. W) soit donnée par la famille
(P"Vo)nen (resp. (p"Wo)nen). Notons Up :=< pyw (Vo x Wy) >, ot <?>
désigne le «sous-V-module de V @p W engendré par 7 ». Alors une base
de voisinages sur V. @p W muni de sa topologie canonique (voir 1.2.2) est
donnée par (p"Up)nen-

Démonstration. Comme Vy et Wy sont des réseaux respectifs de V' et
W, Uy est un réseau de U. Pour tout entier n € N, comme p‘_,},V(p"Uo) D
p" (Vo x W), les p™Uy sont donc des ouverts de V ®@p W. Réciproquement,
soit L un sous-V-module ouvert de V ®@p W. Il existe alors un entier n assez
grand tel que p‘le (L) D p™(Vo x Wp). Comme L est un V-module, on a alors
L o< pyw(p™(Vo x Wo)) >=p*" < pyw (Vo x W) >= p"Up.
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1.2.4. Soit D' — D un homomorphisme de K-algebres tel que K soit
aussi dans le centre de D'. Soit V un objet de €p 4 et W un objet de
Cp,g- Comme le composé¢ V x W =V @p W =V @p W est le morphisme
canonique, par définition des topologies définies sur V @pr W et V@p W,
I’épimorphisme V @p W — V ®p W est donc strict.

LEMME 1.2.5. Soit V.— V" (resp. W — W" ) un épimorphisme strict de
Cp.a (resp. W un objet de €p 4). Les épimorphismes VQp W —V @p W
et VeopW —V"@p W sont alors stricts.

Démonstration. Par symétrie, vérifions-le seulement pour le premier.
Soit L un réseau de V @p W”. Comme V x W — V x W est strict, par
définition de la topologie sur V ®@p W, L est ouvert si est seulement si son
image inverse sur V x W est un ouvert. Par définition de la topologie sur
V ®p W, cela équivaut au fait que son image inverse sur V ®@p W soit un
ouvert. D’ou le résultat.

Nous ne devrions pas avoir besoin des deux lemmes qui suivent, mais cela
vaut sans doute la peine de les écrire.

LEMME 1.2.6. Soit (V;)icr un systeme inductif filtrant de €p 4, (W;)ier
un systeme inductif filtrant de €p 4, U un objet de €, B;: V; x W; — U une
famille compatible d’applications D-balancées continues. Alors I’application
D-balancée 3 := hgz\/; X W; — U est continue.

Démonstration. Notons g;: V; x W; — hg”lZVZ x W; les applications D-
balancées continues canoniques. Soit L un réseau ouvert de U. Le lemme
découle alors de légalite B~H(L) =", 9:(B;1(L)).

LEMME 1.2.7. Soit (V;)icr un systéme inductif filtrant de €p 4 et W un
objet de €p 4.

(1) Le morphisme canonique lim, (VixW)— (hﬂz Vi) x W est un homéo-
morphisme.
(2) On dispose alors de l'isomorphisme canonique dans € de la forme

lim, (V; @p W) —> (lim, V;) ®p W.
Démonstration. Notons V :=1i ; Vi et f;: V; = V les morphismes canon-

iques. Traitons d’abord la premiére assertion. Par définition de la topologie
sur la limite inductive, la bijection canonique hﬂz (Vix W)=V xW est
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continue. Soit (L;)jer une famille de réseaux ouverts de (V;);er et (M;)ier
une famille de réseaux ouverts de W. Il s’agit de vérifier que Y. fi(L;) x
M; est un ouvert de V x W. Cela résulte immédiatement de l’inclusion
Yicr filLi) x M; D (3 ;¢r fi(Ls)) x M;, valable quel que que soit ig € I (en
effet, on utilise la relation (z,y) = (z,0) + (0,y) pour = € . fi(L;) et
/RS Mio)'

Vérifions a présent la seconde assertion, i.e. le K-espace localement
convexe V ®p W vérifie la propriété universelle de la limite inductive dans
¢ du systéme (V; @ p W);er : si P'on se donne une famille compatible de
morphismes de € de la forme V; ®p W — U, alors ils se factorisent de
maniére unique en un morphisme K-linéaire de la forme V @p W — U.
Pour vérifier que celui-la est continu, il faut et il suffit que le composé
VXW—=V®pW-—=U le soit. Or, comme toutes les applications D-
balancées V; x W — U sont continues, d’aprés 1.2.6, il en est de méme de
I’application D-balancée hﬂz (Vi x W) — U. On déduit alors de la premiére
assertion du lemme que le morphisme canonique V' x W — U est continu.
D’ou le résultat.

1.3 Complétions de produit tensoriel de modules localement
convexes

1.3.1. Avec les notations de 1.2, soit V' un objet de €p 4 et W un objet
de €p 4. On note V@pW le séparé complété de V @p W et tvw: V ®p
W — V&pW le morphisme canonique. Il résulte de la propriété universelle
du produit tensoriel et de celle du séparé complété la propriété universelle
suivante : pour toute application D-balancée et continue de la forme ¢: V x
W — U avec U € @, il existe alors un unique morphisme dans © de la forme
0: VRpW — U tel que 6o VW o py,w = .

On obtient ainsi le bifoncteur canonique

—@D—: CpaxC€pgy—9.

DEFINITION 1.3.2. Soit D une K-algébre telle que K soit dans le centre
de D.

(1) On dit que D est une K-algébre localement convexe si D est munie
d’une topologie K-localement convexe, telle que la multiplication soit
une application K-bilinéaire continue. Un morphisme de K-algébres
localement convexes est un morphisme de K-algébres qui est continu
pour les topologies respectives. On dit que D est une K-algébre de
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Banach si D est une K-algébre localement convexe dont la topologie
sous-jacente en fait un K-espace de Banach.

(2) Soit D une K-algébre localement convexe. Un D-module & gauche
localement convexe est un D-module a gauche M muni d’une topologie
K-localement convexe telle que la loi externe structurale D x M — M
soit une application K-bilinéaire continue. Un D-module & gauche
de Banach est un D-module & gauche localement convexe dont la
topologie sous-jacente en fait un K-espace de Banach. Un morphisme
de D-modules a gauche localement convexes (resp. de Banach) est un
morphisme de D-modules & gauche qui est aussi un morphisme de K-
espaces localement convexes (resp. de Banach).

De méme en remplacant & gauche par a droite.

LEMME 1.3.3. Soit D une K-algébre localement convexe et ¢p: M — N
un morphisme de D-modules & gauche (resp. a droite) localement convezes.

(1) La structure de K-espace localement convexe séparé complet sur D se
prolonge en une structure canonique de K-algébre localement convezxe.
De plus, le morphisme canonique D—D est un morphisme de K-
algébres localement convezes.

(2) Le morphisme induit par séparée complétion 5: M — N est un mor-
phisme de D-modules localement convezes. De plus, le morphisme
canonique M — M est un morphisme de D-modules localement con-
vexes.

Démonstration. Contentons-nous de prouver le cas non respec-
tif. D’aprés 2, Dapplication K-bilinéaire continue structurale canonique
pp: D X D — D induit 'application K-bilinéaire continue p g := % D x
D — D s'inscrivant (de maniére unique) dans le diagramme commutatif :

95}

DxD—=D
(3) ) p
H“D
DxD —— D.
Comme les deux applications ppo (up xid), ppo (id x pp): D x D x

D—D c01nc1dent apres composition par le morphlsme canonique D X
D x D — D x D x D dont I'image est dense, on obtient ppo(pp xid) =
o (id x pugp), i.e. la multiplication est associative. On vérifie de méme les

autres propriétés qui font de D une K -algébre localement convexe. Il est
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clair que le morphisme continu canonique D — D est alors un morphisme
de K-algébres localement convexes.

D’apres 1.2.1, les applications K-bilinéaires continues structurales canon-
iques ppr: DX M — M et MN D x N V — N 1ndulsent les apphcatlons K-
bilinéaires continues fig; : =g Dx M- M et B = [IN Dx N —N.
De méme, on vérifie que pg; et pg induisent respectivement une structure

—

canonique de D-modules localement convexes sur M et N. Comme le

diagramme
~ — IJ‘M
DxM —= M
¥ idxo Vo
~ o~ My A
DxN ——= N

est commutatif aprés composition par D x M — D x M dont I'image est
dense, celui-la est commutatif. D’otu le résultat.

LEMME 1.3.4. Soit D une K-algébre localement convexe, M un D-
module & droite localement convexe, N un D-module a gauche locale-
ment convexe et U un K-espace localement conveze. Sozt B M x N—>
U wune application D-balancée et continue. L’application ﬁ MxN-oU
(voir 1.2.1) est alors une application D-balancée et continue.

Démonstration. On sait déja que l'application B est continue. Consi-
dérons le carré :

MxDxN—> MxN
(4) idxpg V3
Mx N U

OU fig7: MxD— Met e D x N — N sont les applications K-bilinéaires
continues structurales canoniques. Comme I'image de M x D x N dans M x
D x N est dense, le carré 4 est donc commutatif car il ’est sans les chapeaux.

ProposITION 1.3.5. Soit D une K-algébre localement conveze, M un D-
module a droite localement convere et N un D-module a gauche localement
conveze. On dispose alors de lisomorphisme canonique dans ® de la forme :

M@DN% M@ﬁﬁ
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Démonstration. Par fonctorialité du foncteur séparée complétion, on
dispose du morphisme dans © de la forme : M&pN —~M @)B]/\\f . Pour
construire le morphisme quasi inverse, par propriété universelle du produit
tensoriel, il s’agit de définir canoniquement une application continue de
la forme M x N — M ®pN qui soit ﬁ—balancée, ce qui résulte aussitot
du lemme 1.3.4 appliqué a 8 égale a l'application canonique M X N —
M ®p N.

§2. Espaces de type LB en théorie des D-modules arithmétiques

Sauf mention explicite du contraire, nous utiliserons les notations et
hypothéses suivantes : soit X un V-schéma formel affine, lisse, muni
de coordonnées locales ti,...,tq et soit 0Oq,...,0g les dérivations
correspondantes. On note Z:=(\_; V(t;) et u: Z< X l'immersion
fermée induite. Soit © =V (teq1 - - - tf) un diviseur & croisements normaux
strict de X tel que u~(®) soit un diviseur & croisements normaux strict
de Z. On pose Xf:= (X,D), 28:=(Z,u"'D) et uf: Z — X Pimmersion
fermée exacte de schémas formels logarithmiques lisses sur V. Soit f € Ox
et fo € Ox sa réduction modulo 7 telle que T :=V(fy) soit un diviseur
de X tel que U:=TNZ soit un diviseur de Z. Soit A\g: N— N une
application croissante telle que A\o(m) > m, pour tout m € N. Pour alléger
les notations, on pose alors ggem) (T):= gg\o(m))( T), g(m)(U) = B\(’\O(m))(U),

D .= gl (T)@Oxﬁ(m) et DI = g(zm)(U)®@ZD( ™) De meéme, on pose

xu (x) ()3611 Zn() (m) Zn() S(m)
filors Dxﬁezu =D ﬁezﬁ@)ozB ‘“ (U)7 Dgrgﬁxﬁ :B ‘“ (U)®Ongnﬁgxav
Dl et enfin D!

ZEXEQ T ﬂm zﬁ—>xﬁ@ w1z iy, D xm—zﬁ,(@

2.1 Topologies canoniques

2.1.1. (Topologie de Ox g-algébre localement convexe canonique (resp.
de Ox g-algébre normée) sur Ox(1T)g.) On définit les topologies suivantes.

e Pour tout entier m, la topologie canonique de Ox g-algeébre localement
convexe sur E;m) (T)qg est celle dont une base de voisinages de zéro est
(7" BY™ (1)) e

e On munit Ogg(TT)Q d’une topologie canonique de Ox g-algébre localement

ye . . ¥ ~ . (m)
convexe telle que 1 1s9m0rph1sme canonique Ox('T)g — lim By (T)o
soit un homéomorphisme (on remarque que d’aprés 1.1.4; cela ne dépend
pas de 'application \g).
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e Comme (),cy p"Ox[%]T = {0} et comme on dispose de lisomorphisme
canonique Ox(TT)g — Ox[%]}( (voir la preuve de [Ber96, 4.3.2]), on
munit alors Ox(TT)Q d’une structure de Oy g-algébre normée (& ne pas
confondre avec la topologie canonique induite par la limite inductive) dont
une base de voisinages de zéro est donnée par (p”Ox[%}T)neN. Muni de
cette topologie, Ox(TT)Q est normée mais pas de Banach : son séparé
complété est O%{%}K. Rappelons enfin que comme Ox(TT)g — Ox[%];(,
alors Ox(TT)q est noethérien (voir [Ful69]).

e Comme nous préférons travailler avec des K-espaces de type LB (voir le
lemme 2.2.5), nous prenons par défaut la topologie canonique de Ox g-
algébre localement convexe sur Ox(1T)g (définie dans le deuxiéme point).

2.1.2. (Faisceaux des opérateurs différentiels.)

r(m)

e Pour tout entier m > 0, on munit canoniquement D, 0

Ea(em) (T")g-module de Banach, i.e. les p”ﬁgﬁn) avec n € N forment une base
de voisinages de zéro. On dispose de méme d’une structure canonique

de E(m)(U Jg-module de Banach sur respectivement D(Zﬁ)(@, E(ZWﬁLLxﬁQ
et D( ™)

20 via la base de voisinages de zéro d’ouverts donnée par
( 7 (m)

respectivement (p”DZ”;))neN, (anzuﬁxu)neN et ( D;uizu)neN
e La topologie canonique sur la Ox g-algebre D (TT )o est la topologie

d’une topologie de

limite inductive dans € via D;u(TT) =lim D 3611 Q’ ol les 5%??@ sont

munis de la topologie définie ci-dessus. Une base de voisinages de zéro
de D;u ('T)q est donc donnée par la famille Y oc_ p™m Dgun), ol (Nm)meN
Hm)  _

parcourt les suites d’entiers positifs et o I'on a noté »_ > P Dy
lim Dm0 P Dggf)-

neN

e De méme, on définit respectivement sur DJr ( U)o gl Zﬁ Q’
1l 1 7(m)
Dzﬂa%ﬁ,t@ _%szﬁafﬁ,Q et Dasuezﬁ,(@ lﬂ _{ﬂezﬂ @ uue topologie

canonique de Oz g-module localement convexe. On remarque que d’aprés
le lemme 1.1.4, on peut remplacer I'indice N par un sous-ensemble cofinal
sans changer la topologie.

2.1.3.  (Topologie canonique d’un D;u (TT)g-module cohérent.) Soit

E un D;ﬂ(TT)@—module cohérent. On le munit d’une topologie canon-
ique de Ox g-module localement convexe de la maniére suivante. D’aprés
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(mo)
x4,Q

E(m0) et un isomorphisme D;u (TT)g-linéaire de la forme e: D;ﬁ (7)o ®5§Z§‘;§

[Ber96, 3.6], il existe pour mg assez grand un D) module de type fini

E(mo) =5 E. Pour tout entier m > my, posons (™) := ﬁggz?@ ® 55(mo) E(mo),
) xﬁ Q
(m)
%u7(@
type fini de Banach (égale a la topologie quotient via un épimorphisme de la
7(m)

forme (Dxu,(@

la forme (5;??@)7“ — (5%?&1))7" sont continus, on en déduit que le morphisme

canonique E(™) — E(m+1) est continu. On munit E d’une topologie de

On munit E(™) de la topologie canonique qui en fait un D™ _module de

)" — E(™). Comme pour tout m les morphismes canoniques de

D;u (TT)g-module cohérent localement convexe qui fait de e: ling(m) =

E un homéomorphisme. Cela ne dépend pas du choix de (mg, E (mo) €). En

~(mg)

xn7?Q

isomorphisme D;ﬁ (TT)@—linéaire de la forme €' : D;ﬁ (TT)Q ® 5(mo) E/mg) =y
E2:0)

effet, soit pour my, assez grand un D.., % -module de type fini E’ (m0) et un

xﬁ7@

E. Pour m >mj, posons E'(") .= ) ®5(m6) E'(M0) . D’aprés [Ber96,
xt,0
3.6.2], pour m{; assez grand, il existe pour tout m > my des isomorphismes

ﬁgg?@—linéaires em: E'M) =5 E(M) tels que eoel = ¢, avec el := lim €.
Or, d’aprés [BGR&4, 3.7.3] (en effet, on remarque que la commutativité des
anneaux est superflue), les €, sont des homéomorphismes. Par passage a la
limite, on en déduit que €' est un homéomorphisme. Dot la canonicité de

la topologie (on utilise aussi 1.1.4).

2.1.4. (Topologie canonique d'un Ox(T")g-module de type fini.) Soit F
un Ox("T)g-module de type fini. D’aprés [Ber96, 3.6.2], il existe, pour mg
assez grand, un Eg(emo)(T)Q—module de type fini E(™0) et un isomorphisme

Ox(1T)g-linéaire de la forme ¢: Ox(TT)g ® E(mo) =5 E. Pour tout

5(mo)
~ Bx (T)Q
entier m > myg, posons E(™ := Ba(em) (T)o ®50m0) (1) E(0) On munit £
x Q

(m)

de la topologie canonique qui en fait un E}: (T)g-module de type fini de
Banach (égale a la topologie quotient via un épimorphisme de la forme
(E;m) (T)g)" — E(™)). Comme, pour tout m, les morphismes canoniques
de la forme (Egn) (T)q)" — (Ej(eerl)(T)Q)T sont continus, on en déduit que
le morphisme canonique E(™) — E(™+1) est continu. On munit £ d’une
topologie de Ox(TT)g-module de type fini localement convexe qui fait de
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€: liglmE(m) —s E un homéomorphisme. De maniére analogue & 2.1.3, on

vérifie que cela ne dépend pas du choix de (mg, E(™0) ¢).

2.2 Cas des isocristaux surconvergents
Rappelons les conventions suivantes.

DEFINITION 2.2.1. Un isocristal sur XF surconvergeant le long de T' est
un D;n (TT")g-module cohérent qui est aussi un Ox(17")g-module localement
projectif de type fini.

LEMME 2.2.2. (Topologie canonique d’un log-isocristal surconvergent)

Soit E un D;u(TT)Q—module cohérent qui soit aussi un Ox(1T)g-module
projectif de type fini pour la structure induite. La topologie sur E en
tant que D (TT)Q module cohérent est la méme que celle en tant que
Ox(TT)@ module de type fini. On Uappellera donc topologie canonique sur
l"isocristal surconvergent E.

Démonstration. De maniére analogue a [Ber96, 4.4.5| (voir aussi [Ber96,

(mo)

x,Q

de type fini topologiquement nilpotent £ (mo) qui est pour la structure induite

un Ba(emo)(T)Q—module de type fini et tel que & — DJr (1) @~ Bim o) Emo),
Do @

Or, d’apres [Ber96, 4.1.2], la topologie canonique de E(m0) en tant que

7 (mo)
x,Q°
module de type fini. De maniére analogue a |Ber96, 4.4.11], on vérifie que le

morphisme canonique

4.4.7]), quitte & augmenter A, il existe pour my assez grand un D) _module

E;mo)( T)g-module de type fini est la méme que celle en tant que D

E(mo)_>D( ) (mo) E( 0)

By (T)g @ o @50

B (1)

est un isomorphisme. D’ou le résultat.

LEMME 2.2.3.  Soit ¢: E— E' un morphisme de D;u(TT)Q—modules
cohérents (resp. de Ox(TT)g-modules de type fini). Avec E et E' munis des
topologies canoniques (voir respectivement 2.1.3 et 2.1.4), le morphisme ¢
est continu.

Démonstration. D’aprés [Ber96, 3.6], il existe pour un entier positif mg

gglg—modules de type fini ¢(mo)- (mo) _y

E'(m0) tel que D; (TT)@ & ~ (m ) qﬁ m0) soit isomorphe ¢. Comme (m0) et

assez grand un morphisme de D
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continu pour les topologies canoniques (voir [BGR84, 3.7.3]), il en résulte
que ¢ est continu. Le cas respectif se traite de la méme maniére.

LEMME 2.2.4. Soit ¢: E— E' un épimorphisme de D;u(TT)Q—moduleS
cohérents (resp. de Ox(TT)q-modules de type fini). Alors ¢ est un morphisme
strict.

Démonstration. D’aprés [Ber96, 3.6], il existe pour un entier positif mg

;u Q?—modules de type fini ¢(m0); E(mo)

E'(m0) te] que D (TT)Q ® 55 m )qﬁ mo) soit isomorphe a ¢. Comme on a

}:

D;ﬁ (7)o ®~(m0) coker(¢(™ ) {0} quitte a augmenter mg, on peut sup-
7 (m)

xQ
pour tout entier m = my, ces derniers étant d’ailleurs continus et StI‘lCtb pour
les topologies de Banach respectives (voir [BGR84, 3.7.3, corollary 5]). Par
passage a la limite, il en résulte que ¢ est strict (voir 1.1.3). Le cas respectif
se traite de la méme maniére.

assez grand un morphisme de D

poser que ¢ est surjectif. Il en est alors de méme de D ® D(m0> Plmo),

LEMME 2.2.5. La topologie de Ox qg-algeébre localement convere canon-
que sur Ogg(TT)@ est plus riche que celle induite par sa structure de Ox -
algébre normée. Pour la topologie canonique, on en déduit que Ox(TT)Q est
une Ox qg-algebre de type LB.

Démonstration. On dispose des isomorphismes canoniques Ox(1T)g —
Ogg[ }K et B( )( T) = 035{ —mgr} (voir la preuve de [Ber96, 4.3.2]).

I en résulte le morphlsme de V-algebres B(m)( )‘%Ox[%]T (pour

I'injectivité, voir [Ber96, 4.3.3.(ii)]). Le morphisme canonique de Ox -
algébres E;m) (T)g = Ox(TT)g est donc continu, avec Ox(TT)g muni de sa
topologie de Ox g-algébre normée. En passant & la limite, on en déduit le

résultat.

LEMME 2.2.6. Soit I C (Ox('T)q)" un monomorphisme de Ox(T)g-
modules. Alors I est fermé dans (Ox(TT)q)" pour la topologie induite par
la topologie canonique de (Ox(1T)q)".

Démonstration. Notons M := (Ox("T)q)" /I et My 'image du morphisme
composé (Ox[%ﬁ)r C (0O%("T)g)" — M. Munissons M de la topologie quo-
tient (pour la topologie canonique de (Ox(7T)g)"). Il s’agit ainsi de vérifier
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que M est séparé pour cette topologie. Or, comme pour tout entier n le V-
module p”(Ox[%]T)T est un ouvert de (Ox(1T)qg)" (voir 2.2.5), le V-module
p" My est alors un ouvert de M. En outre, comme Ox[%]-r est noethérien
et comme Ox[%]T — Ox{%} est fidélement plat, comme My est un Ox[%]T—
module de type fini, alors My est séparé pour la topologie p-adique (voir
[Mat89, Théorémes 8.10 et 8.12]), d.e. (,cn 2" Mo = {0}. 1l en résulte que
M est séparé.

PROPOSITION 2.2.7. Les Ox(1T)g-modules de type fini sont des Ox,0-
modules de type LB pour la topologie canonique. De plus, les sous—Ox(TT)@—
modules d’un Ox(TT)Q—module de type fini M sont fermés dans M pour la
topologie canonique de M.

Démonstration. Soit M un Ox(TT)g-module de type fini muni de sa
topologie canonique. Il existe un épimorphisme de O%(TT)Q-modules de la
forme (Ox("T)q)" — M. D’aprés 2.2.4, ce morphisme est strict pour les
topologies canoniques respectives. Il résulte alors de 2.2.6 que M est séparé
et donc M est un Ox g-module de type LB. Si M’ est un sous-Ox(T)q-
module de M, alors, grace a 2.2.4, le module M/M’ est séparé pour la
topologie quotient induite par M. D’ou le résultat.

Remarque 2.2.8.  Soit I C (D;n(TT)@)T’ un sous—D;u(TT)Q-module
cohérent. Soit J C (Ox(TT)g)" un sous-Ox("T)g-module. Il n’est pas clair
que ces inclusions soient strictes pour les topologies canoniques respectives ni
que I soit fermé dans (D;u(TT)Q)’”. Cependant, d’aprés une communication

de Tomoyuki Abe, les D;u(TT)@—modules cohérents sont aussi des espaces
de type LB.

2.3 Cas du faisceau des opérateurs différentiels de niveau fini a
singularités surconvergentes

ProposiTION 2.3.1.  Soit u: Z<— X wune immersion fermée de V-
schémas formels affines et lisses, © un diviseur & croisements nor-
maux strict de X tel que u'(D) soit un diviseur a croisements nor-
maux strict de Z. On pose X' :=(X,D), ZF:=(Z,u™'D) et uf: ZF—
XY Uimmersion fermée exacte de schémas formels logarithmiques lisses
sur V. Soit ¢ wun morphisme D;ﬁ(TT)Q—lméaz're a gauche de la
forme ¢: (D;ﬁ(TT)Q)T% (D;ﬁ(TT)@)S. Soit ¢ un morphisme D;ﬁ(TT)Q-
linéaire & droite de la forme : (D;u(TT)Q)T%(D;u(TT)@)S. Notons
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*

WS(6): (Dl 4 o) = (Dl e o)* et wi(®): (Dl 5, o) = (Dl 44 0)°
les morphismes D;n(TU)@—lméaires induits par fonctorialité. Les mor-
phismes ¢, uZ(qﬁ), u(v) sont continus pour les topologies canoniques respec-
tives (voir les définitions de 2.1.2).

Démonstration. (1) La continuité de ¢ résulte du lemme 2.2.3.

g

Oz g-linéaires surjectifs de la forme : (D;L€ﬁ (1T)g)" — (DJrZﬁ%%ﬁ Q)

un certain entier positif n. Comme u;(qﬁ) om =T o ¢, il suffit d’établir que

T est un~morphisme contigu et stric~t. Comme la surjection canonique
D;WQ_)D;?Lﬁ,Q envoie Dgﬁn) sur Dg;ixﬁ, celle-1a est donc continue.
D’aprés le théoréme de l'application ouverte de Banach, ce morphisme

surjectif et continu de K-espaces de Banach est donc strict. Il découle alors

(2) Vérifions a présent que u}(¢) est continu. Notons 7 les morphismes

" pour

du lemme 1.1.3 qu’il en est de méme par passage a la limite sur le niveau de

TT.
(3) On procéde de méme que pour 'étape (2) pour valider la continuité
de u}(v).
PROPOSITION 2.3.2.  Soit (Np)men une suite strictement croissante
(Nim

xqu) (muni de

la topologie limite inductive dans la catégorie des K-espaces localement
convezes) est un espace de type LB.

d’entiers positifs. Le K-espace localement convexe hglf)
m

Démonstration. D’ap()r(?s 1.1.4, il suffit de traiter le cas ot N,, =m.
m

x4Q
de lim ﬁggﬁ@ Notons L le sous-V-module de D;u(TT)@ des éléments qui
m

Comme les K-espaces D sont de Banach, il s’agit de vérifier la séparation

s’écrivent sous la forme 7 na akﬁgﬂ avec ay € O;{[%]T (on demande bien
str que la série converge dans D;ﬁ ('T)g). Or, comme p"L Dp”D;ﬂ(TT) =
xt

unicité de I'écriture sous la forme ), na aEQLE] des éléments de L, on vérifie
que (,eny "L = {0}. On obtient donc la séparation voulue.

Yoo p”ﬁ(m) alors p" L est un ouvert de D;u (TT)Q pour tout entier n. Par

PROPOSITION 2.3.3. Les topologies canoniques sont celles définies
en 2.1.2.

(1) Pour tout entier m € N, soit V™) un D(ZW;)(U)@—module a gauche locale-

ment conveze et V™ — VD un morphisme continu. Soit (Nm)menN
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et (N} )men deux suites strictement croissantes d’entiers positifs. Avec
les notations de 1.3.1, l’isomorphisme canonique

(m)
(5) lﬂ xﬁezﬂ Q®Dzu,@v ) lﬂ xﬁgzﬁ @®n_ V"
est alors un homéomorphisme.
(2) Les K-espaces localement convezes

. =~ (Nm) 7(m)
i Do € 1, xﬁezﬂQ@)Dza@Dzmqu

sont des K-espaces de type LB.

Démonstration. On résout la premiére assertion de maniére analogue
a 1.1.4. Pour la seconde assertion, on procéde de maniére analogue a 2.3.2.

§3. Préservation de la cohérence par foncteur cohomologique local

Soit u: Z <+ X une immersion fermée de V-schémas formels séparés,
quasi compacts et lisses, et T" un diviseur de X tel que U :=T N Z soit
un diviseur de Z. Soit ® un diviseur & croisements normaux strict de
X tel que u1(®) soit un diviseur a croisements normaux strict de Z.
On pose XF:= (X,D), 2! := (Z,u'D) et uf: Z¥ — XF 'immersion fermée
exacte de schémas formels logarithmiques lisses sur V. Soit Ag: N— N
une application croissante telle que Ao(m) > m, pour tout m € N. Pour

alléger les notations, on pose alors g;m)(T) = B\go(m))(T)’ E(Zm)(U) =

B @), DY =By (1) 80, DY et DI = BY (U)B0,DUY. De
111Téme, Dg&?igu —Dgig@ozlg(m)(lfh D;?Lxu —Bgzm)(U)‘@OzDgnguv
D et D!

zioxrg— iy, D zﬁ—>xﬁ@ xtezig— iy, D xﬁeZﬁQ

3.1 Images inverses par une immersion fermée de V-schémas
formels affines et lisses
On suppose dans cette section que X est affine.

LEMME 3.1.1. (Théorémes de type A et B)  Les morphismes canon-
iques Oz @0, Dgﬁn) — D;";L%u, Oz ®0, Dgun?@ — Dgflxu 0 et Oz ®0o,
D;rgu (T)o — DTzu_mi,Q sont des isomorphismes.

De plus, pour tout entier ¢ > 1, H1(Z, D(,g) ;) =0, HI(Z, D) )=

ZEXtQ
0 et HI(Z,DL, 4, o) =0.

https://doi.org/10.1017/nmj.2019.16 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2019.16

PRESERVATION DE LA COHERENCE PAR IMAGE INVERSE EXTRAORDINAIRE 145

Démonstration. Comme le foncteur I'(Z, —) commute aux limites projec-
tives, on vérifie que le morphisme canonique Oz ®o, D( m D( ) x estun
isomorphisme. Comme le foncteur I'( Z, —) et le produ1t tensorlel commutent
a la tensorisation par Q (car Z est noethérien) et aux limites inductives
filtrantes de faisceaux sur Z, on en déduit les deux autres isomorphismes.

On procéde de méme pour les annulations, les propriétés satisfaites par
le foncteur I'(Z, —) que l'on a utilisées étant toujours valables pour les
foncteurs dérivées H1(Z, —) (voir [Ber96, 3.3.2, 3.4.0.1 et 3.6.5]).

NOTATIONS 3.1.2.  (Images inverses dérivées gauches.) Soit FE(™)

un E;Té-module cohérent & gauche. On pose &£ .= plm 3@ @~

= (m)
b xt0

définit les foncteurs images inverses dérivées gauches en posant

]Lu*(E(m)) = 5;”;)_>xu’(@ @%(?) Em) - Ly* (g(m)) : (ZT;L) .0 ®~(7;1) gm).
X5,Q x5Q

A N _pf L -
De la méme maniére, Lu*(E):= Dz x0 ®D;u(TT)Q E et Lu*(€):=
D;uﬁxu@ (X%; ,(T)g £. On remarque que les notations sont justifiées par le

lemme 3.1.1 et correspondent aux foncteurs Lu* calculés dans la catégorie

des Ox g-modules ou Oy g-modules. Enfin, d’aprés les théorémes de type A,
~(m)
XtQ
cette forme (voir respectivement [Ber96, 3.4 et 3.6.5]).

tous les D, - -modules cohérents et les D;ﬁ (TT)g-modules cohérents sont de

De méme, en remplagant ?z:_ 31 g par 7xs, z: g, on définit le foncteur

Lu* pour les modules & droite. Par exemple, si E(™) est un D;ug@ module

Enfin, si 'on

cohérent a droite, on pose Lu*(E(™) .= F ®HB<?) D(m) 2t
X

veut préciser que l'on a affaire & des modules a é;auche (resp. & droite), on
pourra noter Luj (resp. Luy) a la place de Lu*.

LEMME 3.1.3. Avec les notations et hypothéses de 3.1.2, on dispose alors
des isomorphismes canoniques
(6) Lu*(E™) = RO(Z,Lu* (M), Lu*(E) = RI(Z,Lu*(£)).

Démonstration. Le premier se traitant de maniére analogue, contentons-
nous de vérifier le dernier isomorphisme. Soit P°® une résolution gauche

de E par des D;ﬁ(TT)@—modules libres de type fini. Le complexe P°®:=
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D;ﬁ(TT)@ ®D;ﬁ(TT)@ P* est alors une résolution gauche de &£ par des

D;ﬁ(TT)Q—modules libres de type fini. On dispose alors des isomorphismes
canoniques :

: L .
D10 ®pt, (my, B¢ DL xeq @t (my, P

~ T
— F(Z7 Dzﬁ*)_‘{ﬁ’(@ ®D;ﬁ (TT)Q

~

Pt — I(z, Dzﬂaxﬁ - 1Dl (FT) uTIPY)

RI(Z, D! u”'P*) =5 RI(Z, D! uE),

ZixtQ ® —1DT ,(1T)g ZE5XEQ ®u 1DTn(TT)

I’avant-dernier isomorphisme résultant du fait que les ol -modules

Zix1,Q
libres sont I'(Z, —)-acycliques (voir le lemme 3.1.1).

Remarque 3.1.4. Comme les DT ,(IT)g-modules cohérents (resp. les

ZS;ﬁ 3@ modules cohérents) vérifient le théoréme de type B (voir [Ber96,
3.6.4]), on aurait pu utiliser les résolutions de Koszul pour valider le lemme

3.1.3 ci-dessus.

3.2 Image directe de niveau m : exactitude

Pour faire des calculs en coordonnées locales, nous utiliserons les notations
et hypothéses suivantes : on suppose que X est affine, muni de coordonnées
locales ti,...,tq telles que Z:=()_y V(t;), ® =V (tex1---ty) et que
u: Z < X soit 'immersion fermée induite.

NoraTIONS 3.2.1.  Pour tout entier m >0, on pose D(ZY?)(U) =

BY (V) ®o, DY et DY) (V) =D, ®0. BY)(U). On munit

D(ZT?) (U)q (resp. Dggfizu (U)q) d’une structure de E%m) (U)q-algebre normée

dont une base de voisinages de zéro est donnée par la famille (p”D(ZT;L) (U))nen

(resp. (p ”D;Tizﬁ(U))neN). En d’autres termes, ce sont les topologies

provenant des normes induites wvia les inclusions D(;;)(U )Q %D(Z,r?)@ et

Dggbizu((] Jo — Dgeﬁizﬁ o De plus, on remarque que le séparé complété

de D(Zn;)(U)Q (resp. D;uizﬁ(U)@) est D(Zﬁ )Q (resp. ﬁgglizu@)

7 (m)
ZLQ

de Banach (voir la définition 1.5.2 et la topologie canonique de 2.1.2). On

LEMME 3.2.2. Soit V' 7 1% 7 V" une suite exacte de D -modules
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suppose de plus que ¢ et 1 sont des morphismes stricts. Les suites

~(m) / ~(m) ( ) 1"
D}:”(—Zji,(@ ® (ﬂ;)(@ V 1—>d® D%M—Z“,Q ® (m) V d®1/; 3€ﬁ<—2ﬁ Q ®D(m)@ V 5
(7)
DY L oBpem VI — D) L @ V— DY L, @i V
Xtezt Q¥ Dl Xt 2zt QO D Xzt Q D<m>

z#,0 id®¢ zt0 id®y

(8)

sont alors exactes et leurs morphismes sont stricts.

Démonstration. (1) Supposons d’abord que l'on dispose en réalité
de la suite exacte 0 — V' 7) 174 7 V" — 0. Pour tout k€ N¢ en iden-

tifiant N® & un sous-ensemble de N? wvia Dinclusion k= (ki,...,ke)

(K1, .5 ke, 0,...,0), notons & ) I'image de 9<E>(m) (comme k € N¢, on

remarque que 9<E>0m) = 9y ’>(m)) via la surjection canonique D( )(U)@ —

D;T()_Zu (U)g. Les éléments du K-espace vectoriel D;u)_Zﬁ U)o ® V

D(m)( )
s'écrivent de maniére unique sous la forme ;e &k, (m) © Tk, la somme
étant finie et x € V. D’aprés 1.2.3, si I'on note Vy le sous-V-module de
V' des éléments de norme inférieure ou égale a 1 et Uy le sous-V-module
de D;:M)—Zﬁ(U)@ ®D<m)( D) V engendré par I'image canonique de la fléche

D™ _(U) x Vo — D( ™ (U)g®

izt Tz V', alors une base de voisinage

D (U)g

de D™ (U)o ®p, (m)

ezt V est donnée par la famille (p"Upy)pen. On en

(U
déduit que la topologle canonique sur D;M)— o (U)o ® P (W) V est induite
zt

par la norme |3, cye &k (m) @ Tk ||= maxy [|zg|. On a la méme description
pour V' ou V" A la place de V. On obtient alors la suite exacte courte de
K-espaces normés

0-D% . (U)ge

V' — Dggfizu U)o ®D(m)(U)@
=zt

DY (U)g

(9) VoD (U)g®

"
ezt V' —0,

DU (W)g
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dont tous les morphismes sont stricts (pour celle de linjection, c’est
évident d’aprés la description de leur norme;pour celle de la surjection,
on peut par exemple invoquer 1.2.5 ou bien faire le calcul). Or, d’apres la

H(m)
Z:,Q

canonique D;uizﬁ(U)@é? (U)QV—>D( ™) ®=~ o V est un isomor-
£0

proposition 1.3.5, comme V est un D’ -module de Banach, le morphisme

X1zt Q D
phisme. Comme le foncteur de séparée complétion transforme les suites
exactes courtes dont les applications sont des morphismes stricts de K-
espaces normés en des suites exactes courtes dont les applications sont des
morphismes stricts, on obtient la suite exacte

(10)

0— DY o V’ — Dl DY i

1!
ezt Q® By ezt Q® By ®Dgg>@v —0

dont les morphismes sont stricts. Comme D( ™) est plat & gauche sur

)
D(Zn;)(@, on dispose de la méme suite exacte que 10 oit I'on remplace ® par ®.
Le morphisme surjectif de cette derniére suite exacte est strict grace a 1.2.5.

Enfin, le caractére strict du morphisme injectif résulte quant a lui du fait

qu’en le composant avec le monomorphisme strict D;:M—Zﬁ Q®pm V-
ztQ
Dgg?_ Zﬁ,@® D(’"> V', on obtienne encore un monomorphisme strict.

(2) En decomposant les suites exactes en suites exactes courtes, on obtient
le résultat.

LEMME 3.2.3. Soit m' >m deuzx entiers, V un D;ﬁ)Q-module de

Banach et V' un D(zu é—module de Banach (voir la définition 1.3.2). Soit
r(m)

¢: V=V’ un monomorphisme de Dzu 0

blggl()_zﬁ,(@@l)(m) V—>D§€ﬁ<_)ZnQ® n V' canoniquement induit par ¢ est

-linéaire. Le morphisme continu

D<m
alors injectif.

Démonstration.  Notons & () limage de 0 via la surjec-

tion canonique D( )(U)Q—»D( ) z:(U)g. D’aprés la preuve de 3.2.2,

le K-espace de Banach D( ® n V' est le K-espace des élé-

)

«zZt Q< plm
zt,
ments s’écrivant de maniére unique sous la forme ), ne & (mr) @ T,
la somme étant infinie mais la suite des éléments z) € V' tendant

vers zéro lorsque |k| tend vers l'infini. Comme &g () = A, (m,m!)Ek,(m)>
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pour un certain Ay (mmy € V' \ {0}, on vérifie alors que le morphisme

canonique ng)_zu(U)@(X) m) V- D;ulzﬁ(U)@@)f)(,g/) V' envoie la somme
240

ZEENe &k,(m) @ T sur ZkeNe @,(m ® )\&(m,m/)qﬁ(ajﬁ). D’ou le résultat.

Nous n’aurons pas besoin de la proposition 3.2.4, mais elle résulte
immédiatement des lemmes 3.2.2 et 3.2.3 que nous utiliserons.

PRrROPOSITION 3.2.4. Soit 0 — V' T 1% 7 V" une suite exacte de

ﬁ.(zﬁ )Q-modules de Banach (voir la définition 1.3.2). On suppose de plus que

¢ est un morphisme strict. La suite

(11)

~(m) / 7 (m) 7~ (m) "
02 Dricza®yp, V' g Drie 2%,V 3, Prie 0%,V

est alors exacte et id®¢ est strict.

Démonstration. En munissant W :=V/V’ de la topologie quotient, on
r(m)
Zu’@

déduit que W est un D(ij )Q—module de Banach, car il est un quotient séparé

de V. On applique alors respectivement les lemmes 3.2.2 et 3.2.3 & la suite
exacte 0 - V' —V — W — 0 et au monomorphisme W — V"

obtient le morphisme DY,” -linéaire, injectif et continu W < V”. On en

Xzt Zixt

7 (m)
Zt

comme D( ) z: est le séparé complété p-adique d'un D

3.2.5. Le module D @ 50m) Dt est séparé pour la topologie
=zt

p-adique. En effet, si F est un sous-D
7 (m )
de D" 1o,

module a droite libre, alors Dgg”)
<;

zZ
topologie p-adique (voir [Ber96 3.2.4]). On en déduit aussi que le morphisme

7 (m) 7(m)
xiezt Op ("” E— Daeﬁ<—zﬁ® (m)Dzﬁ—>3€

monomorphisme. En passant a la hmlte inductive sur F, on en déduit que le

: : 7(m) 7 (m) pm) = r(m)
morphisme canonique D, ®5<Z,g> Dy — Daeﬁezﬁ@ﬁgg)Dzﬁaxﬁ est

-module & gauche de type fini
7 (m )

2 ® 5(,?) FE est séparé et complet pour la

canonique de la forme D\" ;, est un

injectif.
On munit Dgeh)—zﬁ 0 ® D(m)Q D;u)_)xn 0 de la topologie produit tensoriel
définie dans 1.2.2, i.e. d’aprés le lemme 1.2.3, c’est la topologie dont une

base de voisinages de zéro est donnée par la famille p"D;ui 21 ® E(Z,g) D;ﬁlxﬁ
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avec n parcourant N. On munit naturellement (]5(;;?_ Zﬁ® f)(m>]-)(zn;)_>xﬁ)<@ de
f

la to(p(glogie dont une base de voisinages de zéro est donnée par la famille
iy S

Y
p D%ﬁ%zﬁ

Banach. On obtient alors le monomorphisme strict de K-espaces normés

® ﬁ(yg) D%Lﬂ avec n parcourant N, ce qui en fait un K-espace de

r(m) 7y (m) Hm s 7(m)
(12) Dggm_zﬁ@ ®5(Z”;)Q Dgﬁ_ﬁﬁ,(@ = (Dxtu_zn ®5(Zn;) Dzu_ggu )Q'

Par construction des séparées complétions de K-espaces localement connexes
(par exemple voir la preuve de [Sch02, 7.5]), on vérifie que le morphisme 12 se
factorise en I'isomorphisme canonique (indépendant des coordonnées locales)
de K-espaces de Banach :

~

7 (m) 7y(m) ~, (pm 5 7(m)
(13) DxTezn@@ﬁg)QDg?_ﬁu,Q — (Dggrt;:_zﬁ ®5(27;L)D27?_>35u)<@'

3.3 Stabilité de la cohérence par foncteur cohomologique local
en degré zéro
3.3.1. (Rappels.) On rappelle que d’apreés [Carl6, 5.3.8], les foncteurs
RIY, et u*® 0wt LDY (D)) - LD® (D)) sont isomorphes. On
L7 + —>Qqc( xn) T_)(@’qc( }j}i) T p
(D (T)g) — Db(Dxﬁ (1T)q) défini de
telle sorte que l'on ait l'isomorphisme de foncteurs RETZOHEQ liﬂo

: ; Tt . b
dispose aussi du foncteur RL',: D,

RETZ : L—D;(; o (ﬁgﬁ)) — DP (D;r611 (T)g), ot ling désigne le foncteur canonique

limg : Qg qc(ﬁgﬁ)) — Db(D;ﬁ(TT)@) qui induit I’équivalence de catégories

ig: L0}, (BE) = Dl (DL, (7)o

(voir [Carl6, 2] ou [Ber02, 4.2.4] énoncé sans structure logarithmique). Si le
besoin de distinguer les deux foncteurs ]RETZ se fait sentir, on notera alors

(o). b () b ()
dans ce cas RL},: L_D>Q qC(Dxu ) — QQ’qC(Dxﬁ ). Enfin, pour tout n € N, on
(DL (1T)o) = M(DL(1T)q), o M(DL,(1T)o)
désigne la catégorie des D;ﬁ (TT)g-modules a gauche.

note HTZn =H"o RETZ: Db

coh

Pour établir la proposition qui suit, nous aurons besoin des deux lemmes
suivants.
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LEMME 3.3.2. (Berthelot-Kashiwara)  Soit £ un D;ﬁ(TT)@—module
cohérent a support dans Z.

(1) Le complexe u*(E) est isomorphe a HOu (&), ce dernier étant un
DTﬁ(TU)@-module cohérent. De plus, le morphisme canonique uio
uﬁ‘?(g) — & est un isomorphisme.

(2) Le morphisme canonique RE]LZ(S) — & est un isomorphisme.

Démonstration. Modulo I'isomorphisme RE(;) A u?k(') o uf(®)! ¢’est une
reformulation des versions arithmétiques de Berthelot du théoréme de
Kashiwara de [Carl6, 5.3.7] et [Carl6, A.8].

LEMME 3.3.3. Soit Y un sous-schéma fermé de X et & un D;ﬁ(TT)Q-

module cohérent. Le morphisme canonique 7-[;0(5) — & est injectif.

Démonstration. Via le triangle de localisation de £ par rapport a Y,
il s’agit d’établir H~1(£('Y)) = 0. Lorsque Y est un diviseur, cela résulte
de Dexactitude du foncteur (Y sur la catégorie des D;ﬁ(TT)@—modules
cohérents. On en déduit le cas général via les triangles distingués de Mayer-
Vietoris (voir [Carl6, 4.4.5]) en procédant par récurrence sur le nombre
minimal de diviseurs dont 'intersection donne Y.

PROPOSITION 3.3.4.  Soit £ un D;u (1T)g-module cohérent. Alors,
”HTZO(S) est un D;n(TT)@—module cohérent si et seulement si HOuP (E) est
un DTZu(TU)Q—module cohérent. Si l'une de ces deux conditions est satisfaite,

on a alors l'isomorphisme uﬁ?—[ouﬂ!(é’) = HTZO(E).

Démonstration. (1) Supposons que Hu# () soit un DTZﬁ(JfU)Q—module
cohérent. On dispose alors du morphisme canonique de D;u(TT)@—modules
cohérents de la forme ¢: u&?—[ouﬁ!(é') — £. Comme le noyau de ¢ est un
D;u(TT)Q—module cohérent a support dans Z, comme Hou" est exact a
gauche (sur la catégorie des D;u ("T)g-modules cohérents) et comme le noyau
de HOu(¢) est nul, on déduit alors du théoréme de Berthelot-Kashiwara
(voir la premiére partie de 3.3.2) que ¢ est injectif.

Comme le morphisme canonique H?(uﬁ?—[ouw(i)) — ui?—louﬁ!(é') est un
isomorphisme (voir la seconde partie de 3.3.2), on en déduit que l'injection
canonique ui?—[ouw(é’) — & se factorise par les inclusions ui?—[ouw(g) —
”HTZO (€) <= & (la seconde fléche est bien injective grace a 3.3.3). Par 'absurde,
I'inclusion ui’l—[ouﬁ!(é’ ) — ’HTZO(E) n’est pas un isomorphisme. Dans ce cas,

https://doi.org/10.1017/nmj.2019.16 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2019.16

152 D. CARO

il existe un ouvert affine & de X, une section s sur i de ”HTZO(E) qui
n’est pas une section sur i de ui?—[ouﬁ! (€). Soit G le sous—DLﬁ(TT NU)o-
module de H?(E)]Ll engendré par u&?—[ouw(g)\il et par la section s.
Comme le faisceau associé a un sous-préfaisceau d’un faisceau contient le
sous-préfaisceau, G contient strictement ui?—[ouﬁ!(é’)w. De plus, G est a
support dans N Z car ”HTZO (&)U est. Comme G est un sous—DLﬁ(TT NU)g-
module de type fini du DLn(TT N U)g-module cohérent E£|U, G est alors un
sous—DLﬁ(TTﬂ U)g-module cohérent. Or, en appliquant le foncteur exact
a gauche H%* aux inclusions ui?—[ouﬁ!(é’)\ﬂ%g%g\ﬂ, on obtient les
isomorphismes Huf (£)|4 > H0uH(G)|U = HOuH(E)|8h. Via le théoréme
de Berthelot-Kashiwara, le premier de ces deux isomorphismes entraine alors
que ui?—[ouﬁ!(f)]ﬂ — G, ce qui est une contradiction.

(2) Supposons que HTZO(E) soit D;ﬁ(TT)Q-Cohérent. Si G est un
D;ﬁ(TT)Q—module cohérent, on obtient les isomorphismes uf(G) "
Lu*(G)[dz/x] — RHomo,(Oz,wz/x ®0, G). Si Z1 est un diviseur
de X contenant Z, on calcule que Homo,(Oz,wz/x ®oy E(t7y)) =
0. Via des suites spectrales de Mayer-Vietoris, on en déduit,
par récurrence sur le nombre de diviseurs dont lintersection
est  égale a Z, lannulation Homo,(Oz,wz/;x @0, H(E(12))) =
HO (RHomox(Og, wz/x 0y S(TZ))) = 0. En appliquant a la suite exacte
0— HTZO(E) —E—HUE(Z)) le foncteur Homo,(Oz,wz/x ®o, —), on
en déduit que le morphisme canonique ”Houﬁ!”HTZO(E) — HOuM(€) est un
isomorphisme. Via la premiére partie de 3.3.2, on en déduit I'isomorphisme

uh HOut (£) = HID(8).

3.4 Stabilité de la cohérence par foncteur cohomologique local
en degré maximal

NoTATIONS 3.4.1. Soit B la base de voisinages de X des ouverts affines
et munis de coordonnées locales. Pour tout 4 € 9B, on note U := (4, U N D).

e On note D\ <§>ﬁ<m> D) le faisceau (d’ensemble) sur X asso-
z4Q

XtZtQ ZisxtQ
cié au préfaisceau sur B définie de la maniére suivante U € B +—
7 (m) 3 7 (m) : apian 4
Duﬁezﬁmuﬁ,@@@f)‘;;m QDZﬁrwawi,Q’ les morphismes de restriction étant

les morphismes canoniques (la séparée complétion est un foncteur).
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e Comme les morphismes canoniques

ry(m) ry(m) ry(m) 7 (m)
Dy zine o ¥p0p |, Painwowe ™ Dy 2 g ®D<m> -y

sont fonctoriels en LI, on obtient donc le morphisme canonique de fais-

ceaux :
(m) (m) ~(m) - ~(m)
(14) Dxﬁ<—zﬁ,@ O p0m) Dzﬁ—ﬁeﬁ,@ - Dxﬁezﬁ,Q@’ﬁ(m) Dzﬁ—m,t@'
zh,0 ztQ
: m). (M) \r ~(m) s ~m) q. A
e Soit al™): (Dxu@) — (Dxﬁ,Q) un morphisme D%,1 (g linéaire a gauche.
En utilisant la fonctorialité en i des morphlbmes AR (N Z, u* (™)) :
7~(m) 7y(m) 7(m) 7(m) s
Dy e zinu Q®D<m> (DZﬁmuﬂailu,Q) _’Duﬂezmuﬂ(@@DW (Dzumumun,t@) ,» on
fnut,Q fnut,Q

obtient le morphlsme de faisceaux :

id@u* (a™): D&TizW%W (DY o)
ziQ
~(m) P~ ~(m)
(15) - Dxm_zﬁ@ ®5<ZT;)Q (Dzﬁ_x{ﬁ?(@)s'
LEMME 3.4.2.

(1) Awvec les notations de 3.4.1, on dispose du diagramme canonique com-
mutatif de faisceauz :

~(m) S ~(m) (m S

Dxnkzn,@@’ﬁ% Dilxig > (DY) 585 <m>Dznﬁxu)@
Xt 2t Q D““) zﬁaxﬁ ,Q

(16)

dont la ﬂéchf du haut est un isomorphisme.
(2) Soit €™ (D;T))T — (Dggf)) un morphisme D( ™) linéaire a gauche et

alm) . (ng?@)r — (75;7;1’3@)5 le morphisme induit par tensorisation par Q.
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On dispose alors du carré commutatif

L (1dBue(m)q o
(D( ﬁ<)_zﬁ ®D<m) (ngn)_m)r)(@ (D( ti<)_gﬁ ®D<m) (ngn)_)xn)s)Q

~ 4 ~ 4
m —~ id®u* alm) m e(m
D( ) ®ﬁ(7g) ( *D( )) - D( ) ®D(m) ( D( ) )s
Z85,Q

XtZtQ XtQ Xt+Zt Q XtQ
(17)
dont les isomorphismes verticaux sont induites par la factorisation de
(16).

Démonstration. Soit 3 € B. Pour tout entier positif 7, on note X, Xf,
Zi, ZP, Ui et U les réductions modulo 7t de X, X!, Z, Zf [ et 4lf
respectivement. On dispose des B(Zm%U (T N Z; N U;)-modules quasi cohérents

»(m) _ pim) nm) . (m)
DUTZHZumUu st ztnut OV V/mit, DZ”mU” Dzumuu ®y V/7t! et enfin
5(27;?1(],,_)[]11 = D(;Zr)mu_}m ®y V/7itt. Comme le foncteur sections globales

commute aux limites projectives et par quasi-cohérence de nos faisceaux sur
X, on obtient les isomorphismes canoniques

~(m) ~(m) (m) ~(m)
(Y, Dxﬁezﬁ ®D<m>D2Mxﬁ) (Y, DuTeZﬁrmﬁ ®D(m’ uDszuMuﬁ)

s lim T(U;, D™ D
LU, Ul zinu} ®D( - anUf—wf)
Z U

I5

i D) B
&LV ginu ®D(Zﬁ;Uﬁ ZinuUt !

i %

~, pm) 3 r(m)
(18) - Duﬁezﬁmuﬁ(gﬁgg)mu D gimge e
Or, pour tout 4 € B, le foncteur I'(4, —) commute au produit tensoriel par

Q. On en déduit alors que le faisceau (5;7;1) " ® ~(m)5(m) @ sur X est asso-

Zﬁ—>%ﬁ)
)

Ut ZEn ®D(m) ”
Les isomorphismes canoniques (13) nous permettent de conclure le premier
point. La seconde assertion se vérifie de méme facilement.

D(m)

cié au faisceau sur B défini par { € B — (D( gt ) Q-
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Remarque 3.4.3. Avec les notations de 3.4.1, le faisceau sur 6 en K-

)

28 538.0 est aussi un faisceau sur ‘B

espaces vectoriels D;,i()_zﬁ Q®D(m

a valeur dans la catégorie des K espaces topologiques (on vérifie que les
morphismes de restriction sont injectifs et stricts).
LEMME 3.4.4. On suppose que u: Z <— X est de codimension pure e.
Soit o un morphisme de D;ﬁ(TT)Q—modules a gauche qui soit de la forme
: (DT (T)o)" — (DJr (1T)q)®. Soit mg assez grand tel qu’il ewiste un

morphzsme D) Jinéaire a gauche de la forme o) : (5;?8)T — (ZS(mO))s

x4,Q x,Q
induisant « par extension via D;u((g — DT (TT) . Pour m =2 mg, on note
alm) (15;?3@)’" — (ﬁggf?@)s le morphisme induit par extension de o(™0),

On dispose alors du diagramme commutatif
(19)
HY (@)
MY (DL ("T)e)") HY (DL (1T)g)*)

N?

lg xuezu Q®D("’> ( *,Dgguz@)

~¢

li (id®u*al™)
i xﬂezﬁ Q D“’” x, o)

dont les fleches verticales sont des isomorphismes.

Démonstration. Quitte a multiplier (™) par une puissance de p assez
grande, on peut supposer que a(mo) provient par extension d’un morphisme

D;ﬁ )—hnealre A gauche de la forme €(™0): (ng)) — (Dggfo)) . Notons
em) (Dggf))" — (D;u )) les morphismes induits par extension. On obtient

ainsi le foncteur dans LD (5501)) de la forme
—Q,coh

)

6(o+m0): (ﬁgn-i-mo))r N (5;O‘i+mo))s_
Or,

hﬂ"“i(.) ou*(el*tmo): ling ( xu<)—zu ®D<m> (D(ZTLxﬁ)T>Q

m) ~(m s
— lim_ < xﬁezﬁ®p(m)(pzﬁlfﬁ) )Q

De plus, comme par définition hﬂ = hﬂm o (Q®z —), en appliquant le fonc-
teur lim - au carré commutatif (17), on obtient que lim o ui(') o u*(el*+mo))
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et ligm(id@)u*oa(m)) sont canoniquement isomorphes. Comme par définition
RETZ(O() =lim o RETZ (e(*+m0)) comme les deux foncteurs RLTZ et u%') o uf(®)!

sont isomorphes et comme u* = u#(*)'[¢], on en déduit alors le résultat.

Remarque 8.4.5. Avec les notations de 3.4.4, supposons X affine. Soit

E(m0) yn Dggfo)—module cohérent sans p-torsion, &) := 25;?7”0) ® 5 (mo)
xft

E(mo) e 5§€°u+m0)—m0dule localement de présentation finie associé et &£ :=
ligl(é") le D;rgu ("T)g-module cohérent associé. En prenant une résolution de

E(m0) par des ﬁggfo) -modules libres de type fini qui induit, aprés application

Ds+mo) ® pletmo)

du foncteur D, F(mo) —, une résolution de £ par des D -
xft

xt
modules libres de type fini, on vérifie que le complexe RETZ (&) est isomorphe

a un complexe dont les termes sont de la forme HTZe((D;ﬁ(TT)@)N ) pour
certains entiers N.

THEOREME 3.4.6. On suppose que u: Z — X est de codimension pure e.
Soit € un D;n (‘LT)Q-module cohérent vérifiant les deux propriétés suivantes :

(1) pouri=0,...,e—1, localement en Z, les D;ﬁ(TU)Q-modules Hiuk (€)
sont T'(Z, —)-acycliques ;

(2) le module u*(E) est un DTZu(TU)@—module cohérent qui est aussi
OZ(TU)Q—localement projectif de type fini pour la structure induite.

Le D;u (1T)g-module 7-[}6(5) est alors cohérent.

Démonstration. (0) Hypothéses 1 : passage aux sections globales, quelques
notations.

Comme la D;ﬁ(TT )o-cohérence de ”H}e(é’) est locale, on peut reprendre
les notations et hypothéses du chapitre 2. Dans ce cas, posons E :=T'(X, £).
Avec les notations de 3.1.2, les hypothéses d’acyclicité sur £ impliquent
I'isomorphisme I'(Z, u*&) — HO(R[(Z,Lu*E)) (on utilise la suite spec-
trale d’hypercohomologie du foncteur dérivé de I'(Z, —)). On déduit alors
du lemme 3.1.3 lisomorphisme I'(Z, u*€) — HO(Lu*(E)) = u*(E).

Choisissons une présentation finie (D;r€ﬁ (T)o)" — (D;rEﬁ (T)g)® - E—
0 de E (voir le théoréeme de type A de Berthelot de [Ber96, 3.6.5] qui
est valable pour les D;ﬁ (TT)Q—modules cohérents). En appliquant a cette

présentation finie le foncteur D;n(TT)Q ® Dl (T)g on en déduit la suite
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exacte de D;ﬁ (TT)g-modules & gauche (D;LEﬁ (T)o)" — (D;n(TT)Q)S 7

€ — 0. Par exactitude a droite des deux foncteurs de la forme u* (voir
les définitions de 3.1.2), on obtient les suites exactes (u*D;u(TT)Q)T —

u* (@)
(WD (T)e) 2 w(€) =0 et WDL(T)e) — (wDH(T)* —

u*(E) — 0. Comme I'(Z,u* (o)) =u*(a) et comme le morphisme canon-
ique u*(E) = T'(Z,u*E) est un isomorphisme, en appliquant le foncteur
I'(Z, —) a l'avant-derniére suite exacte, on obtient encore une suite exacte
(canoniquement isomorphe & la derniére). En posant M :=u*(E), M :=
DNZ, M), ¢:=T(Z,u*(a)) et :=T(Z,u*(B)), on obtient donc la suite
exacte suivante (u*D;u(TT)Q)T ? (u*D;ren(TT)Q)S 7 M — 0.

(0 bis) Hypotheses 2 : niveaux m > myg, quelques notations.

Soit mg = 0 assez grand tel que, pour tout m > my, il existe un morphisme
5%23@—linéaire a gauche de la forme o™ : (5%?2@)T — (5;?3@)5 et induisant
« par extension wvia 15%”?@ — D;u(TT)@. D’aprés la seconde partie de nos
hypothéses, M est associé & un isocristal sur Z* \ U surconvergeant le long
de U (voir [CT12|). Donc, comme M =T'(Z, M) et comme Z est affine et
lisse, le Oz(TU Jo-module M est alors projectif et de type fini. De plus, de
manicre analogue a [Ber96, 4.4.5] (et aussi [Ber96, 4.4.7]), quitte & augmenter

Ao et myg, il existe un ﬁ(zn;(g-module de type fini et topologiquement
’ (mo)

nilpotent M(™0) qui est, pour la structure induite de B: " (U)g-module, un

ggno)(U Jo-module (localement projectif) de type fini et un isomorphisme

DTzn(TU)Q—linéaire de la forme M DTzu (TU0)g ®5<T§0> Mm0) Pour tout
ztQ

m > my, on pose alors M) .= 5(;;)(@ ®50m0) M(mo)
b Zn,@

Notons (") : (5;?3@)5 — & le composé du morphisme g avec 'inclusion

canonique (25;7??@)5 — (D;ﬁ(TT)Q)S. Posons enfin ¢(™) :=T'(Z, u*(a(™)) et
Y =T(2Z, u*(8™)). Avec les définitions et notations de 3.1.2, on obtient

ainsi la suite (u*]jggt(@)r m (u*ﬁggf’?@)s @Z)(—m)) M — 0. On remarque que cette

suite devient exacte seulement aprés passage a la limite sur le niveau.
(1) Hypotheses 2 : topologie de type LB sur M, niveauz m = mq, sections

continues 0, ™).

On munit M de la topologie canonique de OZ(TU Jo-module de type
fini qui en fait un Oz(TU)g-module de type LB (voir 2.2.2 et 2.2.7).
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Comme M est un Oz(TU)g-module projectif, il existe alors un morphisme
Oz(1U)g-linéaire 6: M — (u*D;ﬁ(TT)@)S tel que 9 0 § = id. Comme M (m0)

est un Eémo)(U)Q—module de type fini, il existe m1 = my tel que, pour tout

m >my, on ait (M) C (u*ﬁggb?@)s Ainsi, cette section 6 se factorise (de

maniére unique) en un morphisme E(Zmo)(U)Q—linéaire de la forme M(m0) —
(u*ﬁ(m) ). D’ou la factorisation gg,m)(U )o-linéaire unique 90 : M) —

xtQ
(u*ﬁérfz@)s pour tout m >m;y. Soit M ™) un E(Zm)(U)—module de type fini

(m)

induisant 1'isomorphisme B = ' (U)g-linéaire. Or, une base de voisinages de
Z6ro sur (u*ﬁ;TEQ)S (resp. M(™) est donnée par la famille de Eé,m)(U )-

modules (p”(u*ﬁggf))s)neN (resp. ( ”(]\(Z(m))neN)). Pour n assez grand, on

p
a Pinclusion ™ (p" M ™) C (u* ~§€T))S. On en déduit que le morphisme
60 de B(Zm)(U)Q—modules de Banach est continu. Par composition de
morphismes continus, il en est donc de méme de M (™) — (u"‘D;;'i (1T)q)*. Par

passage a la limite sur le niveau m > myq, la section 6: M — (u*D;rEﬁ (1T)g)®
est alors continue.

(2) Le K-espace G de type LB, les K-espaces de Banach G Avec les
topologies canoniques respectives (voir les définitions de 2.1.2), d’aprés la
proposition 2.3.1, application ¢ est un morphisme continu de K-espaces de
type LB (voir 2.3.3). Notons G := (u*D;Len ('T)g)"/ ker(¢) le K-espace locale-
ment convexe dont la topologie est celle qui fait de la projection canonique
T (u*D;u(TT)@)’" — (G un morphisme strict. Notons ¢: G — (u*D;u(TT)Q)s
le monomorphisme tel que ¢ o m = ¢. Comme ¢ est continue, alors ¢ est con-
tinu. Comme (u*D;n(TT)Q)S est séparé (voir 2.3.3), il en est alors de méme
de G. Ainsi G est un quotient séparé d’un espace de type LB. D’aprés 1.1.7,
cela entraine que G est aussi un espace de type LB. Plus précisément,
d’aprés sa preuve, en notant G := (u*f);??@y/(ker(gﬁ) N (u*ﬁggfg)r) muni
de la topologie quotient, G("™ est un K-espace de Banach et l'isomorphisme
canonique liﬂmG(m) 3 G est aussi un homéomorphisme. Comme par

définition le morphisme (U*E;TEQ)T — GU™) est strict, il découle de 3.2.2

que l'on dispose de I’épimorphisme strict

r(m) r(m) 5
z8,0 280

~

(200  DE) .8

https://doi.org/10.1017/nmj.2019.16 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/nmj.2019.16

PRESERVATION DE LA COHERENCE PAR IMAGE INVERSE EXTRAORDINAIRE 159

Il résulte alors de 1.1.3 que 'on dispose de ’épimorphisme strict :

o y(m) 3 * 7y(m) s M) 5
(21) hﬂmeﬁezu,Q ®5<ng>@ (u Dgﬁ}@)r - hg“nggugzu,Q ®5(an)QG(m)-

(3) Les applications ¢, v et 1p sont des morphismes stricts.

D’aprés ce qui précéde, on dispose du morphisme Oz g-linéaire (¢, 0): G @
M — (u*D;;,i (TT)g)® qui est aussi une application continue et bijective entre
deux K-espaces de type LB. D’aprés le théoréme de ’application ouverte de
Banach (voir [Sch02, 8.8]), le morphisme (¢, #) est donc un homéomorphisme.
Comme ¢ est le morphisme composé

(22 ¢ (WDL(T)e) > GCGaM = (u'Dy(T))"

le morphisme ¢ est alors strict (ce qui est équivalent d’ailleurs & la propriété
selon laquelle le morphisme ¢ est strict). On remarque que, comme M est
un K-espace séparé, alors G est un fermé de G @ M (car homéomorphe au
fermé G @ {0}). Enfin, comme ¢(G) =Im(¢) = ker(y)), on obtient le carré
commutatif canonique

(1.0)
GoM —> (u*D;ﬁ (I1T)g)*
(23) | ©ia) Vv
M—

)

dont on sait déja que toutes les fléches autres que v sont continues et dont
la fléeche du haut est un homéomorphisme. On en déduit la continuité de .
Comme 9 est un morphisme continu et surjectif entre deux espaces de type
LB, on en déduit que ¥ est un morphisme strict.

(4) Constructions et propriétés de H™ et N(™),
Dans toute la suite de la preuve, m sera toujours par défaut un entier

plus grand que m; > mg. Notons H (™) := L_l((u*f)ggb?@)s) et () HM)

(u*ﬁggL?@)s le morphisme 15(2,7??Q—linéaire induit par ¢. On munit H™ de

I'unique topologie telle que (™ soit un morphisme strict (avec (u*f)(m) )®

X0
muni de sa topologie canonique de K-espace de Banach). On a vu au

cours de Pétape 3 que ¢(G) est fermeé. I1 en résulte que (™ (H™) est un
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fermé de (u*f);%)s qui est un E(Zm)(U)@—module de Banach. Ainsi, H(™
est aussi un E(Zm)(U )g-module de Banach. Notons alors N(™) := Im(¢)(™)
et /(M) (u*ﬁggg@)s — N(™) Pépimorphisme canonique factorisant (™)
On obtient alors sur N une structure de E(Zm)(U)Q—module de Banach
qui fait de ’épimorphisme Egn)(U)@—linéaire ') (u*ﬁggi?@)s — N une
application stricte. On dispose ainsi du diagramme commutatif

0 G (u *DT (IT)g y 0
J:m) o J:m

0 H (u D3611 )’ N 0

(24)

dont les morphismes horizontaux sont stricts et forment deux suites exactes
courtes (la premiere est d’ailleurs scindée via 6). Comme le composé de
H(™) c G avec ¢ est continu et comme ¢ est un monomorphisme strict, on
remarque que l'inclusion H(™) C G est alors continue. Enfin, comme (")
est continu, Uinclusion N(™ c M Dest aussi.

Grace a 3.2.2, la suite exacte courte du bas de (24) induit la suite exacte
avec morphismes stricts :

0—>D( ™) Q= ~(m) HM D( m) ®D(m) (u*ﬁ(m) )?
to

XieZEQ DY dBum) X250 xQ
25 ~ D & N .
(25) gy XeERQ DI

En passant a la limite sur le niveau, il en résulte la suite exacte avec
morphismes continus :

* 7y(m)
O%I%meﬁezﬁ,@ D(m) H(m %lénleﬁ%zﬁ(@@D(M) (u Dy} )S

(20) =l DY 5 (B N 0

(5) Passage a la limite sur le niveau pour G et H™) . comparaison.
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Notons jp,: G — G le monomorphisme canonique continu. Pour tout
m > mq, comme le morphisme ¢ se factorise par le morphisme continu

p(m) (u *5%?2@) — (u *D;ug@)s, on obtient alors l'inclusion Lij(G(m)) C

(u *D;ug@)s et donc j,(G™) c H™ . Le monomorphisme continu j,, se
factorise donc (de maniére unique) par un monomorphisme continu de la
forme G(™) — H(m),

Réciproquement, comme H(™) est un K-espace de Banach et comme on
a Dégalité G =J,,cn im(G™), d’aprés [Sch02, 8.9], il existe alors N, >
m assez grand tel que H(™ C G est le composé d'un morphisme (unique)
continu de la forme H (™) — G(Nm)

que la suite (Np,)m>m, est strictement croissante.

suivi de ju,, . Il ne cotite rien de supposer

D’aprés 3.2.3, on dispose alors des monomorphismes continus :

~(m) ~(m) N

Dy 205 o H™ — DY) 0 o® 5;“;)@@ )

7(m) o~ N
(27) — DY) Q®D<;;)QH( ).

En passant la suite (27) & la limite inductive sur le niveau, grace a( 5), son
composé est un homéomorphisme. Comme le foncteur de passage a la limite
inductive sur le niveau préserve la continuité et 'injectivité, on en déduit
que le morphisme canonique horizontal du haut du carré

ling, D 36’1%2’1,@ D(T") G — limp %ﬁeZ”Q@)D(m) HNm)
(28) | ]
lﬂ xﬁegu(@@)D(m) Gm gl }tﬂ%zu(@@D(m) H(m)

est un homéomorphisme. Comme les morphismes verticaux sont des homéo-
morphismes (voir (5)), il en est de méme de la fleche du bas.

(6) Passage a la limite sur le niveaw pour M(™ et N™)

I comparaison.
Comme (™) est continu, pour tout m > mq, d’aprés [Sch02, 8.9], il existe
N,n >m assez grand tel que ¢(™): (u*Dggbg@)s — M soit la composition

d’un morphisme continu (forcément unique) de la forme (u *D;T?Q)S —

MWNm) suivi du monomorphisme Mm) < M. Comme N™ = Im(p(™)) =
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Im(¢)'™), ce morphisme (u *Dggf?@) — M(Nm) se décompose de maniére

unique en (u*ﬁgeT?@)s ) N s M(Nm) | Le morphisme (™) induit donc
9 w/ m

le morphisme composé ci-dessous noté abusivement

) oy ~ () Sm) s ()
(w m ) Ytz Q®D(Zw;? (U D 7@) d@:;(m) D%M—ZKQ(@D(Z’T’;’)@N m

o y(m) o~
— limg Dﬁ(_zn@®5<m) M)
m zt0

La notation uﬁfm) (zp<m)) est justifiée par le fait que ce morphisme composé
ne dépend pas du choix de N,,, mais seulement du niveau m fixé, de (™)
et de 'immersion fermée u. En passant a la limite sur le niveau, on obtient
les morphismes continus :

7(m) . (m) ~
lngu‘_Zﬁ’Q@D“g? (W Daiig)" 1d®$(m>hﬁmDﬂ<_Zﬁ’@®5g?@N

(m)

dont le composé est lgu (w(m ). Comme, pour tout m >mq, le mor-

phisme (™) o (™) est I'inclusion canonique M < M. ce dernier se
factorise alors canoniquement en M) — N(™) < M. On en déduit comme
pour I'étape (5) que la fleche de droite de (29) est un homéomorphisme.

(7) Premiére conclusion.
En composant (21) avec l'isomorphisme du bas de (28), on obtient
I’épimorphisme strict de la suite :

* 7y (m) o pim)
gl xh_zu(@@ﬁ(zrg)( Dxu,(@) _»hﬂ Dxﬁ<—zﬁ,@® m> H( m)

. ) -~
(30) — hgl D;Tezﬁ Q®5(Zyg)@ (u* Dgﬁ”’?@)s

la seconde fléche étant le monomorphisme de (26). On déduit alors de la suite
exacte (26) et du fait que la fleche de droite de (29) est un homéomorphisme,
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la suite exacte :

m) ~(m) m) 7~ (m)
QD%M—ZKQ(@D(WL) (’LL D%ﬁ Q) —>1%Ianﬁ<—Zﬁ,Q®D(7§) (u Dxn Q)

(31) —>1£D Zﬁ@ Dm) M™) 0,

8L “m
ol aTZ =id®~ m D(Z,u *a(™)), qui est égale au composé des morphismes
Z?i Q

de (30), et, avec les notations de ’étape (6), TZ = hgl u%m)(F(Z, u*ﬁ(m))).

(8) Fuaisceautisation.
(i) Soit B la base de voisinages de X déﬁnie par ses ouverts affines.

Le préfaisceau sur B défini par U € B +— lg D ®=~ ren

m
)
Dﬁuﬁ@

wiezﬁmwi Q
Z, M )) est, par définition de M(™) | en reahte un faisceau dont le faisceau
sur X est ui(M)

(ii) Avec les notations de 3.4.1, comme le foncteur faisceau associé a un
préfaisceau (d’ensemble) commute aux limites inductives filtrantes, alors
ren

le faisceau associé au préfaisceau U € B +— lﬂ pm
uf,Q

Zu ((D;uEQ) )) est lim Dxﬁ)ezﬁ,@(gﬁ(z'g) (u *D;ﬁ ?@) , de méme pour un autre
m ,Q

m)
Sl ZEny Q® o

entier que 7.
(iii) Pour tout i€ B, notons wf|i: ZF N — YF I'immersion fermée
exacte induite par uf. Pour tout m >mj, on dispose de la suite (pas

forcément exacte) : (5&"?@)7’ amu (Zsi(gl()@) o )| E|Y4 — 0. Comme pour (31)

(il suffit de remplacer uf par u|4l), on obtient alors la suite exacte
lim D&@Zmu@@F(u nZz, U*((Dgﬁ?@)q)
m

— ling Dy 2y 0BT (N 2, u (D))
au m
—+lim D5 BTN 2,0 (M) =0,

Bu m

ot &= Bpem , ofy = idBT(UN Z, ua™) et B :=lim (u|1) ™ (D(8N

Dt ,Q
Z,u*B™)). Comme ces suites exactes sont fonctorielles en $f et comme le
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foncteur faisceau associé a un préfaisceau est exact, on obtient alors la suite
exacte:

limg DY), o Epom (WD)
m ’ zt.Q )
: ~(m) > pyadt ) #
@ @id&ia(m fiy D%T%Z“,Q(@ﬁ(;f@ (0" Dy o) = ui (M) = 0.
m k)

(9) Fin de la preuve. Comme le foncteur ’HTZe est exact a droite (dans la
catégorie des D;ﬁ(TT)Q—modules cohérents), alors le conoyau de ”HTZe(qﬁ) est
isomorphe a HTZG(E) Or, il découle du lemme 3.4.4 et de la suite exacte (32)
que le conoyau de ’HTZe(qﬁ) est isomorphe a uﬁM Comme u*(£) =M, on a
démontré ainsi que HTZG &) = uiu* (). Enfin, comme u est propre et v*(E)
est un D;u(TU)Q—module cohérent, alors uiu*(é’) est un D;u(TT)Q—module
cohérent.

COROLLAIRE 3.4.7. On suppose que u: Z — X est de codimension pure
1. Soit & un D;ﬁ ("T)g-module cohérent tel que HOu* (£) soit un DTZﬁ(TU)Q-
module cohérent et que H'u(E) soit un DTZ:: (TU)q-module cohérent qui soit
ausst un OZ(TU)Q—module localement projectif de type fini pour la structure
induite. Le compleze RETZ(E) est alors D;ﬁ(TT)Q—cohérent.

Démonstration. Via le triangle distingué RETZ(S) — &= (12)(&) — +1,
comme (TZ)(€) est un module, on en déduit que HTZZ(S) pour tout i ¢
{0,1}. La D;n (TT)g-cohérence du complexe RETZ(S ) résulte alors de 3.3.4 et

de 3.4.6.

Le théoréme qui suit est juste une reformulation et un corollaire de [Car16,
3.5.2].

THEOREME 3.4.8. [Carl6, 3.5.2] On suppose que u: Z — X est de codi-

' it £(®) ‘ b p®) =i (®)
mension pure 1. Soit £'*) un objet de L—QQ,coh(Dxu) et £ :=lim (&%)

lobjet de DEOh(D;ﬁ(TT)Q) correspondant. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1) uf®)(E@)eLn® (DY),

(1) NEW)eLD” (DY)

2y RrL (@Y e Lp> (D
(2) RLL(E®) —>@,C0h( ),
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(3) (2)E@)eLn® (DY)
(

@) (2)&) e cohw;ﬁ(*T)@),
(5) RLL(E) € Dby (DL (MT)g).

Démonstration.  Les équivalences (2) < (3) et (4) < (5) résultent
du triangle distingué de localisation RETZ(E(')) —E®) 5 (F2)(E@) =
+1. L’équivalence (3) < (4) est exactement le corollaire [Carl6, 3.5.2].
L’équivalence (1)< (2) découle de Ilisomorphisme canonique ui“) o
uf® () = RETZ(E(')) (voir [Carl6, 5.3.8.1]), de I'isomorphisme canon-
ique uf(®)' o RETZ(E(')) 5 wf(9N(E(®), ainsi que du théoréme de Berthelot-
Kashiwara toujours valable dans le contexte des catégories de la forme

b () :
QQ,coh(Dxﬁ) (voir [Carl6, 5.3.7]).

COROLLAIRE 3.4.9. On suppose que u: Z — X est de codimension pure
1. Soit & un D;ﬁ (1T)g-module cohérent tel que HOut (£) soit un D;u(TU)Q-
module cohérent et que H'u*(E) soit un DTZﬁ(TU)Q—module cohérent qui soit
ausst un OZ(TU)Q—module localement projectif de type fini pour la structure

induite. Soit £®) un objet de %Q,Coh( D )) tel que & — lim (E®)). Alors

Démonstration. Cela découle de 3.4.7 et 3.4.8.

Remarque 8.4.10. On garde les notations et hypothéses du théoréme
3.4.8.

e Si l'une des conditions équivalentes du théoréme 3.4.8 est satisfaite,
alors on dispose de 'isomorphisme ui ouf' (&) = RETZ(S ) (dans le terme
de gauche, les foncteurs ui et u*' sont calculés sur les catégories respectives
de Df-modules cohérents).

e En revanche, si 'on suppose seulement que u*(€) € D2 (D Tzﬁ(TU)@),
alors il n’est pas clair que ui ouf' (&) (les foncteurs ui et uf' sont calculés
sur les catégories respectives de Df-modules cohérents) soit isomorphe a
ligqouﬁf') o uf(®)'(£(®) :RETZ(E). En effet, il n’est alors pas évident que

la cohérence de u® () implique uf(*)'(£(®)) ¢ @b (ﬁ(zﬁ)) A priori, pour

garantir une telle implication, on a besoin de conditions supplémentaires
(par exemple 3.4.9).
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3.5 Applications aux log-isocristaux surconvergents
Rappelons les conditions de non-liouvillité apparaissant dans [CT12,
1.1.1].

DEFINITION 3.5.1. Soit € un isocristal sur X surconvergeant le long de
T. On dit que & satisfait respectivement les conditions (a), (b) et (p) si le
long de chacune des composantes irréductibles de D non incluse dans 7" on

(a) aucune différence des exposants de £ n’est un nombre p-adic de
Liouville ;
(b) aucun des exposants de £ n’est un nombre p-adic de Liouville ;

(p) aucun des exposants de £ n’est un entier strictement positif.

Nous aurons besoin de la définition suivante.

DEFINITION 3.5.2. Soit £ € DP (D;ﬁ(TT)Q).

coh

e On dit que & est strictement 0-dévissable en log-isocristaux surcon-
vergeant sur X s'il existe un diviseur 7" contenant 7, une immersion
fermée de V-schémas formels lisses i: Z’ < X tels que i~ (D) soit un
diviseur a croisements normaux strict de Z’, TN Z’ soit un diviseur
de 7', & EDE’Oh(D;ﬁ(TT’)@), £ soit a support dans Z’ et, si 'on note
Z"%.=(2'i"Y(D)) et if: 2% X! l'immersion fermée exacte induite,
alors les espaces de cohomologie de i (£) sont des isocristaux sur Z
surconvergeant le long de 7" N Z'.

e Par récurrence sur n € N, on dit que & est strictement n + 1-dévissable
en log-isocristaux surconvergeant sur XF, s'il existe un triangle distingué
dans DP (D;rEﬁ ('T)g) de la forme

coh
E—=E—=&" =&,

ou &, E" sont strictement n-dévissables en log-isocristaux surconvergeant
sur X£.

NOTATIONS 3.5.3. On suppose que Z U D est un diviseur & croisements
normaux strict de X. On note X”:= (X, ZUD) le log-schéma formel
logarithmique lisse, et a: X" = x¥ et B: X% — ¥ les morphismes canoniques.

Remarque 3.5.4. On garde les notations et hypothéses de 3.5.3. D’aprés
une remarque apparue dans un travail en commun avec Tomoyuki Abe (voir
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[AC18, 4]), il existe un diagramme de la forme du carré de gauche :

g/ g/ﬁ
o gp—' Xt——zt xt——x
(33) (= < S I U < B
Z X Xt zZi xt— %
u ﬁ uu (0%

ol f est un morphisme étale, ¢’ est un morphisme lisse qui est une rétraction
de v et tel que, en posant D' := f~1D, on ait D' =g/~ o u/~1(D'), o1 les
trois autres carrés sont cartésiens par définition (on remarque alors que tous
les morphismes sont exacts).

Le corollaire qui suit étend le théoréme [CT12, 1.3.13].

COROLLAIRE 3.5.5. On garde les notations et hypothéses de 3.5.3. Soit €
un isocristal sur X° surconvergeant le long de T et satisfaisant les conditions
(a) et (b) de 3.5.1. Les propriétés suivantes sont alors satisfaites.

(1) Le complexe u* o ay (E) est un complexe d’isocristaus sur Z* surcon-
vergeant le long de U et satisfaisant les conditions (a) et (b) de 3.5.1.
(2) On dispose du triangle distingué dans DP (DgEﬁ (T)q) de la forme :

coh
uh ouf o (&) = ay (§) = E(1Z) = ik 0wt o ay (E)1).

En particulier, a4 (E) est strictement 1-dévissable en log-isocristaux
surconvergeant sur X¥.

(3) Si € vérifie en outre la condition (p) de 3.5.1, alors le morphisme
canonique ar(E) — E(1Z) est un isomorphisme.

Démonstration. Grace a la remarque 3.5.4 et grace a l'isomorphisme
de changement de base par un morphisme lisse (voir |Carl6, 5.4.6]) qui
donne I'isomorphisme f# o o () = o/, o f*(£), on se raméne au cas ot il
existe un morphisme lisse g: X — Z tel que gou=id et ® =g L ou (D).
On note alors g¢f: X! — 2% le morphisme induit par g et ¢’ :=g%ou.
Soit £(®) G%g’mh(ﬁg)(T)) un objet tel que lim £®) = £ Comme
(12) oaf:)(é'(')) =£)(1Z), on dispose alors du triangle distingué dans

LD QC@;? (T)):

w0 )6 o) () 5 o (@) 5 @) (17)
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(34) —uf®) 0wt o o) (gO)1).
En appliquant le foncteur gi@) au triangle (34), comme gim oui(') =1d
et comme gﬁ(') oag:) = gim, on obtient alors le triangle distingué dans
LD® (DLW):

7qC
(35)

a0 al(EW) = g (W) = gV (€W (12) = w0 oD (W) 1.

En appliquant le foncteur lim & (35), comme ag:) (E@) e LMP (ﬁ(')(T)),
avec [Carl6, 5.1.7|, on obtient :

(36) u o (E) = @(E) = @(ECTZ)) = ut o ay (E)[1).

Grace au théoréme [CT12, 1.3.13], on déduit de 36 que u* o o (&) est un
complexe d’isocristaux sur Z% surconvergeant le long de U et satisfaisant
les conditions (a) et (b) de 3.5.1. Il résulte alors de 3.4.7 et 3.4.8 que

W@ o o )(5(°)) c LD'O Oh(@gﬁ)(U)). Le triangle (34) est donc un triangle

distingué de LD]D Oh(ﬁgu)( )). On en déduit la partie (2) du corollaire.

Lorsque & batlsfalt les condltlons (a), (b) et (p) de 3.5.1, il découle de
[CT12, 1.1.22.1] que ¢°.(€) — ¢°.(£(TZ)) est un isomorphisme (cela se vérifie
comme [CT12, 1.3.13] découle de [CT12, 1.1.22.1]). Via (36), cela entraine
que uf o ay (§) =0 et donc u’i ouf ooy (£) =0. On a validé ainsi la partie
(3) du corollaire.

Le corollaire qui suit étend [CT12, 2.2.9] et [CT12, 2.3.4].

COROLLAIRE 3.5.6. Supposons pour simplifier les énoncés que X soit
integre. Soit D1, ..., D les composantes irréductibles de . Soit 1 <r <
s, 9" :=Uigier Dir D' =U,p1cics Di, B :=(X,9) et a: X¥ 5 X" e
morphisme canonique. Soit € un isocristal sur Xt surconvergeant le long de
T.

(1) Si & vérifie les conditions (a) et (b) de 3.5.1, alors ay (E) est strictement
r-dévissable en log-isocristauz surconvergeant sur X’ satisfaisant les
conditions (a) et (b) de 3.5.1.
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(2) Si € wvérifie les conditions (a), (b) et (p) de 3.5.1, le morphisme
canonique ai(£) — E(TD") est un isomorphisme.

Démonstration. Vérifions d’abord (1). On procéde par récurrence sur
r. Le cas ou 7 =1 est le corollaire 3.5.5. Supposons donc r > 2. Posons
Z:=01, D22 =i, Di, ¥ :=(X,D22), Z2¥:=(Z,2NDsg) et 2" :=
(Z,ZN9'). On note ay: X — X o/ X 5 x° g/ 20— 2t . 200
X% et u’: 2” — X° les morphismes canoniques. Lorsque T D Z, on calcule
facilement (voir par exemple [CT12, 2.2.1]) que a1+ (€) = £€. Supposons alors
que T'N Z soit un diviseur de Z. D’aprés 3.5.5, on dispose alors du triangle
distingué de localisation dans DIC:’Oh(D;rEﬁb (T)q)

u? ouf o a1y () = a1 (€) = E(TZ1) = u? o uf 0 any (E)[1],

tel que F :=u® o a1, (E) soit un complexe d’isocristaux sur Z% surcon-
vergeant le long de T'N Z satisfaisant les conditions (a) et (b) de 3.5.1.
Or, par hypothése de récurrence (et aussi parce que le foncteur 3 est
exact sur la catégorie des isocristaux sur Z¥ surconvergeant le long de
TNZ), o (E(TZ1)) (vesp. B, (F)) est strictement r — 1-dévissable en log-
isocristaux surconvergeant sur X’ (resp. Zb). L’isomorphisme canonique
ol ouilf(]:) = u’f o B’ (F) nous permet de conclure (1). On établit (2)
de maniére identique.
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