Journal of the Inst. of Math. Jussieu (2007) 6(3), 349-379 © Cambridge University Press 349
doi:10.1017/S1474748007000035 Printed in the United Kingdom

JACQUET-LANGLANDS ET UNITARISABILITE

ALEXANDRU IOAN BADULESCU

Université de Poitiers, UFR Sciences SP2MI, Département de Mathématiques,
Téléport 2, Boulevard Marie et Pierre Curie, BP 30179,
86962 Futuroscope Chasseneuil Cedex, France
(badulesc@math.univ-poitiers.fr)

(Regu le 13 mai 2005 ; révisé le 12 décembre 2005 ; accepté le 28 avril 2006)

Résumé  Dans ce papier nous étudions une correspondance de Jacquet-Langlands locale pour toutes
les représentations lisses irréductibles. La correspondance est caractérisée par le fait qu’elle respecte la
correspondance de Jacquet—Langlands classique et commute avec le foncteur d’induction parabolique.
Elle est compatible dans un sens a préciser au foncteur de Jacquet et a I'involution d’Aubert—Schneider—
Stuhler. Nous utilisons cette correspondance pour montrer qu’une certaine classe de représentations
d’une forme intérieure de GL,, sur un corps p-adique sont unitarisables. C’est le premier pas dans la
preuve de la conjecture Ul de Tadic.

Abstract We study a local Jacquet—Langlands correspondence for all smooth irreducible representa-
tions. This correspondence is characterized by the fact that it respects the classical Jacquet—Langlands
correspondence and it commutes with the parabolic induction functor. It has good behavior with respect
to the Jacquet’s functor and the involution of Aubert—Schneider—Stuhler. Using this correspondence,
we prove some particular cases of the global Jacquet—Langlands correspondence and we deduce that a
certain class of representations of an inner form of GL, over a p-adic field are unitarizable. This is the
first step towards the proof of Conjecture Ul of Tadi¢.
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1. Introduction

Dans ce papier nous étudions une correspondance du type Jacquet—Langlands locale
pour les représentations qui ne sont pas essentiellement de carré intégrable, et nous
en tirons des conséquences sur la correspondance de Jacquet—Langlands globale et sur
l'unitarisabilité de certaines représentations des formes intérieures (locales) du groupe
linéaire. L’étude est motivée par la compréhension, a terme, d’une correspondance globale
générale. Pour obtenir une telle correspondance il faut comprendre le transfert local pour
les composantes locales des séries discretes globales du groupe linéaire, et notre étude
donne certains résultats partiels en ce sens. L’intérét d’une correspondance globale serait
la preuve du théoréeme de multiplicité un et la classification du spectre résiduel pour les
formes intérieures de GL,, sur un corps global.

Si on pose G = GL,(F) o F est un corps local non archimédien et on note G’
une forme intérieure de G, la correspondance locale que nous construisons ici est un
morphisme de groupes entre les groupes de Grothendieck des représentations lisses de
longueur finie de G et de G’. Ce morphisme respecte la relation de Jacquet—Langlands
entre les caractéres. Dans un sens qui reste a définir, ce morphisme commute aux foncteurs
d’induction et de restriction paraboliques ainsi qu’a 'involution définie par Aubert et par
Schneider et Stuhler dans le groupe de Grothendieck. L’involution joue un role central
dans la compréhension de la correspondance pour les composantes locales des séries
discretes globales. Comme application de notre construction nous montrons quelques cas
particuliers de correspondance de Jacquet—Langlands globale qui entrainent un résultat
local: I'unitarisabilité de toute une classe de représentations d’une forme intérieure du
groupe linéaire sur un corps local. Ce résultat local est en accord avec les conjectures de
Tadié¢ [Ta2] sur le spectre unitaire des formes intérieures de GL,,, et nous avons montré
dans un papier avec Renard [BR] qu’il impliquait une de ces conjectures.

Apres avoir fait des rappels et fixé des notations a la § 2, nous étudions une correspon-
dance de Jacquet—Langlands au niveau des groupes de Grothendieck des représentations
lisses de longueur finie & la § 3. Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique
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quelconque et G’ = GL,(D) une forme intérieure de G = GL,,(F'), ou D est une algebre
a division centrale de dimension d? (d > 0), sur F. Si g € G et ¢ € G’ on dit que g et
g’ se correspondent si les polynémes caractéristiques de g et ¢’ sont égaux et sans racine
multiple sur une cléture algébrique de F. On note Grot(G) (respectivement Grot(G')) le
groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie de G (respectivement
G’). Si 7 est un élément de Grot(G) ou Grot(G’), on note x. le caractére de 7. Nous
montrons alors (proposition 3.3) la proposition suivante.

Proposition. Il existe un unique morphisme de groupes
LJ, : Grot(G) — Grot(G")

tel que, pour tout m € Grot(G), on ait x(g9) = (=1)"""xr,.(x)(9") pour tous g et g' qui
se correspondent. Ce morphisme est surjectif et prolonge la correspondance de Jacquet—
Langlands.

Zelevinskii a muni R(F) = Q),,cy Grot(GL,(F')), d'une structure d’algebre de Hopf
avec involution (voir [Ze]), dans laquelle l'induction (respectivement la restriction)
parabolique sert & définir la multiplication (respectivement la comultiplication). On peut
en faire de méme pour R(D) = Q),,cy Grot(GL, (D)) (voir [Ta2] pour la construction
de T'algeébre de Hopf; on utilise [Au] pour définir I'involution). Nous montrons & la §3,
théoreme 3.7, que des morphismes comme dans le théoreme énoncé plus haut induisent
un isomorphisme d’algébres de Hopf entre R(D) et un quotient de R(F). Ce mor-
phisme entre les algebres de Hopf traduit le fait que la correspondance LJ, (étendue
de fagon naturelle aux sous-groupes de Levi standard de G et G’) commute au foncteur
d’induction parabolique et au foncteur de Jacquet de restriction. Une conséquence est
que LJ, commute aussi, & un signe pres, aux involutions (théoréme 3.16). Dans cer-
tains cas nous savons montrer que la classe d’une représentation irréductible de G est
envoyée par LJ,. soit sur zéro, soit sur la classe d’une représentation irréductible de G’
a un signe pres. C’est le cas des représentations génériques, de leurs duales et de toutes
les représentations elliptiques (celles dont le caractére n’est pas identiquement nul sur
lensemble des éléments elliptiques). Le seul résultat dont nous disposons dans le cas
général est la proposition 3.10.

Dans la §4.4, nous nous limitons a la caractéristique nulle et, en utilisant les résultats
locaux de la section précédente, nous montrons quelques cas particuliers de correspon-
dance de Jacquet—Langlands globale, construisant ainsi, par transfert, des séries discretes
d’une forme intérieure de GL,, sur un corps global.

Nous obtenons (§4.5) comme corollaire de ces correspondances globales le fait que les
représentations duales des représentations de carré intégrable de G’ sont unitarisables.
Plus généralement, soit k un diviseur positif de r, et notons v le caractére valeur absolue
de la norme réduite sur M,.;,(D) et o une représentation de carré intégrable de GL,./;(D).
Nous montrons alors que le quotient de Langlands de la représentation induite & G’ a
partir de la représentation v*~1/2¢ @ y(k=3)/25 @ ... @ y=(=1)/25 est unitaire, et que
sa duale l'est aussi (corollaire 4.8). La preuve se fait en réalisant ces représentations
comme composantes locales de séries discretes globales. Avec Renard, nous avons montré
dans [BR] que ces résultats impliquaient une conjecture de Tadié¢.
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Dans la derniere section (§4.6) nous prouvons un cas trés particulier de correspon-
dance de Jacquet—Langlands globale complete, qui implique un théoreme de multiplicité
un. Il s’agit de la correspondance entre GL,2(F) et D*, ot F' est un corps global de
caractéristique nulle, p est un nombre premier et D est une algebre a division centrale
sur F' de dimension p*.

2. Rappels et notations

2.1. Grot(G), représentations standard et la relation d’ordre <

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque, D une algebre a
division centrale sur F', de dimension finie, 7 un entier strictement positif et G = GL,.(D).
Soit d € N tel que dimp D = d?.

On note ¥(G) 'ensemble des caracteéres complexes lisses non ramifiés de G. Alors la
composition avec la norme réduite induit un isomorphisme de groupes de ¥(GL; (F')) sur
¥ (@G). Nous notons vg I'élément de ¥(G) qui correspond au caractére valeur absolue de
¥ (GL1(F)).

Si D’ est une autre algébre a division centrale sur F, de dimension finie, si 1’ est
un autre entier strictement positif, si G’ = GL,~(D’), on obtient donc un isomorphisme
canonique de ¥(G) sur ¥(G') et nous identifierons tacitement ces deux groupes. vg
s’identifie ainsi & vgs et nous allons utiliser simplement la notation v en général pour
désigner ce caractere car il sera toujours évident sur quel groupe il vit.

Soit Irr(G) Pensemble des classes d’équivalence de représentations lisses irréductibles
de G. Nous identifierons systématiquement une représentation lisse irréductible avec sa
classe dans Irr(G) (et parlerons de représentations égales au lieu d’équivalentes). Soit
Grot(Q) le groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie de G.
Irr(G) est une base du Z-module Grot(G); Grot(G) admet une autre Z-base remarquable,
celle des représentations standard, que nous décrivons plus bas.

Si 7 € Grot(G), on note x, le caractere de .

On dit que L est un sous-groupe de Levi standard de G §’il existe une partition
AlHAQHHAk de I’ensemble {1,27...,’!‘} ou A1 = {172,...77"1}, Ag = {7‘1—|—1,7’1—|—
2,...,r1 + 12}, ete., telle que L soit 'ensemble des matrices M = (mij)i<ij<r € G
telles que m;; est nul si (i;7) ¢ Uqli:lAu x A,. Nous identifions alors L au produit
GL,, (D) x GL,,(D) x - - - x GL,, (D). C’est le groupe des matrices inversibles diagonales
par blocs de taille 71,72, . .., r,. Les notations du paragraphe précédent s’appliquent aussi
a tout sous-groupe de Levi standard de G. Les ensembles Ay, Ao, ..., A sont appelés les
sections de L. On pose aussi |L| =1 — k.

Pour appliquer le foncteur d’induction parabolique a une représentation d’un sous-
groupe de Levi standard L de G, il faut spécifier un sous-groupe parabolique dont
L est un sous-groupe de Levi. Nous choisirons toujours le sous-groupe parabolique
engendré par L et les matrices triangulaires supérieures, sans le spécifier a chaque fois.
Méme choix pour le foncteur de restriction. Tenant compte de cette convention, nous
écrirons dorénavant simplement indg et resf. Si 7y, 7, ..., T, sont des représentations
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de GL,,(D),GL,,(D),...,GL., (D), on notera tout simplement m X mg X -+ X 7 la
représentation induite & GLy, 1.4, (D) & partir de m @ T3 ® - - - ® 7.

Soit Z le centre de G. Une représentation admissible de G est dite de carré intégrable
si elle est irréductible, unitaire, et possede un coefficient non nul qui est une fonction
de carré intégrable sur G/Z. Nous écrirons de fagon abrégée r.c.i. pour représentation(s)
de carré intégrable. On note IT2(G) le sous-ensemble de Irr(G) formé des classes de
représentations de carré intégrable de G.

Si L est un sous-groupe de Levi standard de G, nous définissons IT2(L) de la méme
maniere.

Proposition 2.1. Si L est un sous-groupe de Levi standard de G, si = € II2(L), alors
ind¢ 7 e Irr(G).

Démonstration. Voir [Be] pour D = F. Voir [DKV] pour D quelconque de car-
actéristique nulle. Ca marche aussi en caractéristique non nulle (voir [Ba2]). O

Une représentation o de G est dite essentiellement de carré intégrable si elle est du
type v°(?)o’ avec e(o) un nombre réel et ¢’ € IT2(G). Le réel e(o) et I'élément o’ de
II2(G) sont alors uniquement déterminés par o. Nous abrégerons ici représentation(s)
essentiellement de carré intégrable par 7.e.c.i.. On note I12(G) le sous-ensemble de Irr(G)
formé des r.e.c.i. de G.

SiL=X le GL,, (D) est un sous-groupe de Levi standard de G, si o; € Irr(GL,., (D)),
on dit que 0 = 01 ® 03 ® -+ ® 0 € Irr(L) est une r.e.c.i. de L si, pour tout i, o;
est une r.e.c.i. de GL,, (D). On note IT?(L) le sous-ensemble de Irr(L) formé de r.e.c.i.
de L. Soit o € II?(L) comme plus haut. On dit que o est une r.e.c.i. ordonnée de
L si on a e(o;) > e(oi41) pour tout 1 < i < k — 1. On dit alors que ind¥ o est une
représentation standard. Toute représentation standard a un unique quotient irréductible.
On le note Lg(o).

Pour toute représentation lisse irréductible 7’ de G il existe un o comme plus haut tel
que ' = Lg(o). La représentation o est unique modulo les opérations qui consistent &
permuter entre eux des o; qui ont le méme coefficient e(o;). (On reconnait 14 la théorie
générale du quotient de Langlands améliorée dans le cas de G grace & la proposition 2.1.)

Nous allons souvent regarder, sans le préciser a chaque fois, indf comme un morphisme
de Grot(L) dans Grot(G) et res¢ comme un morphisme de Grot(G) dans Grot(L), quand
les notions de quotient ou sous-représentation n’interviendront plus et seuls compteront
les sous-quotients en général. Par représentation standard on sous-entendra donc souvent
la classe d’une représentation standard dans Grot(G).

On a [Ze,DKV,Ta2] que, sur la base Irr(G) de Grot(G), toute représentation standard
indg o s’écrit:

P
ind¥ o = Lg(o) + Z a;Lg(o;),
i=1
ou les a; sont des entiers non nuls et Lg(o) et les Lg(o;) sont deux a deux distincts et

ont le méme support cuspidal qui est aussi celui de o.
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Nous savons aussi qu’on peut définir une relation d’ordre partielle sur Irr(G) en posant
que les représentations strictement inférieures & Lg(o) sont par définition exactement les
Lg(o;), 1 <i<p. Siwm <7, 7etn' ont donc le méme support cuspidal (qui est aussi
celui d’une o telle que ™ = Lg(0)). Dés lors, toute suite monotone dans Irr(G) est finie.
Les détails dans [Ze], [DKV] et [Ta2].

Cette relation d’ordre peut étre définie, aussi, par Lg(c) < Lg(c’) si et seulement
si le multisegment de o peut étre obtenu du multisegment de ¢’ par un nombre fini
d’opérations élémentaires consécutives (voir [Ze] et [Ta2] pour les définitions).

Soit Bg le sous-ensemble de Grot(G) formé des représentations standard. Par «sous-
ensemble » ici nous entendons en particulier que I'on ne garde qu’une seule fois un élément
qui peut par ailleurs étre la classe dans le groupe de Grothendieck de deux représentations
induites a partir de r.e.c.i. distinctes.

Si L est un sous-groupe de Levi standard de G et o est une r.e.c.i. ordonnée de L,
on pose ind¥ (o) — Lg(c). On obtient une bijection bien définie de Bg sur Irr(G) qui
induit aussi une relation d’ordre sur Bg. L’application réciproque se prolonge donc de
fagon unique en un Z-endomorphisme E de Grot(G). Si Uon partitionne Irr(G) en sous-
ensembles finis maximaux d’éléments ayant le méme support cuspidal, alors les sous-
modules engendrés par ces sous-ensembles sont stables sous E. Si 7w et 7’ se trouvent
dans des sous-ensembles de ce type disjoints, il ne peut pas y avoir de relation d’ordre
entre 7 et 7’. Si 'on ordonne un tel sous-ensemble A de telle sorte que, si m < 7/, alors
7 précede 7', on peut vérifier facilement que la matrice de la restriction de E au sous-
module engendré par A dans la base A est triangulaire supérieure unipotente. On a la
proposition suivante.

Proposition 2.2. B¢ une base de Grot(G).

Voir [Ze], [DKV, A.4.1] et la proposition 2.1 de [Ta2] pour plus de détailles.

On note W(G) le groupe formé par les matrices de permutation dans G qu’on identifie
aussi avec le groupe des permutations de ’ensemble {1,2,...,r}.

Remarquons que, si L est un sous-groupe de Levi standard de G et o € IT%(L),
alors on peut trouver un w € W (G) tel que wow ™! soit une r.e.c.i. ordonnée de w=! Lw.
Comme on a ind¥ () = ind%_., , (wow ") dans Grot(G), ind§ (o) est une représentation
standard, un élément de Bg.

2.2. Correspondance de Jacquet—Langlands

Soient F' un corps local non archimédien de caractéristique quelconque, D une algebre
& division centrale sur F, de dimension finie d?, et r un entier strictement positif. Posons
n =rd, G = GL,(F) et G = GL,.(D). On dit que G’ est une forme intérieure de G. Nous
adoptons les notations et conventions de la section précédente pour G et G’. Si g est un
élément de G ou de G’ on dit que g est semisimple régulier si son polyndéme caractéristique
est séparable (i.e. ses racines dans une cloture algébrique de F' sont simples). Si g € G
et ¢ € G’ on dit que g et ¢’ se correspondent s’ils sont semisimples réguliers et ont le
méme polyndme caractéristique. Rappelons ’énoncé de la correspondance de Jacquet—
Langlands.
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Théoréme 2.3 (correspondance de Jacquet—Langlands). II existe une unique cor-
respondance bijective C : IT*(G) — IT*(G") qui vérifie, pour toute r.e.c.i.  de G :

Xx(9) = (=1)"""xcm(9)
pour tous g et g’ qui se correspondent.

Pour la preuve, [DKV] en caractéristique nulle et [Bal] en caractéristique non nulle.

2.3. Classification des r.e.c.i.: Z(p,1), T(p’,l') et s(o”’)

Aun sous-groupe de Levi standard L’ de G’ correspond un unique sous-groupe de Levi
standard L de G de la fagon suivante: si r1, 72, ..., r sont, dans 'ordre, les cardinaux des
sections de L/, alors les cardinaux des sections de L seront, dans 'ordre, dry, drs, ..., drg.
Alors la correspondance de Jacquet-Langlands entre GL,, (D) et GLg,, (F), pour tout
1 < i < k, induit une correspondance bijective de IT2(L) sur I1?(L’). Nous noterons
cette correspondance aussi C, quand il n’y aura pas d’ambiguité.

Un sous-groupe de Levi standard L de G correspond de cette fagon a un sous-groupe
de Levi standard L' de G’ si et seulement si les sections de L sont toutes divisibles par
d. L' est, dans ce cas, unique. On dit alors que L se transfére.

Rappelons la classification des r.e.c.i. de G = GL,(F) selon Zelevinskii [Ze]. Si [ est
un entier positif divisant n et p est une représentation cuspidale de GL,,/;(F'), alors la
représentation

PXVPX - xyl*lp
a un unique quotient irréductible. C’est une r.e.c.i. Toute r.e.c.i. o s’obtient ainsi. On dit
que o correspond au segment (de Zelevinskii) [p, ! ~!p]. L'entier [ et la représentation p
sont déterminés par o. On note aussi o0 = Z(p,1). On dit que [ est la longueur du segment

[p, V" 1p].

Lemme 2.4.

(a) Soit 0 = Z(p,l) une r.e.c.i. de G, o1l p est une représentation cuspidale de GLj(F),
lk = n. Soient L un sous-groupe de Levi standard de G et ni,na,...,n, les car-
dinaux de ses sections. Si k ne divise pas tous les n;, alors rfo = 0. Si k divise

tous les n;, alors on pose k; = n;/k et on a
P i—1
rio =) Z(w=i=1*p, k;) € IT*(L).
i=1

(b) Soient ¢’ une r.e.c.i. de G' et L' un sous-groupe de Levi standard de G'. Soit
o = C71(0') et posons ¢ = Z(p,l). Soit L le sous-groupe de Levi standard de G
qui correspond a L. Si r¥o = 0, alors r$/ o’ = 0. Sinon, 1%, o' = C(ro).

(¢c) Sio est une représentation cuspidale de G, alors C (o) est une représentation cus-
pidale de G'.
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Démonstration. Le point (a) est la proposition 9.5 de [Ze]. Le point (b) est alors la
conséquence directe de [DKV, Théoréme B.2.b] (voir [Bal, Proposition A, p. 736] pour
la caractéristique non nulle). Le point (c) est une conséquence immédiate de (b). O

Soit p’ une représentation cuspidale de G’ = GL,(D). Elle correspond par Jacquet—
Langlands & une r.e.c.i. Z(p,1) de G. On pose alors s(p’) = [, invariant introduit par Tadi¢
dans [Ta2]. Tadi¢ y développe sur G’ une théorie de classification des r.e.c.i. analogue a
celle de Zelevinskii.

Si 1’ est un entier positif qui divise r et p’ est une représentation cuspidale de GL, ;;/ (D),
alors la représentation

o x VS(p’)p/ % V2S(p’)p’ NI, ,,(l’—l)S(p’)pl

a un unique quotient irréductible. C’est une r.e.c.i. Toute r.e.c.i. ¢/ de G’ s’obtient
ainsi. On dit que o’ correspond au segment (de Tadi¢) [p, ('~ Ds() p/]. L'entier I et
la représentation p’ sont déterminés par o’. On note ¢’ = T(p’,1’). On dit que I’ est
la longueur du segment [p/, 1" =Ds(") y/]. On pose enfin s(o’) = s(p’). (L’article [Ta2]
est écrit en caractéristique nulle, mais en utilisant [Bal] et [Ba2] on peut lever cette
contrainte. )

Soit o' = T(p',l') € II*(G’) et posons C~(c') = o = Z(p,1). Alors I’ | l et on a
s(¢’) = I/I'. On a aussi s(¢’) = p.p.cm.(n,ld)/n. En particulier, comme [ | n on a
que s(o’) divise toujours d. Ces relations peuvent étre retrouvées par exemple grace au
lemme 2.4.

2.4. Classification des r.c.i.: Z%(p,1) et T%(p’,1’)

Si o = Z(p,1) est une r.e.ci. de G, alors o est unitaire si et seulement si v=1/2p
est unitaire (c’est une conséquence immédiate du fait qu’une r.e.c.i. est unitaire si et
seulement si son caractére central 1’est). En posant alors p“ = =172, on dit que
o correspond au segment de Zelevinskii « centré» [~ (=D/2pu  pU=1/2p4] on p¥ est
une représentation cuspidale unitaire. En général, on pose 0 = Z%(p,[) en sous-entendant
alors que o et p sont unitaires et le segment est centré. Les segments de Tadi¢ centrés et
la notation ¢’ = T"(p/,!') sur G’ sont définis de fagon analogue.

2.5. Les représentations elliptiques

Ici G désigne GL,,(F) ou GL,(D). Un élément g € G est dit elliptique régulier s’il est
semisimple régulier et son polynome caractéristique est irréductible. On dit qu’un élément
de Grot(G) est elliptique si son caractére n’est pas identiquement nul sur ’ensemble
des éléments elliptiques réguliers. Une r.e.c.i. est toujours elliptique (par le théoreme
d’orthogonalité des caracteéres par exemple) et une représentation induite & partir d’un
sous-groupe parabolique propre n’est jamais elliptique. En particulier, les éléments de
Be qui sont elliptiques sont exactement les r.e.c.i. Une conséquence est la classification
des représentations lisses irréductibles elliptiques en général que voici.

Soit 7 une représentation lisse irréductible elliptique de G. Ecrivons 7 = > a;m; avec
a; € Z* et m; € B distincts. Au moins une représentation 7;, parmi les m; est une r.e.c.i.
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car 7 est elliptique. Comme 7 et tous les m; ont le méme support cuspidal, on trouve que
ce support cuspidal est le segment de Zelevinskii/Tadi¢ associé & m;,. En particulier, m;,
est la seule r.e.c.i. parmi les ;.

Maintenant, les représentations cuspidales qui entrent en la composition d’un segment
de Zelevinskii/Tadié sont distinctes deux a deux. Donc tous les sous-quotients de la
représentation standard obtenue par induction a partir d’'un tel segment T' apparaissent
avec multiplicité un. On peut montrer alors par une inversion du type Moebius (voir [Ze,
Proposition 9.13]) que le coeflicient a;, de m;, plus haut est £1.

3. Correspondance de Jacquet—Langlands étendue

3.1. Correspondance entre les groupes de Grothendieck

Soit J L, P'application de Bg: dans Bg définie pour tout sous-groupe de Levi standard
L’ de G’ et toute o’ € IT*(L') par

JL,(ind$ ¢') = ind$ o

ott L correspond & L' et 0 = C~1(¢’). 1l est facile & vérifier que cette application est
bien définie. Grace a la proposition 2.2, JL, s’étend de fagon unique en un morphisme
injectif de Z-modules de Grot(G') dans Grot(G).

Théoréme 3.1.

(a) Le morphisme injectif de Z-modules
JL, :Grot(G") — Grot(G)
prolonge C~', commute a la torsion par des éléments de W(G) = W(G'), et on a

X (") = (=1)"""XL,(x)(9)
pour tous g € G et g € G’ qui se correspondent.

(b) Soit Sg ¢ le sous-module de Grot(G) engendré par I'ensemble des représentations
induites des r.e.c.i. de tous les sous-groupes de Levi de G qui ne se transferent pas.
Alors Sg ¢ est un supplémentaire de I'image Im(JL,) de JL, dans Grot(G) et
J L, induit un isomorphisme de groupes

JL, : Grot(G") ~ Grot(G)/Sc.c-

Démonstration. (a) Soient g € G et ¢’ € G’ qui se correspondent. Pour vérifier qu’on
a

X~ (") = (=1)"""xuL,(x)(9)

pour tout ' € Grot(G’) il suffit de le vérifier pour tout 7" € Bgr. Si ' est une r.e.c.i.
on a JL,.(7') = C71(x’) et c’est évident. Si 7’ est I'induite d’une r.e.c.i. & partir d'un
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sous-groupe de Levi propre, cela résulte de la définition de JL,.(7') et de la formule du
caractere d’une représentation induite (voir [vD], ou [Cl, Proposition 3]).

Pour montrer que JL, commute & la torsion par x € ¥(G’) il suffit de le montrer
sur la base Bgr. Il est clair pour les r.e.c.i. elles-mémes par égalité des caracteres, donc
I'application C~! commute a la torsion par les éléments de ¥ (G’).

Si o/ € IT?(L'), alors on a

x ®ind% o’ = ind% ((resS, x) ® o).
Or, (res% ) ® o’ est une r.e.c.i. de L. On a alors par la définition de JL, :

JL,(ind¥ ((res$) x) ® o)) = ind¥ (C "} ((resG y ® 0”)))
= indf ((res? x) @ C~'(d"))
=y ®ind¥ C7Y(o").

(b) Le fait que S¢ g est un sous-module supplémentaire de Im(JL,) dans Grot(G)
est une conséquence immédiate du fait que JL,(Bg) C Bg et Bg\JL,(Bg/) est par
définition une base de Sg /. Le fait que le morphisme de Z-modules Grot(G') —
Grot(G)/Sga ¢ obtenu par composition de la projection Grot(G) — Grot(G)/S¢ ¢ avec
J L, est un isomorphisme s’ensuit, parce que J L, est injectif et réalise donc une bijection
de Grot(G’) sur son image. O

Remarque 3.2. Le morphisme JL, n’envoie pas toute représentation irréductible de
G’ sur une représentation irréductible de G, sauf si d = 1 ou r = 1. Donnons un contre-
exemple qui se généralise facilement. Soient n = 4, d = r = 2, L’ le tore diagonal de
G’ = GLy(D) et L le sous-groupe de Levi standard de G = GL4(F) qui lui correspond.
Soit p un caractere de F. La représentation m = Z(p, 2) x Z(vp, 2) est réductible, puisque
les segments [p;vp| et [vp;1v?p] sont liés [Ze, Theorem 9.7]. Mais 7’ = C(Z(p,2)) x
C(Z(vp,2)) est irréductible parce que d = 2 ne divise pas la longueur du segment [p; vp]N
[vp; v2p] = [vp;vp| [Ta2, Lemme 2.5]. Et, pourtant, on a JL,(7') = .

On peut donc dire qu’en général, & une représentation irréductible = de G’ correspond
une combinaison linéaire a coefficients dans Z de représentations irréductibles de G.
Donnons un récriture utile du théoreme précédent.

Proposition 3.3. II existe un unique morphisme de Z-modules
LJ, : Grot(G) — Grot(G")

tel que, pour tout " € Grot(G"), I'image réciproque de 7' par LJ, est I'ensemble de tous
les m € Grot(G) qui vérifient :

Xr(9) = (=1)"""xx (9")

pour tous g € G et ¢ € G' qui se correspondent. Le morphisme LJ, est surjectif. Son
noyau est Sg,g.
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Disons qu'un élément de Grot(G) est G’-nul si son caractére est nul sur tout élément
semisimple régulier qui a un correspondant dans G’. L’ensemble des éléments G’-nuls
dans Grot(G) n’est autre que Sg. .

Donnons le résultat sur le transfert des représentations génériques. Une représentation
T est générique si et seulement si 7 = ind¥ (o) € Irr(G), ot L est un sous-groupe de Levi
standard de G et ¢ est une r.e.c.i. de L [Ze].

Proposition 3.4. Soit w € Irr(G) une représentation générique et posons m = ind¥ (o)
comme ci-dessus. Si L ne se transfére pas, alors m est G'-nulle. Si L se transfére en L/,
alors on a LJ,(r) = ind$, (C(0)) € Irr(G).

Démonstration. w est une représentation standard et son image par LJ,. peut se retrou-
ver par la définition méme de JL,. Les critéres de réductibilité de [Ze] et [Ta2] pour les
induites des r.e.c.i. impliquent que, ind$ (o) étant irréductible, ind¥, (o) l'est aussi. O

3.2. Correspondance entre les algébres de Hopf

Dans cette sous-section, F' désigne toujours un corps local non archimédien et D une
algebre & division centrale sur F, de dimension d?.

Soit n un entier strictement positif. Soit G' I'un des groupes GL,, (F') ou GL, (D). Si Ly
et Lo sont deux sous-groupes de Levi standard de G, on note W(Lq, Ls) le sous-groupe
de W(G) formé des éléments w qui vérifient :

o w(k) <w(l)sik <letketlsont dans la méme section de L ;
o wl(k) <w () sik <letketlsont dans la méme section de Lo.

Si L est un sous-groupe de Levi standard de G et g € G, alors on pose 9L = gLg™!
et, si m est une représentation de L, on note 97 la représentation de 9L définie par
Ir(z) = (g~ 1zg). On utilise aussi les notations : LI pour 97'L et 79 pour 9 .

Siw € W(Ly;Ly), alors “Ly N Ly et Ly N LY sont des sous-groupes de Levi stan-
dard de G. A partir de maintenant, on adopte les notations de [Au] : si Ly et Lo sont
deux sous-groupes de Levi standard de G tels que L; C Lo, alors on note 2%? et rff
les morphismes (au niveau des groupes de Grothendieck, rappelons-le!) d’induction et de
restriction parabolique, avec la convention déja faite a la §2.1 de les considérer automa-
tiquement par rapport aux sous-groupes paraboliques associés a L1 et Lo qui contiennent
le groupe des matrices triangulaires supérieures dans G.

Rappelons ici sous forme d’un lemme le théoreme 1.2 de [Ze].

Lemme 3.5. Soient Ly et Lo deux sous-groupes de Levi standard de G. Soit m une
représentation de Li. On a alors :

GG _ Ly Ly w
ri AL T = E ZwLmLQ((TLmL;’W) ).
weW (L1,L2)

Posons
R(F) = €D Grot(GL,(F))
neN
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o, par convention on pose (pour n = 0) GLo(F) = Z = Grot(GLo(F)). Si L est un sous-
groupe de Levi standard de GL,,(F') a k blocs, on considérera rf comme une application
linaire de Grot(GL,(F)) & valeurs dans ®" R(F).

Zelevinskii a muni 'espace vectoriel R(F) d’une multiplication m et une comultipli-
cation ¢ qui en font une algebre de Hopf graduée [Ze]. Avec les notations et conventions
plus haut, la multiplication et la comultiplication de Zelevinskii se définissent de la fagon
suivante :

o si m € Grot(GLy(F)) et o € Grot(GLy (F')), alors on pose
m(m;0) =7 X 0 € Grot(GLyyr (F))
et on étend par bilinéarité & une application de R(F) @ R(F) a valeurs dans R(F) ;

e si m € Grot(GL,(F)), on identifie GLy(F) x GLy/ (F), k+ k" = n, & un sous-groupe
de Levi standard maximal Ly, de GL,,(F), et on pose

c(m) = Z TS;:/(F)’]T € R(F)QR(F);
k+k'=n

on étend ensuite par linéarité & une application de R(F') & valeurs dans R(F') ®

Exactement de la méme fagon on peut poser

R(D) = @ Grot(GL,(D)).

reN

Si L est un sous-groupe de Levi standard de GL,.(D) a k blocs, on regarde rf comme

une application linéaire de Grot(GL,(D)) & valeurs dans ®*R(D). On peut munir
I'espace vectoriel R(D) d’une multiplication m’ et une comultiplication ¢’ définies comme
plus haut et vérifier comme comme dans [Ze] qu’on obtient ainsi une algebre de Hopf
(voir [Ta2]). Si l'on consideére R(F') et R(D) munis de leur structure d’anneau on a la
proposition suivante.

Proposition 3.6. R(F) est isomorphe a I'anneau de polynémes en une infinité de
II?(GL,(F))] et R(D) est isomorphe a I'anneau de
II*(GL,(D))].

variables commutatives Z[J, cy-

polynémes en une infinité de variables commutatives Z[J, oy~

Démonstration. Pour R(F), cette proposition est une conséquence du corollaire 7.5,
du théoreme 9.3, et de la proposition 9.16 de [Ze]. Voir [Ta2, Proposition 2.1] pour le
cas général R(D). Autant pour R(F') que pour R(D) c’est une conséquence directe de
la proposition 2.2 plus haut. O
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Théoréme 3.7.

(a) L’ensemble des morphismes injectifs de Z-modules
JL, : Grot(GL, (D)) = Grot(GL4(F))
pour tout r € N* induit un morphisme injectif d’anneaux

JL : R(D) = R(F).

(b) L’image de JL est le sous-anneau de R(F') engendré par les r.e.c.i. de tous les
GL,,(F) tels que d divise n. L’idéal Ir p de I'anneau R(F') engendré par les r.e.c.i.
de tous les GL,,(F) tels que d ne divise pas n est un Z-module supplémentaire de
Iimage de JL dans R(F).

(¢) La comultiplication de R(F) induit une opération bien définie ¢ sur I’anneau
R(F)/Ipp. L’anneau R(F)/Ir p hérite ainsi d’une structure d’algebre de Hopf.
L’application J L induit un isomorphisme d’algebres de Hopf

JLH : R(D) ~ R(F)/Ip.p.

Démonstration. (a) Pour tout entier positif r, ’application J L, induit une bijection
de IT*(GL,(D)) sur II?(GL.q(F)) (Jacquet-Langlands classique). La proposition 3.6
implique que cette restriction de J L, aux r.e.c.i. pour tout r induit un unique morphisme
d’anneaux JL de R(D) dans R(F'), qui, de plus, est injectif. On doit prouver que,
pour tout r, 'application JL coincide avec JL, sur Grot(GL,(D)) tout entier. Par la
proposition 2.2 et par linéarité des deux applications, il suffit de vérifier que pour deux
r.e.ci. m; de GL,, (D) et 5 de GL,,(D), on a

m(JLﬁ (ﬂ-ll); JLT2 (Wé)) = JLT1+7‘2 (m/(wi; 77/2))

Mais cela fait partie de la définition méme de JL,, 4.

(b) Partant de la définition de J L, le fait que I"image de J L est le sous-anneau de R(F’)
engendré par les r.e.c.i. de tous les GL,(F) tels que d divise n est tautologique. En
écrivant maintenant

on a que tout polynome en les variables |J, cn. 11%(GLy(F)) s’écrit de fagon unique
comme la somme d’un polynome en les variables J,,, I 2(GL,(F)) et un polynome
dont chaque monome contient au moins une variable se trouvant dans l’ensemble

Udasn II?(GL,(F)). On en déduit 1'égalité de Z-modules :

R(F) =Im(JL) & Ipp.

https://doi.org/10.1017/51474748007000035 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748007000035

362 A. I. Badulescu

(c¢) Par le point (b), le morphisme injectif d’anneaux JL : R(D) — R(F) induit un
isomorphisme d’annequs JLH : R(D) — R(F)/Ip p. Il suffit de montrer que la comul-
tiplication ¢ de R(F') «passe au quotient» et que JLH commute & la comultiplica-
tion. Reprenons les notations de la sous-section précédente : r € N*, G = GL,.(D) et
G = GL;q(F). On va étudier l'effet du foncteur de restriction parabolique sur les bases
Bg et Be.

Appliquons le lemme 3.5 & un élément 7 de Bg. On a m = iglo ol o est une r.e.c.i. du
sous-groupe de Levi standard L; de G. Soit Lo un sous-groupe de Levi standard maximal
de G. On a alors (lemme 3.5)
rir=rfif o= > depnn.((roayo)”).

weW (L1,L2)

Par le lemme 2.4 (a), cette écriture est la décomposition de rfzw sur la base des représen-
tations standard de Ly. Notons W(Ly; Lo)4 ensemble des éléments w € W (L1; Lo) tels
que YL N Ly se transfere (i.e. que d divise le cardinal de toutes ses sections).

Ecrivons

G __ .G G
,’.Lgﬂ- = TLz'LLlO-

= Y dennn(“(rrincgo) + > twrynL, (Y(rLnLy o).
wGW(Ll,LQ)d wGW(L1,L2)\W(L17L2)d
(3.1)

Le deuxieme terme du membre de droite se trouve dans Ir p @ R(F) + R(F)® Ip p. Si
L ou Lo ne se transfere pas, alors W(L1; La)4 est vide parce qu'un sous-groupe de Levi
standard qui ne se transfére pas ne peut pas contenir un sous-groupe de Levi standard qui
se transfere. m € I p si et seulement si L; ne se transfére pas. Donc la comultiplication
passe au quotient.

Supposons que L; et Lo se transferent et notons L} et L) les sous-groupes de Levi
standard de G’ qui leur correspondent.

G’

Posons 7’ = ’iL/lC(U). On a par le lemme 3.5 appliqué & G’ :

/ .
rir = Y deyan (Y aneo’). (3.2)
wew (L4,L)

On peut définir une inclusion naturelle ¢t de W(Lj; L}) dans W (Ly; Lo) en posant que,
si 7 est une permutation de {1,2,...,r}, alors ¢(7) est la permutation de I’ensemble
{1,2,...,n} qui permute les r sous-ensembles

{1,2,...,d},{d+1,d+2,....,2d},....{(r = 1)d+1,(r—1)d+2,...,n}

selon la permutation 7 tout en laissant l'ordre inchangé a lintérieur de chacun de ces
sous-ensembles. L’application clairement injective

t:W(Ly; Ly) — W(Ly; Lo)
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ainsi définie a la propriété que pour tout w € W (L}; L), les sous-groupes de Levi stan-
dard “Lj N LY et '™ L, N Ly se correspondent (et pareil pour L) N LY et Ly N Lg(w)).
Ainsi, 'image par t de W(L}; L}) est incluse dans W (Lq; La)g4.

Lemme 3.8. Le morphisme t : W(L{;L,) — W(Ly;Ls)g est un isomorphisme de
groupes.

Démonstration. Nous laissons la preuve en exercice au lecteur. O

L’isomorphisme ¢ met en correspondance les termes de la premiere somme dans le
membre de droite de I’égalité (3.1) avec les termes de la somme dans le membre de droite
de légalité (3.2).

Le lemme 2.4 (b) permet alors de conclure. O

3.3. L’application Q et la relation d’ordre < dans Irr(G’)

Soit 7’ € Irr(G’). Posons 7’ = Lg(o’), ot ¢’ est une r.e.c.i. d'un sous-groupe de Levi
standard L’ de G’. Soient L le sous-groupe de Levi standard de G qui correspond & L',
et 0 = C71(0’) la r.e.c.i. de L qui correspond & o’. Posons alors Q(n’) = Lg(o). Nous
regardons ) comme une application de Irr(G’) dans Irr(G). L’image de @ est le sous-
ensemble de Irr(G) formé des quotients de Langlands des représentations standard de G
qui s’écrivent ind¥ (o) ot L se transfere et o € IT2(L). Q est une bijection de Irr(G)
dans I'image de @ qu’on note Q(Irr(G")).

Proposition 3.9. Si«f, 7} € Irr(G’) sont telles que ) < mh, alors Q(m]) < Q(7h).

Démonstration. Les opérations élémentaires sur les multisegments de G’ se transferent
sans difficulté & G ce qui donne le résultat. O

@ induit donc une relation d’ordre < sur Irr(G’) plus forte que <. On peut montrer en
général que < est strictement plus forte que < (je remercie Andrei Moroianu qui m’en
a fourni la preuve).

La relation <« se transpose de facon évidente sur I’ensemble B/ des représentations
standard de G’, comme on l'avait fait & la §2.1 pour <.

3.4. Précisions sur la correspondance

Donnons maintenant le résultat qui précise un peu plus la correspondance JL...
Proposition 3.10. Si ' € Irr(G’), alors on a

(a) JL (") = Q(7') + 32, -y @i avec a; € Z et m; € Irr(G);

(b) LJ(Q(7")) =7+ Zﬂ;<<ﬂ, bjm} avec bj € Z et 7 € Irr(G").

https://doi.org/10.1017/51474748007000035 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748007000035

364 A. I. Badulescu

Démonstration. Si 7’ est le quotient de Langlands de la représentation standard
S =ind¥, (0’) alors Q(n') = = est celui de la représentation standard S = ind% (o)
ot L correspond & L', et 0 = C~!(¢’). On sait qu'on a les relations:

S'=x" + Z ijj
Sh<s!
et

S=n+ Z n;S;.
5:<8

(a) Comme JL,.(S") =5, 0on a

JL (7)) + Y myJL(S)) =7+ Y niSi.
85<8” 5i<5

JL,(S}) est une représentation standard de G strictement inférieure a S grace a

la proposition 3.9, d’ou le résultat.

(b) Comme S’ = LJ,.(S) on a

'+ Z m;S; = LJ,(m) + Z n; LJ,.(S;).
S;<5” S;<S

LJ,.(S;) est ou bien nul ou bien une représentation standard M’ de G’ qui vérifie

M’ <« 8'. Le résultat s’ensuit.
O

Posons alors deux conjectures.
Conjecture 3.11. Si7’ € Irr(G’), on a LJ,.(Q(n")) = «'.

Conjecture 3.12. Si 7 € Irr(G), alors LJ,(w) est soit nul, soit une représentation
irréductible a un signe pres.

Par le point (b) de la proposition 3.10 il est clair que la deuxieéme conjecture implique
la premiere. Nous avons vu que les représentations génériques de G vérifiaient la con-
jecture 3.12 (proposition 3.4). Nous ne savons pas si ces deux conjectures sont vraies ou
fausses en général. En voici des cas particuliers.

Proposition 3.13.

(a) Soient o} et ol des r.e.ci. de GL,, (D) et GL,,(D) respectivement, r1 + ro = r.
Alors les sous-quotients irréductibles de o x o, vérifient la conjecture 3.11.

(b) Sin’ € Irr(G') est elliptique, m vérifie la conjecture 3.11.

(c) Sim € Irr(G) est elliptique, w vérifie la conjecture 3.12.
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Démonstration. (a) Soient 01 = C~1(0}) et 02 = C~1(0}). On a
LJ,. (0] x 0b) = 01 X 03.
Si les segments associés a oy et o2 ne sont pas liés, alors les segments associés a o}
et o} ne sont pas liés non plus, les deux produits sont irréductibles et la proposition est

démontrée.
Si les segments associés a o1 et oo sont liés, alors

01 X 09 = Lg(o1 X 02) +ind T

ou 7 est une r.e.c.i. telle que ind 7 est irréductible et aussi la seule représentation standard
strictement inférieure & o1 X 9.
Maintenant on a deux possibilités :

e ou bien les segments associés a o} et o}, sont liés, ce qui arrive si et seulement si le
sous-groupe de définition de 7 se transfere, et alors

oy x 0y = Lg(o] x 0b) +ind C(7)
et le résultat est évident ;
e ou bien les segments associés & o et o ne sont pas liés, i.e.
o1 X oy = Lg(o] x 0})

est irréductible, mais alors, si les segments associés & o et o ne sont pas liés cela
veut dire que le groupe de définition de 7 ne se transfere pas, donc ind 7 est G’-nulle
et LJ,.(Lg(o} x 4)) = Lg(o1 X 03).

(b) Posons ' = Lg(c’) pour une r.e.ci. o/, et ¢ = C~1(0’). On sait que le support
cuspidal de 7" est un segment de Tadié¢ (§2.5). Donc le support cuspidal de o est un
segment de Zelevinskii. On a donc

indo’ =7’ + Z o
<!

et

indo = Q(r') + Z e

7, <Q(m’)
(i.e. les multiplicités des sous-quotients sont 1). On a alors
JL. (') + Y JL(m)=Q(x)+ Y m=Q)+ D Qu)+ Y Lg(S),
i<’ ™ <Q(7') i<’ SepP

ot P est I’ensemble des représentations standard de G inférieures & ind o qui sont G'-
nulles. Comme le support cuspidal de ¢ est un segment de Zelevinskii et le sous-groupe
de Levi standard sur lequel vit o se transfere, I’ensemble P est vide. La preuve est alors
immeédiate par récurrence sur le nombre des 7} strictement inférieures a 7’.
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(¢) Nous allons montrer un résultat plus précis. Le support cuspidal de 7 est un segment
de Zelevinskii. Il existe donc un entier k divisant n, une représentation cuspidale p de
GL, /% (F) et une suite strictement croissante lo = 0 < Iy < Iy < --- < l;, = k telle
que T = Lg(><?:01 ZWhip,liyr — 1;)). Soit i, = 0 < l;; < -+ <1l; =k la sous-suite de
loyl1,. ..,y formée des entiers [ tels que d divise In/k. Soit mg = Lg( Xf;l Z(z/lij piliy —
li,)). Par le point (b), nous savons transférer mo: on a LJ,.(m) = Q' (mo). Nous allons
montrer que LJ,(7) = (—=1)""PLJ,.(my). En effet, nous connaissons les coefficients des
décompositions de 7 et de mp sur la base Bg, c’est la proposition 9.13 dans [Ze]. Le
résultat en découle, car les représentations standard inférieures a X;n:_olZ (Whip, Ly —
l;) qui ne sont pas G'-nulles sont exactement les représentations standard inférieures &
X;);SZ(V% pilis iy — l’ij)~ U

Corollaire 3.14. Sir = 2, la conjecture 3.11 est vraie.

Démonstration. Une représentation de GLo(D) est ou bien cuspidale, ou bien un sous-
quotient comme au point (a) de la proposition. O

Possible application

Proposition 3.15. Supposons que la conjecture 3.11 soit vraie en toute généralité.
Soient 7} € Irr(GL,, (D)) et w5 € Irr(GL,, (D)). Si

Q(m1) x Q(m3) € Irr(GLary 4ar, (F)),

alors
w1 X 7y € Irr(GLiyy 44, (D))
(se généralise immédiatement & plusieurs représentations).

Démonstration. Posons 7 = Lg(c}), 7h = Lg(c}), m1 = Lg(o1) et m3 = Lg(o2) (ol
o, = C7 (). Si Q(7}) x Q(mh) est irréductible, elle est égale & Lg(o1 x 03) [Ta2].
La conjecture assumée vraie implique

LI (Q(m)) x Q(my)) =) x w5y et LJy(Lg(o1 x 02)) = Lg(o} x 03).

On en déduit 77 x 7y = Lg(o} x d4) € Irr(GLy, 4, (D)). O

3.5. L’involution et la dualité

Zelevinskii a défini une dualité dans l'algebre de Hopf R(F') [Ze, Proposition 9.12].
Dans [Au], Aubert définit une involution i du groupe de Grothendieck des représentations
lisses de longueur finie d’un groupe réductif quelconque. Elle y montre que cette involution
envoie une représentation irréductible sur une représentation irréductible au signe pres.
En particulier, si m € Irr(G), exactement I'un des éléments i(7) et —i(7w) de Grot(G) se
trouve dans Irr(G). On le note |i(7)| et on Pappelle la duale de w. Aubert a montré [Au,
Théoréme 2.3] que cette dualité coincide avec celle de Zelevinskii et que

i(m) = (=1)"*i(m)], (3-3)
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ou k le nombre de représentations cuspidales dans le support cuspidal de 7. La dualité
générale a été étudiée aussi par Schneider et Stuhler.

Sur Grot(G), involution de [Au] est définie de la fagon suivante : si £ est I’ensemble
des sous-groupes de Levi standard de G, si 7 est un élément de Grot(G), alors

i(m) = Y (=DM rf (m).

Lecl

Nous noterons i’ U'involution sur Grot(G’). La définition de la dualité est la méme. La
formule de définition de 4’ est la méme en remplagant £ avec L', out L’ est I’ensemble des
sous-groupes de Levi standard de G’. Pour 7 € Irr(G’), nous avons la relation

i'(m) = (=1)"Fd ()], (3-4)

ou k le nombre de représentations cuspidales dans le support cuspidal de 7 (se montre
par la méme méthode que le théoreme 2.3 de [Au]).

Nous allons étudier le comportement de i par rapport au morphismes J L, (défini au
théoreéme 3.1 (b)) et LJ,.

Théoréme 3.16. L’involution i de Grot(G) induit une involution bien définie i de
Grot(G)/Sg,g'. L’isomorphisme J L, transforme I'involution i’ en I'involution (—1)"~".
On a aussi LJ, oi = (=1)"""¢ o LJ,.

Démonstration. Soit 7 € S¢ ¢’. On veut montrer que i(7) € Sg,¢/. Or, I p est stable

par i¢r¢ par le théoréme 3.7. 11 suffit donc d’utiliser la formule

i(m) =Y (=) Hefrf (m),

Lel

car Sg.¢' = Grot(G)NIp,p. Ainsi, 'involution i « passe au quotient », et ¢ est bien définie
(involution, évidemment).

En particulier, si I est ’ensemble de sous-groupes de Levi standard de G qui se
transferent, on a

LJ.(i(m) = > (-)HLT.iFrf (r)).

LeK

Par le théoréme 3.7, si L € K et L’ correspond a L, on a
LJ,(i$7f (7)) = i rf (LI (7).

On a aussi (—1)IE = (=1)»=7 (=D)Ll car L et L’ ont le méme nombre de sections. Au
final on trouve

LI, (i(m) = (=1)"" Y (=) e (LI, (r)) = (=1)" "4 (LT, (7).
Lel!

11 est clair deés lors que l'isomorphisme J L, transforme 'involution ¢’ en I'involution
(—1)" 7. O
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La proposition suivante, sur les duales des r.e.c.i., est utile pour la correspondance
globale. C’est une conséquence directe du théoréme précédent (aussi bien que de la preuve
du ¢) de la proposition 3.13).

Proposition 3.17. Soit o € II*(G) et posons C(o) = o'. On a alors LJ,(i(c)) =

(~1)" " (o).

4. Jacquet—Langlands globale et unitarisabilité

4.1. Les représentations Lg(o, k) et Lg(vy, k)

Soient G’ = GL,.(D) une forme intérieure de G = GL,,(F), k un entier positif qui divise
r et o une r.e.ci. de GL, /(D). On pose

Lg(o,k) = Lg(v®F D26 x v k=325 5 ... 5 p=(k=D/25),

Nous définissons maintenant, uniquement pour le groupe linéaire, les représentations
Lg(v, k), o v est une représentation générique unitaire. Soit donc 7 une représentation
générique de GL,, / (F). Etant générique, la représentation -y est un produit irréductible
de r.e.ci. 01,09,...,0, [Ze]. Posons g, = v°io}, avec o une r.c.i. et e; € R. D’apres
[Tal], Lg(oj', k) = v~* Lg(0;, k) est unitaire. Si e;; =e;, =--- = ¢;,, il est clair qu'on
peut utiliser le théoréeme d’irréductibilité d’une représentation induite a partir d’un pro-
duit de représentations unitaires irréductibles [Be] pour prouver que la représentation
X?zl Lg(0i,, k) est irréductible en passant par les représentations unitaires Lg(o}' , k).

Si, de plus, v est unitaire, alors on doit avoir |e;| < % pour tout ¢ € {1,2,...,m}.
Cela a deux conséquences. La premicre est que, si e; # e;, les segments de v%0; et uboj
ont des supports cuspidaux non liés, quels que soient les entiers a et b. En particulier, si
Pon regroupe les o; par paquets maximaux a coefficient e constant on obtient, par [Ze,
Proposition 8.5], que la représentation X -, Lg(c;, k) est irréductible. Maintenant, on
peut supposer sans restreindre la généralité que e; < eg < -+ < e, et la deuxieme
conséquence est alors que la représentation

P D20 kD20 kD20 B=8) /2 k8)/2g,

k—3)/2 ym=D/25 == /20, =1 2,

o Omyee s
est une r.e.c.i. ordonnée. A partir de la on obtient donc par induction une représentation
standard, qui sera égale en tant que représentation (non seulement comme élément du

groupe de Grothendieck) & la représentation

k—1)/2

A oy x B8/ 2 sy (B /2

Cette représentation a donc un unique quotient irréductible. Par [Ze, Proposition
8.5, c’est la représentation irréductible X -, Lg(oy, k). C'est aussi la représentation
irréductible X~ ,v% Lg(c, k). On note cette représentation Lg(v, k). Les composantes
locales des représentations séries discretes du groupe linéaire sur un corps global sont
toutes de la forme Lg(~, k) (voir section sur la correspondance globale).
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4.2. Transfert de Lg(o, k)

Tadié¢ a calculé les duales des représentations du type Lg(o, k) de G. 1l suffit de le
faire quand o est unitaire, le résultat général sur les r.e.c.i. s’ensuivant par simple torsion
avec des puissances réelles de v. Soit donc o = Z“(p,1) € II;(GL,/(F)). Si on pose
T =2Z"(p,k)on a |i(Lg(c,k))| = Lg(7,1) [Tal, Théoreme 7.1 (iii)].

En gardant ces notations on a la proposition suivante.

Proposition 4.1.

(a) Sid]| (n/k) alors o se transfeére et on a

LJ,(Lg(o,k)) = Lg(C(0), k) + Z a;m, a; € Z.
7r;.<<Lg(C(U),k)

(b) Sid| (n/l) alors T se transfére et on a

LJ.(Lg(o,k)) = eli'(Lg(C(r),))|+ Y ai'(x)), a; €,
TF;'<<L9(C(T)»I)

ot ¢ = (—1)k=(k/s(C(™))) " En particulier ¢ = 1 si d est impair.
(c) Sid ne divise ni n/k ni n/l, alors LJ,.(Lg(o,k)) = 0.

Démonstration. Le point (a) est Papplication directe de la proposition 3.10. Pour
obtenir (b) on applique (a) & Lg(7,l) et on passe aux duales grace au théoréme 3.17.
Le signe € se calcule grace a la proposition 3.17 et aux relations (3.3) et (3.4) (§3.5), a
partir du fait que le support cuspidal de Lg(r, k) est formé de kil représentations et le
support cuspidal de Lg(C(7), k) est formé de kl/s(C(7)) représentations. Si d est impair,
alors s(C(7)) est impair parce qu'il divise d (voir la §2.3). kl et kl/s(C(7)) ont alors la
méme parité. Le point (c) est une application directe de la relation 4.5 de [Ta3]. g

Un résultat plus précis que cette proposition est obtenu dans [Tad4]| sous certaines
hypotheses qui sont & ce moment encore a I’état de conjectures.

4.3. Deux lemmes locaux

Soit F' un corps local non-archimédien. Soit G’ une forme intérieure de GL,, (F).
Soient m € Grot(G) (respectivement Grot(G')) et 7’ € Grot(G’). On dit que 7 et 7’ se
correspondent faiblement s’il existe € € {—1,1} tel que les caractéres vérifient :

Xr(9) = exa (') (4.1)

pour tous g € G et ¢’ € G’ qui sont elliptiques réguliers et se correspondent (respective-
ment pour tous g,g" € G’ qui sont elliptiques réguliers conjugués).

Lemme 4.2. Soit 7 € Irr(G) ou w € Irr(G’). Si 7 est elliptique, alors 7 correspond
faiblement & une unique r.e.c.i. o € II*(G"). Si # € Irr(G"), alors 7 et o ont le méme
support cuspidal. Dans ce cas, si o est cuspidale on a m = 0.
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Démonstration. Ce lemme découle facilement de ce qui a déja été expliqué a la §2.5.
O

Le lemme suivant affirme que G’ vérifie I’hypothese locale du corollaire 7.3 de [Ar].

Lemme 4.3. Soient L un sous-groupe de Levi standard propre de G’ et m une
représentation unitaire de L. Alors indg m n’a aucun sous-quotient elliptique.

Démonstration. Supposons le contraire. On peut supposer que 7 est irréductible. Son
support cuspidal est alors forcément un segment de Tadié (voir la §2.5).

Si ind%ﬁ?r est irréductible, elle ne peut pas étre elliptique (tout en étant son seul
sous-quotient) et le lemme est clairement vrai.

Si indgl 7 est réductible, alors tout sous-quotient de indf’ 7 en est une sous-représen-
tations parce que 7 est unitaire. En appliquant le théoréeme de réciprocité de Frobe-
nius a chaque sous-représentation 1rreduct1ble m; de ind L/ m, on trouve que 7w est un
sous quotlent de resg ;. Ainsi, si mdL 7 est réductible, parmi les sous-quotients de
res¢ I "ind¥ I 7, m apparait avec une multiplicité strictement supérieure a 1. Cela est impos-
sible car le support cuspidal de 7 est un segment de Tadi¢ formé de représentations
cuspidales distinctes. (I

4.4. Sur la correspondance de Jacquet—Langlands globale

Soient F un corps global, D une algebre & division centrale de dimension d? sur F,
r € N* et posons G'(F) = GL,(D). Posons n = rd et G(F) = GL,(F). Pour toute
place v de F on note F, le complété de F en v et on pose D, = D ® F,. On pose alors
G, = GL,(F,) et G/, = D} ~GL,, (D,) ot D, est une algebre & division centrale de
dimension d?2 sur F, telle que r,d, = n. On note V l'ensemble des places de F o1 D est
ramifiée et on suppose que V ne contient pas de places infinies. Pour les places v ¢ V
on fixe des isomorphismes entre G et G, et 1'on identifie une fois pour toutes ces deux
groupes via ces isomorphismes.

Soit A l'anneau des adeles de F. On note G(A) (respectivement G’(A)) le groupe
des adeles de G(F) (respectivement de G'(F 7). On identifie via des isomorphismes
canoniques les centres de G(F) et G'(F) quon note Z(F). Pareil pour les centres
de G(A) et G'(A) quon note Z(A). On plonge G(F) (respectivement G’(F')) diago-
nalement dans G(A) (respectivement dans G'(A)). On fixe un caractére unitaire w de

Z(F)\Z(A). On note L2( G(F)\G(A)) (respectivement L?(w,G'(F)\G’(A))) l'espace
des fonctions sur G(F)\G(A) (respectivement G'(F)\G'(A)) qui se transforment selon
w sur Z(F)\Z(A) et qui sont de carré intégrable sur Z(A)G(F)\G(A) (respectivement
Z(A)G'(F)\G'(A)). On note R (respectivement R') la représentation réguliere (transla-
tion & droite) de G(A) (respectivement G’(A)) dans L?(w, G(F)\G(A)) (respectivement
dans L?(w, G'(F)\G'(A))). On appelle série discréte de G(F) (respectivement de G'(F))
toute représentation équivalente & une sous-représentation irréductible de R (respec-
tivement de R’). Si 7 est une série discrete de G(F) ou de G/(F) et v est une place
de F, on note 7, la composante locale de 7 & la place v. Les séries discretes sont des
représentations unitaires et leurs composantes locales sont des représentations locales
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unitaires. On note avec la méme lettre v la valeur absolue adélique de la norme réduite
sur G(F) et G'(F). Les composantes locales v, de v sont les caracteres locaux que nous
avions notés v dans la théorie locale. Nous supposons que le lecteur est familiarisé avec
les notions de représentation cuspidale et représentation résiduelle concernant les séries
discretes. Ici, nous dirons représentation cuspidale globale pour éviter toute confusion
avec la théorie locale des représentations. Il y a une facon naturelle et analogue au cas
local de définir les sous-groupes de Levi standard, le foncteur d’induction parabolique, et
les notion de sous-quotient, sous-représentation et quotient de la représentation induite
pour les groupes G(A) et G'(A) (voir [Lal).

Rappelons la classification des représentations résiduelles & partir des représentations
cuspidales globales pour le groupe linéaire d’aprés [MW]. Si k est un entier positif

divisant n, si p est une représentation cuspidale globale de GL,, ,(F), la représentation

induite & GL,,(F') & partir de la représentation
PED/2, 0 (=912, 0 g (=12,

a un unique quotient irréductible. C’est une représentation résiduelle si et seulement si
k # 1. Toute série discréte s’obtient ainsi. Si 7 est une série discréte de GL,,(F), alors k
et la classe de p sont uniques avec cette propriété. Nous écrirons alors m = MW (p, k).

Toute composante locale d’une représentation cuspidale globale du groupe linéaire
étant générique unitaire, on en déduit en utilisant la classification de [MW] que toute
composante locale d’une série discréete de GL,(F) est du type Lg(v,k) comme dans
la §4.1 (si m = MW (p, k), alors p, est générique unitaire et m, = Lg(py, k)).

Fixons une place finie v de F. Soient g € G, et ¢’ € G'; on rappelle que g et ¢’ se
correspondent si leurs polynémes caractéristiques sont égaux, et sans racine multiple sur
une cloture algébrique de F,.

Rappelons qu’une représentation 7 de G, est dite G -nulle si le caractére de 7 est nul
sur ensemble des éléments de G, qui correspondent aux éléments de G . Fixons deux
places finies distinctes vy et vy de F. On note A I’ensemble des séries discretes m de G(F)
telles que

e pour tout v € V, m, n'est pas G, -nulle, et
e les composantes locales de 7 en v; et vy sont elliptiques.

Soit X, l'ensemble des séries discrétes de G'(F) telles que, pour toute place v ¢ V U
{v1,v2} on a m, = 7.

A partir de maintenant, sauf mention du contraire, le corps global F est de car-
actéristique nulle.

Proposition 4.4. X n’est pas vide.

Démonstration. Nous appliquons la démarche classique de [JL], en utilisant la formule
des traces simple de [Ar, corollaire 7.5], avec des fonctions & support dans les éléments
elliptiques réguliers aux places v1 et vy. Cette formule s’applique & G(F) et G'(F') grace
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au lemme 4.3. On arrive a
I x@=> m) ] x=l) (4.2)
veVU{v1,v2} meXn veVU{vy,v2}

(m(7") sont des multiplicités non nulles) si, pour toute place v € V U {v1,v2}, g, € G,
et g, € G, se correspondent et, de plus, g,, et g,, sont elliptiques réguliers. Nous avons
aussi utilisé le théoréme de multiplicité un pour le spectre discret de G(F) [Sh]. Comme
m € A, on peut choisir des g, € G, de telle fagon que g,, et g,, soient elliptiques réguliers,
que chaque g, corresponde & un g, € G’ et que le terme de gauche de la formule soit non
nul. Donc le membre de droite n’est pas identiquement nul. Alors X n’est pas vide. O

Proposition 4.5. Soit 7 € A. Pour toute place v € V\{vy,vs}, écrivons LJ,.(m,) =
> i ep, i, T, , avec B, non vide, m; =€ Irr(G,) distinctes et a;, € Z*. Si pour toute place
v € V\{v1,v2} on choisit un élément i,, de B,, alors il existe 1’ € X, telle que

(a) m, =m; . pour toute v € V\{vi,va}, et

(b) 7 correspond faiblement & , pour v € {v1,va}.

Démonstration. On utilise 1’égalité (4.2). Par [Ba3|, X, est fini. Il est clair qu’on
peut remplacer dans cette formule 'ensemble X, par son sous-ensemble X! formé des
représentations 7’ € X, qui sont elliptiques aux places v1 et vs.

On utilise ensuite que

e pour toute v € V\{v1,v2} on a

Xr, (90) = (=1)"7" Z @iy X7, (90)

iy EBy
chaque fois que ¢/, correspond a g, et

e si, pour j € {1,2}, 0, est lar.e.ci. de G qui correspond faiblement & 7, par le
lemme 4.2, alors on a

Xo; (g'Uj) = &u; Xow, (g;;j)a €y, € {—1,1},
chaque fois que g, et g;j sont elliptiques réguliers et se correspondent.
On obtient

I (% oo )u) I

veV\{v1,v2} “ivEBy vE{v1,va}

= Z m(r’) H Xt (90) H X, (90)

m'eX] veV\{v1,v2} ve{vi,va}
(one e {-1,1}) si
e pour toute v € V\{v1,v2}, g, € G, est semisimple régulier et

e pour v € {v1,v2}, g, est elliptique régulier.

https://doi.org/10.1017/51474748007000035 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748007000035

Jacquet—Langlands et unitarisabilité 373

Les 7, et m, sont elliptiques pour 7" € X/ et correspondent donc faiblement a des
r.e.ci. (lemme 4.2). Ces r.e.c.i. sont en fait des r.c.i. parce que leur caractére central est
unitaire.

Il y a indépendance linéaire des caracteres sur l’ensemble des éléments semisimples
réguliers pour tous les G, v € V\{v1,v2}. Il y a indépendance linéaire des caractéres des
r.c.i. sur 'ensemble des éléments elliptiques réguliers pour G’ , v € {v1,v2} (orthogonalité
des caracteres). D’ou le résultat cherché. (]

Donnons un cas particulier, valable en toute caractéristique, utile peut-étre a ceux qui
ont de la marge dans le choix de la forme intérieure ou de la représentation .

Proposition 4.6. Soit m une série discrete de G telle que, pour toute place v € V,
7, n'est pas G -nulle. S’il existe deux places vy et va de F telles que I'une des deux
conditions suivantes soit vérifiée :

(i) my, est cuspidale et G, est le groupe des éléments inversibles d’une algébre a
division,

(ii) my, et m,, sont cuspidales,

alors il existe une unique série discréte ' de G' telle que LJ, (r,) = m, pour toute place

v
v. Ceci est vrai méme si la caractéristique du corps global F' est non nulle.

Démonstration. Comme m,, est cuspidale, 7 est cuspidale. On reprend la démon-
stration de la proposition 4.5, en appliquant cette fois la formule des traces simple de
Kazhdan-Deligne, valable en toute caractéristique, avec un coeflicient non nul f,, de
my, & la place vy et une fonction f,, & support dans ’ensemble des éléments elliptiques
réguliers a la place vg. D’une part, f,, n’annule pas la trace de m,,. D’autre part, grace
a I'hypothese sur la place vq, il existe un f,, & support dans ’ensemble des éléments
elliptiques réguliers de GG, qui n’annule pas la trace de m,,. On obtient, comme dans la
proposition 4.5, un 7’ tel que 7, correspond a 7, pour tout v ¢ {v1,va} et 7, correspond
faiblement & 7,,. Toutefois, & cet instant, nous n’avons pas prouvé que 7, correspond
faiblement a m,,, car la fonction a la place v, a été fixée des le début. Mais on sait quand
méme que la trace de 7, ne s’annule pas sur une fonction f; qui correspond a f,, .
Or, f;, est alors un pseudocoefficient de C(m,,), qui, par le lemme 2.4 (c), est cuspidale.
Donc 7, = C(m,,) (car le coefficient d’une représentation cuspidale annule la trace de
toute représentation non équivalente).

Regardons maintenant la place vy ol I'on sait que m,, et 7, se correspondent faible-
ment. On ne peut pas utiliser de nouveau un coefficient car nous sommes obligés d’y
poser une fonction & support dans les éléments elliptiques réguliers. Dans ’hypothese (i),
comme 7, est a la fois elliptique et générique, c’est une r.e.c.i., et comme G, est le
groupe des éléments inversibles d'une algebre a division, il est clair que 7, et m, se
correspondent par Jacquet—Langlands. Dans ’hypothese (ii), C(m,,) est cuspidale par le
lemme 2.4 (¢). Comme 7, correspond faiblement a C (7, ), on a alors m, = C(m,,) par

V2

le lemme 4.2. O
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Le résultat du corollaire suivant est déja connu de tous. Le corps global F est de
caractéristique quelconque.

Corollaire 4.7. Soit S un ensemble fini de places finies de F. Pour tout v € S on se
donne une représentation de carré intégrable 1., de G'. Alors il existe une représentation
automorphe cuspidale 7' de G’ telle que, pour tout v € S, 7, est équivalente a 7,. C’est
vrai en toute caractéristique.

Démonstration. Quand G’ est GL,,, ce résultat est, par exemple, le lemme 6.5 de [AC].
Si G’ est une forme intérieure de GL,,, posons, pour tout v € S, 7, = C~1(7}). On con-
sidere ’ensemble {7, },es U {70, Tu, } OU v1 et vy sont deux places qui ne se trouvent pas
dans S, et 7, et 7, sont des représentations cuspidales unitaires de G,,, respectivement
Gy,. En appliquant le résultat a G = GL,,, on trouve qu’il existe une représentation cus-
pidale w de G telle que m, est équivalente & 7, pour tout v € S U {v1,v2}. Si on applique
la proposition précédente, cas (ii), & 7, on trouve une représentation cuspidale de G’ qui
a les propriétés voulues. ([l

4.5. Conséquences sur unitarisabilité

Posons G’ = GL,(D), avec r € N* et D une algebre a division centrale de dimension
finie d? sur un corps local F' de caractéristique nulle. Soit k un entier positif qui divise r.

Corollaire 4.8 (de la proposition 4.5).
(a) Sio’ est une r.c.i. de GL, /4, (D), alors Lg(o’, k) est unitarisable.
(b) La représentation duale de Lg(c’, k) est unitarisable aussi.

Démonstration. On posec = C~1(0') € Hg(GLTd/k (F)). On consideére un corps global
F tel qu’a une place finie v on ait F, ~ F et une algebre & division D sur F déployée
aux places infinies et telle que D, ~ D.

(a) On fixe une place finie v ¢ V. On peut toujours trouver une représentation cuspidale p
de GL,q/4(F) qui ait des composantes locales r.c.i. données aux places dans VU{v'} [AC,
Lemme 6.5]. On impose alors comme composantes locales pour p la représentation o
a la place v et des représentations cuspidales & toutes les places dans V U {v'}\{v}.
On pose 1 = MW (p, k). La composante locale de 7 & la place v est Lg(o,k) et n’est
pas G, -nulle par la proposition 4.1. Les composantes locales de 7 & toute place dans
V U {v'}\{v} sont des représentations duales de r.c.i., donc elliptiques. Le cardinal de
V U {v'}\{v} est supérieur ou égal & deux. Cela implique que m € A. La proposition 4.5
et la proposition 4.1 (a) impliquent alors I'existence d’une représentation n’ € X, telle
que Lg(o’, k) soit équivalente & la composante locale de 7’ & la place v. Les composantes
locales d’une série discrete étant unitaires, le résultat s’ensuit.

(b) Si o’ est cuspidale, alors la duale de Lg(c’, k) est une r.c.i. et c’est clair. Supposons
que o’ n’est pas cuspidale. La duale de Lg(o, k) est une représentation du type Lg(T,1)
avec 7 € I17(GLy,qy(F)) (voir la §4.2). L'entier rd/l n’est pas forcément divisible par d
et donc 7 n’est pas en général transférable, mais 1'on sait par la proposition 4.1 (b) que
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LJ,(Lg(t,1)) est une somme de représentations lisses irréductibles de G’ dans laquelle
le coefficient de #'(Lg(o’,k)) est +1. On fixe une place finie v' ¢ V et on note p une
représentation cuspidale de GL,4 /Z(F' ) dont les composantes locales sont: 7 a la place v,
et des représentations cuspidales & toutes les places dans V' U{v'}\{v}. Ensuite, la preuve

se déroule comme pour le point (a) et on trouve que |i'(Lg(c’, k))| est unitarisable. O
Commentaire.

(1) Ce résultat est en accord avec ce qu’on appelle « la conjecture de Bernstein », qui
prédit que la représentation duale d’une représentation (lisse irréductible) unitaire
est unitaire.

(2) Dans [Ta2], Tadi¢ a posé cing conjectures U0, Ul, ..., U4. Sans étre un cas parti-
culier de la conjecture Ul de Tadié, le corollaire 4.8 (a) serait une conséquence de
Pensemble des conjectures UO-U4.

(3) Depuis que cet article tarde & étre publié, nous avons montré avec Renard que ce
dernier corollaire impliquait la conjecture Ul de Tadi¢ [BR].

Corollaire 4.9. Les représentations duales de r.c.i. de G’ sont unitarisables.

Démonstration. C’est le point (a) du corollaire précédent quand o’ est cuspidale. [

4.6. Un cas de correspondance compléte

J’'inclus un cas tres particulier de correspondance de Jacquet—Langlands globale, qui
n’est toutefois pas impliqué par [Vi] et donne donc une idée de ce qui se passe quand les
représentations ne sont pas elliptiques a toute place ramifiée. Il arrive que la machinerie
développée plus haut est suffisante dans ce cas pour remplir le programme proposé,
le cas général de la correspondance demandant en plus l’application de la formule
des traces générale d’Arthur et la compréhension de la correspondance locale pour les
représentations du type Lg(co, k) ol o est une r.c.i., ainsi que pour leur produits.

Soient F un corps global de caractéristique non nulle et D une algebre a division de
dimension p* sur F, ot p est un nombre premier. On reprend les notations des sections
précédentes, notamment V est I’ensemble des places ol D est ramifiée et V' ne contient
pas de places infinies. Soit V' le sous-ensemble de V formé de places v telles que D, soit
une algebre A division. On note SD(G(F)) (respectivement SD(G'(F))), 'ensemble des
classes de séries discretes de G(F) (respectivement de G'(F)).

On note SD'(G(F)) le sous-ensemble de SD(G(F)) formé des représentations 7 qui se
trouvent dans 1'une des trois situations (i)—(iii) suivantes.

(i) 7 est cuspidale, 7, est une r.c.i. si v € V' et 7, est une représentation générique
de G, telle qu’elle est induite d’une r.e.c.i. d’un sous-groupe de Levi standard dont
les cardinaux de toutes les sections sont divisibles par p si v € V\V".

(ii) @ = MW (p,p) ol p est une représentation cuspidale globale de GL,(F) telle que
P est une représentation cuspidale si v € V.
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(iii) m = MW (p,p?) olt p est une représentation cuspidale globale de GL{(F) (i.e. un
caractere unitaire de GL1 (F)\GL1(A)).

Proposition 4.10.

(a) II existe une unique bijection
LJG : SD'(G(F)) — SD(G'(F))
telle que, pour toute 7 € SD'(G(F)) on ait
LJ,,(v,) = LIG(),
pour toute place v.

(b) Les théorémes de multiplicité un et de multiplicité un forte sont vrais pour D*.

Avant de démontrer cette proposition, montrons des lemmes qui s’appliqueront en
pratique aux situations locales aux places v € V\V’. De nouveau, F' est un corps local.
D est une algebre & division de dimension p? sur F.

Lemme 4.11. Si o est une r.c.i. de GL,(F), alors on a LJ,(Lg(c,p)) = Lg(C(o),p) €
Irr(GL, (D)).

Démonstration. On applique la proposition 4.1 (a) et on montre que le membre de
droite de ’égalité contient uniquement Lg(C/(0),p):

Si o est cuspidale, alors Lg(o,p) est une duale de r.c.i. et le résultat découle de la
proposition 3.17.

Si o n’est pas cuspidale, alors on peut montrer que Lg(C/(c), p) est minimale pour <.
En effet, dans ce cas on a s(C(0)) = p et il suffit de regarder r.e.c.i. obtenues en faisant
des opérations élémentaires avec les segments de Lg(o,p) et de montrer qu’elles ne peu-
vent pas vivre sur des sous-groupes de Levi standard transférables. Les segments de
Lg(o,p) sont tous de longueur p, et, & la premiere opération élémentaire, on obtiendrait
un segment de longueur strictement supérieure a p. Mais la longueur du plus long segment
ne peut qu’augmenter (ou rester la méme) & chaque nouvelle opération élémentaire, et,
vu les segments donnés au départ, on ne pourra jamais obtenir un segment de longueur
supérieure a 2p — 1. La longueur du plus long segment ne sera donc jamais divisible
par p. (Il

Lemme 4.12. Soit k < p. Soit 0 = Z*(p, q) une r.c.i. de GLy(F). Posons T = Z"(p, p).
Alors LIy (Lg(o,p)) = (—1)P7Hi"(Lg(C(7), ).

Démonstration. On a s(C(7)) = p et la preuve du fait que Lg(7,q) correspond &
Lg(C(71),q) se fait comme pour le lemme précédent (deuxiéme cas).

On applique alors la proposition 4.1 (b): si d = p est impair, alors € = 1, si p = 2 alors
on doit avoir k=1, =s(C(0)) =2 et e = —1. O
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Passons au transfert local dans le cas général. Soit 7 une représentation générique
unitaire de GL,(F). Ecrivons v = X -, v%a;, o1, pour tout i, o; = Z*(p;, k;) est une
rci et e; € R, |e;| < % Posons 7, = Z%(p,p). On a vu a la §4.1 qu’on avait Lg(vy,p) =
Qv Lg(o, k;).

Lemme 4.13. On a

i'(Lg(C(7i), ki)

LJ,(Lg(v,p)) = _>:<1 2

€ Irr(GL,(D)).

(X vt )

Démonstration. Si v est une r.c.i., c’est le lemme 4.11. Si v n’est pas une r.c.i., la
premiere partie résulte directement du lemme 4.12, en tenant compte pour le calcul du
signe du fait que ou bien p est impair, ou bien p = 2 et alors m = 2. Le fait que la
représentation image est irréductible vient du fait que les supports des Lg(C(7;)) ne sont
pas liés. En effet, on a que s(C(7;)) = p quel que soit 4; mais k; <p—1, ¢; < % et les p;
sont unitaires. O

Revenons & notre démonstration de la proposition 4.10, en reprenant les notations F
et D.

de la proposition 4.10. Si, pour toute v € V, a,/p? est I'invariant de Hasse de D*(F,),
alors, par la théorie du corps des classes on a que la somme des a,, est un multiple de p?
et, comme D est une algebre & division, pas tous les a, sont divisibles par p; donc, au
moins deux des a, ne sont pas divisibles par p. V' contient ainsi au moins deux éléments
v1 et v qu’on fixe une fois pour toutes. On définit 'ensemble A de la §4.4 par rapport
a ce choix.

Montrons que A = SD'(G(F)). Soit 7 une série discrete de G(F).

Si 7 est cuspidale, la proposition 3.4 implique que 7 se trouve dans A si et seulement
si elle vérifie (i).

Si 7 est résiduelle, alors

(x) ou bien T = MW (p,p), avec p représentation cuspidale globale de GL,(F),
(¥%) ou bien m1 = MW ((p, p), avec p représentation cuspidale globale de GL;(F).

Dans le deuxieme cas (kx), les composantes locales de 7 sont des d.r.c.i., donc ellip-

tiques, et 7 est automatiquement dans A et dans SD'(G(F)), cas (iii).
Dans le premier cas (x), m, est elliptique si et seulement si p, est cuspidale (voir
la §4.1). 7 est dans A par définition si et seulement si

e 7, est elliptique aux places v € V', et

e 7, n'est pas G’ -nulle si v € V\V’.
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Par le lemme 4.13, cette deuxieme condition est toujours réalisée. Donc 7 est dans A
si et seulement si 7 est dans SD'(G(F)).

Remarquons que LJ,. (,) € Irr(G?) pour tous 7 € SD'(G(F)) et pour toute place v
de F grace aux lemmes 4.11, 4.12 et 4.13.

On obtient donc une application bien définie LJG : SD'(G(F)) — SD(G'(F)) grace &
la proposition 4.5. Elle est forcément injective par le théoreme de multiplicité un appliquée
a G(F): si deux séries discretes 7 et 7' de G(F) sont non équivalentes, il existe v ¢
V tel que m, et m, soient non équivalentes. Il faut maintenant prouver la surjectivité.
Il faut partir d’une série discrete 7 de G'(F) et montrer qu’il existe m € SD'(G(F))
telle que LJ,. (m,) = ! pour toute place v de F. Par la méme démarche que pour la
proposition 4.4, en tenant compte du fait que v1,vs € V', on arrive a une égalité

> om(m) [ xm(90) = D> m() I x=(90) (4.3)

TeX veV T'eX' veV

X est 'ensemble de séries discretes 7 de G(F) telles que 7, est équivalente a
pour toute place v ¢ V,

e X’ est Pensemble de séries discretes 7/ de G/(F) telles que 7/, est équivalente &
pour toute place v ¢ V,

pour toute place v € V, g, € G, et gl € G, se correspondent et
® g,, et g,, sont elliptiques réguliers.

Remarquons que la derniere condition est redondante puisque D,, et D,, sont des
algebres & division. X’ est non vide car elle contient 7’. Par indépendance linéaire des
caracteres, il existe un choix de g,, v € V, semisimples réguliers, tels que le membre de
droite de 1’égalité soit non nul. Donc X n’est pas vide. Par le théoreme de multiplicité
un pour G(F), X contient un seul élément 7. On a 7 € SD'(G(F)), car sinon il existe
une place v telle que 7, soit G -nulle (parce que SD'(G(F)) = A et que D,, et D,, sont
des algebres & division). Alors LIG(w) € X'. L’égalité (4.3), la relation LJ, (m,) = 7,
et I'indépendance linéaire des caractéres implique alors que X’ ne contient que LJG(7),
donc #’ = LIG(7).

Le point (b) est une application immédiate de (a). O
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