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Résumé  Soit p un nombre premier et F' un corps local non archimédien de caractéristique p. Dans cet
article, & une représentation lisse irréductible de GLa(F) sur F,, avec caractére central, nous associons
un diagramme qui détermine la représentation de départ & isomorphisme prés. Nous le déterminons

également dans certains cas.

Abstract Let p be a prime number and F' a non-Archimedean local field with residual characteristic
p. In this article, to an irreducible smooth representation of GL2(F') over F, with central character, we
associate a diagram which determines the original representation up to isomorphism. We also explicitly

determine it in some cases.
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1. Introduction

Soient p un nombre premier et F' un corps local complet pour une valuation discréte
de corps résiduel fini de caractéristique p. Fixons un corps algébriquement clos de car-
actéristique p noté I_Fp. L’étude des représentations lisses irréductibles avec caractere
central de GLa(F) sur F, a été initiée par Barthel et Livné [2, 3]. Ils ont classé
ces représentations en quatre «catégories» (les caractéres, les séries principales, les
séries spéciales et les supersinguliéres) et ont completement étudié la structure des
trois premiéres. Dans [4], Breuil a déterminé les supersingulieres dans le cas partic-
ulier (mais important) ot F' = Q,, ce qui lui a permis de définir une bijection entre
les classes d’isomorphisme de représentations supersingulieres de GL2(Q)) et les classes
d’isomorphisme de représentations continues irréductibles de dimension 2 de Gal(Qp /Qp)
sur IF‘p. Mais, lorsque F' # Q,, au moins lorsque F' est une extension finie non ramifiée de
Qp de degré supérieur ou égal a 2, il existe une tres grande quantité de représentations
lisses admissibles supersingulieres [6,10,12].

Une grosse différence entre la théorie des représentations modulo p de GLo(F) et
la théorie classique (i.e. en caractéristique 0) est la non existence de mesure de Harr
non triviale sur GLo(F') & valeurs dans I_Fp, ce qui fait que beaucoup d’outils classiques
ne sont plus applicables. Dans [12], Paskiinas a donné une construction tres générale
de représentations lisses de GLo(F') & partir d’objets appelés « diagrammes ». Dans cet
article, & une représentation lisse irréductible de GLg (F') avec caractére central, on associe
un diagramme canonique qui détermine la classe d’isomorphisme de la représentation de
départ.

Fixons quelques notations pour énoncer notre résultats. Notons O I'anneau des entiers
de F, @ une uniformisante de O (fixée une fois pour toutes),

G =CLy(F), K =GLy(0),

Z le centre de G, I C K le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo
w et N le normalisateur de I dans G. Par définition [12], un diagramme est un triplet
(Do, D1,7) ot Dy est une représentation lisse de K Z, D est une représentation lisse de N
et r: D1 — Dg est un morphisme I Z-équivariant. Les diagrammes forment une catégorie
et 'on dispose d’un foncteur Hy de cette catégorie dans celle des représentations lisses
de G. Inversement, si 7w est une Fp—représentation lisse irréductible de G avec caractere
central, on peut lui associer un diagramme, appelé le diagramme canonique de 7 (§3) :

D(ﬂ-) = (DO(W)a Dl(ﬂ-)’ Can)a

ot D1 () est une certaine sous- N-représentation de 7 & préciser, Do(mw) = (K Z-D1 (7)) est
la sous-K Z-représentation de 7 engendrée par D;(w) et can désigne l'inclusion naturelle
Dl(ﬂ') — D1(7T).
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Les résultats centraux de cet article sont les suivants.

Théoréme 1.1 (corollaire 3.25). On a un isomorphisme naturel de G-représentations

Ho(D(r))

1

.

Dans certains cas, on peut déterminer explicitement le diagramme canonique. Notons
I, C I le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures modulo w.

Théoréme 1.2 (proposition 3.16 et théorémes 3.27, 3.28 et 5.1). Les trois con-
ditions suivantes sont équivalentes.

(i) On a toujours 7i* C Dy(m).
(ii) On a Di(w) = 7t si 7 est non supersinguliére ou si F' = Q,,.
(iii) On a Di(m) = 7 si F est de caractéristique p et si w est supersinguliére.

Mais malheureusement il ne semble pas facile de calculer D(7) dans le cas out F' est une
extension finie de @, et 7 est supersinguliére, méme de démontrer si D;(7) est ou non
de dimension finie sur Fp. Néanmoins, on peut clarifier le lien entre certaines propriétés
de D(m) et certaines propriétés de m, qui sont valables quelle que soit la représentation
irréductible 7 avec caractere central, quel que soit le corps F.

Théoréme 1.3 (théoréme 4.3, corollaires 4.7 et 4.10). Soit © une représentation
lisse irréductible de G avec caractére central. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Dy(m) est de dimension finie ;
(ii) 7 admet une présentation finie (voir §4.1) ;
(iii) = admet une présentation standard (au sens de [8]).
Si I'une de ces conditions est vérifiée, alors

(iv) 7 est admissible ;

S

1
(v) lespace I+(7r)(0 ?) est de dimension finie.

Remarquons qu’il est intéressant d’obtenir des présentations finies pour les représen-
tations lisses irréductibles de G en raison des travaux de Colmez [8], Schneider et Vignéras
[15] et Vignéras [19].

Soulignons les conséquences suivantes des théoreémes 1.2 (iii) et 1.3 dans le cas ou F
est de caractéristique p.

Corollaire 1.4 (corollaire 5.5 et théorémes 5.7 et 5.8). Si I' est de caractéristique
p et si m est une représentation supersinguliére de G, alors
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(i) w n’est pas de présentation finie ;
(ii) m|p+ est irréductible ;
(iii) pour toute représentation lisse n’ de G, on a

Homp+ z(m,n") & Homg(m, 7).

Paskiinas [13] a montré les analogues de (ii) et de (iii) du corollaire 1.4 sans restriction
sur F mais en remplacant P+ par P, le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires
supérieures de G. Par ailleurs, apres la premiere rédaction de cet article, il m’a signalé une
preuve de (iii) qui est plus conceptuelle et qui est valable pour tout F. On la présentera
apres notre preuve originale.

Introduisons maintenant les principales (autres) notations de cet article.

Notons p := w0 l'idéal maximal de O et ¢ le cardinal du corps résiduel O/p. On
identifie O/p avec F, et on note [A] le représentant multiplicatif dans O de X € F,.
Sixz € O, on note z € F, sa réduction modulo . On note valr la valuation sur F
normalisée par valp(w) = 1.

On désigne par PT le sous-monoide de G défini par

o ((’)—{O} o>.
0 1

Pour n > 1, on note

n n n n—1
K, = 1+p P , I, = 1+p P .
pn 1 +pn pn 1 _|_pn

Remarquons que K normalise K, et N normalise I,,. On note U+ = ((1) 7 ) (respective-

ment U~ = ( E (1])) le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures (respectivement
inférieures) de telle sorte que I} NUT = (§§) (respectivement 1 NU~ = (}7)). On
note H C I le sous-groupe des matrices de la forme ([3] [2]) avec A, u € F7. Enfin, on
désigne par IT (respectivement s) la matrice (2 §) (respectivement ({§)) de G. Notons

w 0
que N est engendré par I et II.

Toutes les représentations considérées dans cet article sont sur des [, -espaces vecto-
riels. Pour celles de G, on suppose qu’elles admettent un caractére central, et on notera
Xx le caractere central si 7 est une telle représentation.

Une représentation M d’un groupe localement profini H est dite lisse si chaque vecteur
de M est fixé par un sous-groupe ouvert de H. Elle est dite admissible si M1, 'espace
des Hi-invariants de M, est de dimension finie sur ]Fp pour tout sous-groupe ouvert
H, de H, ou de maniere équivalente, pour un seul pro-p-sous-groupe ouvert H; (voir,
par exemple, [12, Théoréme 6.3.2]). On désigne par Rep,, (respectivement Rep ., Rep,
etc.) la catégorie des représentations lisses de G (respectivement K, I, etc.) sur F,,.

Nous utiliserons le résultat classique suivant, qui est essentiel a la théorie des
représentations lisses modulo p de G. Si M est une représentation lisse d'un pro-p-groupe
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H (e.g. H=1, ou [LNU"), alors M est non trivial (voir, par exemple, [2, Lemme 3(1)]).
Remarquons que si o est une représentation irréductible de K sur IF‘p, alors o't est de
dimension 1 [2, Lemme 2(1)].

Si M est une représentation d’'un groupe ou d’un monoide H, et si v € M est un
vecteur, on notera (H - v) le sous-espace vectoriel de M engendré par v sous l'action
de H.

Si M est une représentation lisse d’un groupe profini H (e.g. H = K ou I), on définit
le socle de M, et on le note socy (M), comme la plus grande sous-représentation semi-
simple de M. De méme, on définit le radical de M, et on le note rady (M), comme la
plus petite sous-représentation de M telle que le quotient M /rady (M) soit semi-simple.
Notons que l'on a toujours rady (M) C M par [1, § 1, Proposition 4].

Enfin, si H est un sous-groupe fermé de G et si M est une représentation lisse de H (sur
Fp), on note C—Indfl M le I_Fp—espace vectoriel des fonctions f : G — M qui sont localement
constantes, & support compact modulo H, et telles que f(hg) = h- f(g) (h € H, g € G).
Il est muni de l'action & gauche de G donnée par (¢’ - f)(g9) := f(99’) (9,9’ € G). On
obtient ainsi une représentation lisse de G. Si H est de plus ouvert dans G et si g € G et

-1

v € M, on désigne par [g,v] ’élément de c—Inde M de support Hg™" et de valeur v en

g~ '. Cela coincide avec la définition précédente de C—Indg 4 0. Lorsque H = P, on écrira
Ind$ au lieu de c-Ind%. On définit 'induction IndX de maniere analogue. Remarquons
que c—Indg est un foncteur exact de la catégorie des représentations lisses de H dans la
catégorie des représentations lisses de G (voir, par exemple, [9, Proposition 4.1.5] dans
le cas H = P). On a la méme chose pour le foncteur Ind} .

2. Rappels et compléments

Ce chapitre de préliminaires commence par quelques rappels pour lesquels on se réfere
principalement & [2] et & [4].

2.1. Rappels sur des décompositions de G

On rassemble des décompositions classiques de GG et de K qui seront utiles au long de
I’article. Commencons par la décomposition de Cartan :

G—]_[KZ(“O ?)KZ

n=0

- <H 1z <Zf)n (1)> KZ) T (]_[ 1211 (778 ?) KZ). (2.1)

D’apres la définition de Pt et I’équation
w"a b\ [@w" b a 0
o 1/ (o 1/\o 1
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sia € OF et be O, on trouve que

PrEZ =] <

n>0

“ 0) KZ. (2.2)
0 1

Par conséquent, en utilisant le lemme 2.1 ci-apres, (2.1) se réécrit sous la forme (voir
aussi [19, Lemme 11]) :
G=P'KZUIIPYKZ. (2.3)

Lemme 2.1. On a les égalités

z(® ) (®" ONz=12 (T )iz
0 1 0 1 0 1

Démonstration. Voir la preuve de [14, Lemme 4.6] pour la premiére égalité. La
deuxiéme s’en déduit facilement. (]

Par ailleurs, la décomposition (2.2) implique que tout élément g de PTKZ s’écrit de
maniere unique sous la forme :

g=gMgnD... oW, (2.4)

otk € KZ, g¥) égale & 'une des matrices gy := ("g [’1\]) avec A € Fy, n > 0 et on convient
quen :=0si g € KZ. On appelle £(g) := n la longueur de g. Pour g € IIPTKZ, on écrit
g = IIg" avec g© € PTKZ et on appelle £(g) := £(g") +1 la longueur de g. Remarquons
que #(g) = 0 si et seulement si g € KZ.

Enfin, on rappelle la décomposition d’Iwahori :

(1 O\ [14p 0 10
Il_(o 1)( 0 1+p> (p 1) (2:5)

et la décomposition suivante de K :

_ (Al 1
K_II_I(A]&L(l O)I). (2.6)

2.2. Poids et algebre de Hecke relative a un poids
2.2.1. L’opérateur de Hecke T’

D’apres [2, Proposition 4] et la remarque qui suit, toute représentation irréductible
lisse de K Z sur Fp est triviale sur K et admet un caractere central. On appellera poids
une telle représentation en modifiant la définition originale de [7], ot un poids désigne
une représentation irréductible lisse de K. On peut classifier les poids a isomorphisme
pres (voir, par exemple, [2, Proposition 1]).
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Fixons ¢ un poids. Dans c—Ind?( 2 0, on définit pour n > 0 :
mm%&;ﬂ4,Rmhnmw

En particulier, R¢ (o) = [Id, o] olt Id désigne la matrice identité de G. Posons également
Ro(0) := R (o), R.(0):=R}(0)® R, _,(0) sin>1.

Par le lemme 2.1, R} (c) et R, (o) sont stables par IZ et R,(c) par KZ. De la
décomposition de Cartan (2.1), on déduit que

c-Indf , olkz = ) Ru(0)
n=0
et
cInd%, 0|1z = (@ R:(O’)) @ (@ R;(a)) .
n=0 n>=0
On a le lemme suivant.

Lemme 2.2. Pourn > 1, R, (o) est la sous-K Z-représentation de C—Indiz o engendrée
par R _,(0) et

RWF@C?Q%W» (2.7

A€F,

Démonstration. Tout z € O s’écrit de maniére unique sous la forme = = [\;] + wa’
avec A, € F, et 2’ € O dépendant de x, de telle sorte que

o z) (@ M) (@ 2\ [([A] 1 1T w2
o 1) \o 1 0 1/ {1 o 0 1)
Le résultat s’en déduit. O

L’algebre de Hecke H(K Z,0) (relativement & KZ et & o) est par définition 1'algebre
des Fp—endomorphismes de c—Indi » 0 qui commutent a 'action de G. Par réciprocité de
Frobenius, elle s’identifie a I’algebre de convolution des fonctions ¢ : G — Endﬁp(a) a
support compact modulo Z telles que ¢(k1gks) = o(k1) o o(g) o o(k2) pour ki, ke € KZ
et g € G. Si p est une telle fonction et T ’endomorphisme correspondant de c—Indg‘;Z o,
alors on a la formule [4, §2.4, (3)] :

T(lg.o) = >, lgg’ (g™ )]

g KZeG/KZ

Soit ¢ : G — Endg, (0) l'unique fonction & support dans KZ((l) wo_l)KZ vérifiant
o(k1gks) = o(k1) 0 ©(g) o o(ka) comme précédemment et telle que

1 0
@((O w_1>> :Ur1®"'®Urf
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(voir [2, §3.1] ou [4, §2.7] pour cette notation ou les r;, 1 < i < f, sont des entiers
associés a o), et soit T l'opérateur de Hecke correspondant. D’apreés [2, Proposition 8],
H(K Z,0) est isomorphe a l'algebre des polynomes F,[T7].

L’action de T se décrit explicitement par le lemme suivant. Soit vy € o un vecteur non
nul fixé par I.

Lemme 2.3.

(i) Sio est de dimension 1 (sur F,), alors

T 00) = 1T, 00] + 3 [(75 [i]) ]

AEF,

(ii) Si o est de dimension supérieure ou égale a 2, alors

T([1,w]) = Y [(70” [i]) ]

A€F,

Démonstration. Il découle de la formule [4, §2.5, (7)], du choix de T' que 'on a fait
ci-dessus. (]

Sin > 1, on vérifie que T(R, (o)) € R, 1(0) ® R,_;(0) et que I'opérateur T'|p-
R,(0) = R, (o) ® R, _,(0) est la somme d’une injection IZ-équivariante 7| o)
R, (o) = R, 1(0) et d'une surjection IZ-équivariante T |-, : R, (0) - R,_(0).
Explicitement, ils correspondent respectivement aux deux termes de droite de la formule

4, §2.5, (6)].
Lemme 2.4. Soient k > 0, f € €D, R, (o) et P(T) € F,[T] un polynéme de degré
supérieur ou égal a 1. Alors il existe f' € @, Ry, (0), dépendant de f et de P(T),

tel que
f+fePT < P k., )

n>k+1

Démonstration. Comme le degré de P(T') est non nul, on peut écrire P(T) = (T —
APy (T) avec A € F,, et Py(T) € F,[T] un polynéme de degré strictement inférieur & celui
de P(T). Soit h € @n>k+1 R, (o) un élément tel que T~ (h) = f. Si deg P1(T) = 0, alors
f':=T%(h) — A\h satisfait a la condition demandée. Sinon, par récurrence sur le degré
de P(T), on peut trouver h',h" € B,,5, ., I, (o) tels que h+ 1" = Py (T)(h"), et donc

P(T)(h") = (T = A)(h + 1)
— T~ (h) + T+ (h) — A+ (T — N)(h)
= f+ (TT(h) — A+ (T — N)(K)).
Comme h' € €P,,5 1,0 Ry, (0) et h € D,,5 44 R, (), le vecteur
=T (h) = A+ (T = N)(K)

appartient a 9,54, R, (0), ce qui achéve la démonstration. O
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2.2.2. Application auzx quotients non triviauz de C—Indf(z o

Notation. Si m est un G-quotient non trivial de c—Indf(Z o, on note R, (o, m) (respec-
tivement R (o, 7), R, (o, 7)) I'image de R, (o) (respectivement R, (o), R;, (¢)) dans .
Pour un vecteur f € C—Ind}G(Z o, on note f l'image de f dans 7.

Proposition 2.5. Soient m un G-quotient non trivial de C—Ind%z o et vy € 0 un vecteur
non nul fixé par I;. Alors

(i) [Id,vo] € Zn)O R, (o, 7) ;
(i) Ro(o,m) C 3,5 Ru(o,m).

Démonstration. (i) Par la preuve de [13, Lemme 3.2], on voit que la surjection G-équi-
variante C—Indg 4z 0 — T se factorise par

¢-Ind¥, 0 — ¢-Ind$, o /P(T) - =

avec P(T) € F,[T] un polynéme de degré supérieur ou égal & 1 (remarquons que la preuve
utilise [2, Proposition 32] qui reste vraie pour tout G-quotient non trivial de C-Indf( 20).
Il suffit donc de vérifier que

[Id, vo] € P(T)(c-Ind% , o) + (@ R, (0’)). (2.8)
n=0

Ecrivons P(T) = (T — \)P,(T) avec A € F,, et P,(T) € F,[T] un polynome de degré
strictement inférieur & celui de P(T'). Posons

[ 211 9 9

Alors un calcul facile en utilisant [4, §2.5, (8)] montre que :
(T = A)(f) = [1d,v] + R (2.9)

avec h € ,,5 R, (o). Sile degré de Pi(T') est nul, i.e. P(T)) = a(T—\) avec a € F, alors
(2.8) est déja prouvé par (2.9). Sinon, d’apres le lemme 2.4, il existe f' € @,,5, R, (o)
tel que

€ R, (0).

f+f’eP1<T><@R;<a>),

n>1
et donc par (2.9) :

[1d, vo] + b+ (T = A)(f') € P(T)(c-Ind% , 7).
Cela entraine (2.8) et termine la preuve de (i).

(ii) Comme Rg(o, ) est engendrée par [Id,vg] en tant que K-représentation et comme
> n>1Bn(o,m) est une K-représentation contenant », -, R, (o,7), lassertion (ii)
découle de (i). O

Remarque 2.6. Comme c-Ind$, , o est réductible [2, Théoréme 25] et non admissible [2,
Proposition 14(2)], la proposition 2.5 s’applique en particulier lorsque 7 est un G-quotient
irréductible ou admissible de c—Ind% 7 0.
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2.2.3. L’opérateur S

La définition suivante, qui sera tres importante pour la suite, est extraite de la formule
pour T du lemme 2.3 (ii).

Définition 2.7. On définit 'opérateur S, opérant sur toute représentation de G, par

S:=3" <7g [’1\]> e F,[G). (2.10)

A€F,

En posant S = S, on définit par récurrence S™ := S - S"~! € F,[G] pour n > 2.
Donnons des propriétés élémentaires concernant S.

Lemme 2.8. Soient m une représentation de G et v € m un vecteur.

(i) Siwv est fixé par Iy N U™, alors il en est de méme de Sv.

(i) Siw est fixé par [y NU™, alors il en est de méme de tout vecteur de <(1J5p 1_?”)) ‘v)
et onah-Sv=S(h-v) pour tout h € ('§? 12;3)'

(iii) Siwv est fixé par (“g“ 1%

), alors il en est de méme de Swv.
(iv) Siw est fixé par I, alors il en est de méme de Sv.

Démonstration. (i) Soit z € O que I'on décompose en z = 3 -, @" [u,] avec p, €
F, C F, pour tout n > 0. L’énoncé se déduit du calcul suivant

1 =z B 1 z\ (w [}
b =265

ou l'on a utilisé le fait que [uo] + [\ — [1o + A] € p (voir [16, §IL.6]) pour obtenir X € O
qui dépend de x et de A.
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(ii) Le premier énoncé résulte de la formule suivante (ou a,b,d € O) :
b(1 + wd)

1 b 14+ wa 0 1+ wa 0 1 —
= 1+ wa
0 1 0 1+ wd 0 1+ wd 0 1

Démontrons le deuxieme. Soit

h— 14+ wa 0 c 1+0p 0
N 0 1+ wd 0 1+4+p/°

On calcule :
1+ wa 0 w [
h -
o < 0 1+wd>z<0 1)”
AEF,
- [A(1+ wa)
_ 1+ od (1 + wa 0 d) v
e, \ 0 1 0 l1+w
_Z<w [/\]> (1 X) <1+wa 0 >U
xeF, 0 1 0 1 0 1+ wd
= 0 1 0 14+ wd
= S(h-v),
ol X est 'unique élément de O, dépendant de a, d et A, tel que
A1+ wa)

= X.
1+ wd M+

(iii) C’est une conséquence de (i) et (ii).
(iv) Compte tenu de (iii), on est ramené par la décomposition d’Iwahori (2.5) a regarder
I’action de (; (1)) sur Sv. Comme précédemment, on a le calcul suivant (ou ¢ € O) :

1 0 (1 0 w [N
(wc 1>Sv_<wc 1>/\eZ]F<O 1>U

(A 1

0
= Z “ 1+ wel\] 1+ wc[A] v
XeF, \ 0 1 wie 1+ we[)]
W
— ]. + WC[A} v
XeF, \ O 1

d’ou le résultat.
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Soit maintenant m une représentation lisse irréductible de G (admettant un caractere
central). D’apres [2], de telles représentations sont classées en quatre catégories : les
caracteres, les séries principales, les séries spéciales et les supersinguliéres. On y renvoie
le lecteur pour les détails.

Lemme 2.9. Si 7 est supersinguliére, alors pour tout v € 7't il existe m > 1 tel que
S™v = 0.

Démonstration. Rappelons que H C I désigne le sous-groupe des matrices de la forme

([6\] [2]) avec A, pn € F. C'est un groupe abélien d’ordre premier a p, de telle sorte que

v puisse s’écrire sous la forme v = ). v; avec v; des vecteurs propres de H de caracteres
propres distincts I'un de I'autre. On est donc ramené au cas ou v est un vecteur propre
de H. D’apres [6, Lemmes 2.6, 2.7], on a ou bien Sv = 0 (d’ot1 le lemme), ou bien Sv # 0
et (K - Sv) C 7 est une représentation irréductible de K auquel cas le lemme découle
de [13, Corollaire 3.3]. O

2.3. Le foncteur Indf
2.3.1. Réciprocité de Frobenius

Rappelons que, si M est une représentation lisse de I, on désigne par Indf M la K-
représentation induite, ce qui fournit un foncteur exact de @I dans @K. On note
W = IndfM et on pose pry; : W — M le morphisme I-équivariant naturel induit par
I'identité Id : W =+ W par réciprocité de Frobenius. Plus précisément, si

f=a[l,v1] + Z axlk,vy] € Ind¥ M
keK/I, k#1

avec ay, € F,, et vy € M pour tout k € K/I, alors pr(f) := ajv;. Ce morphisme admet
une section I-équivariante iy : v € M — [1,v] € W. Ceci réalise la décomposition de
Mackey pour W en tant que I-représentation :

W=IndfM=Maow* (2.11)

avec W le noyau de pr,,. L’espace sous-jacent & W est ’espace vectoriel engendré par

{ <[i\] (1)> [1,v], v e M, )\GIFq},

ou, de maniere équivalente, par
(N1
{ Z A <[1] 0) [1,v], v e M, Oéiéq—l}.
AeF,

Soit @ une K-représentation contenant M et engendrée par M. On a par réciprocité de
Frobenius une surjection K-équivariante a: W = IndfM — @ donnée par [k,v] — kv
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pour £k € K et v € M. Soit Wy son noyau et soit M; l'image de Wi dans M via le
morphisme composé

Wl‘—)W&V[»M

On note QT I'image de W+ C W dans Q de sorte que I’on puisse considérer I'intersection
M N QT comme un sous-espace de Q. Les remarques précédentes sont illustrées par le
diagramme commutatif suivant & lignes et & colonnes exactes (ol les morphismes & et
prys sont définis de maniere évidente) :

0 0
w+ QT 0
0 W wW—--=Q 0
h
l pPras | iag Prys
0 M, M —2> M/M, 0
0 0 0

dont ’exactitude de la colonne de droite résulte du lemme du serpent. Le lemme suivant
sera utilisé de maniere cruciale au § 3, en particulier au lemme 3.1.

Lemme 2.10. Avec les notations précédentes, on a
My =MnNQt, Wi C Ind¥ M, ;
de plus, M, est la plus petite sous-représentation de M ayant cette derniére propriété.

Démonstration. Par la définition de ips, on a aoip = (id : M < Q). Par conséquent,
sive M, ona:

veM < av)=0

< pryoaoiy(v)=0
< Pry(v) =0
— veQt,

d’ou le premier énoncé.

Pour les autres, en remplacant M par M/M; et Wy par Wy /(IndX My, N W), on est
ramené & montrer ’énoncé suivant : si Wy C Indf M est une sous-K -représentation,
alors W1 = 0 si et seulement si M; = 0. Or, ceci est une conséquence directe de la
réciprocité de Frobenius. O
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Donnons une application du lemme 2.10.

Corollaire 2.11. Sous les hypotheses ci-dessus, on suppose que @ est une représentation
irréductible de K engendrée par son espace I,-invariant Q™. On choisit M = Q1. Alors
Q et Q* coincident. C’est-a-dire, Q est engendré sur F,, par les vecteurs

A 1
(3 D)o ren)

Démonstration. Comme on I’a indiqué dans I'introduction, M est non trivial de dimen-
sion 1 sur F,. Considérons la surjection naturelle K-équivariante W = Ind? M — Q.
Comme Indﬁ( M n’est pas irréductible par [6, Lemmes 2.3, 2.4], on voit que le noyau Wy
est non trivial et qu’il en est de méme de M; C M puisque W; C Indf{ My d’apres le
lemme 2.10. Or, M est de dimension 1, on a donc M; = M, puis M s’injecte dans Q"
en appliquant a nouveau le lemme 2.10. L’énoncé s’en déduit puisque ’espace vectoriel
Q est engendré par M et Q. O

2.3.2. Invariants sous le groupe [; NUT
Si M est une représentation de I, on note I7(M) la représentation de I définie par :

e l'espace sous-jacent de IT(M) est ’ensemble des symboles {II(v), v € M} qui
forment un F,-espace vectoriel de maniere évidente ;

e Daction de I sur IT(M) est donnée par :

h-II(v):= (I 'Rl -v), hel, ve M. (2.12)

Remarque 2.12. Rappelons que N est le sous-groupe de G engendré par I et IT. Si M’
est une représentation de N et si M C M’ est un sous-espace vectoriel stable par I, alors
Pespace IT(M) est aussi stable par I avec l'action définie par (2.12).

Proposition 2.13. Soit M une représentation lisse de I. Posons W = Ind?U(M) et
W+ C W le sous-espace vectoriel engendré par

{Fm = N <[/1\] é) [1,I1(v)], v € M, ogz‘gql}.

AEF,

(i) Pour tout vecteur v € M fixé par [1NU™, I'élément Fy, , € W est fixé par L NU .

(ii) L’espace W est stable par [1NU™ et (V[/J’)ImU+ est engendré sur F, par {Fy ,,, v €
MLt 1.
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Démonstration. (i) La méme preuve que celle du lemme 2.8 (i).

(ii) Par la décomposition (2.11), W est [-stable et donc I; NUT-stable. Soit f € W+ un
vecteur non nul fixé par I; N U*. Ecrivons f sous la forme f = Z;I:_ol F; o, avec v; € M.
Montrons que vy € MINUT et que v; = 0 pour tout ¢ > 0.

Soit 79 > 0 un indice fixé tel que v;, # 0. Comme I; N U™T est un pro-p-groupe, la
représentation ((I; NU™T) - v;,) possede des vecteurs I; N Ut-invariants non nuls, donc il
existe un élément @ € I_Fp[Il NUT] tel que Qu;, soit non nul fixé par I; N U*. De plus,
en appliquant le méme raisonnement a tous les i, 1 < i < g — 1, et quitte a modifier () et
i9, on peut supposer que Qu; est fixé par I; NUT pour tout 1 < i < ¢ — 1. Par la formule
suivante (avec a € O et A € Fy) :

1 wa\ (w N (@ [A)\(1 a
(0 1)(0 1>_<0 1)(0 1) (2.13)

on voit que Fj g, est fixé par ((1J *i) pour tout ¢ > 0. Puis, encore d’apres (2.13), on peut
trouver Q' € Fp[I; N U] vérifiant

fwm A (= A
Q<0 1>—<0 1>Q, VYA€,

q—1 q—1
Qf= Z Q'F,, = Z Fi.Qu,- (2.14)
1=0

=0

d’out

On en déduit que Fy gy, est fixé par ((1) ’f) parce que Q'f et F; g, pour ¢ > 0 le sont,
puis que Qug est fixé par I; N U™ en utilisant encore I’équation (2.13).

Maintenant, les vecteurs Qu; étant tous fixés par Iy N U™, on a le calcul suivant pour
tout 0 < i < ¢— 1, avec la convention que F_1 gy, := 0 (comparer avec la démonstration
de [2, Lemme 2], particulierement avec 'opérateur ! € LieGL2) :

T ((1) [p;]) Fron— 3 p-x <z0z [u]ﬂﬂ) o,

nek, w,AEF,
— Z uq—QAi <w [M + >‘]> Qvi
ey 0o 1
- i (Al
=MZ€:F PN = p) (Z 1)@%
SO (5 (5 e
im0 \F = A€F, 0 1
= 1Fi1,Qu;;
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ou la derniere égalité vient du fait que, si 0 < j < 2(q — 1), alors la somme Zuqu W
vaut —1 si j = g — 1 et 0 sinon. D’autre part, comme Q' f est fixé par I; N U™, on voit

que :
> (é Uﬂ) Qf= ( > u‘”)Q’f —0.

ek, HeEF,

En utilisant (2.14), on en déduit facilement que F;_; g,, = 0 puis Qu; = 0 pour tout
i > 0, ce qui est impossible puisque Qu;, # 0. Cette contradiction montre que v; = 0
pour tout ¢ > 0 et donc f = Fp ,,. Enfin, puisque f est fixé par I; NU T, I’équation (2.13)
permet de conclure que vy 1'est aussi. Cela termine la démonstration. (]

2.3.3. Conséquences

Rappelons que si o est un poids, on a défini les sous-espaces IZ-stables R, (o) pour
tout n > 0 de c-Ind¥ , o au §2.2. Notons que I'élément S défini par (2.10) induit une
application linéaire de R, () dans R, (). Le corollaire suivant améliore [2, Proposi-
tion 14(2)]. Soit vy € o un vecteur non nul fixé par I;.

Proposition 2.14. Pour tout n > 0, on a dimg, RE(o)NUT =1 et RE(o)nNUT =

I_FpS"[Id, 7)0].

Démonstration. On prouve la proposition par récurrence sur n. Il est vrai au rang
n =0 d’apres [2, Lemme 2]. Il reste donc & démontrer que

dimg, R (o) =1 = dimg, R} (o)™ =1

et que
R+(U)IlmU+ = Fp’un — Rn+1(0_)11ﬂU+ = prS’Un.

n

Or, cela est une conséquence du lemme 2.13 puisque R, (o) est isomorphe & l’espace
(Ind¥ (R}, (o))t d’apres (2.7). O

On pose pour tout n > 0 (encore dans c—IndIG(Z o)

s[5 )4

ce qui fait de M,f (o) une sous-IZ-représentation de R, (o) par le lemme 2.1.
Corollaire 2.15.
(i) M,f(0) est triviale sur I, .y NUT = (1¥").

(ii) En tant que représentation de I1NU Y /I,,.1NU™, M, (o) est une enveloppe injective
de la représentation triviale dans la catégorie Rep AU+ T U+

On renvoie le lecteur & [12, §6] ou [5, § 5] pour la notion « enveloppe injective ».
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Démonstration. (i) Il découle de la formule suivante ou a,b € O :

b)) 86 )

(ii) La proposition 2.14 implique que I'espace des I; N U™ -invariants de M, (o) est de
dimension 1. D’autre part, M (o) est de dimension ¢™ dont une base est formée des
vecteurs { [( 76" ’1’),11] } avec b € O parmi un systéme de représentants de O/p™. L’énoncé
s’en déduit d’apres [1, § 5, Corollaire 4], car le groupe [1NU™T /1,1 NU T, étant isomorphe
a O/p™, est un p-groupe abélien d’ordre ¢™. O

Dans la suite, soit m une représentation lisse irréductible de G isomorphe a une série
spéciale ou & une série principale. D’apres [2, Théoreme 33|, m admet toujours une
sous- K Z-représentation irréductible o de dimension supérieure ou égale a 2 sur Fp. Soit
C—Ind?( 0 — 7 la surjection G-équivariante induite. Alors [2, Théoréme 34] impliqu’elle
se factorise par c-Ind% , o/(T — \) avec A € IF‘;.

Soient vy € o un vecteur non nul fixé par I; et (P' - vg) le sous-espace vectoriel de
engendré par vy qui est I Z-stable par le lemme 2.1. On en déduit les morphismes naturels
1 Z-équivariants :

tn s M (o) — (PT - wp).

Le lemme 2.16 suivant s’est inspiré de la preuve de [14, Proposition 11.1]. Il sera utilisé
au §5.2.2.

Lemme 2.16.
(i) Pour tout n > 0, ¢, est injectif.
(ii) Pour tout m > 0, on a Im(tp,) C Im(ep41).

(iii) En tant que représentation de Iy N U™, (P¥ - wg) est une enveloppe injective de la
représentation triviale dans la catégorie Rep AU+
—11

Démonstration. (i) Par le corollaire 2.15, 'espace des I} NU " -invariants de M.} (o) est
de dimension 1 engendré par le vecteur S™[Id, vg], ce qui fait que, si ¢, n’est pas injectif,
alors 'image de S™[Id,vp] est nulle dans 7. Or, c¢’est absurde parce que

S™Id, vo] = T"[Id, vo] = A"[Id, v9] #0 mod (T — )

dont la premiere égalité vient du lemme 2.3 (ii).

(ii) Compte tenu de (i), il suffit de vérifier que lopérateur T induit une injection
M, (o) = M,F, (o) pour tout n > 0. Comme o est supposé de dimension supérieure
ou égale a 2, le cas ou n = 0 résulte du lemme 2.3 (ii). Supposons n > 1. D’apres la
formule [4, §2.5, (5)] de T, on est ramené & vérifier que

£ 2D e e
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(s 1))

En effet, le premier énoncé découle de [4, Lemme 3.1.1] et le deuxieéme est une conséquence
des faits que vy € o' et que o est de dimension supérieure ou égale & 2.

et que

(iii) I découle de (ii) et du corollaire 2.15 (ii) en utilisant [5, Proposition 5.17]. O

3. Le diagramme canonique

Dans ce chapitre, apres des préliminaires au § 3.1, on définit au § 3.2 le diagramme canon-
ique associé a une représentation lisse irréductible de G et on démontre que ce diagramme
détermine la classe d’isomorphisme de la représentation de départ. Au §3.3, on discute
le diagramme canonique associé & un quotient non trivial de C—Indg 7 0 avec ¢ un poids
fixé.

3.1. Préliminaires
3.1.1. Filtration sur un quotient non trivial de c—IndiZ o

Fixons o un poids. Suivant [8], on note I (o) le sous-espace vectoriel de c-Ind%-, o
engendré par les [g, o] pour

e pt— (0 —0{0} c;)

De (2.2), on voit que

ol 9)-

neN

On pose I~ (o) := I - I*(0) de sorte que I~ (0) = @,,5, R, () et que cInd%, 0 =
It(0) @ I (o) par la décomposition (2.3). Les espaces vectoriels I7 (o) et I~ (o) sont
stables sous l'action de IZ, et P, Rn(0) est la sous-K Z-représentation de ¢-Ind%, o
engendrée par I~ (o) d’apres le lemme 2.2.

Dans la suite, on fixe m un G-quotient non trivial (pas forcément irréductible ni admis-
sible) de c-Ind% , o et on note R(o, 7) le noyau correspondant. On note I (o, 7) (respec-
tivement [~ (o, 7)) I'image de I (o) (respectivement I~ (o)) dans 7. Ils sont stables par
1Z. Pour un vecteur f € c—Ind?(Z o, on note f I'image de f dans 7.

Il résulte de la proposition 2.5(ii) et de ce qui précede que I (o,7) engendre
entierement l’espace 7 sous ’action de K, de sorte que l’on obtient par réciprocité de
Frobenius une surjection K-équivariante

md¥ 1~ (0, 7) - .
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On note Wi (o, w) son noyau. D’apres le lemme 2.10, appliqué a M = I~ (o, 7) et a Q = m,
on voit que Wi (o, ) s’identifie & une sous-K-représentation de

IndK<;R+ow )yNI~ (o, )>,

et donc de Ind¥ (I (o, 7) N I~ (o, 7). On en déduit le lemme suivant.

Lemme 3.1. Pour toute égalité dans w de la forme
A
> (% W) ) =
0 1
A€EF,
avec w,wy € IT(o,7), on aw,wy € IT(o,7) NI (o,7).

Démonstration. Par ce qui précede, c’est une conséquence du lemme 2.10 et de la
décomposition (2.6). O

Remarque 3.2. On a une variante utile du lemme 3.1 : pour toute égalité dans = de la

forme
— i@ (A _
g g A <0 1>wi+ﬂ(w)—0

avec w,w; € I (o,7), on a w,w; € [T (o,7) NI (o,7).

Remarque 3.3. La raison principale pour laquelle on consideére I (o, w)NI~ (o, ) plutot
que >, -, B (0,m) NI~ (o,7) est que le premier est stable sous I'action de IT (voir la
définition 3.20 plus tard). Voir aussi le lemme 3.11.

Tout vecteur v € 7 peut s’écrire sous la forme v = v + v~ avec vt € I (o, 7) et
v~ € I (o,7). Une telle décomposition est unique & un vecteur dans I+ (o, 7) NI~ (o, m)
pres : si v = vl 4+ v est une autre décomposition, on a

vt —of = v 4o €I (o,m) NI (o,7).
Posons I0(a, ) = I (o, m) N I~ (0, 7) et par récurrence,
IY(o,m) =TI (o,m)N (K - I(I™" (o, m))). (3.1)
Evidemment, les I (o, ) sont des sous-espaces de It (o, m) stables par 17.
Lemme 3.4. Pour toutn > 1, on a
(i) 1" (oym) C IT" (o, 7) ;

(i) (K- I(It" Y(o,7))) = I Y(o,7)) + 17" (0, 7).
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Démonstration. (i) Par définition, IT(I%(o, 7)) = I7°(o, 7), donc
I'™Yo,n)=I"(o,m)N (K -I7%0, 7)) D I7°(0,7),

ce qui prouve I’énoncé dans le cas ou n = 1. Si n > 2, alors par récurrence :

I™"(o,7)=I"(o,7) N (K - T(IT" " (o,7)))
DIt (o,m) N (K -II(IT™" 2(a,7)))

=I"""Yo,m).

(ii) L’inclusion O découle de la définition (3.1) et 'inclusion C de la décomposition (2.6).
(I

On pose la définition suivante.

Définition 3.5. Pour v € 7, on définit le niveau de v (relatif & o), noté ¢, (v), comme
suit :

(i) supposons v € (o, ), on pose
o ly(v):=0sivel0amn),
o ly(v):=nsive Il (o,n)\[T" o) ;
(ii) supposons v € I~ (0, ), on pose £, (v) := L, (I1(v)) ;

(iii) enfin, pour v = v* + v~ € 7 avec vt € IT(o,7) et v~ € [~ (o,7), on pose
Ly (v) := max{l,(v"),l,(v7)}.

Remarque 3.6. Comme le groupe G est engendré par K et IT et comme I (o, m) N
I~ (o, m) contient un générateur de w comme représentation de G par la proposition 2.5 (i),
on a £,(v) < 400 pour tout v € w. D’autre part, £,(v) dans (iii) est bien défini puisque
Ly (vh) et £,(v™) ne dépendent que de v.

Donnons des propriétés concernant £, ().

Lemme 3.7.

(i) Siwvy,ve € m, alors £,(v1 + v2) < max{ly,(v1),€s(v2)} ; si ly(v1) # £y(v2), alors
Ly (v1 4 v2) = max{l,(v1), €y (va2)}.

(i) Soit v € I'*(o,m) un vecteur tel que {y(v) = n > 1. Alors {,(Sv) = n+ 1, ou
S € F,|G] est défini par (2.10).

(iii) Soit v € I~ (o, 7) un vecteur tel que £,(v) =n > 1. Alors £,(Sv) < n et

SveIt"(o,m) + (I (o,7)).
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Démonstration. (i) C’est une conséquence triviale de la définition 3.5.

(ii) Par définition £,(Sv) < n+ 1. Si £,(Sv) < n, alors il existe des w; € IT™""1(o, 7)
pour 0 < < g — 1 tels que

w (A = (@ A

D’apres la remarque 3.2, cela entraine que v—wg € I (o, 7)NI~ (0, 7), d’ott €5 (v) < n—1
par (i), ce qui donne une contradiction et 1’énoncé s’en déduit.

(iii) Comme I1(v) € IT(o,7), la condition ¢, (v) = n implique que II(v) appartient &
It (o,7), a fortiori, & (K - [I(I7" (o, 7))). Comme

Sv = Z <[i\] (1)> II(v),
A€F,

on en déduit I'appartenance de Sv & (K - II(IT" !(o,n))), d’'ou I'énoncé d’apres le
lemme 3.4 (ii). O

Lemme 3.8. Soit v € m un vecteur vérifiant une équation de la forme

cov + Z cnS"v =0 (3.2)

n=1

avec m € Nz et (¢n)ogngm une famille d’éléments de IF‘,, vérifiant ¢, # 0. Alors, en
choisissant une décomposition v = vt +v~ avec vt € I (o,7) et v~ € [~ (0,7), on a
ly(v) =L,(v™). De plus, on a {,(v") =, (v™) si et seulement si {,(v) = 0.

Démonstration. Supposons au contraire que £, (v) = £, (v") > £, (v™). En particulier,
ly(vT) = 1. D’apres le lemme 3.7 (ii), on a pour tout 1 <n < m

£ (S"0) = by (v") + 1,

ce qui donne une contradiction avec (3.2) si ¢,(v~) = 0, car on peut alors supposer

v~ =0 et (3.2) devient covt + 1" | ¢, S™v" = 0. La derniére conclusion dans ce cas est
triviale.

Si l,(v™) = 1, par le lemme 3.7 (iii), on a {,(Sv~) < £,(v™) et donc pour tout
I1<n<m:

le(S"07) =L, (S"71SvT) < Uy (v ) 4 n— 1 < Ly(vh) +m =L, (S™vT),

ou l'on a utilisé le fait que £, (Sw) < £y (w) + 1 pour tout w € 7. On obtient encore une
contradiction avec (3.2) puisque ¢, # 0 et que

Lo (S™vh) > max{l, (S*v 1), £, (S™v ™) Yochem—1,0<n<m- (3.3)

Cela montre que £, (v") < £,(v™). La derniére conclusion se déduit de ce qui précede,
car si £,(vt) = £, (v7) > 1 on aurait encore (3.3) et donc une contradiction. O
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Corollaire 3.9. Si 7 est admissible, on a 7/t C It (o, 7) NI~ (o, T).

Démonstration. Soit v € 7!t un vecteur non nul. Alors il en est de méme de S™v
pour tout n > 1 par le lemme 2.8 (iv). L’admissibilité de 7 implique qu’il existe une
famille (¢p,)ogngm d’éléments de Fp avec ¢, # 0 vérifiant ’équation (3.2). En choisissant
une décomposition v = v + v~ avec vt € I't(0,7) et v~ € I~ (0, m), on obtient par le
lemme 3.8 que ¢, (v+) < £, (v™). De méme, en appliquant le méme argument a I7(v) € 7/t
qui se décompose sous la forme IT(v™) + II(v") avec II(v™) € It(o,m) et H(v") €
I~ (o, ), on voit que

lo(v7) = Lo (ITv™) < b (MvT) = L, (vT)
et donc £, (vT) = £,(v™). Le corollaire s’en déduit en utilisant & nouveau le lemme 3.8. [

Remarque 3.10. L’admissibilité de 7 est cruciale dans le corollaire 3.9. En fait, on verra
plus tard (proposition 3.14) que lespace I (o, c-Ind% , 0/T) N I~ (0,c-Ind$ , 0 /T) est
de dimension finie ou T est I'opérateur de Hecke défini au § 2.2, tandis que 1’espace des
I-invariants de c-Ind% , o/T est de dimension infinie dés que F' # @, (voir [4, Remar-
que 4.2.6]). Malgré tout, on a un énoncé analogue si 7 est irréductible (proposition 3.16).

3.1.2. Techniques pour calculer I (o, m) N1~ (o, T)

Maintenant, on introduit un moyen qui permet de calculer explicitement I (o, 7) N
I~ (o, m) dans certains cas.
Considérons le morphisme composé I Z-équivariant

By =Pyr:c-ndS, 0 — 17 (0) > I~ (0,7) = . (3.4)

Plus précisément, si f = f+ + f~ € ¢-Ind%, o avec ft € I (o) et f~ € I (o), alors
D, (f) := f~ est image de f~ dans . Evidemment, @, est un morphisme IZ-équi-
variant. Rappelons que l'on a défini l'espace R(o,7) comme le noyau de 'application
naturelle c-Ind% , o — .

Lemme 3.11. L’espace It (o,m) N1~ (o,7) est I'image de R(o, ) via ®,,.
Démonstration. Si f = f* + f~ € R(o,7) avec fT € I'T(0) et f~ € I (0), alors par
définition, o

Do (f)=f~=—fF el (o,m)N
Réciproquement, soit f € It (o, m) NI~ (0,7), e (respectivement f~) un relévement

tfT
de f dans I*(o) (respectivement I~ (o)), alors f := —f* + f~ est un élément dans
R(o, ) vérifiant &, (f) = f. O

I~ (o,7).

Lemme 3.12. On a ¢,(II(f)) = - (P, (f)) pour f € R(o,).

Démonstration. Si l'on écrit f = f* + f~ avec f € IT(0) et f~ € I (o), alors
I(f)=H(f")+I(f) avec II(f~) € I (0) et II(f*) € I (o) de sorte que

Do (1(f)) = I(f*) = I(f¥) = ~I(f~) = ~11($,(f))
dont la troisieme égalité résulte du fait que f+ + f~ = 0 en notant que f € R(o, 7). O
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Soit f = fT 4 f~ € ¢-Ind%, 0 un vecteur avec f+ € I'(o) et f~ € I" (o). Comme
(1) € o) = R (o) & @ RE (@),
n>1
la décomposition (2.7) donne I'écriture suivante de IT(f~) :
() — [b] 1
Fr=v+ 3 |7 o) (3.5)
nel,

avec y € R (0) et ¢, € I (). De plus, on a

x, € @ R (o) sif~ € @ R, (o).

o<n<m—1 og<n<m

Lemme 3.13. Avec les notations précédentes, on a pour tout A € F, :

w [} (1 A L
o{( 2
@ A\, (= [\ [A] 1 _
(0 1)f_<0 1>f++<1 0>H(f)

A+ 1) ([ 0 1 [p1]
2 () (8 ) ()
€<(1) [i\]>x0+1+(0),

et la conclusion s’en déduit par la définition de ¢, (3.4). O

3.1.3. Ezemples

On donne des exemples illustrant le calcul de I'espace I (o, m) NI~ (o, 7) en utilisant
les techniques au §3.1.2. Le cas le plus simple est celui ot # = ¢-Ind%, o/P(T) avec
P(T) € F,[T] un polynoéme non constant, ot 7" est 'opérateur de Hecke défini au §2.2.1.

Traitons d’abord le cas ou P(T) est de degré 1, c’est-a-dire, on suppose que

T =V(0,)\) :=cInd%, /(T — ) (3.6)

avec A € F,. Si f € c—IndIG(Z o, on désigne par f son image dans 7. Soit vy € o un vecteur
non nul fixé par I.
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Proposition 3.14. Avec les notations précédentes, on a

I (o, V(o,\) NI (0,V (0, N) = Fp[Id, vo] @& F,[IT, vo).

Démonstration. Commengcons par remarquer que F,[Id, vo] N F,[II,v] = 0, i.e.
[IT,vo] ¢ Fp[Id, vo] + (T — A)(c-Indf , o).

Ce fait peut se voir en examinant les supports comme dans la preuve de [4, Théoréme
3.2.4].

L’inclusion O résulte de la proposition 2.5 (i) et du fait que le membre de gauche
est stable par IT. Pour 'autre inclusion, on utilise le lemme 3.11 qui permet d’identifier
I (0, V(0,A))NI~(0,V (0, A)) avec I'image de (T —\)(c-Ind%- , o) via &, défini par (3.4).
Autrement dit, il faut vérifier que : quel que soit g € G,

@a((T - /\)([Q’UO])) € Fp[lda /UO} @FP[Ha UO]'

D’aprés le lemme 3.12, on peut supposer ¢ € PTKZ, ce qui fait que g s’écrit sous la
forme comme dans (2.4) :
g=gMgn=1 ... W

En utilisant le lemme 2.3 et la G-équivariance de T', on déduit que
(T = N)([d, kvo]) = k- (T' = A)([Id, vo]) € (K - [I1, vg]).

Par la décomposition (2.6) et la définition de @, cela implique que

Do ((T = A)([d, ko)) € Fp[IT, vo),

d’ott I’énoncé dans le cas particulier ot ¢ = k € KZ (i.e. n = 0). Traitons le cas ou
n > 1. Par ce qui précede, on voit que f~ € Ry (o) si Uon écrit [Id, kvg] = f+ + f~
avec ft € It(o)et f~ € I (o), donc le 2o défini dans I’écriture (3.5) se réduit a 0 et le
lemme 3.13 implique que

b ((T = N)([gVk, vo])) = 0.

Le méme raisonnement donne @, ((T — A)([g,v0])) = 0, et le résultat s’en déduit. O

Proposition 3.15. Supposons que 7 = c-Ind% , o/ P(T) avec P(T) € F,[T] un poly-
néme de degré k > 1. Alors [T (o,7) NI~ (o, 7) C 7lt.

Démonstration. Soient vy € ¢ un vecteur non nul fixé par I et f = P(T)[Id, vo] de
telle sorte que P(T) ¢-Ind% , o = (G- f) puisque T est un endomorphisme G-équivariant
de c-Ind%. , 0. Par le lemme 3.11, 'énoncé équivaut a dire que &, (P(T) c-Ind% , o) C 7',
ou plutot, que ®,(g - f) € 7!t pour tout g € G. De plus, le lemme 3.12 permet de se
ramener au cas g € PTKZ.

Comme f est fixé par Iy, il s’écrit (de maniere unique) sous la forme f = f* + f~
avec f* e I't(o)" et f~ €I (o), et le lemme 2.3 implique que [+ € @y, <, B (o)
et [~ € Docncr1 Ln (0). On en déduit en utilisant la proposition 2.14 que :

fr=> nS"Idvel,  HI(f)= > dnS"[Id,v]

o<m<k 0<n<k—1
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pour des ¢, d, € F, convenables. En réécrivant f* sous la forme

f1=colld,vo] + (Uf] é) > enIIS™HId, vy,

peFR, 1<m<k

on obtient par le calcul du lemme 3.13 que : pour tout A € F,

<[i\] (1)>f€ > enIIS™HId, vl + I (o),

1<m<k

oll 'on a utilisé le fait que ITS™[Id,vg] est fixé par I; N UT pour tout m > 0. En

particulier,
P\] 1 — m—1 I
D, 1 0 fl= E e 1S [Id,v0) € 7

1<m<k

ce qui montre que @,(gf) € 7t si g € KZ en utilisant la décomposition (2.6). On
procede de méme pour g € PTKZ, g¢ KZ. (]

3.2. Le diagramme canonique associé a une représentation irréductible de G

Fixons 7 une représentation lisse irréductible de G (admettant un caractére cen-
tral). On définit le diagramme canonique associé a m et on en fournit des propriétés
élémentaires. On le détermine explicitement lorsque 7 est non supersinguliéere ou F' = Q,,.

3.2.1. Définition et propriétés du diagramme canonique

En choisissant ¢ une sous-K Z-représentation irréductible de 7, on obtient une surjec-
tion G-équivariante c-Ind$ , o — 7 ainsi que les sous-espaces I (o, 7) et I~ (o,7) de
(§3.1). En général, le choix de o n’est pas unique. Comme on ’a signalé dans la remar-
que 2.6, c—Ind?( » o est réductible, donc on peut appliquer a 7 les résultats du §3.1, ou
I’on n’a fait aucune hypothese spécifique sur le quotient non trivial de c—Ind% z0.

Proposition 3.16. On a ' C I't(o,7) NI~ (o,7).

Démonstration. Par définition, un vecteur v € 7 appartient & I (o, 7) NI~ (o, 7) si et
seulement si ¢, (v) = 0. Supposons v non nul fixé par I;. Alors S™v lest aussi pour tout
entier n > 1 par le lemme 2.8 (iv).

Supposons d’abord 7 non supersinguliére. En particulier, 7 est admissible [2], donc le
corollaire 3.9 permet de conclure.

Traitons le cas ou 7 est supersinguliere. D’apres le lemme 2.9, on a S™v = 0 pour
m > 1 suffisamment grand. En particulier, v vérifie 'hypothese du lemme 3.8. De méme,
II(v) € w1 la vérifie aussi. Donc I'argument que 'on a employé dans la démonstration
du corollaire 3.9 permet de conclure. O

Corollaire 3.17. Soient o' une autre sous-K Z-représentation irréductible de 7 (peut
étre isomorphe a o) et c-Ind$. , o' — 7 la surjection G-équivariante induite. Alors

I't(o,m)=1I%(o',7), I (o,m)=1 (o', 7).
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Démonstration. Rappelons que I* (o, 7) := (Pt o). Prenons vy € ¢/* un vecteur non
nul. Par le lemme 3.18 ci-apres, on a I (o, 1) = (P -1I(vg)) et I~ (o, ) = (IIP*-11(vy)).
Autrement dit, z appartient & I (o, 7) (respectivement & I~ (o, 7)) si et seulement s’il
existe Q1 € F,[PT] (respectivement Qo € F,[P*]) tel que z = Q11T - vy (respectivement
xr = HQQH . 1}0).

Cela dit, le corollaire découle de la proposition 3.16 (i). Plus précisément, prenons wq €
o’ un vecteur non nul fixé par I, alors cette proposition dit que wo € I (o, 7)NI~ (0o, T),
et donc par ce qui précede, il existe Q1, Q2 € F,[P1] tels que

wo = Qlﬂ Vg = HQQH * 0.
En appliquant le lemme 3.18 & ¢’ et & wp, on en déduit que :
(o', 7) = (P* - I(wo)) = (P - 1Qa11(vy)) € (P* - (o)) = I* (0, 7),

(o, m). Le résultat s’en déduit en échangeant o’ et o et en

d’ou I'inclusion It (o’,7r) C It
1110, m) O

remarquant que I~ (o, )
Lemme 3.18. Soit vy € o/t un vecteur non nul. Dans C—Indf(z o, 0n a
It(o) =[P, v), I~ (o) = [TIPTII, ).

Démonstration. Il suffit de vérifier ’énoncé concernant I+ (o). Par définition, I (o) =
[P, 0] = Pt -[Id, o]. Or, par le corollaire 2.11, I'espace [Id, o] est juste I'espace engendré

(EERES

qui n’est autre que (& une constante dans I ” pres)

H(vg [§1> o). Aeﬂzq}.

Le lemme s’en déduit en notant que (75 [i‘]) € Pt. O

Rappelons [6,12] qu'un diagramme est par définition un triplet (Do, D1,7) ot Dg est
une représentation lisse de KZ, D, est une représentation lisse de N et r : Dy — Dy
est un morphisme I Z-équivariant. On définit des morphismes entre deux diagrammes de
maniere évidente et on note DZAG la catégorie résultée. Notons qu’elle est équivalente
a la catégorie des systémes de coefficients équivariants sur Parbre de G [12].

Donnons quelques exemples de diagrammes.

Exemple 3.19. Soit 7’ une représentation lisse de G. Alors (ot can désigne I'inclusion
naturelle)
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(i) K(#") := (7’| kz,7'|n,can) est un diagramme ;

K 1

(i) (7'K1 711 can) est un diagramme ; plus généralement, (7'%~ 7’

gramme pour tout n > 1.

n,can) est un dia-

(iif) (W, W N II(W),can) est un diagramme pour toute sous-K Z-représentation W de
7' et ((KZ- M), M,can) lest aussi pour toute sous-N-représentation M de 7’.

D’apres le corollaire 3.17, lespace I (o, 7) (respectivement I~ (o,m), IT"(0,7), le
niveau ¢, (), etc.) ne dépend que de 7, on peut donc le noter I (r) (respectivement
I~ (m), I™"(m), £(-), etc.). Posons :

Dy(m) =T (m)N I (7), Dy(m) :=(KZ - Dy(n)) C 7. (3.7
Alors Dy () est stable par N et Do(w) par KZ. En fait, Dy (m) est le plus grand sous-
espace vectoriel de Do(7) stable par N. On pose la définition suivante.

Définition 3.20. Le diagramme canonique associé a m est le diagramme
D(r) := (Dy(w), Dy(7), can),
ou can désigne l'inclusion naturelle Dy (m) < Dy (7).

Le résultat principal de 'article est le théoreme suivant, qui dit que, en passant de 7
a son diagramme canonique, on ne perd pas d’information.

Théoréme 3.21. Pour toute représentation lisse irréductible ©’ de G, on a ™ = 7’ si et
seulement si D(m) = D(x’) en tant que diagrammes.

En fait, on va démontrer un résultat plus général.

Théoreme 3.22. Pout toute représentation lisse ' de G (pas forcément irréductible),
il existe un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels :

Hompz ag(D(r), K(n")) = Homg (7, '),
ot K(n') est le diagramme défini dans l'exemple 3.19 (i).
Démonstration. On définit d’abord un morphisme
¢ : Hompz ag(D(m), (7)) — Homg(m, ). (3.8)

Soit (¢o, 1) : D(m) — K(7') un morphisme non nul de diagrammes, c’est-a-dire, g :
Do(m) — 7’|k z est un morphisme K Z-équivariant et

©1 = ©0|Dy(m) : Di(m) = 7'|n

est un morphisme N-équivariant. On va définir un morphisme G-équivariant ¢ : 7 — 7’
a partir de (o, 1) vérifiant o|p, ) = @o-

D’abord, si un tel morphisme existe, il est nécessairement unique puisque 7 est
engendrée par Do(7) en tant que G-représentation. Plus précisément, si v € 7, on définit
©(v) comme suit par récurrence sur le niveau de v.
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(a) Sift(v) =0, alors v € Dy(m) et on pose p(v) = v1(v).

(b) SivT € IT(m) et £(vT) =n > 1, soit wy € IT""(7) (avec A € F,) des éléments
tels que

on pose

wwwzz<@ 3Hﬂw%

AEF,

ot p(wy) a été défini par récurrence. C’est bien défini car : si

N=Z<@éymw

A€EF,

pour d’autres wy € I"~!(x), alors on a wy — w} € Dy(w) pour tout A € F, et
donc

> <[i] é) Mp(wy) = Y Ci] é) Mp(w))
A€F,
= Z <[i\] é) Ty (wy — wh)

AeF,
= <P0< > Ci] é) I (w wA))
A€eF,
—0

ou la deuxiéme égalité résulte des faits que wy — w, € D;(m) pour tout A € Fy et
que (¢, v1) est un morphisme de diagrammes.

(c) Siv=vT 4+ II(v") avec v*,0" € I'*(r), alors on pose
p(v) = @) + Hp(07).
On vérifie que cette définition ne dépend pas de la décomposition en utilisant que
It (m) NII(I* (7)) = Di(n)
et que p; est N-équivariant.

Evidemment, Papplication ¢ ainsi définie est linéaire. Il faut vérifier qu’elle est G-
équivariante, i.e. quelle que soit I'égalité v = 3, o g;v; (avec g; € G, v,v; € m, et S un
ensemble fini d’indices) dans 7, on doit avoir dans 7’

o) =Y gip(vs). (3.9)

i€S
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Comme ce qu’on veut démontrer est vrai sur Do(m) (voir (b) et (c) ci-dessus) et comme
7 est engendrée par Di(7) en tant que G-représentation, on peut supposer que tous les
v; sont dans D; (7). Puisqu’il existe des h; € G et des w; € D;(7) tels que

v = Zhjwj et p(v) = Zhjw(wj%

on peut supposer de plus v = 0.

Rappelons que P'on peut écrire g = ¢(™ ... gk comme dans (2.4) sig € PTKZ
et g = g™ ...gWk si g € IPTKZ. La longueur de g est définie par £(g) = n si
gEPTKZ et l(g)=n+1sige IPTKZ.

On va vérifier (3.9) par récurrence sur l'entier m := max;cs{¢(g;)}. Le cas ou m =0
est évident puisqu’alors g; € KZ. En général, on pose

Sx={ieS|gePKz ¢'“V =g}, Sy={ieS|geclIPTKZ}
de telle sorte qu’on ait
0= S (S ain) +1( 3 o)

)\E]Fq 1€SN €S

ot I'on a écrit g; = gagi sii € Sy et g/ = g sii € Sp. Comme g, € P* et v; € Dy(m) C
I*(7), le lemme 3.1 implique

Z giv; € Dy(m) et Z giv; € Dy(m)

€S\ 1€ST
pour tout A € Fy. On en déduit avec ¢|p, (r) = ¢1 que :
0= % oo X atws) + 1o X o)
AEF, i€S €S

Donc I’hypothese de récurrence permet de conclure que ¢ est G-équivariant. Autrement
dit, ¢ : (o, ¢1) — ¢ donne le morphisme (3.8) demandé.

Ensuite, on définit un inverse de (3.8). Soit ¢ : 7 — 7' un morphisme G-équivariant,
on en déduit un morphisme de diagrammes

K(p) : K(m) — K(x"),

et en le composant avec le morphisme naturel D(7) < K(7), on obtient un morphisme
de diagrammes D(m) — K(n’). Ceci définit un morphisme

k : Homg (m, 7") — Hompzag(D(m), K(7')).

On vérifie que o k() = ¢ et Ko t((vo,v1)) = (o, p1), ce qui permet de conclure. [
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Remarque 3.23. On voit que le lemme 3.1 joue un role central pour assurer la G-
équivariance de ¢ dans la démonstration du théoreme 3.22. En revanche, l'irréductibilité
de 7 n’est utilisée que pour garantir l'indépendance de o de D(7) (et de ¢(-), etc.). Donc
la construction marche bien pour m n’importe quel quotient non trivial de c—Indg 2 0 (pas
forcément irréductible) : il suffit de remplacer D(7) (respectivement £(-), etc.) par D(o, )
(respectivement £, (+), etc.). On a choisi de I’énoncer ici dans un cadre plus restrictif parce
que le cas ou 7 est irréductible est plus intéressant.

Remarque 3.24. Conservons les notations du théoreme 3.22. Par construction, si
(v0,¢1) : D(m) — K(x')

est non nul, alors ¢ = ¢((po, ¢1)) : @ = 7 Pest aussi. L’irréductibilité de 7 implique que
© est de plus injectif, et donc (¢, 1) = k(@) Vest aussi. Cette propriété peut étre vue
comme irréductibilité de D(r).

Démonstration du théoréme 3.21. La condition est suffisante d’apres le théoreme
3.22.

Réciproquement, soit ¢ : 7 — 7’ un isomorphisme G-équivariant. Alors o’ := (o) C
7’ est une sous-K Z-représentation irréductible de 7’ en rappelant que o C 7 lest, de
telle sorte que Di(n) = (PT . o) N {IIPY - o) et Di(n') = (PT-¢') N {ITP* . ¢’). Cela
implique l'inculsion ¢(D1 (7)) C D;(n’) puis une injection de diagrammes

k(g) : D(m) = D(n),
qui est un isomorphisme car k(¢ 1) en fournit un inverse. O

Rappelons que dans [6, §9] est défini un foncteur Hy de DZAG dans Rep G (voir
aussi [12, §5.2] ol objet «systéme de coeflicients G-équivariants » intervient). Pour
D = (Dg, Dy,7) un diagramme, on dispose d’une suite exacte :

-Ind$(Dy ® 6_1) S e-Ind$ , Dy — Ho(D) — 0, (3.10)

ot d_1: N — I_F; désigne le caractere donné par g — (—1)valr(det(@)) ot ol 9 est le
composé des G-morphismes suivants qui sont définis de maniere évidente :

9 :c-Ind$ (D1 ® 6_1) < ¢-Ind$, Dy 55 ¢-Ind%, Dy — ¢-Ind% , Dy.
De maniere explicite, si z € D1 ® 6_1, on a
A([Id, z]) = [Id, r(z)] — [IT,7(IT* - z)] € c-Ind%, Dy (3.11)

ce qui détermine compléetement 0 par sa GG-équivariance.
En particulier, & partir de la représentation irréductible 7 fixée, on obtient Ho(D(7))
en appliquant Hy au diagramme canonique D(7).

>~

Corollaire 3.25. Avec les notations précédentes, on a Ho(D(7)) & 7.
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Démonstration. Compte-tenu du théoreme 3.22, le corollaire se déduit de la propriété
que [12, Proposition 5.4.3] :

Hompzrag(D(m), K(7")) = Homg(Ho(D(7)), ")

pour toute représentation lisse 7’ de G. En effet, en prenant ' = m, Uinclusion D(7) —
K(7) induit un G-morphisme non trivial ¢ : Hy(D(7)) — w. D’autre part, en appliquant
[6, Lemme 9.9] & D = D(w) et & 2 = m, on voit que le morphisme composé

Dy(m) = Ho(D(m)) =

est injectif. En particulier, on obtient une injection de diagrammes D(7) < K(Ho(D()))
qui induit par le théoréme 3.22 un G-morphisme non trivial ¢ : # — Hy(D(7)). On
vérifie que ¢ o 1) = id,, ce qui fait que Ho(D(7)) s’écrit d’une somme directe de 7 avec
une certaine sous-G-représentation X. Or, par définition (3.10), Ho(D(m)) est engendrée
comme G-représentation par Do(7) qui est en fait contenu dans 7. Cela force que X =0
et le corollaire s’en déduit. O

Remarque 3.26. Supposons de plus 7w admissible. D’apres [6, Théoreme 9.8], il existe
une injection de diagrammes

(00, 1) : D(m) = K(42),

ou {2 est une représentation lisse de G telle que 2|k = Injgsock () est une enveloppe
injective de sock (m) dans la catégorie Rep - Posons

m' = (G- p1(D1(m))) € 12

la sous-G-représentation de 2 engendrée par 1(D1(7)). Le théoréme 3.22 entraine alors
que 7" = 7. Autrement dit, 7’ ne dépend ni du choix de {2 ni du choix de (¢, 1) (&
isomorphisme pres).

3.2.2. Le cas non supersingulier

On détermine explicitement D(7) lorsque 7 est non supersinguliére.
Théoréme 3.27. Supposons m non supersinguliére. Alors
D(r) = (7¥1 71t can).
En particulier, D1 () est de dimension inférieure ou égale a 2.
Démonstration. Rappelons que o est une sous-K Z-représentation irréductible fixée de
7. D’aprés [2, Théoremes 33, 34], la surjection c-Ind$., o — 7 se factorise par V (o, \)

pour \ € IF‘; convenable (en fait, A est déterminé par le choix de o), ou V(o, A) est la
G-représentation définie par (3.6).
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Si 7 est un caractere, tous les énoncés sont évidents. Si 7 est une série principale, i.e.
= Indgxl ® x2 pour X1 et x2 deux caracteres lisses convenables de F'* (rappelons que
P C G désigne le sous-groupe de Borel), la décomposition d’Iwasawa donne :

= (IndEx1 ® x2)** = Indf x1 @ yo.

En conséquence, 7/t est de dimension 2 et 7%t = (K - /1) (voir, par exemple, [6, §2]).
D’autre part, on sait d’apres [2, Théoreme 30] que 7 = V (o, A), donc D; () est aussi de
dimension 2 par la proposition 3.14. L’énoncé s’en déduit en utilisant la proposition 3.16.

Il reste a traiter le cas ou 7 est une série spéciale. Sans perdre de généralité on suppose
que le caractere central de 7 est trivial sur @ € Z. D’apres [2, Théoreme 30], o est de
dimension ¢ et est I'unique sous-K Z-représentation irréductible de 7 ; de plus, A = let 7
est le quotient de V' (o, 1) par un sous-espace vectoriel de dimension 1. Plus précisément,
si vy € o est un vecteur non nul fixé par I et si I'on pose

£ =[1d,vo] + [IT,v0] € ¢-Ind , o,
alors f ¢ (T —1)(c-Ind% , o) et on a une suite exacte de G-représentations (voir [3, § 3.4])
0— R(o,7) = c-Ind, 0 =7 — 0

avec R(o,7) = (T —1)(c-Ind% , o) + F, f. Le lemme 3.11 nous permet d’identifier D, ()
avec l'image de R(o,7) dans 7 via le morphisme @, qui est défini par (3.4). D’une part,
on a par définition @, (f) = [II,vo], d’autre part, la proposition 3.14 nous dit que

B, ((T — 1) c-Ind% , o) = F,[Id, vo] + F,[IT,v0] € 7

Compte-tenu de I'égalité [Id, vo] = —[II, vo] dans 7, on en déduit que D; () = F,[Id, vo]
est de dimension 1. Cela suffit pour conclure que Dy (7) = 7!t parce que 7/t C Dy (n)
(proposition 3.16) et que 7/t est aussi de dimension 1 [3, Lemme 27]. Enfin, "énoncé
que 781 = Dy(m) = (K - 1) s’en déduit aussi : comme o est un objet injectif dans la
catégorie @K/Kl [6, Lemme 3.2(iii)], on doit avoir 751 22 o & X avec X une certaine
sous-K-représentation de 751 ; or, le fait que 7't est de dimension 1 implique que 7t =
o, puis X' =0 et X =0, d’oi1 I'égalité 751 = g et I'énoncé s’en déduit. O

3.2.3. Le cas o FF =Q,

Théoréme 3.28. Supposons F = Q, et w supersinguliére. Alors Dy (m) = n't et D1 ()
est de dimension 2.

Démonstration. Dans [14], 'espace I () est noté M et, le théoréme 6.3 de [14] fournit
une suite exacte de I-représentations

0=t s Mae (M) =10,

c’est-a-dire, Dy (1) = MNII(M) = 7't La derniere conclusion s’en déduit en utilisant [4,
Théoréeme 3.2.4].

Signalons que la proposition 3.14 donne aussi une preuve du théoréme 3.28 en utilisant
[4, Théoremes 1.1 et 3.2.4]. O
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Remarque 3.29.

(i) Ce n’est plus vrai que Do(7) = 7% dans le théoreme 3.28. En fait, Do(7) est égale
au K-socle de 7 [5, Théoreme 4.8].

(ii) Combiné avec le théoreme 3.21, les théoremes 3.27 et 3.28 permettent de retrouver
les entrelacements entre les représentations lisses irréductibles de G fournis dans [2,
Corollaire 36] et [4, Théoréme 1.3].

3.3. Le diagramme canonique associé a un quotient non trivial de c-Indgz o

Dans ce paragraphe, m sera un G-quotient non trivial de C-Indg 70 avec ¢ un poids
fix¢ Rappelons que I* (o) := [PT,0] et I (0) = II - I (o), avec [ (o,7) et [~ (o,m)
désignant respectivement leurs images dans .

Notation. On pose Dy (o,m) :=I"(o,7) NI (o,7) et
D(o,7) = ((KZ - D;(0,7)), D1(0,m),can)

un sous-diagramme de KC(7) qui a été défini a l'exemple 3.19 (iii). Par abus de notation
(en raison de la définition 3.20), on l'appelle le diagramme canonique associé & . Au
contraire du cas irréductible, D(c, ) dépend de o.

La méme construction que celle du théoréme 3.22, comme on 1’a déja mentionné dans
la remarque 3.23, donne un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels

Hompz ag(D(o, ), K(7")) = Homg(m, 7') (3.12)
pour toute représentation lisse 7’ de G. Autrement dit, on a
Hy(D(o,m)) = . (3.13)

Proposition 3.30. Supposons m admissible et soit wy une sous-G-représentation irré-
ductible de . Notons mo le quotient de w par m1. Alors la suite exacte

0—m > —m9—0
induit
(i) une injection Dy(m1) < D1(o,m) et
(ii) une surjection D1(o, ) — D1(o,m2).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la proposition est triviale si 7w est
irréductible, on suppose donc que 7 est réductible. D’autre part, m; étant irréductible,
D1 (1) est bien défini par le corollaire 3.17.

(i) Il suffit de vérifier que I () C It (o, 7), ce qui revient & montrer que w'* C It (o, ),
car le lemme 3.18 implique qu’il existe v; € m1* non nul tel que I*(m) = (P* - ;).
L’énoncé découle donc du corollaire 3.9 puisque 7 est admissible.
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(ii) Fixons vy € 0 < 7 un vecteur non nul fixé par I; et soit Ty € w9 I'image de vy dans
me. Comme 7 est engendrée par vy en tant que G-représentation et comme m; est une
sous-G-représentation propre de 7, on voit que 7y # 0. D’apres le lemme 3.18, un vecteur
x € 7 (respectivement T € mo) appartient & D (o, ) (respectivement & D1 (o, m2)) si et
seulement s'il existe Q1, Q2 € F,[PT] tels que z = Q111 -vg = I1Q2I1 - vy (respectivement
f:Qlﬂ'l_)O:HQQH'l_}Q). ~

Soit maintenant Z € D1 (0, m2) et soient Q1, Q2 € Fp[PT] tels que

f:Qlﬂ'ﬁozﬂan-ﬁo.

Posons z1 = Q111 - vy € I (0, 7) et g = I[IQ211 - vy € I~ (o, ). Par construction, on a
x1 — z2 € m et donce il existe 2} € IT(my) et zf, € I~ (1) tels que

/ /
1 — To =2 + 25

Par (i), on a It (m) C I (o, m) et I (m1) C I~ (o,7). On en déduit que x; — x| (respec-
tivement xo + z4) est un relevement de z dans I (o, 7) (respectivement I~ (o, 7)), d’olt
le résultat. O

Corollaire 3.31. Supposons 7 admissible. Si D1 (o, ) est de dimension finie, alors 7 est
de longueur finie.

Démonstration. Comme 7 est admissible, elle admet une sous-représentation irréduct-
ible 71 de G. Notons 75 le quotient de 7w par m;. Alors la proposition 3.30 entraine que

dime D1 (0, 7T) 2 diIHFP Dl(ﬂ'l) + dim]Fp Dl (0, 7'('2).
On a deux cas a distinguer selon la caractéristique de F.

(i) Le cas ou F est une extension finie de Q,. Alors d’apres [17, Théoreme 2], o
est aussi admissible, donc une récurrence immédiate sur la dimension de Dj(o, )
permet de conclure.

(ii) Le cas ou F' est de caractéristique p sera traité au §5.2.2.

Comme application, on détermine completement D; (o, 7) dans le cas o F' = Q.

Corollaire 3.32. Supposons F = Q,,. Alors Dy (o, 7) = w!t et D1(0,7) est de dimension
finie.

Démonstration. Par la preuve de [13, Lemme 3.2], la surjection C—Indf(za —» T se
factorise par c-Ind%, o/P(T) avec P(T) € F,[T] un polynéme de degré supérieur ou
égal & 1. Puis, en utilisant la classification de Barthel et Livné [2] et Breuil [4], on vérifie
facilement que c—Ind%Z o/P(T) est admissible et de longueur finie. En conséquence, 7
est aussi admissible par [17, Théoréme 2], ce qui fait que la finitude de la dimension de
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Dy (o, ) suivra I'égalité D;(o,7) = w!1. Par ailleurs, on déduit du corollaire 3.9 et de la
proposition 3.15 que :

D1 (0,¢-Ind%, 0/ P(T)) = (c-Ind$. , o/ P(T))".

Soit 7’ le noyau du morphisme surjectif ¢-Ind% , o/ P(T) — 7. Sin’ = 0, le corollaire est
déja montré par ce qui précede. Sinon, soient 7] une sous-représentation irréductible de 7’
et 7y le quotient de c-Ind$-, o/ P(T) par 7. Alors, de méme que c¢-Ind$ , o/ P(T), my est
un quotient admissible de C—Ind?( » o par [17, Théoreme 2]. En utilisant le corollaire 3.9
et la proposition 3.30 (ii), on obtient le diagramme commutatif suivant :

(¢-Ind$ , o/P(T))t ——— 1

|

Di(0,c-Ind% , 0/ P(T)) — D1 (0, 71)

d’ot I'égalité Dy (o, m1) = it Comme c-Ind$ , o/P(T) est de longueur finie, en répétant
cette procédure, on arrive finalement & avoir D (o, 7) = 7it. O

4. La condition de finitude

Soient ¢ un poids et 7 un G-quotient non trivial de c—Indg z0.0n avu au §3 le role
important joué par Dy (o, 7) = I (0, 7)NI~ (o, 7). Sans faire d’hypothése sur F', on donne
au §4.1 des conditions nécessaires et suffisantes pour que Di(o,m) soit un Fp—espace
vectoriel de dimension finie. Au §4.2, on considere I’espace des I; N UT-invariants de
I (o,7) et 'on montre qu’il est contenu dans D1 (o, 7).

Remarquons qu’au §5.1, on va montrer que 1’espace D; (o, ) est de dimension infinie
dans le cas particulier ou F est de caractéristique p et m est irréductible supersinguliere.

4.1. L’espace Dq(o, )
4.1.1. Représentations de présentation finie

Conservons les notations ci-dessus. En général, il n’est pas clair que D; (o, 7) soit de
dimension finie ou non, ce qui conduit a introduire la condition suivante :

D1 (o, 7) est de dimension finie.

On dit que 7 vérifie (P.) avec e > 0 un entier (fixé), si 'on a Dy(o,7) C I (0, ) e+1.

Remarque 4.1. Il est trivial que la condition « D; (o, 7) est de dimension finie » est plus
forte que la condition (P.) pour un entier suffisamment grand, et elles sont équivalentes
si 7 est admissible.

Réciproquement, dans le cas ot 7 est irréductible, si Dy () est de dimension finie, alors
7 est admissible. Cet énoncé se déduit du fait que D () contient tous les I-invariants
de 7 (proposition 3.16).
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Comme conséquence directe du théoreme 3.22; on a le corollaire suivant.

Corollaire 4.2. Si et 7’ sont deux quotients non triviaux de c-Ind$- , o vérifiant (P.),
alors m = 7’ si et seulement si, en tant que diagrammes,

(mfe+r plest can) o (g/Ke+r g'ledr can).
Démonstration. En effet, soit

(o, 1) = (et mlert can) = (n'fe41, 7'l can)

un isomorphisme de diagrammes. Comme D(o,7) C (7%e+1 7wlet1 can) par hypothese,

compte-tenu de l'inclusion naturelle (7/%e+1 7/fe+1 can) C K(7’), on obtient un mor-
phisme D(o,7) — K(7’) qui induit un G-morphisme non trivial # — 7 par (3.12). C’est

un isomorphisme puisque (¢g, p1) ! en induit un inverse. O

Théoréeme 4.3. Soit m un quotient non trivial de c—Ind?’;Z o et soit R(o, ) le noyau de
la projection c—Indf( z 0 — . Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Di(o,7) est un Fp-espace vectoriel de dimension finie ;

(ii) R(o,m) est de type fini en tant que F,[G]-module.

Démonstration. Prouvons limplication (ii) = (i). Soit {fi,...,fx} un systéme
générateur de R(o,7) en tant que F,[G]-module et soit m > 0 un entier tel que tout
fi soit contenu dans Py, <, Bn(0). Soit M T'image de Pyc,cpm1 (R (0) © R, (0))
dans 7. On va démontrer que Dy (o, 7) C M, ce qui suffit pour conclure puisque M est
bien de dimension finie. D’apres le lemme 3.11, cela revient & vérifier que @,(gf;) € M
pour tout g € G et tout 1 < @ < k. Par définition, M est stable par II, donc on peut
supposer que g € PTKZ en utilisant la décomposition (2.3) et le lemme 3.12.

Ecrivons g = g -+ ¢k comme dans (2.4) avec n = £(g) sa longueur. Si g € KZ,
alors gfi € @ocpem Rn(a) et ’énoncé découle immédiatement de la définition de &,.
Si ¢(g) > 1, un argument analogue & celui de la proposition 3.14 utilisant le lemme 3.13
permet aussi de conclure.

Passons & la démonstration de (i) = (ii). Commengons par remarquer que la surjection
¢-Ind% , o — 7 se factorise par

¢-Ind%, 0 — ¢-Ind$, o/P(T) - =

pour un polynéme P(T) € F,[T] (voir la preuve de [13, Lemme 3.2]). D’apres la propo-
sition 2.5 (i), il existe u € N tel que

@ R, (o) C @ Ry (0,7") 4+ P(T) c-Ind$ , 0. (4.1)

ongu 1<n<u

Puisque D (o, 7) est supposé de dimension finie, il existe un entier m > max{deg P(T"), u}
tel que D1(o, ) est contenu dans I'image de P, <., fn(0) dans 7. Ici, la condition
sur m est pour assurer, d’une part, que P(T)o C ®O§n<m R, (o), d’autre part, que
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(4.1) reste vrai si 'on remplace u par m. Posons ker = R(o,m) N (BDoc,<m Bn(0)).
On a alors (G - ker) C R(o,7), et pour achever la preuve il suffit de vérifier I'inclusion
R(o,m) C (G - ker), ou plutot, I'inclusion

R(a,w)ﬁ( P Rn(0)> C (G - ker)

0<n<k

pour tout k& > 0. Par le choix de m, P(T)(c-Ind%, ) C (G - ker) puisque P(T)o C ker
et que T est un endomorphisme G-équivariant de c- Indg 7 0.

Soit f € R(o, ) N (Docn<k, n(0)). On va démontrer que f € (G -ker) par récurrence
sur k comme suit. D’abord, on peut supposer que k > m+ 1 par la définition de ker, puis
que [ € D¢, <k Bn(o) grace a (4.1) et au fait que P(T) ¢-Ind%, o C (G -ker). L'espace
D1 <<k Bn(o) étant engendré par P, <x 1 12, (0) en tant que K-représentation, on

peut écrire
f=> ( ) Ix+H(fm)

el

avec fx, f1 € Docncr1 R} (0). Comme f € R(o, ), le lemme 3.1 implique que I'image
de fx (respectlvement fr) dans 7, notée fy (respectivement fr7), est contenue dans
D (o, ). Choisissons un relévement de fy (respectivement fr7) dans Do<ncm Lnlo),
disons f} (respectivement f7;), alors (en notant que k > m + 1)

Ir = Fiufir = Fir € R(o,m)N < D Rl >

ongk—1

et par hypothese de récurrence, on voit que

Ix— . fo — fir € (G - ker).

Maintenant si ’on pose

=3 (ﬁ @) S+ (f),

A€EF,

alors par définition f’ € ker et donc f € (G - ker), ce qui termine la démonstration. O

4.1.2. Représentations de présentation standard

On fixe 7 une représentation lisse de type fini de G (ayant un caractere central). Comme
dans [8], on note W(7) I'ensemble des sous-espaces de dimension finie de 7, stables par
KZ, engendrant 7 comme F,[G]-module. Notons que W(r) n’est pas vide. Si W €
W(r), on dispose par réciprocité de Frobenius d’un morphisme surjectif G-équivariant
¢-Ind%, W — 7 et on note R(W, ) le noyau de ce morphisme. Cela justifie la notation
R(o,7) lorsque W = o est un poids. On dit que c—Ind?(Z W — 7 est une présentation
finie de m si R(W,7) est de type fini comme F,[G]-module.
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Proposition 4.4. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) m admet une présentation finie ;

(ii) pour tout W € W(r), c-Ind% , W — & est une présentation finie.

Signalons que cette proposition n’est pas évidente, parce que pr[G] n’est pas
noethérien. La démonstration va demander un peu de préparation : on a besoin de
généraliser quelques résultats du §3.1.

Si W € W(rr), on pose pour n = 0,

de telles sortes que

rw)y=@Rr;w), I1I-(W)=R,W)

n=0 n=0

et -Ind%, W = It (W) @ I~ (W) par la décomposition (2.3). Remarquons que ces sous-
espaces de c—Indg z W sont tous stables par 1Z.

On note I (W, ) (respectivement I~ (W, ), R (W,n), R, (W, 7)) 'image de I (W)
(respectivement I~ (W), R} (W), R, (W)) dans 7 et on définit le morphisme composé
(pareil & @, du §3.1(3.4)) :

By = Py -IndG, W — I~ (W) — I~ (W, 1) — .

On peut vérifier que les lemmes 2.2, 3.11, 3.12 et 3.13, qui sont énoncés pour W = o
irréductible, restent vrais pour W € W(x) général. En fait, le fait que o est irréductible,
ainsi que l'opérateur 1" associé a C-Indg 2 0, N'interviennent jamais dans leurs preuves,
mais seulement la stabilité de o par K Z et certaines décompositions de matrices dans G
y interviennent. En particulier, on a

I (W,m) N I~ (W, ) = By (R(W, ). (4.2)

De plus, on a un analogue du théoreme 4.3.

Lemme 4.5. Avec les notations précédentes, It (W, ) NI~ (W, ) est de dimension finie
sur ¥, si et seulement si R(W, ) est de type fini en tant que F,[G]-module.

Démonstration. On peut argumenter comme dans le théoreme 4.3 pour la direction
<=, car les lemmes 3.11, 3.12 et 3.13 restent vrais dans ce cas plus général. Supposons
donc que I (W, 7) NI~ (W, 7) est de dimension finie. On va procéder par récurrence sur
le nombre des facteurs de Jordan-Holder de W. D’abord, le cas ot W est irréductible se
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déduit du théoreme 4.3. Supposons que W est réductible et soit ¢ C W une sous-K Z-
représentation irréductible. En notant 7 I'image de C—Ind?( 4 0 dans 7w et my le quotient
de 7 par 7y, on obtient un diagramme commutatif & lignes et & colonnes exactes :

0 0 0 (4.3)

R(W, )

R(W/o,m) —0

0— R(o,m)

0 —c-Ind%, 0 — c-Ind% , W —— ¢-Ind%, W/o —0

0 0 0
qui, en utilisant (4.2), induit une injection
Dy(o,m) =I"(o,m) NI (o,m) = IT(W,m)NI (W,)
et une surjection
ItTW,m) NI~ (W,r) = IT(W/o,m) NI~ (W/o,73).

En particulier, D1 (o, 7) et IT(W/o,73) N1~ (W/o,ms) sont de dimension finie. D’apres
respectivement le théoreme 4.3 et I'hypothese de récurrence, on voit que R(o,71) et
R(W/o,m2) sont de type fini comme F,[G]-modules et donc R(W,7) l'est aussi. Cela
termine la démonstration. U

Démonstration de la proposition 4.4. ]:ilvidemment7 la proposition se réduit & mon-
trer Pénoncé suivant : si Wi C Wa sont deuz éléments de W(r), alors la présentation
c-IndS, Wy — 7 est finie si et seulement si la présentation c-Ind$., Wy — m lest.
De plus, par [19, Proposition 1], si la présentation C—Indf(z Wi — m est finie, alors
¢-Ind%, Wy — 7 Dest aussi.

Supposons que c—Ind?(Z Wy — m est une présentation finie, ce qui implique que
It (Wo, ) N IT(Wa, ) est de dimension finie sur F,, d’apres le lemme 4.5. Or, I'inclusion
naturelle c-Ind%., Wy < c-Ind% , Wy induit une injection

I+(W1,7T)ﬂl_(W1,7T) — I+(W2,7T) ﬂI_(WQ,W>.

On en déduit que I (Wi, 7) NI~ (Wi, 7) est aussi de dimension finie, ce qui permet de
conclure par le méme lemme. O
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D’apres [8], si W € W(), on dit que c-Ind$, W — 7 est une présentation standard
si R(W, ) est engendré comme F,[G]-module, par

e {(5 o (5 )

Notons que I'on a toujours (G - RO (W, 7)) C R(W,x), et que RO(W, ) = {0} si W N

(=, 9)W =0. Comme (=, )W =II(_°, = )W = II(W) et

w0 w 0 0 1 0 w! w 0 1
Y6 L ) e
on déduit que :

<w0 1 (1)> RO(W,m) = {[Id, ] — [I1, 1" ()}, = € W N IT(W)}.

D’autre part, en posant W/ = W N II(W), on obtient un diagramme (W, W’ can).
Compte-tenu de (3.10) et de (3.11) du §3.2.1, on a donc démontré le lemme suivant
(je remercie B. Schraen pour m’avoir signalé ce fait).

Lemme 4.6. Conservons les notations précédentes.
(i) (G- RO (W,n)) coincide avec I'image de (voir (3.10))
d:c-Ind§ (W @6_1) = c-Ind$ , W.
Par conséquent, la présentation c-Ind%., W — 7 se factorise par Ho((W, W', can)).

(ii) La présentation c—Ind?(ZW — 7 est standard si et seulement si le morphisme
surjectif Hy((W, W', can)) — 7 dans (i) est un isomorphisme.

Corollaire 4.7. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) m admet une présentation finie ;
(ii) m admet une présentation standard.

Démonstration. L’implication (ii) = (i) étant triviale, il reste & démontrer que
(i) = (ii). Soit c-Ind%, W — & une présentation finie avec W € W(r). Une récurrence
immédiate sur la longueur de W, en utilisant le diagramme (4.3), montre que 7 est une
extension successive d’une famille finie de G-représentations 7; avec chaque m; un quo-
tient de c—Indf( 5 0; et o; parmi les facteurs de Jordan—Holder de W. D une part, comme
7 est de présentation finie, le lemme 4.5 implique que tous les 7; le sont aussi (en fait,
ces deux conditions sont équivalentes). D’autre part, d’aprés [8, Proposition II1.1.16],
7 est de présentation standard si et seulement si m; le sont. Ici, on remarque que, bien
que cette proposition est énoncée pour les m de longueur finie, sa preuve reste valable
pour m de type fini. On est donc ramené au cas ou m est un quotient de c—Ind%Z o
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pour o un poids. Si 7 = c-Ind% , o, (ii) est clair. Si 7 est un quotient non trivial de
c—Ind?( 5 0, le théoreme 4.3 implique que Dq (o, ) est de dimension finie, et donc Dg(o, )
Pest aussi. En utilisant ’isomorphisme (3.13) : Ho(D(o, 7)) = 7, le lemme 4.6 (ii) mon-
tre que c-Ind$, Do(o, 7) — 7 fournit une présentation standard de 7. Cela termine la
démontration. O

Comme conséquence, on obtient le résultat suivant da & Colmez [8].

Corollaire 4.8. Toute représentation irréductible non supersinguliere de G admet
une présentation standard. Toute représentation de type fini de GLy(Q,) admet une
présentation standard.

Démonstration. D’apres le corollaire 4.7, on est ramené & montrer que les deux classes
de G-représentations dans ’énoncé admettent une présentation finie, ce qui est bien connu
pour la premiere (voir [2]). Quant & la deuxiéme classe, comme dans la démonstration
du corollaire 4.7, il suffit de considérer les quotients non triviaux de

GL2(Qyp)
c—IndGLQ(Z:)Z; o

avec o irréductible, auquel cas I’énoncé résulte du corollaire 3.32 et du théoreme 4.3. [

Ce corollaire a aussi été démontré par Breuil et Paskiinas [6], Vignéras [18] et Ollivier
[11].
4.2. L’espace des I; N Ut-invariants de I (o, )

Dans ce paragraphe, on fixe ¢ un poids et m un quotient non trivial de C—Indf(Z 0.

Rappelons que Iy N U™ = ((1, ?) Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat

suivant.

Proposition 4.9. Supposons 7 irréductible ou admissible. On a
It (o, 71')ImU+ C Dy(o, 7).

On va démontrer cette proposition aux §4.2.1 et §4.2.2 selon deux cas. Donnons une
conséquence immédiate.
Corollaire 4.10. Supposons 7 irréductible ou admissible. Si D1(o,7) est de dimension
finie, alors I't (o, 7)™ Pest aussi.

Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 4.9. O

4.2.1. Le cas supersingulier

On montre la proposition 4.9 pour 7 irréductible supersinguliere. En fait, on va
démontrer un peu plus (notons que 1'on peut écrire I (m) et Dy(w) au lieu de It (o, 7)
et D1 (o, ) puisque 7 est irréductible).
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Proposition 4.11. Supposons 7 irréductible supersinguliére.

(i) Siv e I'™(m) est un vecteur fixé par [ NU™T, alors S™v = 0 pour m > 0.

(ii) On a linclusion I'* (7)™ C Dy ().

Combiné avec la proposition 3.16, on obtient de la proposition 4.11 les inclusions
suivantes (pour 7 supersinguliére) :

al C I"'(ﬂ')lmU+ C{vel(r), ™ =0 pour m > 0} C Di(r).
Commencgons la démonstration par un lemme.

Lemme 4.12. Soient H un pro-p-groupe et M une représentation lisse de H (sur IF‘p).
Soient x € M un vecteur non nul et M, = (H - x) la sous-représentation de M engendrée
par .

(i) Pour tout h € H, on a (h — 1)z € rady(M,) ; en particulier,

dime M(h—l)z < dime M,.

(ii) Comme Fp-espace vectoriel, rad (M) est engendré par les (h — 1)z pour h € H.

Démonstration. (i) Comme M est lisse, x est fixé par un sous-groupe ouvert H; de
H, on peut donc supposer que H est un p-groupe fini en remplagant H par H/H;.
D’apres [1, §1.3, Exercice 2], h — 1 appartient a rad(F,[H]) le radical de F,[H], et
donc [1, §1.1, Proposition 4]

(h — 1)z € rad(F,[H]) - M, = rady (M,).

Le dernier énoncé vient du fait que Mj,_1), C rady(M,) C M,.

(ii) Comme dans (i), on peut supposer que H est un p-groupe fini, auquel cas I’énoncé
est une conséquence de [1, § 1.3, Exercice 2]. O

Démonstration de la proposition 4.11. D’apres le lemme 3.8, (ii) est une consé-
quence de (i) puisque v € I'*(w). Soit v € IT(7)""U" un vecteur non nul. On va
démontrer (i) par récurrence sur la dimension de (I - v) (sur F,) qui sera notée n(v).

(a) Cas ou n(v) =1 (i.e. v est fixé par I;). C’est juste le lemme 2.9.

(b) Cas ou n(v) > 2. Par hypothese de récurrence, I’énoncé (i) est vrai pour tout
v € IT(m)1"UT tel que n(v') < n(v). Le lemme 4.12(i) appliqué & H = I; montre
que c’est le cas pour tout (h — 1)v avec h € (1-5;1 13)3) C I, donc il existe un entier
my, = 1 dépendant de h tel que S™"((h — 1)v) = 0. Comme 7 est lisse, la dimension de
<(1'5p 12,3) -v> (sur F,) est finie, on trouve donc un entier m > 1 suffisamment grand
tel que

S™((h—1)v) =0
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pour tout h comme ci-dessus. En utilisant le lemme 2.8 (ii) plusieurs fois, on obtient pour

tout A :

(h—1)8™v = §™((h— 1)v) = 0,
c’est-a-dire, S™v est fixé par ('FP 12]5). Ainsi, on peut supposer que v est fixé par
i 1-?-;;) quitte & remplacer v par S™v.

Comme 7 est lisse, il existe un entier k£ > 1 tel que v soit fixé par ( i ?) D’apres la

formule suivante (ot a € O) :

p

(Al 1
( i 0>§:<w Mg:ZE: “ T+ @kalN 1+ wka[)] !
@ra 1) \0 1 XEF, \ 0 1 whtla 1+ wFal)]
(4.4)
on déduit que Sv est fixé par (plk ?) De méme, S¥v est fixé par (; (1]) Le lemme 2.8
combiné avec la décomposition d’Iwahori (2.5) montre alors que S*v est fixé par I;. On
est donc ramené au cas (a) en remplacant v par S¥v, et la proposition s’en déduit. [

4.2.2. Le cas admissible

Comme toute représentation irréductible non supersinguliere de G est admissible [2],
la preuve suivante complete la preuve de la proposition 4.9.

Démonstration de la proposition 4.9 pour 7 admissible. (i) Posons V1t =

I (o, )" et pour n > 1
vestﬁxépar]nﬁU_:<1 0) }
o1

Comme 7 admet un caractere central, et comme ( 1+PO"+1 9) (sip # 2, on peut le remplacer
par (1"[)pn 9)) est inclus dans le groupe engendré par Iy NU™, I, NU™ et I; N Z dans G,
on voit que tout z € V' est aussi fixé par (1t *’Onﬂ ‘1)) En conséquence, VI est fixé par
I,11 qui est un sous-groupe ouvert de G. On en déduit que chaque V. est de dimension
finie puisque 7 est admissible.

Comme 7 est lisse, il existe un entier n > 1 tel que v € V,;[l. D’apres la proposi-

tion 2.13 (i), Sv € VT ; de plus, pour p € Fy, on a

)

V= {v ev®t

e par ce qui précede, v est fixé par (1'%”” (1)), et donc Sv 'est aussi :

1+@"y] 0\, w M\ (1+@"u] @ e o
(5 g s T

A€EF,

e Sv est fixé par I, N U~ par le calcul (4.4).
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Autrement dit, Sv appartient & VI et est fixé par (1+0p” 9). De méme, S™v lest aussi

pour tout m > 1. La finitude de la dimension de V, implique qu’il existe (¢m)o<m<k
une famille finie d’éléments de F,, tels que c; # 0 et

cov + Z cmS™v = 0.

1<m<k

Le lemme 3.8 permet de conclure puisque v € I (o, ). (]

5. Le cas ou F est de caractéristique positive

Dans ce chapitre, on suppose que F' est de caractéristique p. Cela fait que F = F ((w))
et [\] = X pour A € F,;. On détermine au §5.1 le diagramme canonique associé & une
représentation supersinguliere de G et on en donne au §5.2 quelques conséquences.

5.1. D(w) = K(w)

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréeme suivant dont la démonstration
va demander un peu de préparation.

Théoréme 5.1. Soit m une représentation supersinguliére de G.
(i) Pour tout z € I't(r), on a S™x = 0 pour m > 0.
(ii) On a
Dy(n) = Dy(7t) = I (1) = m.
Autrement dit, D(n) = K(r) := (7|kz,7|n, can).

Soit M une représentation lisse de I. Posons W = Indf II(M) la K-représentation
induite. Rappelons (§2.3, (2.11)) que W désigne le sous-espace vectoriel de W engendré

par les vecteurs
w A
{(O 1>U,UGM,)\€IE‘q}.

Notons que W est stable par I, a fortiori par [} N\U* = (} ¢ ). Dans le lemme suivant,
on note pour plus d’aisance Sz au lieu de Fp , (voir le lemme 2.8 (i)).

Lemme 5.2. Soient x € M un vecteur et {v; }1<i<n une Fp—base de (I1NUT -z). Alors
{Svi}1<i<n forment une F,-base pour (I, NU* - Sx) C W+,

Démonstration. Remarquons que M étant lisse, (I; N U™ - x) est bien de dimension
finie.
Sia= Zi>0 a;w' € O avec a; € F, < O, on pose

a= Zaiwi_l eO

i>1
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de telle sorte que (ou A € Fy) :

b3 )-6 )

On en déduit :

B (w A)(l a)x
Z\o 1)\o

et donc (I; N U™ - Sz) est contenu dans I'espace vectoriel engendré par {Sv; }1<ign-
Réciproquement, fixons un indice ¢ € {1,..., N} et soit

1 by _ _
Q:Zak (O 1k> EFP[110U+], ap € Fp,
k

un élément tel que Q -z = v;. Soit b, € O un élément tel que by = 5; (c’est toujours
possible). Le méme calcul que ci-dessus montre que Q' - Sz = Sv;, ou Q' € Fp[[; NUT]

est défini par
;L 1 b,
Q = §k Qg <0 E

Cela permet de conclure. O
Corollaire 5.3. Pout tout vecteur x € w, on a

dimg (1 N Ut.Sz) < dimg (1 N Ut .z,
avec inégalité stricte s’il existe un vecteur non nul v € (I; NUT - z) tel que Sv = 0.
Démonstration. Conséquence triviale du lemme 5.2. O

Démonstration du théoréme 5.1. (i) Soit z € I'*t(7) un vecteur non nul. On va
démontrer (i) par récurrence sur la dimension de M, := (I; NUT - ) (sur F,) qui sera
notée m(x). Notons que m(x) < +oo puisque 7 est lisse.

Comme I; N U™ est un pro-p-groupe, I’espace Milmﬁ est non nul. Soit v € M, un
vecteur non nul fixé par Iy N UT. Alors la proposition 4.11 (i) implique S™v = 0 pour
n > 0, et donc (par le corollaire 5.3)

m(S"x) < m(x).

Par hypothése de récurrence, on voit que S"+t™x = §™(S™z) = 0 pour un entier m > 1
suffisamment grand, d’otut I’énoncé pour .
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(ii) D’apres (i) et le lemme 3.8, on a [ (w) C D;(rw) puis 7 = Dy(7), car II - Di(7) =
Dy(m) et m = It (n) + I - I'T(r). Les autres énoncés sont immédiats. O

Remarque 5.4. Supposons ici que F' soit une extension finie de Q,, avec e > 2 I'indice de
ramification. Soit 7 une représentation supersinguliere de G. Alors pour tout € wfe—1,
on a S™z = 0 pour m > 0. En particulier, 7/~ C Dy (7).

Démonstration. D’apres la démonstration du théoréme 5.1, on voit qu’il suffit de mon-
trer I'analogue du corollaire 5.3 sous I’hypothése supplémentaire que x € 7 est fixé
par I._;1. Or, c’est une conséquence du fait suivant (par un calcul analogue & celui du
lemme 5.2) : si a = Zi>0[ai]wi € O avec a; € Fy et si X € Fy, on a (voir, par exem-
ple, [16])
a+ [N =[ap + A + X(ag, \)w® + Z[ai]wi
i>1

avec X (ag, \) € O un élément dépendant de ag et de A. O

Corollaire 5.5. Soit m une représentation supersinguliére de G. Alors w n’est pas de
présentation finie.

Démonstration. C’est une conséquence directe des théoremes 4.3 et 5.1 (ii) et de la
proposition 4.4 en remarquant qu’une représentation supersinguliere est toujours de
dimension infinie sur F,,. (|

Par les résultats de Barthel et Livné [2] et Breuil [4], les représentations non super-
singulieres de G et les représentations supersingulieres de GL2(Q,) sont toutes de
présentation finie. Le corollaire 5.5 donne donc la premiere classe de représentations
lisses irréductibles de G qui ne sont pas de présentation finie.

5.2. Conséquences

On donne deux applications des résultats au §5.1. Au §5.2.1, on généralise des résultats
de [13] sous I’hypothése supplémentaire que F est de caractéristique p. Au §5.2.2, on
complete la démonstration du corollaire 3.31.

5.2.1. Restriction ¢ Pt

Rappelons que P désigne le sous-groupe de Borel de G et Pt le sous-monoide
(0_0{0} ?) de G. Commengons par rappeler un résultat de [13].

Lemme 5.6. Soient m une représentation lisse de G (avec caractére central) et € m un
vecteur non nul. Alors il existe un vecteur non nul v € (PT -z) N’ tel que (K - v) soit
une K-représentation irréductible.

Démonstration. Faire la méme preuve que celle de [13, Proposition 4.2], en remarquant
que I1 NP =1 NPT Z et que m admet un caractére central. O

Théoréme 5.7. Soit m une représentation irréductible supersinguliére de G. Alors | p+
est encore irréductible.
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On dit qu’une représentation V' d’un monoide H est irréductible si (H - x) = V pour
tout vecteur z € V non nul.

Démonstration. Comparer avec [13, Théoréme 4.3]. Soit « € 7 un vecteur non nul. 11
faut démontrer :
T = (P .2).

En utilisant le lemme 5.6, on trouve un vecteur non nul v € (P* - x) N 71, De plus, le
lemme 2.9 permet de supposer que Sv = 0, ce qui fait que (9 §)v € (PT - v) d’apres [13,

(a)-6 )00

la décomposition (2.6) implique que (K -v) C (P' - v). Prenons o une sous-K-
représentation irréductible de (K - v). Alors par le théoreme 5.1 (ii), on a

Lemme 3.4]. Comme

7= I*(x) = (P*-0) C (P -0) C (P* -a),
d’ou le résultat. O

Le reste de ce paragraphe est consacré & montrer le théoréme suivant (comparer avec
[13, Théoréme 4.4]).

Théoréme 5.8. Soient 7, 7w’ deux représentations lisses de G avec 7 irréductible super-
singuliére. Alors
Homp-+ z(m, 7') = Homg (7, 7).

Rappelons d’abord un résultat de [13].

Lemme 5.9. Conservons les notations du théoréme 5.8. Si ¢ : m — 7' est un
P* Z-morphisme non nul, alors il existe un vecteur non nul v € 7't tel que ¢(v) € 'l1.

Démonstration. Voir la démonstration du [13, Théoréme 4.4]. O

Notation. On pose R € F,[P*I] I'élément défini par :

w A\ (=210
R'_Z<o 1><w A)‘
\EFY

de telle sorte que I'on ait 1’égalité suivante dans F,[G] (par un calcul direct) :
s-S=I+R (5.1)

en rappelant que
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Démonstration du théoréme 5.8. Soit ¢ : 7 — 7’ un morphisme P -équivariant non
nul. On va démontrer que ¢ est G-équivariant (ce qui suffit pour conclure). En réécrivant
les décompositions (2.3) et (2.6) sous la forme :

G=P"ZKUsP"ZK

on(n )

on est ramené a vérifier que :

et

(a) ¢(g-x) =g ¢(x) pour tout g € I et tout « € 7 ;
(b) ¢(s-x) =s-¢(x) pour tout x € .

Soit v € w1 un vecteur non nul tel que ¢(v) € /71, dont I'existence est assurée par le
lemme 5.9. D’apres le théoréme 5.7, w|p+ est irréductible, donc ¢(v) # 0 et qu’il existe
Q € Fy[PT] tel que z = Q- v. Si g € I, on écrit

9Q =3 Qi (5.2)

avec ¢; € I_F;, Q) € PTZ et g} € I. Ceci est toujours possible grace au lemme 2.1. On a
alors :

olg- ) = 6(9Q - v)
_ ¢(Z Qg ) par (5.2)

= Z Q) - 9(v) car v € 7!t et ¢ est Pt Z-équivariant
i

=D cQigi-d(v)  car gv) e x'h

=9Q - ¢(v) par (5.2)
=g-¢(x) par Pt-équivariance de ¢
d’ott I'énoncé (a).

D’apres le théoréme 5.1 (i), pour tout € m, il existe un entier m > 0 tel que S™z = 0.
On définit d(x) comme le plus petit entier vérifiant cette propriété. On va montrer (b)
par récurrence sur d(z).

Sid(xz) =1, alors Sz = 0. D’une part, on a de I’équation (5.1) : ¢(IT-z)+¢d(R-2) =0;
comme R € F,[P*I], on en déduit de (a) que :

oI - z) + R - ¢(x)
D’autre part, comme ¢ est Pt-équivariant, S(¢(z)) = ¢(Sx) = 0, donc par (5.1)
II'-¢(x) + R - ¢(x)

0.

0.
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On en déduit donc 1’égalité

ol - x) = II - ¢(x),
)

(
et en lui appliquant la matrice ( ) et en utilisant la Pt Z-équivariance de ¢, on voit

que
x(@)d(s - x) = x(@)(s - d(x)),
ou x désigne le caractére central commun de 7 et de 7. L’énoncé (b) s’en déduit dans
ce cas particulier.
Par hypothese de récurrence, on a ¢(s-y) = s - ¢(y) pour tout vecteur y € m vérifiant
d(y) < d. Soit maintenant z € 7 un vecteur vérifiant d(x) = d + 1. Comme d(Sz) = d,
on a

¢(s - Sx) = s ¢(Sz) = 5- 5(¢(2)),
ce qui équivaut a dire que (par (5.1)) :
G(IT - 2) + B(R - 7) = IT - §(x) + R - 6(a).

Le méme raisonnement que ci-dessus donne ¢(s-x) = s- ¢(x). Cela montre (b) et acheve
la démonstration. (]

Comme on ’a fait remarquer dans I'introduction, le théoreme 5.8 reste vrai pour tout
corps F'. Voici la démonstration rapide de Paskiinas.

Démonstration du théoréme 5.8 pour tout F. Posons

w 0
= sl = .
t=s (0 1>€G

Notons comme d’habitude F,[t] 'anneau des polynomes en t et F,[t,¢71] la localisation
de I, [t] de telle sorte qu’on ait I'isomorphisme naturel :

Fp[P*] ®p, 1 Fplt,t "] 2 Fy[P]

puis l'isomorphisme

It () ®p, 1 Fplt, t '] =
ou la surjectivité résulte de lirréductibilité de m en tant que P-représentation [13,
Théoreme 4.3]. Ce dernier induit un isomorphisme :

HOmp(ﬂ',ﬂ'/) l)Homp+Z(I+(7r),7r'), fl—>f|1+(ﬂ.). (5.3)

D’autre part, comme ¢ est nilpotent sur la P Z-représentation 7/I" (7) (pour le voir,
on utilise le fait que 7| p est irréductible) et comme ¢ est inversible sur la P-représentation
7/, on a forcément Homp+ z(7/I" (), 7") = 0 et donc on obtient une injection :

Homp+ z(m, ") < Hompy z (I (7)), 7"), f S+ (- (5.4)
De (5.3) et de (5.4), on déduit que le morphisme naturel :
Homp (7, 7") — Hompy z(m, )

a travers lequel (5.3) se factorise, est en fait un isomorphisme, et I'isomorphisme cherché
s’obtient en le composant avec celui de [13, Théoréme 4.4]. g
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5.2.2. Démonstration du corollaire 3.51

Démonstration du corollaire 3.31 cas (ii). Soient 7; une sous-représentation
irréductible de G et 72 le quotient de 7 par ;. Comme dans la preuve du cas (i), on a
dimg (D1 (o, 7)) > dimg, Di(m1) + dimg  Di(0,72), et pour conclure il suffit de montrer
que 79 est admissible, ou encore wél est de dimension finie sur IF‘p. Comme D4 (1) est de
dimension finie, le théoréme 5.1 (ii) assure que 71 est non supersinguliére.

On suppose par I'absurde que 7r§1 est de dimension infinie. Comme D (0, m3) est de
dimension finie, on peut trouver un vecteur z de 7 tel que Z € 72" mais Z ¢ Dy (o, T).
Ecrivons # = &t + 2~ avec 2+ € IT(0,m3) et z= € I~ (0, ). Quitte & remplacer z
par I1(Z), on peut supposer que {,(T") > (,(z~). Puisque T ¢ Di(o,m2), cela fait
que 4, (z*) > 1, donc le lemme 3.7 entraine que S™Z # 0 pour tout n > 0 et que
S"z € I't(0,m2) si n est suffisamment grand. Comme S™Z est fixé par I; et n’appartient
pas & Dy (o, m3) pour tout n > 0, on peut supposer que Z € I (0, 72)" mais Z ¢ D (o, m2)
en remplacant eventuellement Z par S™Z avec n > 0.

Soit # € m un relevement de Z et considérons (I; N U™ - ) la sous-représentation de
7 qu’il engendre. Puisque Z est fixé par Iy N U™, le radical de (I; N U™ - ) est contenu
dans m; par le lemme 4.12. On va distinguer deux cas.

Premier cas : m est un caractere isomorphe & x o det avec x un caractere lisse de F'*.

Soit vy € m; un vecteur non nul de sorte que m; = Fpvg. On a alors dans 7 :

Svg = Z (Bﬂ [i\}> vo = gx(@)vg = 0,

A€EF,

ce qui fait que Sz est fixé par I; NU™T d’apres le lemme 5.2. Ensuite, 'admissibilité de 7
implique que Sz € D (o, 7) par la proposition 4.9, puis « € D; (o, 7) par le lemme 3.7 (ii).
Enfin, la proposition 3.30 montre que T € D1 (o, m2), ce qui donne une contradiction avec
le choix de Z.

Deuzxiéme cas : 1 est une série spéciale ou une série principale. D’apres [2, Théoréme 33],
w1 admet toujours une sous-K Z-représentation irréductible ¢ de dimension supérieure ou
égale & 2. Soient vg € o un vecteur non nul fixé par I; et (PT-vg) le sous-espace vectoriel
de m engendré par vg. Par les lemmes 5.2 et 5.10 (ci-apres) et quitte a remplacer Z par
S™ZT avec m > 0, on peut supposer que le radical de (I; N U™ - z) est contenu dans
(P - wg). Ainsi, on obtient une suite exacte de Iy N UT-représentations :

0— (P -vg) = (P -v) ®Fpz — Fpz — 0.
Or, d’apres le lemme 2.16, (P - vy) est un objet injectif de la catégorie RepImU+7 la
suite s’y scinde et il existe donc un vecteur v’ € I () tel que v —v’ soit fixé par [1NUT.

On conclut alors comme dans le premier cas par 'admissibilité de . O

Lemme 5.10. Conservons les notations de la démonstration précédente du deuxiéme
cas. Pour tout x € my, il existe un entier m > 0 tel que S™x € (PT - vg).
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Démonstration. Tout d’abord, I'espace I* (1) étant stable par S, le lemme 3.7 (iii)
implique que S™z € I (m) pour m > 0 et on peut donc supposer x € I (m;). Or, on
a It (m) = (PT - II(vy)) d’apres le lemme 3.18, ce qui permet de conclure si m est une
série spéciale parce que 7T{1 est de dimension 1 dans ce cas et donc IT(vg) € Fpug (voir la
preuve du théoreme 3.27).

Supposons que 7 est une série principale. Par ce qui précéde, on peut supposer que
x = gll(vg) avec g € PT. Supposons d’abord g = 1 et montrons que m = 1 convient. En
effet, on a (ol x,, désigne le caractere central de 7) :

ST (w0) = X, () 3 (@ ;) weo

A€EF,

et que SII(vo) est fixé par I puisque IT(vg) l'est. Or, o/t est de dimension 1 sur F,, dont
vp est un vecteur de base, d’ou SII(vy) € vao.

Supposons g # 1 et écrivons g = (wga 11’) avec a € O, b € O et n = 0. On raisonne
par récurrence sur n. Si n = 0, alors g € I puis gII(vg) € FpII(vg), et le résultat se
déduit ducasotig=1.Sin >1,0n a

1T (vg) = w"a b 0 1 o — w 0 w" la b 0 1 "
FEI= 0 1) e 0/ T 0 = o 1)/{1 o)™
Par ailleurs, comme la K-représentation 7'('{{1 est isomorphe & une série principale de

K/K; = GLy(F,) contenant o dans son socle, elle est engendrée par II(vy) comme
K-représentation (voir [6, §2]). Par conséquent, on obtient de la décomposition (2.6)

<(1) (1)> v9 €0 C <KH(’U0)> - FPH(’UO) + <P+ 'UO>-

Le résultat s’en déduit facilement par hypothese de récurrence. O
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