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Abstract Let F be a non—Archimedean local field of characteristic > 0, and let G = GL(N, F), N > 1. An
element y € G is said to be quasi—regular if the centralizer of y in M (N, F) is a product of field extensions
of F. Let Gqr be the set of quasi-regular elements of G. For y € Ggr, we denote by O, the ordinary orbital
integral on G associated with y. In this paper, we replace the Weyl discriminant |Dg| by a normalization

factor nG : Ggr — R, which allows us to obtain the same results as proven by Harish-Chandra in
1

characteristic zero : for f € C$°(G), the normalized orbital integral 1S, f) = '7(7; (»)0y (f) is bounded

_1_
on G, and for € > 0 such that N(N — 1)e < 1, the function rsz “is locally integrable on G.

Résumé Soit F un corps local non archimédien de caractéristique > 0, et soit G = GL(N, F), N > 1. Un
élément y € G est dit quasi régulier si le centralisateur de y dans M(N, F) est un produit d’extensions
de F. Soit Gqr 'ensemble des éléments quasi réguliers de G. Pour y € Ggr, on note O,, 'intégrale orbitale
ordinaire sur G associée & y. On remplace ici le discriminant de Weyl | D | par un facteur de normalisation
nG : Ggr — R.o permettant d’obtenir les mémes résultats que ceux prouvés par Harish-Chandra en
1
caractéristique nulle : pour f € C°(G), 'intégrale orbitale normalisée IG(y, )= né (¥)0y (f) est bornée
1
sur G, et pour € > 0 tel que N(N — 1)e < 1, la fonction r]GZ ¢ est localement intégrable sur G.

Mots clefs: intégrale orbitale; discriminant de Weyl; strate simple; élément minimal
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1. Introduction

1.1. Il semble maintenant nécessaire d’établir la formule des traces (resp. tordue) pour
les groupes réductifs connexes sur un corps de fonctions, puis d’essayer ensuite de la
stabiliser, comme il a été fait pour les corps de nombres [12, 13]|. La tache s’annonce
longue et laborieuse, et il n’est pas clair qu’il soit aujourd’hui possible de la mener & bien
en toute généralité, c’est-a-dire sans restriction sur la caractéristique du corps de base.
Rappelons par exemple que les travaux de Ngé Bao Chau sur le lemme fondamental
supposent que la caractéristique du corps de base est grande par rapport au rang du
groupe. C’est bien stir du cété géométrique de la formule des traces que des phénomeénes
nouveaux apparaissent. Globalement, il est raisonnable d’espérer que les arguments, une
fois compris, soient plus simples pour les corps de fonctions que pour les corps de nombres.
Localement en revanche, la théorie des intégrales orbitales en caractéristique p > 0 pour
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un groupe réductif connexe quelconque est encore a écrire, et la formule des traces locale
semble pour U'instant hors de portée (sauf si p > 1). Cet article est en quelque sorte
une illustration de cette affirmation : d’un co6té, il ouvre la voie vers une formule des
traces locale pour GL(N, F,((¢))) ; de l'autre, il laisse imaginer la nature des difficultés a
surmonter si I’on veut établir une telle formule en caractéristique p > 0 pour un groupe
plus général.

1.2. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien, de caractéristique
quelconque, et soit G un groupe réductif connexe défini sur F. On s’intéresse ici a la
théorie des intégrales orbitales sur G(F), dans le cas ou car(F) = p > 0. Les résultats
démontrés dans cet article concernent exclusivement le groupe G = GL(N) et ne sont
vraiment nouveaux que si p divise N. Mais revenons, pour cette introduction seulement,
au cadre général : G quelconque et car(F) > 0. On note o I’anneau des entiers de F, p
son idéal maximal, v la valuation sur F normalisée par v(F*) = Z et | | la valeur absolue
normalisée sur F. On munit G(F) de la topologie p-adique (c¢’est-a-dire celle définie par
F) et on fixe une mesure de Haar dg sur G(F). On note [ le rang de G, c’est-a-dire
la dimension des tores maximaux de G. On suppose [ > 1. Un élément y € G est dit
(absolument) semi-simple régulier si son centralisateur connexe G, est un tore. On note
Greg C G le sous-ensemble des éléments semi-simples réguliers. C’est un ouvert non vide
de G, défini sur F. En effet, soit g I’algébre de Lie de G. Fixons une cloture algébrique F
de F et identifions G a G(F), g 4 g(F), etc. Pour y € G, on note Dg(y) € F le coefficient
de ¢! dans le polynome detz(r +1—Ady; g). On a

Greg ={y € G: Dg(y) # 0}.

Soit ¥ € Greg(F). Le tore T = Gy, est défini sur F' et on peut munir 7' (F) d’une mesure
de Haar dr = dg,,. L’orbite {g 'yg : g € G(F)} est fermée dans G(F) et on note 0, = O)(,;
la distribution sur G(F) définie par

0,(f) = / Fla™ vy %, f e CRGF)).
T(F)\G(F)

Soit A7 = A, le sous-tore F-déployé maximal de T. On munit le groupe A7 (F) de la
mesure de Haar da qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal A7 (o) de
At (F). Le groupe quotient A7 (F)\T (F) est compact et on peut normaliser la mesure dt
en imposant la condition vol(Ar (F)\T (F), (‘;—;) = 1. On a donc

0, (f) = / ey %, feCRGF)).
A7 (F)\G(F)

L’élement Dg(y) appartient a F, et en notant g, C g le sous-espace formé des points
fixes sous Ad, (qui coincide avec l'algébre de Lie de T'), on a

Dg(y) = detp(1 — Ady; g(F)/gy (F)).

On note 19(y, -) la distribution sur G(F) définie par

19, f) = |DG(V)|%Oy(f)’ f € CZ(G(F)). ey
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On sait d’aprés Harish-Chandra que pour f € C°(G(F)), I'application y +— 19(y, f) est
localement constante sur 7 (F) N Greg.

Le facteur de normalisation |DG|% introduit en (1) est bien str motivé par la formule
d’intégration de Weyl : pour toute fonction localement intégrable 6 sur G(F), définie
sur Greg(F) et telle que 6(g'yg) =6(y) pour y € Greg(F) et g € G(F), et pour toute
fonction f € CP(G(F)), on a

/ 0(2)f(e)dg =Y W)™ / IDaNI0G)NIC (v, fdy, 2
G(F) 7 T(F)

ou T parcourt les tores maximaux de G définis sur F, pris modulo conjugaison par G(F),
|WS(T)| est le cardinal du groupe de Weyl Ng(T)/T de G et dy est la mesure de Haar
normalisée sur T (F).

1.3. On a aussi la variante sur g(F) de I'intégrale orbitale normalisée définie en 1.2.(1).
Pour X € g, on note Dg(X) le coeflicient de ¢! dans le polynéme detz(t —adyx; g) et on
pose

Oreg = {X € g: Dg(X) # 0}.
C’est un ouvert non vide de g, défini sur F. Pour X € greg(F), I'élément Dy(X) appartient
a F, et en posant gx = ker(ady : g — g), on a

Dy(X) = detp(—adx; g(F)/gx (F)).
Pour X € greg(F), on note 19(X, -) la distribution sur g(F) définie par
1
18X, §) = |Dg(X)|7/ f(Adg*I(X))j—i, f e C(g(F)). (H
Ax (F)\G(F)

Ici Ay est le sous-tore F-déployé maximal Ar du centralisateur connexe T = Gy de X
dans G et da est la mesure de Haar sur Ax(F) qui donne le volume 1 & Ax(0). On a bien
str aussi analogue sur g(F) de la formule d’intégration de Weyl 1.2.(2).

1.4. On suppose dans ce numéro que F est de caractéristique nulle. Rappelons quelques
résultats bien connus, dus a Harish-Chandra. La somme sur T dans 1.2.(2) est finie — pour
cela, il n’est pas nécessaire de déranger Harish-Chandra! — et d’aprés (3, theo. 14], pour
tout tore maximal 7 de G défini sur F et toute fonction f € C°(G(F)), application
y > I9(y, f) est localement bornée sur T (F)N Greg :

(1) pour toute partie compacte 2 de T(F), on a SUP,, €0 Greg [IG (v, )| < 4o0.

Le résultat suivant [3, theo. 15| est indispensable pour I’étude des intégrales pondérées
sur G(F) :

(2) il existe € > 0 tel que la fonction |DG|*%*€ est localement intégrable sur G(F).
Compte tenu de (1) et de 1.2.(2), Harish-Chandra déduit (2) de :

(3) pour chaque tore maximal T de G défini sur F, il existe un € > 0 tel que la fonction
|Dg|~€ est localement intégrable sur T (F).
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Revenons a la propriété (1). Il suffit pour obtenir de prouver que pour chaquet € T(F),
il existe un voisinage ouvert compact Q2 de ¢t dans T (F) tel que SUD), QNG ey ISy, ) <
+o00. Notons H = G; le centralisateur connexe de ¢t dans G et h son algébre de Lie.
Soit w; 'ensemble des § € H(F) tels que detp(1 — Adss; g(F)/H(F)) # 0. Puisque ¢ est
semi-simple, on a la décomposition g(F) = (1 —Ady)(g(F)) @ h(F). De plus, w; est un
voisinage ouvert et H(F)-invariant de 1 dans H(F), et ’application

6:G(F)xwy — (g, h) — g_lthg
est partout submersive. On peut donc appliquer le principe de submersion
d’Harish-Chandra et « descendre » toute distribution G(F)-invariante au voisinage de
t dans G(F) — par exemple une intégrale orbitale — en une distribution H (F)-invariante
au voisinage de 1 dans H(F). On en déduit qu’il existe un voisinage ouvert compact V,
de 1 dans T(F) vérifiant la propriété : pour toute fonction f € C(G(F)), il existe une
fonction fH e C°(Vy) telle que pour tout § € V; tel que 8 € Greg, on a I'égalité
Ors(f) = 05 (f ™).
Or tH(F)N Greg C tHyeg(F) et
detp (1 — Adys; g(F)/b(F)) = D (t8) Dy (8) ™',

par conséquent 1’égalité O;5(f) = Og’(fH) s’écrit aussi

1618, f) = |detr(1 — Adis: g(F)/D(F))[2 17 5, f1).
Comme l'application
8 > detp (1 — Adys; g(F)/H(F))
est bornée au voisinage de 1 dans T(F), par récurrence sur la dimension de G (et
translation 8 > 1718 si t € Z(G)), on est ramené pour obtenir (1) & prouver que :

(4) Tapplication y — IS (y, f) est bornée au voisinage de 1 dans T(F).

Via Vapplication exponentielle, on peut passer & ’algébre de Lie. En notant t ’algébre
de Lie de T, (4) est impliqué par le résultat suivant |3, theo. 13] :

(5) pour toute fonction f € C°(g(F)), on a SUP, e(F)Ngreg [19(y, )| < 4o0.

Comme pour (4) = (1), on obtient (5) par récurrence sur dimz(g;) pour ¢ € t(F), grace a
la propriété d’homogénéité des germes de Shalika [4, §8] (voir aussi [8, 17.14]). Revenons a
G. Pour toute fonction f € C°(G(F)), l'application T(F) — C, y — 16 (y, f) obtenue
en posant 1%(y, f) =0 pour y € T(F)~ (T (F)N Greg) est a support compact (c’est une
conséquence du lemme 39 de [3]). On en déduit que la propriété (1) se renforce en :

(6) pour toute fonction f € C°(G(F)), 0n a SUPy c7(F)G e 119y, £)] < +o0.

Le passage de (5) a (1) wia la submersion 8§ et l'application f > f est appelé
« descente centrale au voisinage d’un élément semi-simple » ou, plus simplement [§],
« descente semi-simple » !. Par descente semi-simple, Harish-Chandra raméne aussi (3)
au résultat suivant :

1. Pour G = GL(N) et F de caractéristique > 0, nous aurons & généraliser cette construction au
voisinage d’éléments ¢ qui ne sont pas semi-simples mais seulement d’orbite fermée — voir 1.8.(2).
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(7) pour chaque tore maximal T de G défini sur F, il existe un € > 0 tel que la fonction
|Dg|™€ est localement intégrable sur t(F).

1.5. On suppose maintenant que F est de caractéristique p > 0. Alors la généralisation
des résultats rappelés en 1.4 se heurte & plusieurs obstacles. Parmi ceux-la :

— les tores maximaux de G définis sur F, modulo conjugaison par G(F), peuvent
former un ensemble infini. On ne peut donc pas se contenter d’une borne sur chaque
T, comme en 1.4.(1), 1.4.(6) ou 1.4.(3), il faut en plus controler ces bornes de
maniére a ce que la somme sur les T dans 1.2.(2) converge;

— la présence d’éléments t € G(F) qui ne sont pas semi-simples (sur F) mais
néanmoins tels que 'orbite Og(r)(y) = (g '1g : g € G(F)} C G(F) est fermée pour
la topologie p-adique. Au voisinage de tels éléments, la descente centrale telle qu’on
I’a rappelée en 1.4 ne fonctionne plus;

— les classes de conjugaison unipotentes dans G (F) peuvent former un ensemble infini
et la théorie des germes de Shalika ne s’applique pas dans ce cas (il faudrait I’écrire
autrement). De plus, le passage a ’algébre de Lie pose probléme, car on ne dispose
pas d’une application exponentielle comme en caractéristique nulle.

Pour s’en convaincre, il suffit de regarder les premiers exemples : les groupes § = GL(2, F)
et § =SLQ2, F), avec F =T,((¢)). Les classes de conjugaison de tores maximaux de §
sont classifiées par les classes d’isomorphisme d’extensions quadratiques séparables de F,
qui sont en nombre infini. De plus, il y a aussi les extensions inséparables. Si E C M (2, F)
est une extension quadratique inséparable de F, et si ¥ = wg est une uniformisante
de E, alors l'intégrale orbitale O, a les mémes propriétés qu'une « vraie » intégrale
orbitale semi-simple réguliére (elliptique). Pourtant sur F, ’élément y dégénére puisqu’il
se décompose en y = zu avec z € Z(G; F) et u € G(F) unipotent. Dans §', on peut vérifier
que tous les éléments sont séparables, mais les classes de conjugaison unipotentes non
triviales sont classifiées par ensemble F*/(F*)%, qui est infini. Quant a la descente
centrale, les difficultés nouvelles apparaissent au voisinage des éléments inséparables qui
sont contenus dans un sous-groupe de Levi propre (sur F). Pour que de tels éléments
existent, il faut que le groupe ambiant soit un peu plus gros que G ou §' : par exemple le
groupe GL(4, F) et I’élément y plongé diagonalement dans le sous-groupe de Levi § x §
de GL(4, F).

1.6. Revenons a car(F) > 0 et décrivons les résultats contenus dans ce papier. Changeons
de notations : dorénavant, on fixe un entier N > 1, un F-espace vectoriel V de dimension
N, et onpose g = Endp(V) et G = Autp(V). Un élément y € g est dit fermési la F-algébre
F[y] est un produit d’extensions de F, pursila F-algébre F[y] est un corps, quasi régulier
s'il est fermé et si dimp(F[y]) = N, quasi régulier elliptique s’il est quasi régulier et pur.
Si de plus y est séparable, c’est-a-dire si le polyndme caractéristique ¢, € F[t] de y est
produit de polynémes irréductibles et séparables sur F, alors il est fermé si et seulement
si il est (absolument) semi-simple, et il est quasi régulier, resp. quasi régulier elliptique,
si et seulement s’il est semi-simple régulier, resp. semi-simple régulier elliptique, au sens
habituel (cf. 1.4). On note gqr, resp. ggre, I'ensemble des éléments quasi réguliers, resp.
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quasi réguliers elliptiques, de g. Pour * = gr, qre, on pose G, = GNg,. Un élément y € g
est fermé si et seulement si son orbite Og(y) = {g”!yg : ¢ € G} est fermée dans g (pour
la topologie p-adique).

Soit y €Gq. La F-algébre F[y] coincide avec le centralisateur g, ={xeg: yx —xy =0}
de y dans g. Ecrivons gy = E1 x--- X E, pour des extensions E; de F, notons A, le
sous-tore déployé maximal F* x ---x F* de G, = GNg, et M = M(y) le centralisateur
de A, dans G. Alors M est un produit de groupes linéaires sur F et y est quasi régulier
elliptique dans M. Pour toute fonction f € C°(G), on définit comme suit 'intégrale
normalisée

19, £) = n6(N10, (f). (1)

On note dg, resp. da, la mesure de Haar sur G, resp. A, , qui donne le volume 1 & GL(N, o),
resp. au sous-groupe compact maximal 0™ x .- x 0™ de A, et I'on pose

0,/ = | Sk
On pose
nG(y) = nm(y)ldetp (1 — Ady; g/m)],

ou m = m(y) est 'algébre de Lie de M, et 'on définit ny(y) par produit & partir du cas
elliptique suivant. Si y € Ggre, alors E = F[y] est une extension de F de degré N et 'on
pose

ng(y) = q—f(EF()/)+e—1)

ou e, resp. f, est I'indice de ramification, resp. le degré résiduel, de 'extension E/F, et ou
¢r(y) est un invariant défini comme suit. On commence par supposer que y appartient
4 'anneau des entiers og de E et I'on pose

{x €op :x0p Co[y]} = p‘g(y).
Pour z € 0~ {0}, on a cp(zy) = e(N — 1)v(z) + cr(y), ce qui permet de définir ¢r(y) en
général : on choisit z € F* tel que zy € o et I'on pose cr(y) = cr(zy) —e(N — Dv(z).
On pose aussi cr(y) = cr(y) — (N — 1)vg(y). Par construction, on a ¢r(zy) = ¢r(y) pour
tout z € F*. On vérifie que si y est séparable, c’est-a-dire si ’extension E/F est séparable,
alors on a

Er(y) = (D) = 9),

ol § est le discriminant de E/F, et donc

n6(y) = |Dg(y)lg®~ /€D,

On reconnait 'exposant de Swan § — f(e—1) > 0 de E/F.
On définit aussi la variante sur g de l'intégrale orbitale normalisée (1) : pour y € gqr
et f € C°(g), on pose
13y, 1) = 1g ()20, (), @
ou la distribution O, sur g est définie de la méme maniére que celle sur G, et le facteur de
normalisation n4(y) est donné par ng(y) = |detr(—ad,; g/m)[nm(y) avec m = m(y) et, si
Y € gqres par ng(y) = g~/ ert)=e=b),
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1.7. Les deux principaux résultats prouvés ici, qui généralisent ceux d’Harish-Chandra
en caractéristique nulle (cf. 1.4), sont les suivants :

(1) pour toute fonction f € C(G), on a SUP, <Gy ISy, f)] < 400,

ot l'intégrale orbitale normalisée I°(y, f) = r](;(y)%oy(f) est celle définie en 1.6.(1).
Quant au facteur de normalisation g : Ggr — R, il vérifie :

(2) pour tout € > 0 tel que N(N —1)e < 1, la fonction G¢r — R~o, y = 77(;(]/)_%_6 est
localement intégrable sur G.

En réalité, on prouve d’abord la variante sur g de ces deux résultats :

(3) pour toute fonction f € CX(g), on a SUP, e gy, 119(v, I < +00;

(4) pour tout € > 0 tel que N(N —1)e < 1, la fonction gor = Roo, y — ng()/)*%*6 est
localement intégrable sur g.

1.8. On l’a dit en 1.5, 'une des principales difficultés est ici la descente centrale au
voisinage d’un élément fermé qui n’est pas semi-simple. Soit 8§ € G un élément fermé.
Par descente parabolique standard, on se raméne facilement au cas ot 8 est pur. Posons
E=F[B], d= # et b =Endg(V). Ainsi b est le commutant de E, c’est-a-dire le
centralisateur de 8, dans g. Si 'extension E/F est inséparable, I'intersection adg(g) Nb
n’est pas nulle, par conséquent l'inclusion adg(g) +b C g est stricte et la méthode
d’Harish-Chandra (descente semi-simple) ne fonctionne plus. On modifie cette méthode
comme on l'a fait en [9] pour prouver l'intégrabilité locale des caractéres. En gros,
I'idée consiste & choisir un « bon » supplémentaire de adg(g) dans g. Pour cela, on fixe
une corestriction modérée sg: A(E) —> E sur A(E) = Endp(E) relativement a E/F et
un élément xg € A(E) = Endg({piE 11 € Z}) tel que so(xg) = 1. On fixe aussi un o-ordre
héréditaire 2 dans g normalisé par E* (que 1'on choisira minimal pour cette propriété) et
une (W, E)-décomposition A = A(E) ®,, B de A, avec B =ANb. Cette décomposition
induit une (W, E)-décomposition g = A(E) @ b de g et 'on pose x =xg® 1 € . Pour
ces notions, dues a Bushnell-Kutzko [1], on renvoie a 3.3. Le supplémentaire en question
est le sous-espace xg ® b = xb de g. On en déduit qu’il existe un voisinage ouvert compact
V de 0 dans b tel que 'application

§:GxxV— G, (g.b) > g (B+xb)g (M

est partout submersive. On peut donc appliquer le principe de submersion
d’Harish-Chandra et « descendre » toute distribution G-invariante T au voisinage de
B dans G en une distribution 97 sur xV. Mais cette derniére n’est pas invariante
sous Paction du groupe H = Autg(V) par conjugaison (d’ailleurs xV lui-méme n’est pas
H-invariant). On peut cependant en déduire, par un procédé de recollement [9], une
distribution H-invariante 67 sur b. Signalons que dans cette construction, 1’élément x
n’appartient pas a b, sauf si Uextension E/F est modérément ramifiée (donc en particulier
séparable), auquel cas on peut prendre xp = 1. On est donc ramené a déterminer la
distribution 7 sur b lorsque T = O, pour un élément y € Gy, de la forme y = g+ xb
avec b €V, et aussi a calculer le facteur de normalisation ng(y) pour un tel élément
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y. C’est la partie la plus difficile de ce travail : elle occupe les sections 3 et 4. Dans la
section 3, on prouve que si V est suffisamment petit, alors pour b € VN bge, I’élément y
appartient & Gre et la distribution 0o, est égale AOE pour une constante A ne dépendant
que de B (et pas de b). Ici Of est lintégrale orbitale sur b définie par b, normalisée
1
comme plus haut en remplacant g par b. De plus, le facteur de normalisation né (y) est

1
égal a ;uyé (b) pour une constante u ne dépendant elle aussi que de B (et pas de b).

On en déduit en particulier que pour toute fonction f € C°(G), il existe une fonction
fbe C (V) telle que

I9B+xb, f)=1°0b, f*), beVNbge. )

Dans la section 4, on prouve que cette construction est compatible aux applications
« terme constant » (sur G et sur b), ce qui entraine que 1’égalité (1) est vraie pour tout
b eVNbg.

Notons que la construction est relativement explicite. En particulier ,on ne se contente
pas d’affirmer l'existence du voisinage V, on en produit un qui est en quelque sorte
optimal : ensemble 'V = (h~'bh : h € H, b € V} est le plus gros possible, et il est fermé
dans g. L’étude de la distribution 6, consiste d’une part a prouver que pour b, b e
VN bge, on a Og(b) = Oy (b') si et seulement si Og (B + xb) = Og(B +xb'), d’autre part
& calculer la différentielle de la submersion 6 en (1, 5) pour chaque b € VNbgre. On se
raméne, par une récurrence assez compliquée, au cas ou ’élément b est le plus simple
possible, c¢’est-a-dire E-minimal au sens de Bushnell-Kutzko (cf. 2.2). D’ailleurs, cette
construction pourrait avoir des implications intéressantes, puisqu’on prouve au passage
que tout élément quasi régulier elliptique de G admet une décomposition — en un
certain sens « unique » — en termes d’éléments quasi réguliers elliptiques F;-minimaux
de Endf,,, (F;) pour une suite d’extensions (Fo = F[y],..., Fjy) de F (cf. 3.8). Notons
que si la caractéristique résiduelle p de F ne divise pas N (et aussi si N = p), toutes
les extensions F;/F (i > 0) sont modérément ramifiées, et il est possible de les choisir de
telle maniére que F,,, C --- C Fy C Fp. Mais c’est un cas trés particulier : si p < N divise
N, il n’est en général pas possible de les choisir de cette maniére.

1.9. Par descente centrale, on est donc ramené a 1’étude des intégrales orbitales I9(y, f)
pour y € g proche de 0 dans g. On dispose pour cela des germes de Shalika associés aux
orbites nilpotentes de g, lesquels vérifient une propriété d’homogénéité particuliérement
utile. Cette étude fait ’objet de la section 5. En caractéristique nulle, Kottwitz a exposé
la théorie des germes de Shalika de maniére trés claire dans [8]. Notre contribution est ici
minime, puisque nous n’avons eu qu’a adapter son travail. La propriété d’homogénéité
des germes de Shalika (normalisés) permet de leur associer des fonctions sur ggr. Par
descente centrale et homogénéité, on prouve que ces fonctions sont localement bornées
sur g. On en déduit que les intégrales orbitales normalisées sont elles aussi localement
bornées sur g, puis, grace & un argument de support relativement simple (cf. 3.2), qu’elles
sont bornées sur g, c’est-a-dire 1.7.(3). On prouve 1.7.(4) de la méme maniére. Dans la
section 6, on en déduit les mémes résultats sur G, c’est-a-dire 1.7.(1) et 1.7.(2).

1.10. Pour les caractéres, on peut prouver un résultat analogue a 1.7.(1). Précisément, soit
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7 une représentation complexe lisse irréductible de G. A 7 est associée une distribution
Oy sur G, donnée par O (f) = trace(w(f)) pour toute fonction f € C(G), ot w(f)
est 'opérateur sur 'espace de m défini par w(f) = fG f(g)m(g)dg. On sait que cette
distribution ®; est localement constante sur Gg, et localement intégrable sur G [9] :
il existe une fonction localement constante 6; : Gor — C telle que pour toute fonction
feC¥(G),ona

O (f) =/Gf(g)9n(g)dg,

I'intégrale étant absolument convergente. Notons que le caractére-distribution ®, dépend
de la mesure de Haar dg sur G, mais que la fonction caractére 6, n’en dépend pas. Comme
pour les intégrales orbitales, on peut prouver 2 que la fonction caractére normalisée

1
Gg— C, y > 190, y) = n6(¥) 26 (y)

est localement bornée sur G. Compte tenu des constructions de [9] — en partie reprises
ici (cf. 1.8) —, cela revient a prouver, par descente parabolique puis descente centrale
au voisinage d’un élément pur de G, que les transformées de Fourier normalisées des
intégrales orbitales nilpotentes sur g, qui sont des fonctions localement constantes sur
gqr, sont bornées sur g. Or ces transformées de Fourier sont des fonctions bien plus faciles
a calculer, et donc & majorer, que les germes de Shalika (cf. [6]).

1.11. Un joli papier de J.-P. Serre [16] est a l'origine de ce travail. L’auteur y prouve une

« formule de masse », valable en toute caractéristique : Y g CE/O-WN=-1) — N on E/F

parcourt les sous-extensions totalement ramifiées de degré N de FP/F pour une cléture

séparable de F5P de F et §(E/F) est le discriminant de E/F. Cette formule de masse est

rappelée dans la section 2 et étendue & toutes les sous-extensions de degré N de FSP/F.

Jointe a 1.7.(1) et a la formule d’intégration de Weyl, elle entraine 'intégrabilité locale
1

de la fonction néj : Ggr — Rog sur G. Sil’ on remplace G par le groupe multiplicatif D>
d’une algébre & divison de centre F et de degré N? sur F, alors 1.7.(1) est pratiquement
immédiat par compacité. Pour G = GL(N, F), on peut donc en déduire 1.7.(1) pour
les fonctions f € CS°(G) qui s’obtiennent par transfert & partir de celles sur D* —
c’est-a-dire les fonctions cuspidales sur G —, mais cette approche ne permet pas de
traiter les autres fonctions (rappelons qu’en caractéristique nulle, une intégrale orbitale
semi-simple réguliére elliptique s’écrit comme une combinaison linéaire de caractéres de
représentations elliptiques mais aussi de caractéres pondérés). Curieusement, la formule

1
de masse de Serre, qui semblait au départ cruciale pour ’étude de la fonction nGz, s’est
_1
révélée au bout du compte inutile, puisque I'intégrabilité locale de la fonction 5,° est
i
impliquée par celle de la fonction 7 * 6, obtenue sans utiliser la formule de masse.

1
Signalons que le facteur de normalisation n¢, apparait pour le groupe G = GL(2, F)

dans le livre de Jacquet-Langlands [7], I'un des (trop) rares textes sur la question écrit
en caractéristique > 0.

2. Nous donnerons ailleurs une démonstration détaillée de ce résultat, le présent article étant déja
suffisamment long.
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Je remercie vivement le rapporteur pour sa lecture minutieuse du manuscrit.

2. Des invariants (rappels)

2.1. Extensions

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien, de caractéristique
résiduelle p. On note o 'anneau des entiers de F, p I'idéal maximal de o et k le corps
résiduel o/p. Ce dernier est un corps fini de cardinal ¢ = p” pour un entier r > 1 et un
nombre premier p. On note v la valuation sur F normalisée par v(F*) = Z et | | la valeur
absolue sur F donnée par |x| = ¢~"®.

Soit E une extension finie de F. On définit de la méme maniére, en les affublant d’un
indice E, les objets o, g, kg = 0g/PE, g = |kg|... On pose aussi Ug = Ug = OE et
Ué = 1+pll‘5 (k=2 1). On note e(E/F), resp. f(E/F), l'indice de ramification, resp. le
degré résiduel, de E/F. La valuation normalisée vFp = v sur F se prolonge de maniére
unique en une valuation sur E, que 'on note encore vg. Cette derniére est reliée a la
valuation normalisée vg sur E par ’égalité vg = e(E/F)vg. On a donc

—VE(X) _

lxIE =qp g \EFr) oy e BX

Supposons I'extension E/F séparable. On note Ng,r : EX — F* vesp. Tg/p : E — F,
I’homomorphisme norme, resp. trace. On a

veE(X) = V(Ng/r(x)), xe€E™.

1
F(E/F)
L’homomorphisme Tg,r est surjectif et la forme bilinéaire E x E — F, (x,y) = Tg/r(x)
est non dégénérée. Soit Dg,r la différente de E/F, c’est-a-dire l'inverse de l'idéal
fractionnaire D /F de o donné par

EJF = {x e E:Trg/rp(xy) €0, Vy € 0g}.

On note §(E/F) 'exposant du discriminant de E/F, c’est-a-dire I’entier > 0 donné par
8(E/F) = v(Ng/r(x)) pour un (i.e. pour tout) élément x € E* tel que Dg/r = xo0g. On
sait [17, III, §7, prop. 13] que

S(E/F) = f(E/F)(e(E/F)—1) ey

avec égalité si et seulement si I'extension E/F est modérément ramifie, c’est-a-dire si
son indice de ramification e(E/F) est premier a p. On note o (E/F) 'entier défini par

S(E/F)
f(E/F)

On a donc o (E/F) > 0 avec égalité si et seulement si (e(E/F), p) = 1, ou (a, b) désigne
le plus grand commun diviseur de a et b.

o(E/F) = —(e(E/F) = 1). @

2.2. L’invariant lzp(y)

Soit y # 0 un élément algébrique sur F. Alors E = F[y] est une extension finie de F,
et 'on pose e = e(E/F), f = f(E/F) et n = ef.
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L’ensemble {piE 11 € Z} des idéaux fractionnaires de o est une chaine de o-réseaux
dans E (vu comme un F-espace vectoriel de dimension n). Pour chaque entier k, cette
chaine définit un o-réseau P*(E) = End];({p’E}) dans A(E) = Endg(E), donné par

PE(E) = {u € AE) : u(p’y) C pit*, vi e 7).

Alors A(E) = ‘BO(E) est un o-ordre héréditaire dans A(E), et c’est 'unique o-ordre
héréditaire dans A(E) normalisé par E* (pour 'identification naturelle E* C Autp(E)).
De plus, P(E) = ‘131 (E) est le radical de Jacobson de 2((E) — c’est donc, en particulier, un
idéal fractionnaire de 2(E) — et pour k € Z, on aBX(E) = P(E)X. Soit ad, : A(E) — A(E)
I’homomorphisme adjoint, donné par

ad, (u) = yu—uy, ueA(E).

En [1, 1.4.5, 1.4.11] est défini un invariant ko(y, A(E)) € ZU {—o0}, que l'on note ici
kr(y). Rappelons sa définition. Si E = F, on pose kp(y) = —o0; sinon, kr(y) est le plus
petit k € Z vérifiant 'inclusion

PH(E) Nad, (A(E)) C ad, (A(E)).
On pose np(y) = —ve(y) € Z et
kr(y) =kp(y) +np(y) € ZU{—o0}. (1

L’élément y est dit F-minimal si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

— Dl'entier np(y) est premier a 'indice de ramification e(E/F);

— pour une (i.e. pour toute) uniformisante @ de F, I’éléement o VW) y¢ +pg de kg
engendre ’extension kg sur «.

En particulier, tout élément de F* est F-minimal. D’aprés [1, 1.4.15], si E # F, on a :

(2) kr(y) > 0 avec égalité si et seulement si y est F-minimal.

2.3. L’invariant cg(y)

Continuons avec les hypothéses et les notations de 2.2. Supposons de plus que y
appartient & og. Alors o[y] est un sous-anneau de og et le sous-ensemble (o[y]: 0g) C 0g
— appelé conducteur de o[y] dans og — défini par

(olyl:0p) ={x € 0g : x0p C o[y}
est un idéal de og. On note cg(y) > 0 I'exposant de cet idéal, c’est-a-dire que ’on pose

(oly]: 0p) = p5F ™.

Soit ¢, € F[t] le polynéme minimal de y sur F et soit ¢>)/, € F[t] la dérivée de ¢, . D’aprés
[17, III, §6, cor. 1], on a :

(1) sil'extension E/F est séparable, alors (o[y], 0g) = ¢,’/(y)DE/F.
On en déduit que
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(2) pour z € 0~ {0}, on a cr(zy) = e(n — DHv(z) +cr(y).
En effet, pour z € 0\ {0}, on a ¢, (zy) = z”_lqb)’/ (). Si 'extension E/F séparable — par
exemple si F est de caractéristique nulle —, d’apreés (1), on a
cr@y) —cr(y) = @) = e(r— H(2),

d’ou (2). Si F est de caractéristique p, le résultat se déduit de celui en caractéristique
nulle par la théorie des corps locaux proches [2].

On ne suppose plus que y appartient a og. Grice a (2), on peut encore définir 'invariant
cr(y) : on choisit un élément z € p \ {0} tel que zy € o et I'on pose

cr(y) =cr(zy) —e(n —Dv(2).

D’aprés (2), Uentier cp(y) est bien défini (¢’est-a-dire qu’il ne dépend pas du choix de z).
On pose
Cr(y) =cr(y)+m—Dnp(y). 3)
Par construction, on a
Cr(zy) =¢r(y), zeF™. “4)

Remarque 1. Choisissons un élément z € F* tel que zy € op \p%. Posons y' = zy.
Puisque cp(y’) 2 0 et np(zy) = —ve(y’) > 1—e, 0on a

cr(y)=C¢r(y)) = —(n—1)(e—1). L
Soit Ady, : A(E) — A(E) l'automorphisme u yuy~!. On pose
Dr(y) = { (1ietp(1 —Ad,; A(E)/E) :nlsn;é F .
On a
Dr(y™") = (=D"""VDr(y),
et Dr(y) # 0 si et seulement si 'extension E/F est séparable. On a aussi :
(5) si lextension E/F est séparable, alors ép(y) = %(U(DF()/)) —8(E/F)).
Montrons (5). Supposons 'extension E/F séparable et posons § = §(E/F). On a

Dr(y) = Nejr(y' "¢, (1)),
d’ou
v(Dr(y)) =voNg/r(y' "¢, () = fve(y' "¢, ().
D’autre part, d’aprés (1), on a
8
er(y) = ve(#, (1) = <.

On en déduit que
v(Dr(y)) = f(L=nm)ve(y)+ fer(y) +34,

puis que

1
F(V(DF(V)) =8 =U0=—nmve®y)+cry) =cr(y).
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Remarque 2. Supposons que l'extension E/F est totalement ramifiée (mais pas forcément
séparable) et soit g une uniformisante de E. C’est un élément F-minimal, et puisque
olwmgl =0g, on a cp(wg) =0 et cp(wg) =1—n. Si de plus l'extension E/F est
séparable, alors d’apreés (5), on a v(Dp(wg)) =8+ 1—n. |

2.4. La « formule de masse » de Serre

Pour toute extension finie E de F, on note w(E/F) le nombre de F-automorphismes
de E. Si F'/F est la sous-extension non ramifiée maximale de E/F, on a donc w(E/F) =
FE/F)Yw(E/F").

Fixons un entier n > 1 et une cloture séparable F*P de F. Soit E(n) 'ensemble des
sous-extensions de degré n de F5P/F. Pour chaque entier ¢ > 1 divisant n, soit €.(n) le
sous-ensemble de E(n) formé des extensions E/F telles que e(E/F) = e. Lorsque n est
premier a p, 'ensemble &, (n) est fini de cardinal n. Si F est de caractéristique p et p
divise n, I'ensemble &, (n) est infini. En général, d’aprés Serre [16], on a la formule de

masse
> g ED =, M
Ec&,(n)

ou (rappel) o(E/F)=68(E/F)— (n—1). Notons £(n) l'ensemble des classes d’isomor-
phisme de sous-extensions de degré n de F*P/F et &, (n) le sous-ensemble de E(n) formé
des extensions qui sont totalement ramifiées. Pour chaque E € £,(n), il y a exactement
w(+ﬂ*‘) éléments de €,(n) dans la classe E. La formule (1) s’écrit donc aussi

1
2 wamt = @
Ec&,(n)

Remarque 1. Dans [16], Serre donne deux preuves de la formule (2). La premiére consiste
en gros a compter les polynomes d’Eisenstein de degré n (cela devrait en principe pouvoir
se déduire des résultats de Krasner, mais ’approche de Serre est plus directe). La seconde,
trés courte, est une simple application de la formule d’intégration de Hermann Weyl :
on fixe une algébre a division D de centre F et de dimension n? sur F. L’ensemble des
uniformisantes de D est un ouvert compact de D* (c’est un espace principal homogeéne,
a gauche et a droite, sous le groupe des unités de D*). La formule d’intégration de Weyl
appliquée a la fonction caractéristique de cet ensemble donne le résultat. |

Fixons un entier e > 1 divisant n et posons f = Z. Notons F '/F la sous-extension
non ramifiée de degré f de F®P. Soit &'(e) I'ensemble des classes d’isomorphisme de
sous-extensions de degré e de F*P/F’ et soit &£, (e) le sous-ensemble de &'(e) formé des
extensions qui sont totalement ramifiées. D’aprés (2), on a

1 —o(E/F'
> =
Ec&l(e)

Or &,(e) = E.(n) et, pour E € E,(n), on a w(E/F') = %w(E/F) et S(E/F") = L8(E/F),
d’ou 6 (E/F’") = o (E/F). On obtient
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3 1 o EIP) 1
F/ - 9
Eet.m) w(E/F) f

avec
—o(E/F) —fo(E/F) _ —(8(E/F)—(n—[))
dr =q .

=q
En sommant sur tous les entiers ¢ > 1 divisant n, on obtient

1 ~o(E/F) _ N\ €
2 w(E/F)1E _Zn' )

Ec&(n) eln

Remarque 2. La formule (2), ainsi que la formule (3) qui en est issue, s’appuient sur
la propriété vérifiée par toute uniformisante wr dans une extension totalement ramifiée
E/F de degré n (remarque 2 de 2.3) : |Dr(wE)|g” E/F) = 1. Plus généralement, pour
E € &(n), notant E l'ensemble des y € E* tels que F[y] = E, on définit la fonction

E/F

EX = Reo, v > IDE()Igg ™",

On peut la prolonger en une fonction sur D>, ot D est une algébre & division de centre
F et de dimension n? sur F, et aussi — plus intéressant encore! — en une fonction sur
GL(n, F). Cest essentiellement ’étude de ce prolongement qui nous intéresse ici. |

3. Descente centrale au voisinage d’un élément pur

3.1. Eléments quasi réguliers elliptiques

On fixe un entier N > 1 et un F-espace vectoriel V de dimension N. On pose G =
Autp(V) et g = Endp(V), et on munit G et g de la topologie definie par F (i.e. p-adique).
On note Z = F* le centre de G et 3 = F celui de g. Pour y € g, on note g, = {x €
g:yx—xy =0} le centralisateur de y dans g, c’est-a-dire le commutant dans g de la
sous-F-algeébre F[y] C g, et det(y) le déterminant detz(v — yv; V). Un élément y de g
est dit :

— fermé (ou F-fermé) si F[y] est un produit E; X - -- X E; d’extensions E; de F ;
— pur (ou F-pur) si F[y] est une extension de F ;

— quast régulier si F[y] est un produit Ej x --- x E4 d’extensions E; de F tel que
¢ [Ei:F1=N;

— quast réqulier elliptique si F[y] est une extension de degré N de F.

Remarque 1. Un élément y € g est fermé si et seulement si I'orbite {g~'yg : g € G} est
fermée dans g (pour la topologie p-adique) — cf. [10, 2.3.2]. Parmi les éléments fermés
y €9, il y a ceux qui sont (absolument) semi-simples, c’est-a-dire tels que F[y] est un
produit Ej x --- x E4 d’extensions séparables E; de F. On aurait pu aussi appeler quasi
semi-simples les éléments fermés de g, mais comme il existe déja une notion d’élément
(absolument) quasi semi-simple différente de celle d’élément fermé introduite ici, on a
préféré ne pas le faire. Pour la méme raison, on a choisi d’abandonner la terminologie de
Bourbaki (reprise dans [10]) : rappelons que les éléments fermés, resp. semi-simples, du
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présent article sont dans Bourbaki appelés semi-simples, resp. absolument semi-simples.
|

Si y est un élément fermé de g, alors en notant e¢; 'idempotent primitif associé a E;
dans la décomposition F[y] = E| X --- x Eg et V; le sous-F-espace vectoriel ¢;(V) de V,
on a E; C Endp(V;) et

gy =by x---xbg, b; =Endg (V;).

En particulier, on a Z?:][Ei : Fldimg, (V;) = N, et y est pur, resp. quasi régulier, si
et seulement si d =1, resp. dimg,(V;) =1 pour i =1,...,d (cette derniére condition
est bien str équivalente & g, = F[y]). Un élément quasi régulier de g est quasi régulier
elliptique si et seulement si il est pur. Soit y un élément quasi régulier de g. Posons F[y] =
Ei x---x Eg et écrivons y = (y1,...,¥4), ¥i € Ei. Pour i =1,...,d, y; est un élément
quasi régulier elliptique de A(E;) = Endr(E;). On note gq 'ensemble des éléments quasi
réguliers de g et ggre C gqr le sous-ensemble formé des éléments elliptiques. On pose G =
G Ngqr et Ggre = G Ngqre- Notons que si N =1, alors ggre = gqr = g et Ggre = Gre = G ;
en revanche, si N > 1, alors gqr 2 Gqr et ggre = Ggre- On définit comme suit une filtration

=

décroissante k +— Gére de Ggre : pour k € R, on pose
G](;re ={y e Gare 1 VF(Y) 2 k}.

Les « sauts » de cette filtration sont les éléments de %Z : pour k € R, l'inclusion

kK k
U G © G
k'>k

est stricte si et seulement si k € %Z.

On commence par quelques rappels sur les o-ordres héréditaires dans g (cf. [1, 1.1]). On
fixe un o-ordre héréditaire minimal (ou d’Iwahori) Amin dans g et un o-ordre héréditaire
maximal Anax dans g contenant 2. Rappelons que iy est le stabilisateur Endg L)
d’une chaine de o-réseaux £ = {£; :i € Z} dans V telle que £;411 C L; et pL; = Li4n.
Cette chaine est unique a translation des indices preés, et quitte a changer I'indexation, on
peut supposer que Amax = Endg({LNi}) (= End, (Lg)). Pour chaque entier e > 1 divisant
N, on note %A, "'unique o-ordre héréditaire principal dans g de période e(2.|0) = e tel que
Amin C A C Amax. On a donc A, = Endg ({Lye)i}). Ces o-ordres héréditaires principaux
A, dans g sont dits standards. Ils forment un systéme de représentants des classes de
G-conjugaison d’o-ordres héréditaires principaux dans g.

Soit e > 1 un entier divisant N. On note 3, le radical de Jacobson de 2. Pour k € Z,
on a donc pFA, = ‘B’g". On note Ug =U%,) le sous-groupe (compact, ouvert) de G
défini par U, (9 =AY, K. = K(2,) le normalisateur de 2, dans G et, pour chaque entier
k> 1, U = UKL,) le sous-groupe distingué de K, défini par U¥ = 1 +B%. Alors U? est
I'unique sous-groupe compact maximal de K,. Notons que pour k € Z, on a

N
{det(y) 1y € Be} = pLe. ()
Pour tous entiers e, ¢’ > 1 tels que e|N et €'|e, on a les inclusions

Q[min C Q[e C 2(e’ C Q[max

https://doi.org/10.1017/51474748019000227 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748019000227

Intégrales orbitales sur GL(N,F,((1))) 439

et
q:’)max - me/ C ;Be C q:’)min'

Plus généralement, en posant a = e/¢’, pour k € Z, on a les inclusions

Pe' Py P @

Soit y € Ggre. Posons E = F[y]. L’inclusion E C g identifie V & un E-espace vectoriel
de dimension 1 et le choix d’un vecteur non nul v € V identifie g = Endg(V) & A(E).
Soit A, I'0-ordre héréditaire dans g correspondant & 2A(E) via cette identification. Il est
principal, de période e(2(,|0) = e(E/F) et ne dépend pas du choix du vecteur v : c’est
I'unique o-ordre héréditaire dans g normalisé par E*. On note ‘B, le radical de Jacobson
de 2, et 'on pose U)(/) =A;, K, = K@) et U)]f = 1+‘13])‘/ (k > 1). Notons que

vE(Y) =k <y € Py SPLTL 3)

Si A, =Ae(g/F), on dit que y est en position standard.

Pour a € R, on note |a] la partie entiére de x, c’est-a-dire le plus petit grand entier
inférieur ou égal a a, et [a] = —|[—a] le plus petit entier supérieur ou égal a a. Pour une
partie X de g, on pose X ={g"'yg: g€ G, x € X}.

Lemme 1. Pour k € %Z, on a

lek— J+1
qre U que N G (m v

e|N

Démonstration. Commencons par l'inclusion C. Soit y € Ggre. Quitte a remplacer y
par g~ lyg pour un élément g € G, on peut supposer y en position standard. Posons
E=F[yl,e=e(E/F)et f = f(E/F) (= %). On avg(y) =evp(y) 2 ek € %Z. Comme
ve(y) € Z, on obtient

vE(Y) > lek+ L) = lek— 41+ 1.

D’ou linclusion C, d’apres (3).

ek—
Montrons I'inclusion D Soit y € G(‘BL LA

divisant N. Posons f = Z-. D’aprés (1), on a

) pour un entier k € Z et un entier e > 1

vr(y) = gv(dety) > (lek— 5]+ 1).

Ecrivons ek:r—i—% avec r,te€Z et 0<t< f—1. On a donc Lek——J—r ij
Comme vr(y) € %Z, on obtient que vp(y) > %( +1)>ksit>0et vr(y) > 5 =k s
t = 0. D’ou I'inclusion D. D

Lemme 2. Pour k € % +7Z, on a

min

G](;re - que N G(me )
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. . Nk—N 141
Démonstration. Puisque PNK = ‘BIL\, vt
Ecrivons k = % +c avec ¢ € Z. Pour chaque entier e > 1 divisant N, on a lek — 5] +1 =

ec+1 et

, d’aprés le lemme 1, on a linclusion D.

lek—& ]+1

+1 Nc+1 Nk
‘Be = ‘-Bf;c = Pcme - Pcmmin = mmicn = mmin'
D’ou, & nouveau d’aprés le lemme 1, I'inclusion C. O

On définit, comme on I’a fait pour G, une filtration décroissante k gére de ggre : pour
k € R, on pose
Ogre = 17 € qre - v (y) = k.

Notons que si N =1, on a gére — pm_

Remarque 2. Pour un entier n > 1 et un polyndéme unitaire ¢ € F[t] de degré n, disons
c) =" a;t', on note C(¢) € M(n, F) la matrice compagnon de ¢ définie par

o 1 0 - 0
_ao _al... ...—an71

Via le choix d’une o-base de £ (cf. [1, 1.1.7]), identifions g & M(N, F) et Apin & la
sous-o-algébre de M(N, 0) formée des matrices triangulaires supérieures modulo p. Alors
Pmin est la sous-o-algebre de M(N, 0) formée des matrices strictement triangulaires
supérieures modulo p. Pour y € g, notons &, 1,...,&,,, les invariants de similitude
(diviseurs élémentaires) de y :

—pouri=1,...,r =ry, {,; € F[t] est un polynéme unitaire de degré N; = N, ; ;

—pouri=2,...,r, ¢, divise {, ;_1;

— &y,1 est le polynéme minimal de y ;

— &y =[1i— &y.i est le polynome caractéristique de y.

On note y € g la matrice diagonale par blocs de taille Ny, ..., N,, définie par

Y= diag(C(Cy,])» cees C(Cy,r))'

D’aprés le théoréeme de décomposition de Frobenius, un élément y’ € g est dans la classe

de G-conjugaison de y si et seulement si y = p’, i.e. siet seulement sir, =ret ,; =&y
pouri=1,...,r. Ecrivons Ly () = Z;vzoay,jtj. Pour j =0,...,N—1,o0n a
Ag-1y j =Ay,j, &€ G, @)
et
azyj=2""a,;, zeZ=Fx. Q)

On en déduit que pour k € Z, on a

{yeg:via,j)=(N—jk+1, j=0,...,N—1} = G pNkt), (6)

min
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En effet, puisque pour une uniformisante @ de F, on a G(‘Bfr\:ﬁlﬂ) = " (% (Pmin)),
d’apres (5), il suffit de vérifier (6) pour k = 0. Si y € Bpin, alors ¥ = y (modp) est un
élément nilpotent de M(N,«), et comme ¢, (modp) € «k[t] coincide avec le polynéme
caractéristique {7 = tN € k[t] de 7, les coefficients ay,j (j=0,..., N —1) appartiennent
a p. D’aprés (4), on a donc 'inclusion D dans (6) pour k = 0. Réciproquement, si y € g
est tel que v(ay,;) > 1 pour j =0,..., N —1, alors ¢, (modp) = N Puisque I’anneau o[¢]
est factoriel et que les polynomes ¢y 1, ..., {y.r, € F[t] sont unitaires (donc en particulier
primitifs), ils appartiennent tous a o[¢] et on a ¢, ; (modp) = tNvipouri=1,..., ry, par
conséquent le représentant standard y appartient & Pnin. On a donc aussi 'inclusion C
dans (6) pour k = 0. |

Notons que l'on peut retrouver le lemme 2 & partir de (6). De plus, d’apreés (6), pour
tout k € Z, on a :

(7) G(‘Br}zﬁlﬂ) est un voisinage ouvert fermé et G-invariant de 0 dans g.

3.2. Parties compactes modulo conjugaison

Une partie X de G, resp. g, est dite compacte modulo conjugaison (dans G, resp. g) s’il
existe une partie compacte Q de G, resp. g, telle que X est contenue dans Q = {g"lyg:
g € G, y € Q}. La caractérisation des parties compactes modulo conjugaison (dans g)
donnée dans [8, 5.2] ne fonctionne plus ici, du fait de la présence possible d’éléments
fermés qui ne sont pas semi-simples. On procéde donc autrement 3.

Pour chaque entier n > 1, on note F([t], la variété p-adique formée des polyndmes
unitaires de degré n et g, : F[t], — F" l'isomorphisme de variétés p-adiques donné par

@n(€) = @n—1,...,a0), ¢(@) =" pait'.

On note F* x F" — F", (z,a) — z-a l'action de F* sur F" déduite de 'action de F*
sur F[t], donnée par (z,¢) — z-¢ avec (z-)(t) = 2"¢(z~'t). On a donc

z-a = (zan-1,2%an-2, ..., 2"a0), @ = (ap_1,...,a0) € F", 7€ F*.

On note aussi F[¢]} la sous-variété p-adique ouverte de F[t], formée des polynémes qui ne
sont pas divisibles par ¢ et g, : F[t]} — F n=1 » F* Pisomorphisme de variétés p-adiques
déduit de g, par restriction.

Reprenons les notations de la remarque 2 de 3.1, ainsi que l'identification g = M (N, F)
donnée par le choix d’un o-base de £. Soit m =7y : g — F[t]y I'application polynéme
caractéristique y — ¢, . Elle est surjective et elle se restreint en une application surjective
g :G — F[t]*N. On dispose d’une section o : F[t]y — g donnée par l'application
matrice compagnon ¢ +— C(¢). On a o (F[t]}) C G. D’aprés [10, 2.3|, pour ¢ € F[t]},
la fibre 7 ~1(¢) au-dessus de ¢ — qui est une partie fermée dans G — est une union finie
de G-orbites, égale a la fermeture Og(C(¢)) de Og(C(¢)) dans G (pour la topologie
p-adique). Parmi ces G-orbites, Og(C(¢)) est 'unique de dimension maximale et il y en
a une seule de dimension minimale, qui est 'unique G-orbite fermée (dans G) contenue

3. Les résultats contenus dans ce numéro sont bien connus, mais comme nous n’avons pas trouvé de
référence utilisable, nous avons préféré les redémontrer ici.
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dans 771(¢). De méme, pour ¢ € F[t]y, la fibre 771(¢) au-dessus de ¢ est une union
finie de G-orbites, égale a la fermeture Og(C(¢)) de Og(C(¢)) dans g.

Rappelons que pour y € g, on a défini dans la remarque 2 de 3.1 un représentant
standard y € Og(y). Pour ¢ € F[t]y, on note R; lensemble (fini) des représentants
standards 7 des éléments y € 771(¢). On a donc 7~ 1(¢) = L[)?GR; Oc ().

Onnote [1 =TIy : g — FV Dapplication composée gy om et [ : G — FN~1 x F* sa
restriction a G.

Lemme 1. Soit X une partie de g. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est une partie compacte modulo conjugaison (dans g);

(ii) 4l existe une partie compacte Q2 de g telle que X est contenue dans la fermeture GQ
de °Q dans g (pour la topologie p-adique) ;

(ili) Mg(X) est une partie bornée dans FN.

Démonstration. On a clairement (i) = (ii), et puisque 'application IT est continue, on a
aussi (ii) = (iii). Il suffit donc de prouver que (iii) = (i). Supposons que IT(X) est une
partie bornée dans FV. Alors il existe un entier k tel que IT(X) est contenue dans la partie
ouverte compacte @w* - oV de FV (pour I'action de F* sur FV introduite plus haut), ot
@ est une uniformisante de F. Pour y € 11wk - oV), I'expression des coefficients Ay
du polyndéme caractéristique de y en termes des fonctions symétriques élémentaires des

valeurs propres Af, ..., Ay € F de y (chaque valeur propre étant comptée un nombre de
fois égal a sa multiplicité), entraine la relation
vr(Aj) 2k, i=1,...,N. (1)

En effet, supposons qu’il existe une valeur propre A; telle que vp(A;) < k, et notons d > 1
le nombre de valeurs propres A; qui vérifient cette propriété. Alors ou bien d = N, ce
qui contredit 'inégalité v(a, 0) > kN ; ou bien d < N, et en supposant que les A; sont
ordonnés de telle maniére que v(A;) < k pour j =1,...,d, on a les relations

vE(A1---Ag) < kd, vian—q) 2 kd.

Cela entraine 'existence d’'un « mot » de longueur d, disons A;, - - - A;, aveci;j € {1, ..., N},
ij#ijsijs#j et{in,....ig} #{1,...,d}, tel que
e diy) = v - Ag).

Cela n’est possible que s’il existe une valeur propre A;, j>d+1, telle que v(A;) <k;
contradiction. De (1), on déduit que pour tout ¢ € q&l(wk-oN) et tout polyndome
£ € F[t], divisant ¢, on a g,(€) € w*-0". Posant k' = inf{k, Nk}, cela entraine que le
représentant standard y € Og(y) appartient a pk/M(N, 0) = ‘Bgax. On a donc

—1 k G k'
X c ' @* o) c O (Ph.0,

et le lemme est démontré. O

Remarque 1. Du lemme 1, on déduit en particulier que 'on peut choisir des voisinages
ouverts fermés et G-invariants du cone nilpotent dans g aussi petits que 'on veut, ce que
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Pon savait déja d’aprés 3.1.(7). Précisément, si A est un o-réseau dans g, alors il existe
un voisinage ouvert fermé et G-invariant X de IT~'(0") dans g tel que X € ¢ A. En effet,
d’aprés le lemme 1, on a IT7'(0") € ¢ (™Amax). Soit un entier k > 0 tel que ‘B’r‘nax C A.
Alors X = I~ (¥ - 0V) convient. |

Avant de poursuivre, rappelons quelques faits élémentaires sur la structure de F[¢]7,
n > 1. Pour ¢ € F[t]}, on peut écrire ¢ = [];_, fidi pour des polyndémes irréductibles
fi € F[t];‘li et des entiers d; > 1 tels que Z;=1 n;d; = n. Pour chaque entier k, notons Vi (¢)
'ensemble des polynomes ¢’ € F[t], tels que, posant ¢(t) = Y ' ja;it’ et ¢ =Y 1, alfti,
on a a;—a; € p* pour i =0,...,n—1. C’est un voisinage ouvert compact de ¢ dans
F[t],. Puisque a; o # 0, la condition k > v(a; o) assure que Vi (¢) est contenu dans F[t];.
D’apres [10, 2.5], si Uentier k est suffisamment grand, alors pour tout ¢’ € Vi(f), on a :

— ¢ =[li=; ¢/ pour des polynomes ¢/ € F[t]; , ;

— pour i =1,...,r et pour toute composante irréductible f/ de ¢/, le degré de ¢/ est
divisible par n; = deg(f;).

La premiére propriété est une conséquence du lemme de Hensel et la seconde est une
variante du lemme de Krasner (cf. [10, 2.5.1]). On note k; le plus petit entier k > v(az o)
vérifiant ces deux propriétés. On en déduit que pour tout entier m, il existe un plus petit
entier k; (m) > k; tel que pour tout ¢’ € Viemy (), on a:

— pour tout polyndme unitaire 4’ divisant ¢’, il existe un unique polynoéme unitaire
h divisant ¢ tel que h' € V,, (h).

Le voisinage ouvert compact Vi, m)(¢) de ¢ dans Flt], est contenue dans F[t];, par
conséquent h’ appartient a F [t];"leg(h). Si de plus on suppose, ce qui est toujours possible,
que pour tout polyndéme unitaire 4 divisant £, on a m > v(ap,o), alors le voisinage ouvert
compact V, (h) de h dans F[t]gegn) est contenu dans F[t]zeg(h).

Le lemme 2 est la version sur G du lemme 1. Le lemme 3 est une conséquence de la
preuve du lemme 2, qui nous servira plus loin.

Lemme 2. Soit X une partie de G. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X est une partie compacte modulo conjugaison (dans G);
(i) il existe une partie compacte Q de G telle que X est contenu dans la fermeture GQ
de 9Q dans G (pour la topologie p-adique) ;
(iii) Mg (X) est une partie bornée dans FN~! x F*.

Démonstration. Comme pour le lemme 1, les implications (i) = (ii) = (iii) sont claires.
11 suffit donc de prouver que(iii) = (i). Supposons que 1 (X) est une partie bornée dans
FN=1x F*. Pour ¢ € F[t]}, notons m; le plus petit entier m > 1 tel que pour tout y €
771(@¢), ona y+Pn,. C yUL, avec Ul = 1+ Pmax- Un tel m; existe car 'ensemble
R, ={y:ye 771(2)} est fini. On peut recouvrir 7 (X) par des ouverts compacts de Fltly
de la forme Vi (¢) avec ¢ € F[t]}, et k > kg (mg) -
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7(X) C Uij(Cj), ¢j € Fltly, kj = ke;(mg)).
j=1

Il suffit de vérifier que pour un tel ouvert compact Vi (¢) C F[t]y, la partie TV (Vi(2)) est
compacte modulo conjugaison dans G. Cela résulte des définitions : pour y’ € 7~ 1 (V¢ (¢)),
la condition k > k; (m;) assure I'existence d'un élément y € 771(¢) — bien déterminé a
conjugaison prés dans G — tel que

7 €7+ Pmix € 7Unax-
On a donc 'inclusion
7 V@) € ©User, 7Una)-

et le lemme est démontré. O

Lemme 3. Soit B € G un élément fermé et soit J un sous-groupe ouvert compact de G.
11 existe un voisinage ouvert fermé et G-invariant X de B dans G tel que X C ¢(BJ).

Démonstration. D’aprés la preuve du lemme 2, pour tout polynéme ¢ € F[]}, et tout
systéme de représentants {y1, ..., ys} C G des G-orbites Og(y) contenues dans 7! (¢),
il existe une partie X ouverte fermée et G-invariante dans G telle que X C Uj’:] G(yj J).
En effet, pour j =1,...,s, on écrit y; = g;])?jgj avec gj € G. Posons J' = ﬂj-zl ngg;1
et choisissons un entier m > 1 tel que pour j=1,...,s, on a y; +Pp. C y;J'. Enfin,
choisissons un entier k > k; (m) et prenons X = 77 (Ve (2)). Alors (d’apreés la preuve du
lemme 2) on a

s N N
xc|JGi+%m0 c U@ c .
j=l1 j=1 j=1
Prenons ¢ = g et y1 = B. Pour toute G-orbite O C 771(¢), puisque la fermeture O de
O dans G contient Og(8), le voisinage ouvert compact 8J de 8 dans G rencontre O. On
peut donc, pour j =2,...,s, choisir I'élément y; dans BJ. D’otu le lemme. [

Remarque 2. Si Q est une partie ouverte compacte de g, resp. G, pour que ¢ soit fermé
dans g, resp. G, il suffit que ¢ = IT~1(IT1(2)). Cette égalité est vérifice si et seulement
si pour tout y € , il existe un élément fermé (dans g) y’ € QN Og(y). En effet, si
GQ =M~(IT(R)), alors pour y € Q, on a Og(y) C M~ (T1(y)) C Q. D’autre part, si
Y’ € Q est un élément fermé (dans g), pour tout voisinage ouvert compact V,, de y’ dans
g contenu dans Q, on a [T~(IT(y")) C G(Vy/) coq. [ ]

3.3. Des (W, E)-décompositions

Pour un o-ordre héréditaire (pas forcément principal) 20 dans g, on note P = rad(2)
son radical de Jacobson, K () son normalisateur dans G et {UX() : k > 0} la suite de
sous-groupes ouverts compacts distingués de K (2() définie par

U@ = U@) =A%,
Uk@) = 1+9%, k>1.
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Soit E/F une extension telle que E C g. Posons b = Endg (V). Soit W un sous- F-espace
vectoriel de V tel que Papplication naturelle E @ p W — V (induite par U'inclusion W C V
et par laction de E sur V donnée par Uinclusion E C g) est un isomorphisme. Cet
isomorphisme induit un isomorphisme de (A(E), b)-bimodules

tw=1twg:AE)®Eb— g (N

appelé (W, E)-décomposition de g (cf. [1, 1.2.6]). Précisons lisomorphisme (1).
L’extension E de F s’identifie naturellement a un sous-corps maximal de A(E) et le
choix de W induit un homomorphisme injectif de F-algébres

tw =wwe:AE) > ¢

qui prolonge l'inclusion E C g. En considérant A(E) comme un (E, E)-bimodule, on a une
identification naturelle A(E) = A(E) ®g E. D’autre part, I'isomorphisme de E-espaces
vectoriels E ®r W ~ V induit un isomorphisme de E-algébres

E®pEndp(W) = Endg(E®p W) >~ b.
En le combinant avec I'isomorphisme de F-algébres
A(E)QrFEndp(W) = Endr(EQFr W) >~ g,
on obtient Iisomorphisme (1). Concrétement, pour a € A(E), e € E et w € W, on a
tw(a)(e®@w) =ale) ®w,
et pour b € b, on a

tw(a ®b) = tw(a)b.

Remarque 1. Soit E’/F une extension telle que E’ C A(E). On suppose que E’ est
un sous-corps maximal de A(E). Le sous-F-espace vectoriel W = F de E engendre E
sur E’ (c’est-a-dire que Papplication naturelle E' @ p W' — E est un isomorphisme) et
I’homomorphisme injectif de F-algébres ¢ =ty g : A(E') — A(E) est un isomorphisme.
D’autre part, comme l’application naturelle E'®@p W — V est un isomorphisme, on a
aussi une (W, E’)-décomposition de g

twe A(E)®p b —> g, b =Endg(W).

Posons a = Endr(W). L’isomorphisme ¢ se prolonge naturellement en un isomorphisme
de F-algébres

twep A(E)®p b = A(E)®Fa —> A(E)®pa= A(E)®g b.

Il vérifie
TW,ECTW,E,E' = TW,E/»

et c’est le seul isomorphisme de F-algébres A(E") @/ b’ = A(E) @g b qui vérifie I’égalité
ci-dessus. |

https://doi.org/10.1017/51474748019000227 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748019000227

446 B. Lemaire

Rappelons qu’une corestriction modérée sur g relativement & E/F est un
homomorphisme de (b, b)-bimodules s : g — b tel que s() =2ANb pour tout o-ordre
héréditaire 2 dans g normalisé par E*. D’aprés [1, 1.3.4], une telle corestriction modérée
s sur g existe et elle est unique a multiplication prés par un élément de o5. De plus, pour
tout o-ordre héréditaire 2 dans g normalisé par E*, de radical de Jacobson 3, on a

seph =P nb, Kk eZ.

D’aprés [1, 1.3.9], si sg : A(E) — E est une corestriction modérée sur A(E) relativement
a E/F, alors — pour 'identification g = A(E) ® g b donnée par (1) — s = sg ® idp est une
corestriction modérée sur g relativement & E/F, et d’aprés la propriété d’unicité, toute
corestriction modérée sur g relativement a E/F est de cette forme.

Fixons un o-ordre héréditaire 2 dans g normalisé par E* et posons %6 = 2ANb. Clest
un og-ordre héréditaire dans b. Posons 8 = rad(2l) et Q = rad(®8). D’aprés [1, 1.2.4], on
a

Qf =pfne, kez,

et les périodes e(RU|o) et e(*Blog) sont reliées par 1’égalité

2A
e(Blog) = :((E)?)

Ecrivons 2 = Endg (£) pour une chaine de o-réseaux £ = {L;} dans V. Puisque 2 est
normalisé par E*, chaque o-réseau L; est en réalité un og-réseau. Supposons de plus que
W est engendré sur F par une og-base de £ (cf. [1, 1.1.7]). Alors d’aprés [1, 1.2.10], pour
k € Z, l'isomorphisme (1) se restreint en un isomorphisme de (2(E), B)-bimodules

A(E) ®o, QF —> P @
En particulier, pour £ = 0, on a un isomorphisme de (A(E), 2)-bimodules
AE) @0y B —> A 3)
appelé (W, E)-décomposition de 2.

Remarque 2. L’application B — A(E) ®,, B1 est une bijection de l’ensemble des
og-ordres héréditaires dans b sur I’ensemble des o-ordres héréditaires 2A; dans g de la
forme 2| = Endg(Ll) pour une chaine de og-réseaux L possédant une og-base qui
engendre W sur F, de bijection réciproque 24 — 2A; N b.

Remarque 3. Soit E’/F une extension telle que E’ C A(E). On suppose que E’ est
un sous-corps maximal de A(E) et que E’* normalise A(E). Alors A(E) est 'unique
o-ordre héréditaire dans A(E) normalisé par E’*. On a donc e(E'/F) =e(E/F) et
f(E'JF) = f(E/F), et pour k € Z, le o-réseau pll‘f dans E est un opr-réseau (c'est
donc un og-module libre de rang 1). De plus, avec les notations de la remarque
2, lisomorphisme de F-algébres ¢: A(E') = A(E) se restreint en un isomorphisme
AE" = A(E). Identifions E’ au sous-corps tw g(E'® 1) de 1w g(A(E) ® b) = g. On
a donc aussi l'identification

E' =twp(E'®1) Ctwe(A(E)®p W) =g.
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Chaque og-réseau L; dans V de la chaine £ = {L;} définissant 2l est aussi un og/-réseau.
Par conséquent, 1’o-ordre héréditaire 2f dans g est normalisé par E'*, et posant B’ =
2ANY, la (W, E’)-décomposition ty g : A(E") Qg b = g de g se restreint en une
(W, E')-décomposition A(E’) ®,,, B’ =5 A de 2. On en déduit que lisomorphisme de

F-algébres tw g gt A(E') ®p b —> A(E) ®E b se restreint en un isomorphisme
AE") ®o, B —> AE) ®,, B. |

3.4. Une submersion

Soit B € g un élément pur. Posons E = F[S] et b = Endg(V). Fixons un o-ordre
héréditaire 2 dans g normalisé par E*, posons B = ANb et identifions A & A(E) ®,, B
via le choix d’une (W, E)-décomposition de 2 — cf. 3.3.(3). Posons P =rad(Q) et
) =rad(®8B). On a donc les identifications

g=A(E)QEgb,
P =UE) @0, O, k.
Pour k € Z, on pose
Me(B, 2A) = {x € A adg(x) € Pr} c 2.
C’est un (B, B)-biréseau dans g, qui vérifie (B, A) Nb = B. D’aprés [1, 1.4.4], on a
[ 2B, 2) =B,
kezZ

et pour k suffisamment grand, on a 9 (B, 2A) C B +B. Si E # F, on note ko(B, A) le plus
grand entier k tel que D (B, A) ¢ B +P; sinon, on pose ko(B,2A) = —oco. De maniére
équivalente [1, 1.4.11.(iii)], si E # F, ko(B,2) est le plus petit entier k tel que P+ N
adg(g) C adg(A). Pour tous entiers k, r tels que k > ko(B8,20) et r > 1, on a l'égalité [1,
1.4.9]

Nt (B, A) = B+ Q"M (B, ). (H

Rappelons qu’en 2.2, on a posé kr(8) = ko(B, A(E)). D’apreés [1, 1.4.13], on a
NeBlopk (B, ) = M (B, A(E)) Qo B, k € Z,

et
ko(B, ) = e(®Blog)kr(B).

Soit vy : g — Z la « valuation sur g » définie par la filtration {{¥ : k € Z}, donnée par
vo(x) = k & x e PPt

On a
v (B) = vE(B)e(Blog) (= —nr(B)e(Blok)),

par conséquent si E # F, on a ko(8,2) > vg(B) si et seulement si krp(B) > veg(B), avec
égalité si et seulement si B est F-minimal [1, 1.4.15] (cf. 2.2).
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Fixons une corestriction modérée s : g — b sur g relativement & E/F et un élément
x € 2 tel que s(x) = 1. Puisque s(g) = b et ker(s) = adg(g), on a la décomposition

g = adp(g) @ xb. (2)
Pour tout entier k > ko(B, ), la décomposition (2) se précise en [1, 1.4.7]
Pr = ads (M (B, ) ®xQ*. 3)

Remarque. L’ensemble des x € 2 tels que s(x) = 1 est un espace principal homogéne
sous adg(g) N2A. Or adg(g) = adg(A(E)) ®f b, et comme B est un og-module libre, on a

adg(g) NA = adg(g) N (A(E) ®oy B) = (adg(A(E)) NA(E)) Qo B.

Ecrivons s = 5o ® idy, ot s¢: A(E) > E est une corestriction modérée sur A(E)
relativement a E/F. L’ensemble des xg € A(E) tels que so(xg) = 1 est un espace principal
homogéne sous adg (A(E)) NRA(E), et pour un tel xg, on a s(xo®1) = 1. |

Proposition. On suppose E # F. L’application
§:Gx QOB G, (g.b) > g7 (B+xb)g
est partout submersive.

Démonstration. Posons ko = ko(B, 20). Puisque 8(g, b) = g~ '8(1, b)g, il suffit de prouver
que pour tout by € Q¥+ la différentielle dd1,p,) de 8 en le point (1, b1) est surjective.
Fixons un élément b; € QX*! En identifiant Pespace tangent & G x Q%+ au point (1, by)
4 g x b et 'espace tangent & G au point y; = B+ xb; & g, la différentielle d(1 p,) : g x b —
g s’écrit

d8,b))(y,0) = y1y — yy1 +xb.
Pouri € Z et y € Q' %09, (8, 2A) = N, (B, )20, on a

1y —yyi =adg(y)  (mod P,
Comme d’apreés (3) on a la décomposition adg(I, (B, 2)) ® xQk =% on obtient que
d8(1,5) (Q TN (B W x Q)+ P =P, i eZ
Par approximations successives, on en déduit que
d8 (1.5 (Q TR0, (B, ) x Q) =P, i eZ.

Par conséquent, dé(1 5,)(g x b) = g et la proposition est démontrée. O

3.5. Raffinement

Une strate dans g est par définition un quadruplet [, n, r, y], ou 2 est un o-ordre
héréditaire dans g, n et r sont deux entiers tels que n > r, et y est un élément de g
tel que vg(y) = —n. Une telle strate équivaut donc a la donnée d’un élément y +B~"
dans le groupe quotient P~"/P~", ot 'on a posé P = rad(XA). D’ailleurs, deux strates
[, r,y] et [, n',r,y'] dans g sont dites équivalentes si A =2, n' =n, r' =r et si
y'—y € P ". On rappelle la définition de strate pure, resp. simple, dans g [1, 1.5.5].
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Définition. Une strate [, n, r, y] dans g est dite :
— pure si élément y est pur, F[y]* normalise A et vy (y) = —n;

— simple si elle est pure et si r < —ko(y,2A).

Remarque 1. Soit [, n,n — 1, y] une strate simple dans g. On a vy (y) = —netn—1<
—ko(y,20). Si de plus F[y] # F, comme on a aussi —n < ko(y, ), cette inégalité est une
égalité. Dans tous les cas, I’élément y est F-minimal. |

A une strate dans g de la forme [, n,n — 1, y] est associé comme suit un polynome
caractéristique ¢, = @a1,n,n—1,4] € k[t]. Rappelons sa définition [1, 2.3]. On pose e =
e(RA|o), B =rad(XA), on choisit une uniformisante @ de F etl’ on note § = (e,n) > 1 le
plus grand diviseur commun de e et n. Alors y, = @w/8y¢/% L 9B est un élément de A/P,
qui ne dépend que de la classe d’équivalence de la strate [A,n,n — 1, y]. Si A = Endg (L)
pour une chaine de o-réseaux £ = {L;} dans V, on a les identifications

e—1

/P = | [ Endc(Li/Lis1) C Endc(Lo/pLo),

i=0
et on note ¢, € k[t] le polyndme caractéristique de y, € End,(Lo/pLo) — & ne pas
confondre avec le polynome caractéristique ¢, € F[t] du F-endomorphisme y de V.
Tout comme 1’élément y,, il ne dépend que de la classe d’équivalence de la strate
[Rln,n—1,y].

Soit [2A, n, r, B] une strate simple dans g. On a donc n = —vg(B) et

r < inf{—ko(B, 2), n}.

Posons E = F[B], b = Endg (V) et notons B 'og-ordre héréditaire AN b dans b. Puisque
ko(B,A) = kp(B)e(Blog) et n =np(B)e(*Blog), on a

@iy < MCEFB)nr(B)
Posons P =rad() et Q =rad(®B). Fixons une corestriction modérée s : g — b sur g
relativement & E/F. La proposition suivante est due & Bushnell-Kutzko [1, 2.2.3] et
son corollaire est prouvé dans [10, 5.3.2].

Proposition 1. Soit [B, r,r — 1, b] une strate simple dans b telle que E[b] (= F[B, b]) est
un sous-corps mazimal de b. Soit y = B+y pour un'y € B~ tel que s(y) = b. La strate
[, n,r—1,y] dans g est simple, et l’extension F[y]/F vérifie e(F[y]/F) = e(E[b]/F) et
f(F[yl/F) = f(E[b]/F). En particulier, F[y] est un sous-corps mazximal de g. De plus,
on a
| —r=kpgb) siE[b]#E
kr(y) = { ko(B,20) sinon )

Corollaire 1. Soit sp : b — E[b] une corestriction modérée sur b relativement a E[b]/E.
Il existe une corestriction modérée s, : g — Fly] sur g relativement a F[y]/F telle que
pour tout k € Z et tout y € B¥, on a

s, (y) =spos(y) (mod Pt
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Remarque 2. D’aprés le corollaire 1, pour k € Z, on a les égalités

pl}[y]_i_mlwrl _ p%[b]+q3k+1

et
ker(sy k) + P = ker(sp o Slopk) +prr

Via les identifications naturelles

k
Wy + BB = 01 /Py)

on a donc une identification (naturelle) pll‘,[y]/p’;%}] :pljs[b]/p?[}}], et cette derniére

coi'nc.idfz avec celle donnée par'l’isomorphism(? p%[b] /p];[r,j] = ka[y] /pﬁj['}}] dréduit7 par
restriction et passage aux quotients, de 'application E[b] — F[y], y = s, (Xy); ol X
est un élément de %A tel que s, os(x) = 1. |

La strate [, n,r — 1, 8+ y] est un raffinement de la strate simple [, n, r, 8] dans g,
de strate dérivée associée la strate simple [B, r,r — 1, b] dans b. Nous allons voir plus
loin (3.6) que tout élément y € Ggre définit une strate simple [2,,n,r — 1, y] dans g avec
r = —kp(y), que I'on peut réaliser comme un raffinement de la forme ci-dessus.

Identifions A & A(E) ®,, B via le choix d’une (W, E)-décomposition de 2 — cf. 3.3.(3).
Soit 59 : A(E) — E la corestriction modérée sur A(E) relativement & E/F telle que s =
50 ® idp. Fixons un élément xo € A(E) tel que so(xg) = 1. Posons x =xo®1 € 2. On a
donc s(x) = 1. La proposition suivante est une simple variante de la proposition 1 : le
choix particulier de y = xo ® b permet de supprimer 'hypothése selon laquelle E[b] est
un sous-corps maximal de b.

Proposition 2. Soit [2B,r,r —1,b] une strate simple dans b etsoit y = B+x0®b. La
strate [A,n,r—1,y] dans g est simple, et lextension F[y]/F wvérifie e(F[y]/F) =
e(E[D]/F) et f(Flyl/F) = f(E[b]/F). De plus, on a

—r =ko(b,B) si E[b] #E

ko(y, 24) = { ko(B, ) sinon

Démonstration. On a y = §+xb. Posons Ey| = E[b], a; = Endg(E1) et by = Endg, (V).
Soit 2y I'og-ordre héréditaire EndgE ({p’él}) dans a; et soit By 'og,-ordre héréditaire
BN by dans b;. Identifions B a 2, ®051 B via le choix d’une (W, E1)-décomposition de
8. On a donc les identifications

g=AE)Q®ra1 Qg b1, A=AE) Q. As ®°E1 By.

D’autre part, en identifiant A(E;) a A(E) ®,, 2 via le choix d’une (X, E)-décomposition
de 2A(E1), on a aussi les identifications

g=A(E) ®k, b1, A=2AE1) Qo B1-

Soit s1: A(E1) — a; la corestriction modérée so®idy, sur A(E;) relativement &
E/F. L’élément x1 =xo®1 de A(E) @, Ay vérifie s1(x1) =1 et 1'élément x; @1 de
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Ql(E1)®0E1 B coincide avec x. Ecrivons b =a; ®1 avec aj € a; et posons y1=8+
x1a; € A(E1). Posons ey = e(B1|og,),n1 =n/ej et ry =r/ey. Puisque ko(b, B) = e1kg(b),
la strate [2(y, r1, 71 — 1, a1] dans a; est simple et a; est E-minimal. On a

ko(B, A(E1)) = kr(Ble(Rilog) = kp(B)e(E1/E).
Comme e(Blog) = e(E1/E)e;, puisque r < inf{—ky(8, ), n}, on a
r < inf{—k()(ﬂ, Q[l), I’ll}.

En particulier, la strate [U(E1),n1,r1, B] dans A(Ep) est simple. Puisque E; est un
sous-corps maximal de A(E;), d’aprés la proposition 1, la strate [A(E1), n1,r1 — 1, y1]
dans A(Ep) est simple, et l'extension E| = F[y1] de F vérifie e(E}/F) = e(E1/F) et
f(E}/F) = f(E1/F). De plus, on a

—ri = ko(b, A1) si Ey #£E

ko(y1, A(EY)) = {ko(ﬂ, AEL)) sinon

L’¢lément 1 ®1 de A(E1)®g, b1 coincide avec y et l'extension K = F[y] de F
est isomorphe & Ei On a donc e(K/F)=e(E1/F) et f(K/F)= f(E{/F). D’autre
part, comme on a ko(y,2l) = ertko(y1, A(E1)), ko(B, ) = eiko(B, A(E1)) et ko(b,B) =
erko(b,2ly), on a aussi

—r=ko(b,B) siE, £E

ko(y, 2) = { ko(B, ) sinon

La strate [, n, r — 1, y] dans g est pure, donc simple, et la proposition est démontrée. [

Remarque 3. Sous les hypothéses de la proposition 2, si £y = E, on a ko(b, B) = —o0 et
ko(y, ) = ko(B,20), avec ko(B,2A) > —(r — 1) si E # F et ko(B,2) = —o0 sinon. |

Corollaire 2. Soit s; : b — Endgp(V) une corestriction modérée sur b relativement a
E[b]/E. Il existe une corestriction modérée s, : g — Endpp, (V) sur g relativement a
Flyl/F telle que pour tout k € Z et tout y € P*, on a

sy(y) =spos(y) (mod PF);
ot l'on a posé e = e(ANEndgp(V)|oEpm))-

Démonstration. Continuons avec les notations de la démonstration de la proposition 2.
La corestriction modérée s;, : b — by sur b relativement & E|/E s’écrit s, = 54, ®idp,,
oil Sq4, 1 a; = E1 est une corestriction modérée sur a; relativement & E/E. Soit s :
A(E1) — a1 la corestriction modérée so®idg, sur A(E|) = A(E) ®f a; relativement a
E/F. D’apres le corollaire 1, il existe une corestriction modérée s, : A(E1) — F[y1] sur
A(E)) relativement & F[y(]/F telle que pour tout k € Z et tout y; € rJL?"(El), on a

$y, (1) = 8q, 081(y1)  (mod PHH(EY))

avec
54,081 =505 : A(E)®E a1 = A(Ey) = E.
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On a les identifications

g=A(E) ®k, b1, A=2AE1) Qo B1.

Elles sont données par une (X1, E1)-décomposition ty, g, : A(E1) ®F, b1 = g de g qui se
restreint en une (X1, Eq)-décomposition 2A(E;) Qop, B =5 9l de 21. Posons Ei = F[y1].
D’aprés la remarque 3 de 3.3, le groupe Eix normalise 2A(Ey), et I'on a e(E|/F) =
e(E1/F) et f(E|/F)= f(Ei/F). Posons b} = EndE;(V) et B =2ANDb). Puisque E] est
un sous-corps maximal de A(E1), le sous- F-espace vectoriel F C Ej engendre Ej sur E| et

I'inclusion Ei C A(E)) se prolonge en un isomorphisme de F-algébres : A(Ei) = A(E1)
— cf. la remarque 1 de 3.3. Posons Q| = rad(B) et Q] =rad(B}). D’aprés la remarque

3 de 3.3, la (X1, E})-décomposition X E A(E}) ®F; b} —> g de g se restreint en une
(X1, E})-décomposition A(EY) ®o,, B1 —> 2 de A et ¢ se prolonge naturellement en un
1

isomorphisme de F-algébres
x££ A(E)) ®p; b —> A(ED) ®, by M

qui est compatible & X, E] et tx, g,. De plus, pour chaque k € Z, ce dernier se restreint
en un isomorphisme

AED Boyy Qf = AE) @, QL. )
En particulier, pour k = 0, on a un isomorphisme
UED ®a,, B} —> AEL) S0y, B1. 3)

Identifions E] au sous-corps tx, g, (Ej®1) = TXl,E{(Ei ® 1) de g. Rappelons que y =
-1

X1,E|
sur g. C’est une corestriction modérée sur g relativement a E{/F. Pour k € Z et y| ® b €

Ql(Ei)@UEi Q’lk, posant y = Ty, (¥} ®b)) et yy =1(y)), on a

y1®1. On a donc E| = F[y]. Notons s, : g — b} I'application ((s,, o) ®idy)oT

sy()’) = Sy, (y1)b/1
= T, (C (S 05101 ® b)) (mod Ty, (B(E}) Ba,, Q).
Comme on a
T, (UE}) 8o, ) = F*
et
X, E| (B(E)) ®°Ei aQf) = X, E| (A(E)) ®0E§ Q/lkJre) = sphte,
le corollaire est démontré. O

Continuons avec les hypothéses de la proposition 2 : [*B, r, r — 1, b] est une strate simple
dans b (= Endg(V)) et y = B+x0®b. Posons Ey = E[b], by =Endg, (V), B =2ANby
et Q1 =rad(®B). Posons Ei = F[y]. On sait que EiX normalise 2, et que e(Ei/F) =
e(E1/F) et f(E{/F)= f(E1/F). Posons b = Endg; (V), B =ANDb] et Q) =rad(B)).
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Posons aussi e = e(®B1log,) (= e(%ﬂoEi)). D’aprés le corollaire 2, pour k € Z, on a les
égalités
Q/lk +;Bk+e — Ql{ +;Bk+e
et
ker(sy |qc) + 9K+ = ker(sp 0§ |gk) + spkte,

Comme dans la remarque 2, on en déduit une identification naturelle Q/lk/ﬂ’lk+e =

Q]f /Q]fre, qui coincide avec celle donnée par l'isomorphisme de kg, (= KE| )-espaces
vectoriels

QIIC/QII-FE = D/lk/g/lk+e )
déduit (par restriction et passage aux quotients) de I'application by — b/, b1 — s, (Xb1);
ou X est un élément de 2 tel que s, os(X) = 1.

Proposition 3. Soit un entier s <r—1 et soit [B1,s,s —1,c] une strate simple dans
by telle que Ei[c] (= E[b,c]) est un sous-corps mazximal de by. Soit v =y +z pour
un €lément z € P~ tel que spos(z) =c. La strate [A,n,s —1,y] dans g est simple,
et Dextension F[yl/F vérifie e(F[yl/F) = e(E1[c]/F) et f(Flyl/F) = f(Elc]/F). En
particulier, F[y] est un sous-corps mazximal de g. De plus, on a

—s =kg,(c) si Ei[c] # E; .

ke(y) = { ko(y, 20 sinon

Démonstration. Puisque s < r — 1, d’aprés la proposition 2, la strate [, n, s, y] dans g
est simple. D’aprés le corollaire 2, il existe une corestriction modérée s, : g — b} sur g
relativement a E{/F telle que pour tout k € Z et tout y € Pk on a

sy (y) =spos(y) (mod PrHe).

L’élément ¢ = sy(z) appartient a Q/]_S, et si Eq[c] # E1, les entiers s et e sont
premiers entre eux. D’aprés (4), les polynémes caractéristiques ¢, € g, [t] et ¢ € KE [2]
associés aux strates [2B1,s,s—1,c] et [%’l,s,s— 1, '] coincident. Par conséquent, la
strate [B],s,s —1,c'] dans b} est simple. Comme E{[c] est un sous-corps maximal de
b}, on peut appliquer la proposition 1. Remarquons que e(E|[c']/F) = e(Ei[c]/F) et
f(EV[N/F) = f(Ei[c]/F), et que kEi (¢") = kg, (c). D’ou le résultat. O

3.6. Approximation

Soit un élément y € Ggre. On suppose que y n’est pas F-minimal. Posons n = np(y) (=
—VF[y1(y)) et r = —kp(y). Puisque y n’est pas F-minimal, on a r > n. Posons % = 2, et
B =P,. On a donc n = —vy(y). La strate S, = [, n,r, y] dans g est pure, et d’aprés
[1, 2.4.1], elle est équivalente & une strate simple [, n, r, B]. Par définition, B est un
élément de y +B7". D’apreés loc. cit., e(F[B]/F) divise e(F[y]/F) et f(F[B]/F) divise
f(F[yl/F), et parmi les strates pures [2, n, r, '] dans g qui sont équivalentes a S, les
strates simples sont précisément celles qui minimisent le degré de ’extension F[B']/F,
c’est-a-dire qui vérifient [F[B']: F]1=[F[B]: F]. De plus (loc. cit.), pour toute strate
simple [2, n, r, B'] dans g équivalente a S, on a :
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— e(F[B'l/F) = e(F[Bl/F) et f(F[B']/F) = f(FIBI/F);
— kr(B) =kr(B).

Enfin (loc. cit.), si sg:g— gg =Endpig)(V) est une corestriction modérée sur g
relativement & F[B]/F, alors la strate [RNgg,r,r —1,sg(y — B)] dans gg est équivalente
a une strate simple. C’est cette derniére assertion que I'on précise dans ce numéro.
Posons E = F[B] et b = Endg (V). Soit B I'og-ordre héréditaire ANb dans b et soit
£ =rad(*8). On fixe une corestriction modérée s : g — b sur g relativement a E/F et un
élément x € XA tel que s(x) = 1.
On pose kg = ko(B,2A) (< —r) et Ny, = N, (B, ).

Lemme 1. On a
BA+P " ={g ' (B+xb)g:gel+Q RN, beQ ).

Démonstration. L’inclusion D est claire, puisque d’aprés [1, 1.5.8], 14+Q7" %9, est
contenu dans le G-entrelacement de la strate simple [, n, r, 8] dans g. Pour l'inclusion
C, on procéde par approximations successives. D’aprés les relations (1) et (3) de 3.4,
pour i > kg, on a

P = adg(QFNy,) @ xQ'.

Soit X € P~ et soit a = —r —ko > 0. Ecrivons X = adg(y)+xb avec y € QMy, et b e
07". 0Ona

I+B+X)A+y) " = B+ X — (adg(y) +adxy ()1 +y) !
= B+xb (mod P,

Posons g = (14 y) et écrivons g(8+ X)g~' = B +xb+ X’ pour un élément X' € P+,
Ecrivons X' = adg(y’) +xb avec y’ € Q%9 et b’ € Q"¢ On obtient de méme

(1+Y)B+X)A+Y) " = p+xb (mod P,

et donc
(1+Y)B+xb+X)(1+y) = B+x(b+b) (mod P+,

Posant ¢’ =1+, g1 = g'g et by =b+b’, on a donc
g1(B+X)gy ' =p+xby (mod P,
L’élément g appartient & 14 Q% et 1’élément b; appartient & Q~". Posons
Q={g '(B+xb)g:gel+QMy, beQ "}
On a montré que pour tout entier j > 1, on a 'inclusion
B+P T Cc P,

Comme  est ouvert (d’aprés la proposition de 3.4) et compact dans G, pour j
suffisamment grand, on a I’égalité Q+ P74 = Q. Dot le lemme. O
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Identifions g & A(E) @ b via le choix d'une (W, E)-décomposition A(E) ®,, B =9
de A — cf. 3.4 — et écrivons s = sg ®idy, ot 59 : A(E) — E est une corestriction modérée
sur A(E) relativement & E/F. Fixons un élément xo € A(E) tel que so(xg) = 1 et prenons
pour x I'élément xo ® 1. D’aprés le lemme 1, il existe un élément g € 1 +Q*r’k°‘ﬁk0 tel
que y € g ' (B+xQ")g. Ecrivons y = g7 (B+xb)g avec b € Q. Puisque g € U' ()
et xbe P, ona g lxbge P et B =g 'Bgcy+P". Lastrate [, n, r, /] dans g
est simple et équivalente a [2L, n, r, ], et quitte & remplacer 8 par 8/, E par E' = F[B'], b
par b’ = Endg/(V), Uidentification g = A(E) ® b par g = A(E") ® g/ b’ (par transport de
structure via Intg-1), xo par g 'x0g et b par g~ 'bg, on peut supposer que y = B+ x9®b.

On définit comme on 'a fait pour g, en remplagant le corps de base F par E, les
notions d’éléments quasi réguliers et quasi réguliers elliptiques de b. On note by, resp.
bgre, I’ensemble des éléments quasi réguliers, resp. quasi réguliers elliptiques, de b.

Lemme 2. L’élément b est quasi régulier elliptique dans b et la strate [B,r,r — 1, b] dans
b est simple. En particulier, b est E-minimal.

Démonstration. D’aprés [1, 2.4.1.(iii)], la strate [B,r,r —1,b] dans b est équivalente
A une strate simple, disons [B,r,r —1,c]. Posons E{ = E[c]. Si ¢ est quasi régulier
elliptique dans b, c’est-a~dire si E| est un sous-corps maximal de b, alors d’aprés [,
2.2.2|, la strate [B,r,r — 1, b] dans b est simple et E[c] est un sous-corps maximal de b.
Dans ce cas, b est un élément quasi régulier elliptique de b et il est E-minimal.

Supposons (par I'absurde) que le sous-corps E| C b ne soit pas maximal. Puisque la
strate [, n, r, B] dans g est simple, on a r < inf{—ko(B8,2(), n}. On peut donc appliquer
la proposition 2 de 3.5 : en posant ¥’ = B+x9®c, la strate [, n,r — 1, y’'] dans g est
simple, e(F[y'1/F) = e(E1/F) et f(Fly'l/F) = f(E1/F), et

—r =ko(c,*B) siE| #E

ko(B+xo@c, ) = {ko(ﬂ 2A) sinon

En particulier, [F[y’]: F] est strictement inférieur a [F[y]: F], ce qui est impossible
puisque les strates [, n,r — 1, y] et [/, n,r —1,y’] dans g sont simples et équivalentes.
Le sous-corps E; C b est donc forcément maximal, ce qui achéve la démonstration du
lemme. O

Le lemme 2 est le point de départ du procédé d’approximation des éléments quasi
réguliers elliptiques de g par des éléments minimaux.

Soit un élément y € Ggre. Posons A =2, et L' =P,, n =nr(y) et r =inf(—kr(y),
n—1). On note S, la strate pure [, n, r, y] dans g. Si y est F-minimal, i.e. sir =n —1,
alors la strate S, est simple et il n’y a plus rien a faire. Sinon, on écrit y = +x5 Qb
comme ci-dessus : 8 est un élément pur de g telle que la strate [, n, r, 8] dans g est simple
et équivalente & S, ; b est un élément quasi régulier elliptique de b = Endg(g)(V) tel que
la strate [2(Nb,r,r —1,b] dans b est simple; xg est un élément de A(F[B]) tel que
sg(xg) =1 pour une corestriction modérée sg:A(F[B]) — F[B] sur A(F[B])
relativement & F[B]/F; xg®b est un élément de P~ pour lidentification g =
A(F[B)) ®F[p1 b donnée par le choix dune (W, F[f])-décomposition de 2. On pose
vi=48, Fi=Flyl, g1=AF1) et x1 =x,,. On a donc y =y1+x1®b. L'élément
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y1 est quasi régulier elliptique dans gi. Il définit comme ci-dessus une strate pure
Sy =2, n1,r, vl dans gy. Ici 2 = A(F1), ny =np(y1) et rp =inf(—kp(y1), n; —1).
Si y| est F-minimal, i.e. si r{ =ny—1, on s’arréte la. Sinon, en remplagant y par y;
dans la construction précédente, on écrit y; = 2 +x2 ® by comme ci-dessus. Puisque
[F) : F] < N, le processus s’arréte au bout d’un nombre fini d’étapes. D’oul la proposition

suivante.
Proposition. Soit y € Gype. Il existe un entier m > 0 et des éléments yy, ..., ym tels que :
— Y=V

— (sii <m) yiy1 est un élément F-pur de A(F[yi]);

— Vm est F-minimal ;
la suite {yo, Y1, ..., Ym} vérifiant les propriétés suivantes. Pouri =0, ..., m, posons :

- F =Fly), ni =np(y), ri = —kr(yi) ;

- gi = A(F), % =2(F;) et B = P(F;) (=rad(@y)) ;

= 8y, =R, ni, ri, ¥i] — une strate pure dans g; ;

— (Si I < m) b, = EndFiH(F,-), B; =A; Nb; et Q; =rad(B;).
On identifie g a go via le choiz d’un vecteur v e V ~ {0} (on a donc A, =y, cf. 3.1),
et si i <m, on identific g; 4 giy1 QF,, b; via le choiz d’une (W;, Fi11)-décomposition
i1 ®0Fi+l%i = A; de; (on a un isomorphisme de F-espaces vectoriels Fiy1 @ p Wi >~
F;). La strate Sy dans g; est équivalente a une strate simple [2;, n;, ri, yit1] avec

Yi = Vi+l T Xi+1 ®b;

pour un élément b; € (b;)qre tel que la strate [°B;, ri, ri — 1, b;] dans b; est simple, et un
élément x;11 € A4 tel que sy, (Xi11) =1, ot sy, : giv1 — Fiy1 est une corestriction
modérée sur gi4+1 relativement & Fiy1/F. On a donc les décompositions

9=0m®F, bn-19F,_ bn2®---QF by (1
et (en identifiant gi+1 o la sous-F-algébre gi11 ® 1 de g;)

Y =Vm+Xmbn-1+Xn_1bm—2+---+x1bo. 2
Définition. Soit y € Ggr. Toute suite (Yo =y, ¥1, ..., ¥m) vérifiant les conditions de la
proposition est appelée suite d’approzimation minimale de y. A une telle suite sont

associées :
— une suite (Fy, ..., Fy) d’extensions F;/F, F; = F[y;] — pour i =0, ..., m, on pose
gi = A(F;) et A; = A(F;), et (sii <m) b; = Endp,,, (F;) et B; =A;Nb;;
— une suite (x1, ..., x,) d’éléments x; € 2; tels que s, (x;) = 1 pour une corestriction
modérée s, : g; — F; sur g; relativement & F;/F ;

— une suite (bg,...,byu—1) d’éléments b; € b; tels que x;4+1 ®b; = y; — yi+1, ol
pour i =0,...,m—1, on a identifi¢ g; & g;iy1®F,, b; wvia le choix d'une

(W;, Fi11)-décomposition ;1 ®0Fi+l%i = A; de ;.
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La suite (x1,...,X,) est appelée suite des correcteurs de la suite (yp, ..., ym) et la suite
(bo, ..., bu—1) est appelée suite dérivée de la suite (yp, ..., ¥m). La suite des correcteurs
(x1,...,Xxy) est définie via le choix des corestrictions modérées s, : g; — F;. Si, pouri =
0,...,m—1, on note §; la corestriction modérée s, ®idp, : g; — b; sur g; relativement
a Fj41/F, alors la suite dérivée (by, ..., by) est donnée par b; = §;(y; — Vi+1)-

Remarque 1. Fixé y € Gge, la suite d’approximation minimale (yp, ..., ym) de y n’est
pas unique, la suite d’extensions (Fy, ..., Fj,) de F définie par (yp, ..., ¥m) n’est pas non

plus unique, mais les invariants suivants le sont :

— l'entier m > 0, appelé « longueur » de la suite d’approximation minimale de y, ou
simplement « longueur » de y ;

— les entiers n; = np(y;) et ri = —kp(yi);
— les entiers e; = e(F;/F) et f; = f(F;/F).

L’élément F-minimal y,, peut étre central, c’est-a-dire que 'on peut avoir F,, = F. La
longueur d’un élément de Ggre est inférieure ou égale au nombre de facteurs premiers de
N (comptés avec multiplicité). Les éléments de longueur 0 sont les éléments F-minimaux.

Notons qu’il n’est en général pas possible de choisir la suite d’extensions (Fy, ..., Fy) de
F telle que Fy, C --- C Fy. Eneffet (pouri < m), on al'inclusion Fiy; C F; si et seulement
si Pélément x;+1 @ b; = y; — yi4+1 est dans F; (et donc en particulier commute & y;4+1), ce
qui n’est possible que si 'extension F;y|/F est modérément ramifiée [1, 2.2.6]. D’autre
part, extension Fj;1/F est modérément ramifiée si et seulement si 'on peut prendre

xi+1 = 1[1, 1.3.8]. En définitive, on peut choisir la suite d’extensions (Fp, ..., Fy) telle
que F,, C --- C Fyp si et seulement si ’on peut prendre la suite des correcteurs (x1, ..., X,;)
égale a (1, ..., 1), ce qui n’est possible que si toutes les extensions F; | /F (i =0,...,m —

1) sont modérément ramifiées, c’est-a-dire (puisque e(F;41/F) divise e(F;/F)) si e] =
e(F|/F) est premier & la caractéristique résiduelle p de F. C’est donc toujours possible
si p ne divise pas N, et aussi si N = p (car dans ce cas, ou bien y est F-minimal, ou bien
m=1et F| = F). Si p < N divise N, on construit facilement un contre-exemple (voir
ci-dessous).

Si (y0,...,¥m) est une suite d’approximation minimale de y € Gy de suite des
correcteurs (xq,...,Xx,) et de suite dérivée (bg,...,byu_1), alors pour k=0,...,m,
(Vk» - -» ¥Ym) est une suite d’approximation minimale de y, € A(Fk);re de suite des

correcteurs (Xg41, ..., X;,) et de suite dérivée (b, ..., by—1). |

Exemple. Si N est premier, les éléments de G sont de longueur 0 ou 1. Les élements de
longueur 1 sont de la forme y = z+y’ avec z € F* et ' € ggre tels que np(y’) = —kp(y)
et vry1(2) = —np(y) < kr(y). Alors (y, z) est une suite d’approximation minimale de y.
Supposons maintenant que N = pjp, avec p; premier (p; = pa est permis). Soit 8 € G
un élément pur tel que B ¢ Ggre. Posons E = F[f] et b = Endg(V). Comme 8 € A(E)gre
et [E: Fle{l, p1, pa}, si B n'est pas F-minimal (ce qui implique B ¢ F*), alors toute
suite d’approximation minimale de § est de la forme (8, z) pour un z € F*. Soit b € bgre
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un élément E-minimal tel que

—ve(b) (= nE—(b)> < inf(—krp(B),nr(B)).
e(E[b]/E)

Posons K = E[b] = F[B, b]. Soit 2 'unique o-ordre héréditaire dans g normalisé par K>,
et soit B =2ANb. On a donc e(E[b]/E) = e(*Blog) et

—ng(b) < inf(—ko(A, B), —va(B)).

Choisissons une (W, E)-décomposition A(E) ®,, B =5 9 de A et un élément xp € UA(E)
tel que so(xp) = 1 pour une corestriction modérée sg : A(E) — E sur A(E) relativement &
E/F (on peut prendre xo = 1 si et seulement si 'extension E/F est modérément ramifiée).
Alors I'élément y = B +x0 ® b appartient & Ggre et il est de longueur 1 ou 2 : si B est
F-minimal, alors (y, 8) est une suite d’approximation minimale de y; et si (B, z) est
une suite d’approximation minimale de 8, alors (y, 8, z) est une suite d’approximation
minimale de y. Tous les éléments de Gge qui ne sont pas F-minimaux sont obtenus de
cette maniére.

Remarque 2. Soit y € Ggre et soit (yp, ..., ¥») une suite d’approximation minimale de y
de suite des correcteurs (xi, ..., x,) et de suite dérivée (by, ..., byp—1). Ecrivons
Y =Vm+Xmby_1+Xpu_1bp_—2+---+x1bg

comme en (2). Pour i =0, ..., m, rappelons que 'on a posé g; = A(F;), 2A; = A(F;) et
(sii <m) b; =Endfg_, (F;) et B; =2A; Nb;, et que 'on a identifié g; & g;11 ®F,,, bi via
le choix d’une (W;, F;41)-décomposition ;1 ®0F[_+1‘B,~ = A de A;. Sif;: gi — b; est
une corestriction modérée sur g; relativement a F;y1/F, alors on a £;(y; — yi41) = u;b;
pour un élément u; € 0;141' La corestriction modérée §; = s,,,, ®idp, sous-jacente a la

définition de (yp, ..., ¥m) est donc celle qui est normalisée par u; = 1. Soit sl?H b > F
la corestriction modérée sur b; relativement & F;/F;1| telle que
sitlos =5,

Soit un élément xf“ € B; tel que sﬁ“(xﬁ“) = 1. Alors 'élément y; = x;11 ®x§+1 de
Ait1 Ror, ,, B; =; vérifie 5,,(y;) = 1. Par conséquent, I’élément x; — y; appartient a
ker(s,,) N2; = ady, (g;) N2;. On pourrait essayer de s’arranger — mais nous ne le ferons
pas ici — pour que la suite des correcteurs vérifie la condition supplémentaire : x; =
xi+1®x£+1 pouri=1,...,m—1. | R

3.7. Le résultat principal

On reprend la situation de 3.4. Soit 8 € g un élément pur. Posons E = F[B] et b =
Endg (V). Fixons une corestriction modérée sg : A(E) — E sur A(E) relativement & E/F
et un élément xg € A(E) tel que so(xg) = 1. Notons H le groupe b* = Autg (V).

Fixons aussi un og-ordre héréditaire minimal B dans b et notons 2 I’0-ordre héréditaire
dans g normalisé par E* tel que 2Nb = B. Posons ‘P = rad(2), 0 =rad(B) (= PNDb) et

d= ﬁ (= e(®BJog)). Identifions g & A(E) ®f b via le choix d’une (W, E)-décomposition

2[(E)®0E§i> 2 de 2. Enfin, posons x =xo® 1 et s =so®idp : g — b.
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Remarque 1. Pour tout o-ordre héréditaire 2 dans g normalisé par E* et tel que ANb
contient B, l'identification g = A(E) ®g b induit par restriction une identification A =
A(E) ®o, (AND). Mais ce ne sont pas les seuls 2 qui vérifient cette propriété. Ecrivons
B = EndgE(JQ) pour une chaine de og-réseaux R ={R; :i € Z} dans V de période d.
Alors W est le sous- F-espace vectoriel de V engendré par une og-base {w,, ..., w,} de R.
Choisissons une uniformisante wg de E. Soit Wy le sous-groupe de H formé des éléments
qui permutent la base {w;} et soit Dg = Dp 4, le sous-groupe de H formé des matrices
diagonales (par rapport a la base {w;}) de la forme diag(wgl, ey wgd) avec a; € Z. Enfin,
soit WH = VNVHVWE le sous-groupe de H engendré par Wy et Dy. Alors V~VH =Wy xDy
et I'on a la décomposition d’Iwahori

H=U@B)WyU (D).

1

Par construction, pour w € Wy, on a wxw™" = x. D’autre part, d’aprés la remarque 2 de

3.3, pour tout o-ordre héréditaire 2 dans g normalisé par E* et tel que w™ ' ANbw > B
pour un w € Wy, l'identification A(E) ® g b = g induit par restriction une identification

A(E) Qo (AND) =2 |
Comme en 3.1, pour k € R, on pose
b](;re = {h € bgre : vE(h) > k}.

Les « sauts » de cette filtration k — bém de bgre sont les éléments de éZ. Notons que si

d =1, i.e. si E est un sous-corps maximal de g, alors b = E, et pour k € Z, on a bgre = p]fE.
Posons ky = ko(B,2) et n = —vg(B). On a donc ky = kr(B)d et n =nr(B)d, et d’aprés
le lemme 2 de 3.1, si kp(B) # —oo (c’est-a-dire si E # F), on a

kr(B)+1

bgre ¢ = bge N Q5™ M
: : kr(B)+3 o PP
Notons que si kp(B) # —oco et sib € byre est tel que I'unique og-ordre héréditaire By

dans b normalisé par E[b]* vérifie 'inclusion B C By, alors b € Q%! En effet, posant
r =ng(b) (= —vep) (b)) et e = e(E[b]/E), puisque —7 > kp(B), on a —r > ekp(B) + 1.
Notant £, le radical de Jacobson de B, on a donc b € plg(ﬂ)ﬂb. Or gko“ = plg(’g)g et
Qp C Q (car B C By).

Pour y € g, on note Og(y) lorbite {g7!yg : g € G} C G. De méme, pour b € b, on note
Oy (b) Vorbite {h~'bh : h € H} C b. Le lemme suivant a été prouvé en [10, 5.4.2] grace &
la proposition de 3.4, comme conséquence du principe de submersion d’Harish-Chandra
(précisément, de la construction de l'application T + ¥7 que nous rappellerons en 3.9).
Notons que dans loc. cit., on travaille avec un og-ordre maximal dans b au lieu de
I’og-ordre héréditaire minimal 2B, mais cela n’a aucune incidence sur le résultat.

Lemme. Soit b, b’ € QKOJFI. On a
Oy =0gb) = O0c(B+x0®b) =0c(B+x9Rb).

La proposition suivante généralise un résultat obtenu dans la démonstration de [10,
5.4.3], out 'on se limitait aux éléments de bgre qui sont E-minimaux.
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Proposition. On suppose E # F.

(i) Soit b e bqreﬂgk()“. Lélément y =B+xo®b appartient & Gge, on a
e(Flyl/F) = e(E[bI/F) et f(Flyl/F) = f(E[b]/F), et

kg(b) si[E:F]<N
kp(B) sinon ’

kp(y) = {

(i) Soit b, b’ € bgre N Q5. On a
Oc(B+x0@b)=06(B+x0®b) & Ox®) =0y ).

Démonstration. Puisque E # F, on a kp(B) > —np(B) avec égalité si et seulement si 8
est F-minimal. Commencons par prouver (i). Puisqu’il existe un h € H tel que hB,h~!
contient B, quitte & remplacer b par hbh~!, on peut grace au lemme supposer que
B C By. Notons tout d’abord que si b = 0, ce qui n’est possible que si E est un sous-corps
maximal de g, alors il n’y a rien & démontrer. On peut donc supposer b # 0. Posons
Eo = E[b] et B =B;. Soit A I'o-ordre héréditaire dans g normalisé par E* tel que
AN b = *B. C’est 'unique o-ordre héréditaire dans g normalisé par E(;(, et puisque B C ‘B,
on a l'identification A = A(E) ®,, B. Posons r = ng(b) (= —vg, (b)), ko = ko(B, ) et
n=—vy(B). On a kg = kr(B)e(Eg/E) et n =np(B)e(Eyg/E), et kg > —n avec égalité si
et seulement si B est F-minimal. Puisque

e(Eo/E) =ve(b) = kr(B)+ 7
on a Eo/E) 1
e 0 _
—r 2 kr(B)e(Eo/E) + —y = ko + G IE) > ko.

Considérons la strate pure [2B, r,r — 1, b] dans b. Si elle est simple, c’est-a-dire si b est
E-minimal, comme r < —ko < n, on peut appliquer la proposition 1 de 3.5 : la strate
[, n,r—1, y] dans g est simple, e(F[y]/F) = e(Eo/F) et f(F[yl/F) = f(Eo/F), et

—r =ko(b,B) =kg) siEy#E

koly, ) = { ko = kr(B) sinon

Dans ce cas,on a [F[y]/F] = [Eo: F] = N, c’est-a-dire que y est quasi régulier elliptique
dans g et Eg = E si et seulement si [E : F]= N.

Supposons maintenant que b n’est pas E-minimal. On a donc Eg # E et kg(b) > —r.
Posons s = —kg(b) et considérons la strate pure [3B,r,s, b] dans b. Soit Q = rad(*B).
D’aprés les lemmes 1 et 2 de 3.6, on peut écrire b sous la forme b = b1 + y; ® ¢ avec :

— by est un élément E-pur de B tel que la strate [*B, r, s, b1] dans b est simple et
équivalente a [*B, r, s, b];

— ¢ est un élément quasi régulier elliptique de by = Endg, (V), E1 = E[b], tel que la
strate [*B1, s, s — 1, ¢] dans by est simple, ot 'on a posé B =B Nby;

— y; est un élément de 2A; = EndgE({PZg1 1) tel que #1(y;) = 1 pour une corestriction
modérée ¢ : a; — Ep sur a; = Endg(E) relativement a E{/E ;
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— y1 ®c est un élément de O~ pour I'identification b = a; ® g, by donnée par le choix
d’une (Wq, Eq)-décomposition 2(; Rop, B = 9B de B.
De plus, e(E[b]/E) = e(Eilc]/E) et f(E[b]/E) = f(Eilc]/E), et puisque Ei[c] # Ej (car
[E| : E] < d et ¢ est quasi régulier elliptique dans b;), on a
kg(b) = ko(b,B) = —s = ko(c, B1) = kg, (c).
On a les identifications
g=AE)®r a1 ®f, b1, A=2AU(E) Qop A1 ®op, B1.

D’autre part, en identifiant A(E) & A(E) ®g a1 via le choix d'une (X, E)-décomposition
A(E) Qo A1 —> A(E1) de A(E1), on a aussi les identifications

g=A(E) ®E, b1, A=AE) Qo B 2)
L’élément by s’écrit by = a; ® 1 avec a; € a;. Notons yj I’élément B+ xo ® aj de A(E) Q,
ay, Gp le groupe A(E1)* = Autg(E1) et H; le groupe ctlX = Autg(E|). Posons N| = [E] :
Fl,er=e(Bilog), ri=2,k =2etn =2 Onaki =ko(B, AED), n1 = —va,)(B),

et puisque vy (b1) = —r, on a

ves (b1) _
e

vy, (a1) = 1.

La strate [24;,r1,71 —1,a;] dans a; est simple, et comme r; < —k; < nj, on peut
appliquer la proposition 1 de 3.5 : la strate [RI(E1), n1,r1 — 1, y1] dans A(E1) est simple,
e(Flnl/F) =e(Ei/F) et f(Flnl/F)= f(E1/F), et puisque E| # E, on a

ko(y1, A(EY)) = —r1 = ko(ar, &A1) = kg(ay).
En particulier, on a [F[y1]1/F] = [E1 : F] = Ny, I'élément y; est quasi régulier elliptique
dans A(E) et
kp(y1) = ke(ay).

Il s’agit maintenant de remonter & G. Notons B; I’élément y; ® 1 de A(Eq) ®°E1 by et
x1 l'élément xo ® y; de A(E) Qo A1 = A(ET). Ecrivons

y=B+x00b=B+x0Q(b1+y;®c) =p1+x1Rc.

Soit s : g — b la corestriction modérée so®idp sur g = A(E) Qg b relativement a E/F
et soit s,, : b — by la corestriction modérée ¢} ® idp, sur b = a; ®g, by relativement a
Ei{/E. On a sp, os(x; ®c) = c. D’autre part, on a ko(B1, ) = kr(B1)e1, et comme Ej[c]
est un sous-corps maximal de by tel que Ej[c]* normalise B, on a e; = e(E{[c]/E1).
Puisque

s=—kgb) <r<—kyp<n

et
r=rie1 = —kg(ai)er = —kp(B1)e1 = —ko(B1,2),
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on peut appliquer la proposition 1 de 3.5 : la strate [, n,s — 1, y] dans g est simple,
e(Flyl/F) = e(Eilc]/F) et f(Flyl/F) = f(Eilc]/F), et puisque Ei[c] # Ej, on a

ko(y, ) = —s = ko(c, B1) = kg, (0).

Comme e(Eq[c]/E) =e(E[b]/E) et f(E(lc]/E)= f(E[D]/E), on a e(F[yl/F)=
e(E[b/F) et f(Flyl/F) = f(E[b]/F). Comme kg, (c) = kg (b), on a aussi

ko(y,2) = kg (b).

Cela achéve la démonstration du point (i).

Prouvons (ii). L’implication < est une conséquence du lemme. Prouvons I'implication
=. Comme pour le point (i), on peut grace au lemme supposer que b et b’ vérifient les
inclusions 8 C B, et B C By. Posons y = B+x9Q@b et ¥y = B+x9®b’. On suppose
que Og(y") = Og(y). On suppose aussi dans un premier temps que b # 0 et b’ # 0.
Posons Eg = E[b] et B = Bj. Soit A =A(E) ®,, B 'unique o-ordre héréditaire dans
g normalisé par E6<. Posons £ = rad(*B) et P = rad(A). Posons r = ng(b) (= —vEg, (D)),
ko = ko(B,20) et n = —vy(B). On a vu (cf. le début de la démonstration du point (i)) que
—r > kg > —n. Considérons la strate pure S, = [2B,r,r — 1, b] dans b. En remplacant b
par b’, on définit de la méme maniére Ej; = E[b'], B’ =By, A = A(E) ®,, B', Q' et
P, les entiers r’, k; et n’, et la strate pure S, = [B', ', 7" — 1, b'] dans b. La strate pure
S, =, n,r—1,yl,resp. S,y = [A',n’,r" —1,y’], dans g est un raffinement de la strate
simple § = [2, n,r, B], resp. 8" =[2, n', 7', B], de strate dérivée Sj, resp. S,. Posons
Miy = My (B, A) et fﬁ;{(,) = ‘Itk(/)(ﬁ, A). D’apres [1, 1.5.12], le G-entrelacement formel

16(S,8) ={g€G: g ' B+ P NgNB+P ") #0)

coincide avec

(1+Q7" o H(1 + Q"’/—"ém’(,)).

Soit g € G tel que y' = g~ lyg. Puisque g € I5(S, '), on peut écrire g = (1 + y)h(1+y")
avecy € Q7 koY vy e Q7" *kO‘ﬂ;{, ethe H.Posonsx =xg®lets =so®idp : g — b.
0

L’égalitée yg — gy’ = 0 s’écrit
(B+xb)(1+yh(1+y) — 1+ y)h(1+y)(B+xb) =0,
c’est-a-dire
A+ B+xb)A+)h—h(1+Y)(B+xb)(1+y) =0.
Posant a = —r —ko > 0 et @’ = —r' —k; > 0, on en déduit que
(adg (y) + xb)h — h(adg(—y") +xb') =0  (mod P~ + AP~ ).

En appliquant s (rappelons que s : g — b est un homomorphisme de b x b-bimodule et
que s(PX) = QF et s(P’) = Q* pour tout k € Z), on obtient

bh—hb' =0 (mod Q" Hh +hy "'+,
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c’est-a-dire

R+ Q7N + Q7 £ 0.
En particulier, h appartient au H-entrelacement formel IJg(Sp, Sp). Posons e =
e(Blog) (= e(Eo/E)) et e = e(B'lop) (= e(Ey/E)).

Remarque 2. Soit ¢ € kg[t], resp. ¢p € kg[t], le polyndme caractéristique de la strate
Sp, resp. Sp. Comme les strates pures S, et S, dans b sont équivalentes a des
strates simples, d’aprés [1, 2.6.3], on a £ = Z—: et ¢p = ¢p. Si la strate S, est simple,
c’est-a-dire si b est E-minimal, alors puisque Eg = E[b] est un sous-corps maximal de b, le
polynome caractéristique ¢, € kg[t] se factorise en ¢, = ¢ pour un polynome ¢g € kg/[t]
irréductible sur kg. De I'égalité ¢ = ¢, on déduit que e’ divise e. Mais puisque b est
E-minimal, l'entier r = ng(b) est premier & l'indice de ramification e, par conséquent
I'égalité r = Zr' n’est possible que si e’ =eet r' =r. [ |

D’aprés la remarque 2, on a e = ¢’ si b est E-minimal. En réalité, d’aprés le point
(i), légalité e = ¢’ est toujours vérifiée, que b soit E-minimal ou non, c’est-a-dire que la
strate S, dans b soit simple ou non : on a e = % et ¢ = %
hypothése y et ¥’ sont conjugués dans G, on a e(F[y]/F) = e(F[y']/F). Les og-ordres
héréditaires principaux B et B’ dans b sont donc conjugués par un élément de H, et quitte
a remplacer b’ par un élément b” € Oy (b') tel que By = B — ce qui, d’aprés le lemme,
laisse inchangée 1'orbite Og(y’) —, on peut supposer que B’ = 9B. Comme les strates
pures Sp = [B,r,r —1,b] et Sy = [B, r,r — 1, b'] s’entrelacent dans H, d’apres [1, 2.6.1],
il existe un élement u € U(B) = B> tel que b’ € u~'bu+ Q7"+, Quitte a remplacer »’
par ub’'u~!, on peut donc supposer que les strates Sj, et S, sont équivalentes. Si la strate
Sp est simple, puisque Ey = E[b] est un sous-corps maximal de b, la strate S;y 1’est aussi.

Supposons que la strate S, ne soit pas simple et montrons que I'on peut se ramener au
cas ot elle I'est. Soit une strate simple [B, r, r — 1, b1] dans b équivalente & Sj;. L’élément
by est E-minimal et 'on a b, b’ € by +Q "', Posons E| = E[b1], a; = Endg(E;) et by =
Endg, (V). Soit 2; V'og-ordre héréditaire EndgE({pgl}) dans a; et soit By Pog,-ordre
héréditaire BN by dans by. Posons Q1 =rad(B). Identifions b & a; ®g, b1 via le choix

d’une (Wq, Eq)-décomposition 2A(E7) o, B —=5 B de B. On a les identifications
g=AE)®a01®g, b1, A=AE) R, A ®UE1 B.

Fixons une corestriction modérée ¢1 : a; — E| sur a; relativement a E;/E et un élément
y1 € Ay tel que £1(y,) = 1. Puisque ko(b1,B) = —r, d’apres le lemme 1 de 3.6, il existe
des éléments v, vV € 1 +QM_,(b1,B) et ¢, ' € %frH tels que v lbv = b1+ y, ®c et
V71D = by 4y, ® ¢’ Quitte & remplacer b par vhv~! et b’ par v'b'v'~!, on peut supposer
queb=>b;+y Qcetb =b;+y, &c. Lélément c, resp. ¢/, est quasi régulier elliptique
dans by. En effet, si ce n’est pas le cas, ¢ est contenu dans une sous- E1-algébre parabolique
propre p; de by et b appartient & la sous-E-algebre parabolique propre a; ®g, p1 de b,
ce qui contredit le fait que b est quasi régulier elliptique dans b. Ecrivons b = a; ® 1
avec a; € aj. Identifions A(E;) a A(E) ®g a1 via le choix d’une (X, E)-décomposition
A(E) Qo Ay = A(E1) de A(E1). On a les identifications

g=A(E) ®E, b1, A=2AE) Qo b1

, et comme par
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Notons y; I'élément 4+ xo®a; de A(E) ®g, a1. Posons Ny = [E| : F], e; = e(*Bilog,),
ry = er—l,lq = ];—1 etn| = en_| Onaky =ko(B, A(E1)), n1 = —vyk,)(B), et puisque vz (by) =
—r, on a vy, (a1) = —ry. La strate [24y, 7,71 — 1, a1] dans a; est simple, et comme r| <
—k1 < n1, on peut appliquer la proposition 1 de 3.5 : la strate [U(E1), n1, r1 — 1, y1] dans
A(E)) est simple, e(Fy1]1/F) = e(E1/F) et f(Fly1l/F) = f(E1/F), et

—ry =kolay, A1) =kg(a)) siEy #E

ko(y1, A(EY)) = {kl = ko(B, A(EY)) sinon

En particulier, on a [F[y1]/F] = N et y| est quasi régulier elliptique dans A(E1). Notons
B1 'élément 1 ® 1 de A(E1)®oEl by et x1 'élément xo ® y; de A(E) Qo A1 = A(EY).
Ecrivons

y=B+x0@b=B+x0@b1+y ®c)=pi+x1Qc

et (de la méme maniére)
YV=Btxi®c.

Soit s1 : A(E|) — E; la corestriction modérée sur A(E|) = A(E) ®g a; relativement &
E|/F donnée par s| = so® . On a donc s1(x;) = 1. On distingue deux cas.

— Premier cas: E1 = E. En ce cas, F[B1] = F[B] et ko(B1,2d) = ko(B,2l), et le passage
delécriture y = B+x0®b,resp. y = B+x9®b’, al’écriture y = B +x1 ® ¢, resp.
y' = B1+x1®c, a pour effet de faire croitre la valuation de b, resp. b’. On a en
effet ng(b) = ng(b') =r, et par construction on obtient ng(c) = ng(c’) < r.

— Second cas : E1 # E. En ce cas, le passage de 'écriture y = 8+ x9® b, resp. y =
B+xo®b',alécriture y = B +x1 ®c, resp. ¥ = B1 +x1 ® ', a pour effet de faire
croitre le degré de l'extension F[B]/F. On a donc [F[B1,c]: F[B1]]l < [FI[B, D] :
F[BII.

Si I’élément ¢ est F[B)]-minimal, alors I’élément ¢’ I’est aussi (méme argument que plus
haut pour b et b’) et on s’arréte 1a : pour montrer que b et b’ sont conjugués dans
H = Autg(V), il suffit de montrer que ¢ et ¢’ le sont dans H; = Autg, (V). Sinon, on refait
la méme opération avec le couple (c, ¢’). Le processus s’arréte au bout d’un nombre fini de
fois. En effet, le second cas ne peut se produire qu'un nombre fini de fois par un argument
de dimension. Quant au premier cas, supposons par I’absurde qu’il se produise un nombre
infini de fois. Compte tenu du fait que le second cas ne peut se produire qu'un nombre fini
de fois, cela implique qu’il existe un élément pur § € g avec [F[§]: F] < N — ce § est le
B1 du processus obtenu lors de la derniére occurrence du cas 2 — tel que pour tout entier
k, Uintersection O (y) N (UF[s + %) n’est pas vide. Cela signifie que 8UF[s) rencontre
la fermeture Og(y) de l'orbite Og(y) dans G. Or cette derniére est fermée, et comme
tout élément de Og(y) est quasi régulier (elliptique), on a forcément Og(y) N F[5]* = @;
contradiction. En définitive, on s’est ramené au cas ol b est E-minimal, et donc a celui
ou les strates S, et S; dans b sont simples et équivalentes, ce que I’on suppose désormais.

Prouvons que b et b’ sont conjugués dans H. Pour cela, montrons que pour chaque
entier j > 1, il existe un élément u; € U(B) tel que ujb’u;l —be . Lecas j=1
ayant déja été traité (on peut prendre u; = 1 puisque l'on a déja conjugué b’ dans U (B)
de maniére a ce que les strates S; et Sy dans b soient équivalentes), on procéde par
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récurrence sur j. Fixons un entier j > 1 et supposons qu'un tel u; existe. On a déja
posé Eg = E[b]. Posons Ko = F[y]. La strate [, n,r — 1, y] dans g est simple, Ky est
un sous-corps maximal de g et kp(y) est donné par le point (i). Soit sp : b — Ep une
corestriction modérée sur b relativement & Ey/E. D’aprés le corollaire de 3.5, il existe
une corestriction modérée s, : g — Ko sur g relativement a Ko/F telle que pour tout
k € Z et tout y € B¥, on a

s,(y) =spos(y) (mod P

Ecrivons ujb/u;I =b+cavecu; e UB)etce Q" Puisque Og(y’) = Og(y), d’aprés
le lemme, il existe un g € G tel que g7lyg = B+x0® (b+c¢) = y +xc. Posons t = vy (g).
Comme

ad,(g) =0 (mod P~ 1),

d’apres [1, 2.1.1], ’élément g appartient a ptl(om_,+j (y,2). D’autre part,on a kp(y) < —r
(avec égalité si et seulement si Eg # E) d’ou, d’aprés 3.4.(1),

—rti—k ;
Ny (o W) = 0ky +0g My (v, W) C 0k + P

Ecrivons g = a4y avec « € p’KO et y € P'tJ. Puisque vy (g) = ¢, 'élément o appartient
a p[KO ~ p’,;(')l et l'on a

0=y@+y)—(@+y)(y+xc) =ad,(y) —axc (mod P+,

En appliquant s,, on obtient que s, (aexc) = as, (xc) appartient a p;}”zi , et donc que

—r42j —r+j+1

sy (xc) appartient a p Ko C Pk, . On en déduit que

spos(xc)=0 (mod P~ H+h,

et donc que s; 0 s(xc) = sp(c) appartient & P~ Np = Q"+ Puisque kg (b) < —r
(avec égalité si Eg # E), d’apreés [1, 1.4.10], il existe un a € ‘Bgo‘ﬁ,r(b, B) (C Q) tel que

c=adp(a) (mod Q7T

Alors on a _
(I4+a)"'b(1+a)=b+c (mod Q"Hth),

et puisque (1+a) € U(B), en posant ujy1 = (1 +a)u;, on obtient que uj+1b’u;+ll —-b
appartient & Q" /*1 T’hypothése de récurrence est donc vraie au cran j + 1. Pour tout
entier j > 1, on a donc

OrB)YN B+ £0.

Cela implique que b appartient a la fermeture Oy (b’) de 'orbite Oy (b’) dans b. Puisque
cette derniére est fermée dans b, on a 1’égalité Oy (D) = Oy (b).

On a prouvé I'implication = du point (i) dans le casou b #0et b’ £0.Sib =" =0,
il n’y a rien a démontrer. Reste a prouver que si b # 0, alors b’ # 0. Supposons par
I'absurde que b # 0 et b’ = 0. Puisque b’ =0 € by, E est un sous-corps maximal de g
et E[b] = E =b. Posons r = —vg(b). Soit /A = Ag I'unique o-ordre héréditaire dans g
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normalisé par E*. Puisque kr(y) = kp(B) < —r et y’ = B, les strates S = [, n,r, y] et
S’ = [, n,r,y'] dans g sont simples et équivalentes. Comme elles s’entrelacent dans G,
on montre comme plus haut qu’il existe un élément h € H = E* tel que

bh—hb' =0 (mod py " *h+hp/ )

avec a = —r —kp(B) > 0. Mais cela signifie que b € pg”“, ce qui est impossible puisque
ve(b) = —r.
Cela achéve la démonstration de la proposition. O

Remarque 3. Le lemme a été utilisé plusieurs fois dans la preuve de la proposition :

pour limplication < du point (ii) bien str, mais aussi pour passer des éléments de

k 1 .
bgre mgko“ aux éléments b € bqfe(ﬁ)“ tels que B C By. Il a aussi une conséquence que

nous utiliserons plus loin :
(3) Pensemble ¢ (B 4 xo ® Qo) est ouvert fermé et G-invariant dans G.

En effet, posons X = (8 +xo ®Qk0+1). D’aprés la proposition de 3.4, c¢’est un ouvert
(clairement, G-invariant) de G. Soit y = 4 xo ® b pour un élément b € QX! Puisque
d’aprés 3.1.(7), 'ensemble (QEOH) est ouvert fermé et H-invariant dans b, on peut
choisir un élément fermé (dans b) b’ qui appartient a QKOH N Og(b). D’aprés le lemme,
lélément y’ = B+x0® b’ appartient & Og(y). Montrons que y’ est fermé (dans g). Si
b’ € by, c'est vrai puisque d’aprés la proposition, y’ € gqre. Sinon, quitte & conjuguer
b’ dans H, on peut supposer qu’il existe une décomposition V = Vi x --- x V; o V; est
un sous-E-espace vectoriel de V de dimension d;, telle que, en posant b; = Endg(V;) et
m, =0y X---xbg,gi =Endp(V;) et m=g; Xx---xXgs,ona:

- BNmy =B x---xB, ol B, est un og-ordre héréditaire minimal dans b; ;
- ANm=2A; x--- x A, o A; est I'unique o-ordre héréditaire dans g; normalisé par
E* tel que 2, Nb; =B, ;
— la (W, E)-décomposition A(E) ®,, B = 2 de 2 se restreint en un isomorphisme
A(E) ®o, (BNM,) —> ANm;
— Pélément b’ appartient & m, et, pour chaque i, la composante b; de b sur b;
. k; g+1 .
appartient & (b;)qre mgf‘) ol Q; est le radical de Jacobson de B; et k; o=
kr(B)d; (=ko(B,2;)).
Pour des détails sur ces décompositions, voir plus loin (4.3). Ainsi ’élément y’ appartient
am et, pour chaque i, la composante y/ = B +x0®b; de y’ sur g; appartient a (g;)gre-
Donc Y’ est fermé dans m et aussi dans g. On a prouvé que pour tout y € 8+ xg ®Q50+1,
il existe un élément fermé (dans g) y’ qui appartient a (8 +xo ®gko+‘) NOg(y). D’aprés
la remarque 2 de 3.2, cela prouve (3). |

3.8. Une conséquence du résultat principal

Soit un élément y € Gge et soit (Yo =y, y1,...,¥n) une suite d’approximation
minimale de y, de suite des correcteurs (x1,...,X,) et de suite dérivée (b, ..., bn—1)
— cf. la définition de 3.6. On note (Fy, ..., F,;) la suite d’extensions de F définie par
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F; = Fly;], et pour i =0,...,m, on note n;, r;, e¢;, fi les entiers définis comme dans la
remarque 1 de 3.6. On pose g; = Endr(F;) et ; = A(F;), et (sii <m) b; = Endfg,, (F;)
et B; =2A; Nb;. On a identifié g & go via le choix d’un vecteur non nul v € V et, pour i =
0,...,m—1, on a identifi¢ g; a g;+1 ®F,,b; via le choix d'une (W;, Fi41)-décomposition
i1 ®0Fi+1‘3i = 2; de ;. Avec ces identifications, on a ’égalité x; 11 ® by = ¥i — Vi+1-
On a aussi 'égalité (comme F;j-espaces vectoriels) Fi11 Qp W; = F;.

Soit aussi un autre élément y’ € Gqe et soit (yg=1vy,¥{,....¥,,) une suite
d’approximation minimale de y’, de suite des correcteurs (x/, ..., x;,) et de suite dérivée
by, ..., by,_)). Elle définit comme ci-dessus une suite d’extensions (Fy, ..., F, ), des
entiers nj, r, e;, f/, des algébres g, et A, et (si i <m) b} et B. On a identific g a
g, via le choix d'un vecteur non nul v' € V et, pour i =0,...,m — 1, on a identifi¢ g; a

/ I . /o P I / r = ’ ’
941 ®Fi,+l b via le choix d’une (W}, F/, )-décomposition ; ®0Fi,+l%i —> A de A

Définition. Les suites (yg, ..., yr’n,) et (yo,...,¥m) sont dites (G-)équivalentes si les
conditions suivantes sont vérifiées :

-m' =m;

—pouri=0,...,m,onan, =n;etr =r;

— il existe une suite d’isomorphismes de F-espaces vectoriels ¢; : F; = F (i =
0,...,m) qui sont compatibles au sens ot (pour i < m), en identifiant Fj;; au
sous- F-espace vectoriel Fi11®1 de Fiy1QpFW; =F; et Fi/+1 au sous-F-espace
vectoriel F/,  ®1 de F{, , ®F W/ = F/, on a t;+1 = ti|F,,, et tels que pour i > 0,
ti est un isomorphisme de F-extensions. On note o; : g; — g; I'isomorphisme
de F-algébres donné par o;(g) = OgOL;]. Pour i =0,...,m—1, «; induit par
restriction un isomorphisme de Fji-algébres B; : b; — b} (pour la structure de
F;11-algebre sur b, déduite de l'isomorphisme de F-extensions (1 = Fjy =

F{, ). Par construction, les &; sont compatibles aux identifications g; = gi+1 ®F,,,
bi et g; =g, ®F,, b7, au sens ot pour i =0,...,m—1,onao; = ;41 QP,;;
—pouri=0,...,m—1,0naa(xi+1)=x;  etp;b) e OH,-’(bz/') avec H! = (b)) ;

~ & (ym) € Ogy, () avec G, = (gh) .
Remarque 1. Si les suites d’approximation minimale (y, ...,y';,) et (Yo, ..., Ym) sont
équivalentes, alors pour i =0,...,m' =m, on a ¢, =¢; et f/ = f;. En effet, pour i > 0,
c’est une conséquence de ’existence de I'ismorphisme de F-extensions ¢; : F; = F 7. Pour
i=0,0nay=y+x®byet y =y +x| @b, e(Fo/F) = e(Filbol/F) et e(F)/F) =
e(FlIby)/F), f(Fo/F) = f(Filbol/F) et f(F}/F)= f(F|[by]/F). Or, puisque By(bo) €
OH(; (by), on a

e(Fi[bol/F) = e(Fi[bol/ F1)e1 = e(F|[by)/ F))e| = e(F|[by]/F).
De la méme maniére, on obtient f(Fi[bol/F) = f(F{[byl/F). |

Remarque 2. Pour i =0,...,m—1, soit §; : g; — b; la corestriction modérée sur g;
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relativement a F;y/F normalisée par §;(y; — ¥i+1) = b; — cf. la remarque 1 de 3.6.

De méme, pour i =0,...,m' —1, soit § :g, — b} la corestriction modérée sur g

relativement & F/, /F normalisée par Si(yl — ¥ip1) = bj. Si les suites (o, ..., ym) et
. . . . ~/ ~

(Ygs---» ¥,y) sont équivalentes, alors pour i =0,...,m—1, I'application #; =8, o5; o

Oli_l : g; — b} est une corestriction modérée sur g; relativement a F; ,/F. On a donc

o ~/ 212 / X : /A ) / / _
t; =u; ,§; pour un élément u; , € OF - Puisque y/ —vy/ , =x;,,®b; avec x; | =

oip1(xip1) et b = h;_IBi(b,')h; pour un élément h; € H/, posant h; = Bi_l(h;) €H =b],

on obtient

~/ ~ — — ~

Ly — Vi) =BioSi(xip1 ®h; 'bihi) = B;(h; 'bing) = b =5y — Vier):
Par conséquent, u} g =let i; = §;. En d’autres termes, les corestrictions modérées §; et
§. sont compatibles aux isomorphismes o; et B; : on a I'égalité §; oo; = B; 05; : gi — b;.

Proposition. On a Og(y") = Og(y) si et seulement si il existe des suites d’approzimation

minimale (Vg ..., ¥,,) dey’ et (yo,...,ym) dey qui sont équivalentes.

Démonstration. Si Og(y’) = Og(y), on écrit ' = g~ 'yg pour un g € G. Alors toute
suite d’approximation minimale (yp, ..., ¥m) de y définit, par transport de structure
via I’automorphisme Int,-i de G, une suite d’approximation minimale de ¥’ qui lui est
équivalente.

En sens inverse, on raisonne par récurrence sur la longueur m des suites d’approximation
minimale. Pour m = 0, I’assertion est claire : si les suites d’approximation minimale (y' =
¥) et (y = yo) sont équivalentes, alors (par définition) y’ et y sont conjugués dans G.

Supposons m > 1 et Dassertion que l'on veut prouver vraie pour les suites
d’approximation minimale de longueur < m — 1. Supposons aussi que les suites
d’approximation minimale (yj,...,y,,) de y" et (yo,...,¥m) de y sont équivalentes.
On a donc m'=m. Posons Fo= Flyl, Fy=Fly'l, Fi = F[y1] et F| = F[y]]. Par
hypothése, on a un isomorphisme de F-espaces vectoriels tg : Fy = Fj induisant par

restriction un isomorphisme de F-extensions ¢ : F) = F{ (pour les identifications
Fil=FI®1CFyet F]=F ®1 C Fj). Pour i =0, 1, posons g; = A(F;) et g, = A(F)),
et notons «; : g; — g; l'isomorphisme de F-algébres induit par ;. Posons aussi by =
EndF, (Fp) et notons By : bg — b6 I'isomorphisme de Fj-algébres induit par (i, t;). On
a des identifications go = g1 ®F, bo et g, = g} ®F; by Ecrivons y = y1+x1 ®bp et ' =
y{ + x| ®bj. Par hypothése, on a ag= a1 ® By, a1(x1) =x] et By(bo) € OH(;(bE)) avec
Hj = (by)*. Identifions Fj a Fy via to. Cela revient aussi a identifier F| a Fi, g} a g1,
x| a xy et by & by. Posons G = Autp(Fp). Comme les suites d’approximation minimale
V1., ¥m) deyr et (y], ..., ¥,) de y| sont Gi-équivalentes et de longueur m — 1, d’aprés
I'hypothése de récurrence, il existe un élément g1 € Gy tel que y| = gl_lylgl. Quitte a
remplacer y| par glyl’gfl, ce qui revient & remplacer ¥’ par gy’'g”! avec g = g1 ®1 € G,
et aussi la suite d’approximation minimale (y; = y’, ..., ¥,,) de y’ par celle s’en déduisant
par transport de structure via ’automorphisme Int, de G, on peut supposer que y| = yi.
On peut alors appliquer le point (ii) de la proposition de 3.7 : les éléments y = y; +x1 ® by
et y' = y14+x1 ® b, sont conjugués dans G. O
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3.9. Le principe de submersion

Reprenons les hypothéses et les notations de 3.7. En particulier, E = F[B] pour un
élément pur B € g et H = Autg(V). On a les identifications

g=AE)®pb, PF=AE)®., Q° (k € Z).

On a fixé une corestriction modérée sg : A(E) — E* relativement & E/F et un élément
xo € A(E) tel que sg(xg) = 1. On pose s = so®idp et x = xR 1.

Comme dans la proposition de 3.7, on suppose E # F. On veut descendre une
distribution G-invariante au voisinage de 8 dans G en une distribution H-invariante au
voisinage de 0 dans b. On reprend pour cela la construction de [9] (voir aussi [10, 5.4]),
qui est une variante du principe de submersion d’Harish-Chandra. D’aprés la proposition
de 3.4, I'application

§:GxxQb™ — G, (g,xb) > g7 (B+xb)g

est partout submersive (pour les constructions a suivre, on a préféré remplacer gko“
par xgkOH). Fixons une mesure de Haar dg sur G et une mesure de Haar 00" sur b.
D’apreés le principe de submersion d’Harish-Chandra, il existe une unique application
linéaire surjective

CX(G x xQbo™y — C(Im(5)), ¢ > ¢°,
telle que, pour toute fonction ¢ € C°(G x x Q%o+ et toute fonction f € C®(Im(8)), on
a

/ /G bl x0) [ (Bl 5V dgb = /G ¢ (2)/ (g)dg.

On déduit (cf. [9, 2.3.1]) que pour toute distribution G-invariante, ¢’est-a-dire invariante
par conjugaison, T sur G, il existe une unique distribution 97 sur xgko“ telle que pour
toute fonction ¢ € C°(G x xgko“), on a

(¢s, D7) = (¢°, T), (1

ot la fonction ¢s € CX°(xQko*!) est donnée par

gs(xb) = /G 6 (. xb')ds.

Bien siir, si T et T’ sont deux distributions G-invariantes sur G qui coincident sur 'ouvert
Im(5) de G, alors les distributions 5T et 5T/ sur xgko“ sont égales.

A une distribution G-invariante 7 sur G, on associe comme en [9] une distribution
H-invariante ®7 sur 7(QK*!). Rappelons la construction. Soit une fonction ¢ €
CSO(H(QKO'H)). Elle se décompose en

o= o @)
heH

avec ¢ € C°(h gklo*l) et ¢, = 0 sauf pour un nombre fini de . Pour & € H, on note
on € C§°(xgko+1) la fonction (¢j 0 Ady) os sur xg&)“ et lon pose

(0, 01) = Y _(@n, 1) 3)

heH
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D’aprés [9] (voir aussi [10, 5.4]), la quantité (¢, 97) ne dépend pas de la décomposition
(2) choisie, et la distribution 97 sur H(gko“) ainsi définie est H-invariante. Le support
de cette distribution 97 est par définition I’ensemble des b € H(Q&JH) tels que pour tout
voisinage ouvert Uy, de b dans H(gko“), la restriction de 97 & Up n’est pas nulle. C’est
une partie fermée de H(gko“), que 'on note Supp(d7). D’aprés la remarque 2 de 3.1,
H(gko“) est une partie fermée dans b. Par conséquent, Supp(d7) est aussi une partie
fermée dans b et 'on peut prolonger 97 par 0 sur b~ Supp(d7). On obtient ainsi une
distribution H-invariante sur b, de support Supp(d¥7), que ’on note 67.

On peut aussi, comme en [9, 2.3], se restreindre aux distributions sur b a support dans
un voisinage ouvert fermé et H-invariant Q de 0 dans b contenu dans H(QKO“LI). Fixons
un tel voisinage € (on peut choisir Q aussi petit que 'on veut — cf. la remarque de 3.2).
Pour une distribution G-invariante T sur G, on note 9;2 la distribution H-invariante sur
b a support dans Q définie par

(5, 05) = (fla, O1), fe CX(b). )

Bien sir, si Supp(dr) C 2, on a 9;2 =0r.
Rappelons que d’aprés [10, 4.3.5], on a le

Lemme. Soit 2l un o-ordre héréditaire dans g normalisé par E* et soit B = 2ANb. Posons
P =rad(RA) et Q =rad(B). Pour tout entier i > kg = ko(B,2A), on a

{geG: g7 Bg e B+L) = H(+Q oy, (8, 1)).

Fixons une mesure de Haar dz sur le centre Z = F* de G. On peut prendre pour dz la
mesure qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal Ur de Z, mais ce n’est
pas vraiment nécessaire. Pour y € G, on note dg,, la mesure de Haar sur G, = F[y]*

telle que vol(Z\G, dc‘%’) = 1, c’est-a-dire celle telle que
e(Flyl/F)vol(Urly), dg,) = vol(UF, dz),

et 'on note O, = Of la distribution (G-invariante) sur G définie par

0, = [ f&voi SR

G,\G
On a donc

O, (f) = /Z\G FE 0%, fecR©).

dg

m) > 0 par la formule

On définit aussi une constante vg(y) = vr(y,

ur () = Vol (FLy T (1 4+ priy Pp ) (7 ). 7). ®)

Fixons une mesure de Haar dh sur H et une mesure de Haar dzg sur le centre
Zy = E* de H. On peut prendre pour dh la mesure 0%’ = \deta(llj’)|d associée a 0b' et
E

pour dzg la mesure telle que vol(F*\E™, ddZ—ZE) = 1, mais ce n’est pas nécessaire pour
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I'instant — voir la proposition de 3.10. De la méme maniére, pour b € bge, on note
dhyp la mesure de Haar sur H, = E[b]* telle que vol(Zgy\ Hp, %) =1, c’est-a-dire telle
que e(E[D]/E)vol(Ugp), dhp) = vol(Ug, dzg), et (92 la distribution (H-invariante) sur b
définie par

05 = [ jutem e, jecxw.
Hy\H

On a donc

0y (f) = f f(h~'bh) 8, fe CZ (D).
Zu\H
On définit aussi une constante vg(b) = vg (b, fl—f‘b) > 0 par la formule

vE(b) = vol(ELb1* (1 +pEisi Tz ) (b, By)), 4 ) (©)

Notons que si E[b] = E, alors E[b]* (1 +pemNizm) (b, Bp)) = E* (= H) et ve(b) n’est
autre que le rapport des mesures %, c’est-a-dire (compte tenu de la normalisation de
dhyp) vol(Ug, dh)vol(Ug, dzg)~!.

Remarque 1. Pour y € Ggpe, la distribution f vp(y)’loy(f) sur G ne dépend pas
du choix des mesures de Haar. D’aprés le lemme, pour y € Ggre, la constante vr(y) est

le volume (pour la mesure dd?g sur F[y]1*\G) de l'ensemble des g € G tels que g~'yg
Y

appartient & y —i—‘BI;,F(VH] = yU+1(QL,). Ce lemme est & la base de ce que, dans [10],
nous avons maladroitement appelé la normalisation « J » des intégrales orbitales sur G.
Cette normalisation « J » consiste a choisir les mesures dg et dg,, (pour y € Ggre) de telle
maniére que le facteur de normalisation vy (y) soit égal & 1. Nous y reviendrons plus loin
(3.10). |

On a posé d = [EN—F] Pour b € bgre DQKOH, on pose

kp(b) siE[b) #E

kg (B, b) (= kp(B+x0®b)) = {kF(ﬂ) sinon

On note 2Ag ; I'unique o-ordre héréditaire dans g normalisé par F[B, b]* = E[b]* et By
I'unique og-ordre héréditaire dans b normalisé par E[b]*. On a donc g, Nb =B; et
g p est aussi 'unique o-ordre héréditaire dans g normalisé par F[8 +xo® b]*. On pose
PBp.p =radRp ), Qp = rad(By),

nr(B.b) (= —va,, (B) = np(Be(Bylor),
et
kr(B,b) (= kp(B+x0®b)) =np(B,b)+kr(B,b) > 0.

Soit
kr(B,b)+1
vol(9;" PP ow)
vol(UkF(BDF1(RAg 1), dg)

1B, b) = 7
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Proposition. Soit b € bgre HQKOH et soit y = B+x0®b. On a Supp(Po,) = Op(b) et la
distribution H-invariante 0o, sur b est donnée par

vr(y)
ve(b)
Démonstration. Commengons par prouver que le support de la distribution Yo, sur

b0, = 1 (B, b) 5.

H(gko“) est égal a Og(b). Soit K un sous-groupe ouvert compact de G et soit
fx la fonction caractéristique de X divisée par vol(X,dg). Soit ¢ € CgO(H(Q&O"’l)).
Décomposons ¢ en ¢ = Y,y ¢ comme en (2). Par définition de 9o, on a

(9. Do,) = Y_ 0y (fx ®Fn)°) = Oy(Z(fﬂc wh)a),

heH heH

puis, par linéarité de I’application ¢ > ¢°,

(@.00,) = Oy([fﬂc ® (;}j{ @)T).

Si de plus @ > 0, alors [fx ® (X ,cy@r)1® > 0 et, notant ¥ C 0%F! Je support de la
fonction Y, yon 0 Ady, on a (@, Do,) # 0 si et seulement si

(K xxY)NOg(y) # 9,
c’est-a-dire si et seulement si
{B+xo®b :b €Y}NOg(y) #9.

Puisque #,, est une distribution H-invariante, son support contient l'orbite Oy (b), et il
est égal a cette orbite si et seulement si pour tout b’ € gko“, on a

BH+xo®b € Og(y) = b € Oyb). (8)

Si lélément b’ n’est pas quasi régulier elliptique (dans b), alors il est contenu dans
une sous-E-algébre parabolique propre de b, et ' = 8+ x9®D’ est contenu dans une
sous- F-algébre parabolique propre de g, ce qui entraine que y’ ¢ Og(y). D’autre part,
si b € bgre N Q%+ Timplication (8) est vraie d’apres la proposition de 3.7. On a donc
prouvé que le support de la distribution 9o, est ¢gal & Op (D).

On vient de voir que la distribution H-invariante 6, sur b vérifie 6o , = aOE pour
une constante o > 0. Calculons cette constante «. Posons A =g 5, B = By, P =Pps
et Q = ;. Posons s = inf{—kg(b), ng(b)}. On a donc —s = kg (b) si E[b] # E, et —s =
v (b) sinon. Soit ¢, resp. @, la fonction caractéristique de b+ QF! resp. x(b+ Q1.
Si E[b] # E, d’aprés le lemme, on a

08 (p) = vE(b). ©)

Si E[b] = E, l'égalité (9) reste vraie. En effet, dans ce cas, on a E* (1 +pMi, o) (D, B)) =
E* et
Op () = F(b) g = §(b) ytredlDs | € C2°(b) ;

en particulier, pour f = ¢, puisque ¢(b) = 1, on a bien OIE’ (p) = ve (D).
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Posons ko = ko(B, %) et notons K le sous-groupe 1—|—Q_S_k0+19'tk0(ﬂ,2[) de U'Q).
D’aprés la preuve de [10, 5.4.3], pages 73-74, qui utilise [10, 5.3.4], on a

3K xx(b+07" ) =y +p7H

et pour toute fonction f € C°(y +P*t), on a

/ fobd(g, x(b+b))dgob' = / f(y +Adg(l —g)+xb")dgdb'.
Kx Qs+l Kx s+l

Notons 14 la fonction caractéristique de X et prenons pour f la fonction caractéristique
de y + P+, On obtient

_ vol(X, dg)vol(Q**!, ob)

1 ~\ 5
X @97 =0l + 371, dg)

Posons n = np(B, b). Puisque n = —vg(y), on a y + P+ =y U ST1(P) et
vol(y + BT, dg) = vol(U" T (P), dg).
D’autre part, on a
(1 ® )5 = vol(K, dg)@.
D’apreés (1), on obtient

vol(U" T (), dg) . ~

Oy (N == @i oy @ P0,)-

Or on a

~ %

(@.D0,) = (¢.00,) = a0} (@),
d’ou
vol(Q~*+1, 2b')
vol(U"=s+1(P), dg)

Enfin, & nouveau d’aprés le lemme, on a

0, (f) = a0 (p). (10)

0y () = Vol (FIy 1 A4 ppt, 77 M (7. 20). G2 ) (an

Si E[b] # E, alors —s = kp(y) =kg(b) et O, (f) = vr(y), et grace a (9) et (10), on
obtient la valeur annoncée pour la constante . Reste & traiter le cas E[b] = E. En ce
cas, on a —s = Vg(b) et kp(y) = kp(B), et posant N = My p) (v, 2A), le volume & droite
de I’égalité (11) est égal a

—s—kp(B)+1
[PFIy1 Py o

Lpr9 s b,y o0

vr(y)

ou encore a

[og : pp "]

UF()/)—[Ql : m—s—kp(ﬁ)] .
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Le terme a gauche de 1’égalité (10) est donc égal a

[UE . pgs_kF(,B)] VOl(pES+1,0b/)

FO R B ol (U T @D, dg)|
ou encore a (B
vol(p'sF I op))
vE(y) £ =vr(V)If (B, D).

vol(Untkr (B)F1(A), dg)
On conclut grace a (9). O

Corollaire. Supposons que B soit quasi régulier elliptique (dans G), i.e. que E est un
kp(B)+1

sous-corps mazximal de g (on a donc b= E, ie. d =1). Alors pour b € p , posant
y=B8+x90®b, on a
_ ol P oy ()
O T olUR B ), dg)
ol 8, désigne la mesure de Dirac au point b.
Démonstration. Soit b € p’é"(ﬂ)"_l et soit y = B+x9®b. Puisque E[b]=E =b, on a

kp(y) = kr(B). De plus, & =2, est I'unique o-ordre héréditaire dans g normalisé par
E*, et d’aprés [1, 2.1.3], on a prpyMUpo) (V. ) = pEMp(p) (B, ), d’ott vE(y) = vr(B).
Enfin, pour f € C°(E), d’aprés la démonstration de la proposition, on a 9;’ §) = Fb)veD).
D’ou le corollaire. O

Remarque 2. La proposition a pour conséquence que pour toute fonction f € C°(G) a
support contenu dans Pouvert Im(8) de G, il existe une fonction f° e cr (QKO'H) telle
que pour tout b € byre ngko“, posant y = B4+ x0® b, on a I'égalité

vr(y)
ve(b)

En effet, puisque l'application C(G x xQkot!y CX®(Im(8)), ¢’ > ¢"° est surjective,
il suffit d’écrire f = ¢® pour une fonction ¢ € CX (G % xL_QKO'H) et de prendre pour f°
la fonction b’ — ¢s(xb’). D’ailleurs, sans ’hypothése selon laquelle le support de f est
contenu dans Im(8), en remplacant f par fg = f|z pour un voisinage ouvert fermé et
G-invariant E de B8 dans Im(§) — un tel voisinage existe d’aprés le lemme 3 de 3.2 —, on
obtient le méme résultat pourvu que dans P'égalité (12), on se limite aux éléments b €
byre mgko“ tels que y = B+ xo ® b appartient & E. Comme d’aprés 3.7.(3), 'ensemble
Im(8) = 9 (B8 +xgk0+l) est ouvert fermé et G-invariant dans G, cette limitation n’en est
pas une : on peut prendre E = Im($). |

Optxoen(f) = 1 (B, b) OR(f"). (12)

Remarque 3. D’aprés le corollaire et la remarque 2, pour toute fonction f € C(G), la
fonction

Ggre — C, vy 0,0

est localement constante. |
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3.10. Intégrales orbitales normalisées

Pour y € Ggre, considérons maintenant le facteur de normalisation pr(y) défini par

d
vol(F[y]X(1+PF[V1mkF<y)(%91y))» é)
_ - d
wEY) vol(F[y]xUkFWHl(Qly)s ﬁ)

1 sinon

siN>1
. (€))]

Notons que la quantité pwp(y) ne dépend pas de la mesure G-invariante cf?g sur l’espace
Y

quotient G, \G utilisée pour la définir. Pour y € G, on a :
(2) nr(y) = 1 avec égalité si et seulement si y est minimal.
En effet, c’est évident si N =1, et si N > 1, posant k = kp(y) et k =kp(y), on a
I’inclusion
OF[y] +‘43’§ C My (y, Ay,

et up(y) n'est autre que lindice [N (y,%2A,) : oF[V]—i—&BJl;,]. En particulier, ur(y) > 1.
Si k= 0, i.e. si y est minimal, alors M (y,2,) =2, et cet indice vaut 1. Si 122 1,
alors ‘I?l;, C By, et comme My (y,2A,) € opp+*By, linclusion oppy, +‘ﬁl)‘, C My, 2Ay)
est stricte.

Pour y € Gy, posons e, = e(F[yl/F), f, = f(Flyl/F) et (si 'extension E/F est
séparable) 8, = 8(F[y]/F). Onadonce, f,, = N. Soit G : Ggre = R~ la fonction définie
par

nG(y) = q—fy(CF(V)-&-ey—l)’ 3)

ot U'invariant ¢r(y) a été défini en 2.3. D’aprés 2.3.(5), on a :

(4) si Pextension F[y]/F est séparable, alors ng(y) = |Dr(y)|q® ~N=/).

Lemme 1. Soit y € Ggre. On a

ne(yY)nr(y) = 1.
Démonstration. Si N =1, alors ng(y) = ur(y) =1 et il n’y a rien & démontrer. On
suppose donc N > 1. Soit K = F[y]. Posons 2A=2(,,, B =B, et N =Ny, (y,2), et

choisissons une corestriction modérée s, : g — K sur g relativement a K /F. Alors d’aprés
[1, 1.4.10], pour m € Z, on a la suite exacte courte

—ad
0 — pR\pEI — ket 2, phrGom o )

Rappelons que l'on a posé kp(y) = kp(y) +np(y) = 0. Pour m = 1, on en déduit la suite
exacte courte

1-Ad > o
0 = pr\pxt —— RFOIFL T Ghr+ g (©6)

Supposons 'extension K /F séparable et notons o), = % — (e, — 1) son exposant de Swan.
D’apres [1, 1.3.8.(ii)], on a la décomposition g = ad, (g) ® K, et notant pg : g — K la
projection orthogonale par rapport & cette décomposition, on peut prendre pour s,
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I’application y +— wl? Pk, O0U @K est une uniformisante de K. Puisque K* N (1 4+pxN) =
Up et KXNUFOFLQ) = UII‘('F(V)JF]7 de la suite exacte (6), on déduit 1’égalité

IDE@IVOL (K™ (1 -+ px Mipi) (v, ), ) = g~ /rrvol (K *URr 01 @), A2).

Or g /o = g=C~=WN=1)) d’ot Iégalité du lemme dans le cas ol y est séparable (d’apres
(4)). Si y n’est pas séparable, ce qui n’est possible que si F est de caractéristique p, on
déduit le résultat de la caractéristique nulle via la théorie des corps proches [2, 11]. O

Pour y € Ggre, notons f +— I G(y, f) la distribution normalisée sur G définie par

19(y. £) = n6(»)7 0,(f). %)

Tout comme O, elle dépend du choix d’une mesure G-invariante ddTg sur l'espace quotient
Y

Gy\G, et comme on a normalisé dg, par vol(F*\F[y]*, i}iz”) =1, elle ne dépend en

réalité que des choix de dg et dz.
Pour y € ggre, on définira plus loin (3.11.(9)) une distribution normalisée

frs 19y, ) = 1g(1)20, ()

sur g, qui est une variante naturelle de la distribution normalisée sur G définie par (7).
On définira aussi (3.11.(1)) une variante additive 1} (y) de la constante définie par (1),
qui vérifie analogue de 1’égalité du lemme 1 (3.11.(5)) : ng(y);ﬂ;(y) = 1. Notons que si
Y € Gge (i.e.si N> 1,0usi N=1et y #0), les constantes ur(y) et ,u');(y) sont liées
par la formule (3.11.(2)) : uj(y) = q:-‘[r)f’]/)(l_mup(y).

Reprenons maintenant les hypothéses et les notations de 3.9 : 8 est un élément pur de G
tel que E = F[B] # F, b = Endg(V) et H = Autg(V). On pose d = 7. En particulier,
on a forcément N > 1, mais on peut avoir d = 1 (si 8 est quasi régulier elliptique). Pour
b € bgre, on définit comme en 3.11 la distribution normalisée § — I (b, f) sur b, i.e. on
pose

1%, ) = 16(6)2 05 b, ). ®)

Puisque 8 € A(E);re et E # F, on peut définir ur(8) tout comme on a défini ur(y) pour
Y € Ggre, c’est-a-dire en posant

VOI(E™ (1 +p Ny (p) (B, A(E))), dgE)
vol(E* Ukr(B)+nr(B)+1 (RU(E)), dgE) ’

nr(B) =

ou dgg est une mesure de Haar sur EX\A(E)*. On définit aussi la variante additive
HEB) de p(B) en posant
VOI(E 4+ ) (B, A(E)), 08E)

Vol(E +BkrB)(E)), 08E)

wh(B) =

ol 0gg est une mesure de Haar sur A(E)/E. Les constantes ur(B8) et ;[;(ﬂ) sont liées
par la formule (3.11.(2)) : uf(B) = ng(ﬂ)(l_[E:F])uF(ﬂ).
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Lemme 2. Pour b € bgee mg@o“, on a

d*—d 2
nrB+x0@b) =i P up (BT k).
En particulier, la fonction b — ng (B +x0 @ b)np(b)~! est constante sur byre ﬂ}._QkO“Ll.

Démonstration. Soit b € bgre N L_QKO'H et soit y = B+ xo ® b. Quitte & remplacer b par un
conjugué dans H, on peut supposer que B, contient 5. On a donc l'identification 2g ;, =
A(E) Qo Bp. Posons A =2Agp, B =By, P=Pgp, Q=929 et n=np(b, B). Posons
aussi k = kr (b, B) et k = kp(b, B) (= k+n). Enfin, posons 9, = MNe(y,MN) et (si d > 1)
Ny = Nk (b, B). 1l s’agit de prouver que la quantité A = ,uF(y),ufbt (b)~! ne dépend que de
B (et pas de b) et de la calculer. Posons aussi AT = ;[,t (y);[g(b)_l.

Supposons d = 1 (il faut bien commencer!). Alors ,u‘g (b)=1cet

d -~
. vol(F[J/]X(l +Prp 1), %) ~ vol(1 + prpy1My . dg) vol(Uf%/l], dg,)
vol(F[y]XUI?+1 @), d%‘;) vol(UKH (1), dg)  vol(U}, . dg,)

Puisque k = kp(B) et k—k=n= nr(B), et que A est 'unique o-ordre héréditaire dans g
normalisé par E*, le terme vol(U*T1(2), dg) ne dépend pas de b. D’autre part, puisque
les strates [, n, —k — 1, B] et [, n, —k — 1, y] dans g sont simples et équivalentes, posant
Ng =N (B, 20), on a prp N, =peMNp [1, 2.1.3], et le terme vol(1+prp, N, dg) ne
dépend pas de b. Enfin, on a

k+1
M = [oF[y)] 'p’; 17! =[og : Pllzz]_l'
VOI(U}?[)/]’ dg,) Y [y

En définitive, on a montré que A = ur(B).
Supposons maintenant d > 1. Posons Eg = E[b] et K = F[y], et supposons tout
d’abord que b est E-minimal. Alors on a 9, = B, k = —ng(b) et

[% . Qk] k(d—
+ @d-1)
upb) = ——— =qp° .
£ log, : Pl ]
D’autre part, posant ko = ko(8, ) et ko = ko +n, on a [1, 1.4.9]
N, = M (B, A) = B+ Q00 (B, ),

d’ou . _
LY, PR [ QR R, (B, ) PR
wr(y) = = 7 :
lok : pik] [og @ Pkl
On obtient

[ : 9“0 [0, : Pl ]

L=[N L) ¢ ko —.
[ ko(ﬁ ) ‘13 ] [%Qk] [OK:p’;(]

Yk+n
Or on a [B : QF k0] = M, d’on
[B:0Q%0]

_ D% (8.2) - B9 [B: 9"

A = .
[B : Qko] [oE, : P, ]
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Puisque ko = kr(B)e(Blog) avec kr(B) = kr(B) +nr(B), on a

P = A(E) oy 2% = P (B)(E) @0 B.

Or on a aussi
Mo (B, A) = N () (B, A(E)) ®of B,

[Ny, (B.2):p%0]

et comme B est un og-module libre de rang d?, le terme —— vaut
'" 2
[Mr () (B, A(E)) = TP (E)N? »2
T = ur(B)".
[oE : PEF 14
. n — 2_
Quant au terme [‘Ef'_’gn]], il vaut qZ-f)d D= ng(ﬁ)(d 9 On obtient donc (dans le cas ou
0'PE,
b est E-minimal)
d>—d 2
r=qy P ©

On en déduit (toujours dans le cas o b est E-minimal)

+ _ nrWA=N), _ np()(U=N) _np(B)d>~d) npB)(E:F1-1)d*> + o d?
AT =Gy A =qFpy 7 qg nhB.

Or q?f;ﬁ’) = qu(ﬂ)d, d’ou (toujours dans le cas ou b est E-minimal)

=t (10)

Supposons maintenant que b n’est pas E-minimal (on a donc forcément E[b] # E, i.e.
d > 1). Alors on reprend la premiére partie de la preuve de la proposition de 3.7. On pose
r =ng(b) —on adonc k = kg(b) > —r — et 'on considére la strate pure [*B, r, —k, b] dans
b. On écrit b = b; + y; ® c comme dans loc. cit. En particulier, la strate [*B, r, —k, b1] dans
b est simple et équivalente a [B, r, —k, b], 'extension E; = E[b;] de E vérifie [E; : E] < d,
et ¢ est un élément quasi régulier elliptique et Ej-minimal de by = Endg, (V). De plus,
avec les identifications de loc. cit., 'élément y s’écrit

y=B+x0bi+y ®c)=p1+x1Qc,

et I'on a
_ | ke) siE#E
ke(Br) = {kF(,B) sinon ’
et

k (= ke()) = kg, (c) = —ng,(c).
Par récurrence sur la dimension, on peut supposer que le résultat que ’on veut démontrer

est vrai pour le couple (8, by) : posant d; = [E; : E], d’aprés (9), on a

_ 2 n d?—d
wrBOREDB) ™" = pwp(B)lighr P (1)
d

Puisque ¢ est Ej-minimal, le résultat est vrai pour le couple (B, ¢) : posant d’ = aoona

- 2 d/Z_d/
wr@E @7 = upn® g O,
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d’oti, puisque g F(ﬂl) qZF(ﬁ)dl et did' =d,

2 d(d'—1
wrE © " = pp)? gy PN, (12)
En réalité, a priori le couple (B1, c) n’est pas exactement de la forme voulue, puisque
I’élément ¢ n’appartient pas a EndEi (V), E{ = F[B1]. Mais d’aprés le lemme 1 de 3.6, on
peut toujours se ramener & un élément de la forme voulue en conjugant y dans U'(2(). On
obtient un élément de la forme voulue B; + x| ® ¢/, avec ¢’ quasi régulier elliptique dans
b = EndE; (V) et Ej-minimal (d’aprés le corollaire 1 de 3.5), et cette opération n’affecte
pas la valeur de /[}5'1 (¢) : on a /,L—E, (ch) = /‘El (¢). Comme on a aussi gg, = qp), on en
1
déduit (12). Reste a traiter le couple (by, ¢). Si Ej # E, alors puisque ¢ est E-minimal,
d’aprés (10), on a
2
wEGu ™" = uhen®. (13)

SiEy = E,i.e. sid] = 1, alors ’égalité (13) reste vraie, pulsque dans ce cas on a ,uE(bl) =
1, kp(c) = kg(b) = k et (b, B) = Nk (c, B), d’ou ,t,LE(b),uE1 (¢)~!' = 1. En rassemblant
les égalités (11), (12) et (13), on obtient la formule cherchée pour A. O

Compte tenu du lemme 2, la proposition suivante et son corollaire sont de simples
conséquences de la proposition de 3.9.

Proposition. Il existe une constante A > 0 telle que pour tout b € bqreﬂi_lko"’l, posant
y=B8+x0Qb, on a
9@)/ = )\OE.

Si de plus les mesures 0b' sur b et dh sur H sont associées, c’est-a-dire vérifient
dh =0%b’, et si les mesures de Haar dz sur Z = F* et dzg sur Zg = E* vérifient
vol(FX\E™*, ‘IZ—ZE) =1, alors cette constante A vaut

2 b
(@ P e = 181G 2.

Démonstration. Soit b € bgre mgﬁoH et soit y = B+x0®b. D’aprés la proposition de

3.9, on a
UF(V)
0o, = I1H(B,b)
¢ PO
D’aprés le lemme 2, il suffit de montrer qu’il existe une constante u (indépendante de b),
telle que

vr(y) _ MMF()’)
ve(b) wid)’

Pos;ons?l =Agp, B =By, L ="Ppp, Q= et n =np(b, B). Posons aussi k = kr (b, B)
et k =kp(b,B), K = F[y]l et Eg = E[b]. On a

15 (B, b)

vr(y) wF(Y) [ok : PIE(]
B = d = — K 14
vol(UM1 (), dg)  vol(U™, dg,) MF(J/)VOI(U ¢ dg,) (1
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Posons

_ e(E/F)vol(Ug, dzg)
- vol(Ur, dz)

Commengons par supposer d = 1. Alors b = E, y,g(b) =1et

(: VOl(FX\EX, dz—f)) .

ve®) __ ve® g volUr. dh) log : pl] 1s)
vol(QK+1 b’y vol(ph, o) — e vol(Ug, dzg) vol(pg, 9b')’

On a e(K/F)=e(E/F) et f(K/F)= f(E/F), par conséquent le volume Vol(U}(,dgy)
est égal a
(ge — 1)~ 'vol(Uk. dg,) = (ge — 1)~ ¢~ 'vol(Uk. dzp).

lox:pl] _
log:ph]

D’autre part, comme k = kr(8), n = ng(f), [og : p'E] = g% et

vol(Ug, dh) = (gg — )vol(U};, dh),

en combinant (14) et (15), on obtient

vr(y) et vol(pg, 0b") wr(y)
ve®)  TEVOlUL, diy uk k)

15 (B, b)

Supposons maintenant d > 1 et posons 9, = Ny (b, B). Alors on a

ve(b) vol(1 + p g, M, dh) e QT vol (1 + g, M, dh)

vol(Qk+1, ob') vol(Ulo,dhb)vol(Dk+1,Db’) B Vol(Ulo,dhb) vol(p g, My, 0b')

c k1 — cky .k vol(l+p gy MNp.dh) _ vol(U(B),dh) 5
Or [pEomb 19 1= : 9= l‘l’E(b)[UE() . pEO] et V01(p50§tb,0b/) = Tvol(,00) d’out

ve(b)

[0gy : P,] vol(U'(B), dh)
vol(Qk+1, ob') '

16
vol(U‘O, dhp) vol(Q,db") (10

= ujb)

Puisque e(Eg/F) = e(K/F) et f(Eyo/F) =e(K/F), on a (comme dans le cas d = 1)
vol(Ug., dg,) = (g, — 1)~ 'vol(Ukg, dg,))

et
vol(Ux , dg,) = e(Eo/F) 'vol(Ur, dz) = ¢ 'e(Eo/E)~'vol(Ug, dzg),
d’ou
vol(Ug. dg,) = ¢~ 'vol(Ug, . dhy).

On en déduit que

[ox ;p’%] ok PE;O] _log :pllch] [k - 15]

=c =c :
vol(Uk.dg,)  vol(UL .dhy) — vol(UL .dhy) " * P

avec ~
d
[pkK . pk 1= qKn — qf(K/F)nF(ﬂ)e(Eo/E) — 7”1‘(/3) )
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D’autre part, si B est un og-ordre héréditaire minimal b tel que B C B, posant

1 1
0 =rad(B), on a V"iﬁff(g%’,;f’f’” = VOIVE)IIJ( s%)l;fih), et cette quantité ne dépend pas de b. En

combinant (14) et (16), on obtient

“E(Y)  apa VOl(Q,00)  prp(y)

H
Ig (B, D) wpby  CIE vol(U!'(®B), dh) uf(b)

La derniére assertion résulte de la formule du lemme 2, puisque si dh = 0*b’, on a
vol(U! (), dh) = vol(Q, db'), avec U'(B) = UL = 1 +pg et Q = pg sid = 1. Cela achéve
la démonstration de la proposition. O

Remarque 1. La mesure de Haar 0’ sur b est utilisée pour « descendre » une distribution
G-invariante au voisinage de 8 dans G en une distribution H-invariante au voisinage de
0 dans b, c’est-a-dire pour définir 'application T +> 67, alors que la mesure de Haar dh
sur H = b* est utilisée pour définir les intégrales orbitales quasi réguliéres elliptiques
sur b. Pour définir 'application T +— 67, on est passé du groupe G a l’algeébre de Lie de
H wvia application X +— 1+ X au voisinage de 0 dans b. Il est donc naturel d’imposer
que les mesures de Haar 0b’' sur b et dh sur H soient associées. D’autre part, on a
normalisé les intégrales orbitales quasi réguliéres elliptiques sur G a ’aide d’une mesure
de Haar dz sur Z = F*. La normalisation naturelle de cette mesure est vol(Up, dz) = 1.
De méme pour H, vu comme groupe réductif connexe sur E, la normalisation naturelle des
intégrales orbitales quasi réguliéres elliptique sur b est celle donnée par la mesure de Haar
dzg sur Zy = E* telle que vol(Ug, dzg) = 1. En ce cas, on a ’égalité vol(F*\E*, "Z—f) =
e¢(E/F). En revanche, imposer la condition vol(F*\E*, dLZE) = 1 consiste a voir H comme
le groupe des points F-rationnels d’un groupe algébrique défini sur F (obtenu comme
restriction & la Weil d’un groupe algébrique réductif connexe défini et déployé sur E) et
Z comme la composante F-déployée de Zy : pour b € bge, on demande que dhy, soit la
mesure de Haar sur Hp, = E[b]* telle que vol(F*\ Hp, dhb) = 1, c’est-a-dire telle que

E[b]/F)vol(Ugm, dhp) = vol(Uf, dz) (= 1). | |

Corollaire. (i) Pour toute fonction f € C°(G), il existe une fonction e c (gko“)
telle que pour tout b € byre mgko“, on a ’égalité

19B+x0®b, f)=1°0, ).

(i) Pour toute fonction f € CX(G), la fonction Gge — C, y > I1%(y, f) est
localement constante.

Démonstration. On obtient le point (i) comme dans la remarque 2 de 3.9 (en utilisant
le fait que Im(8) est ouvert fermé et G-invariant dans G : pour f € C°(G), la fonction
flime) appartient & C2°(Im(8)). Quant au point (ii), il suffit de voir que si B € Ggre (i-e.
sid = 1), alors pour tout b € b mgko“, posant y = B+x0®b,ona ur(B+x0Rb) =
Wwr(B) et uz(b) = 1. On peut alors appliquer le point (i), en remarquant que pour toute

fonction § € C°(b) et tout élément b € b = E, on a 1%, §) = OE 5 = Vv()(il(%Edd;;;)f(b) O
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Remarque 2. Les résultats de cette section 3 ne concernent que les éléments quasi
réguliers elliptiques au voisinage d’un élément pur. On verra en 4.3 et 4.4 que 'on peut
les étendre a tous les éléments quasi réguliers au voisinage d’un élément fermé. ]

3.11. Variante sur l’algébre de Lie
Pour y € gqre; on peut définir comme en 3.10.(7) une distribution normalisée §
I%(y, §) sur g. On commence par définir la distribution f i+ O, () = O]g,(f) sur g comme
on a défini la distribution O, sur G, c’est-a-dire en intégrant la fonction f € CZ°(g) sur
Porbite Og(y) grace a la mesure ddTg sur Gy\G, ou dg,, est la mesure de Haar sur F[y]*
Y

telle que vol(F*\F[y]*, dt%y) = 1. Notons que si F[y] =g (ce qui n’est possible que si
N =1, i.e.si g=F), alors on a O, (f) = vol(Ur, dg)f(y). On pose

VOI(F Ly 14+, () (v, 2y ). dy) siN > 1

why) = vol(Fly 1+9857 7 d5) : (1
1 sinon

ou dy est une mesure de Haar sur g/F[y]. La quantité ,u}' (y) peut étre vue comme une
version « additive » de ur(y). Notons (si N > 1) que I'exposant kr(y) dans I'expression
au dénominateur de ur(y) a été remplacé dans celle au dénominateur de /,L-[t(]/) par un
exposant kr(y) = IEF()/) —nr(y), ce qui traduit I'égalité yU’zF(V)‘H(Q(y) =y +‘I3];,F(y)+1.

On vérifie (si N > 1) que

1-N
wi ) =g N e ) @

avec

1-N - -
gy = g = ety

Soit ng : ggre = Rso la fonction définie par
—frer+ey - G N > 1
779(7/) = { 611

ot 'invariant cp(y) a été défini en 2.3. Rappelons que si y # 0 (donc en particulier si
N>1),onacp(y)=cr(y)—(N—1Dnp(y). On adonc (si N > 1, et méme si N =1 et
y # 0, c’est-a-dire si y € Ggre)

TN () = Idet)IN ™ ng (). )

D’aprés le lemme 1 de 3.10, pour ¥ € Ggpe, On a

3

sinon

ng(y) =¢q

Ng(MUEW) =n6(ur(y) = 1. ®)
Enfin, pour y € fqre; O pOSE

detp(—ady,; g/gy) siN >1 ©
1 .

+ _
Dr(y) = { sinon

Si N > 1, on a donc

Df(y) = detp(y — yy: g/gy)detp(1 — Ady; g/g,) = det()Y ' Dp(y). @)
D’aprés (4), on a (pour tout y € ggre) :
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(8) si l'extension F[y]/F est séparable, alors ng(y) = |D;f(y)|q‘sy_(N_fV).

D’ailleurs, pour tout y € ggqre (séparable ou non), on peut en déduire I'égalité
ng(y),u‘,t(y) =1 comme dans la preuve du lemme 1 de 3.10, grace & la suite exacte
3.10.(5) pour m = 1. Pour y € ggre, on note f = I18(y, f) la distribution normalisée sur g
définie par
1
1%(y, H) = ng(¥)2 Oy (. ©)

D’aprés (4), pour y € Ggre, on a ng(y) = |det(»)|N~1nG(y). Pour b € bqreﬂg&)“, on
aB+xo®b=p1+B""(xg®b)) avec B~ (xo®b) € B, , par conséquent

|det(y)| = |det(B)].

En voyant Im(§) C G comme un ensemble ouvert fermé et G-invariant dans g, on en
déduit la variante sur g du corollaire de 3.10.

Corollaire. (i) Pour toute fonction f € C2(g), il existe une fonction f° € C(QkoH)
telle que pour tout b € byre OQKOJFI, on a l’égalité

1°(B+x0®b, ) = I1°(b, f*).

(i) Pour toute fonction § € CX(g), la fonction gqe — C, y = I9(y,f) est localement
constante.

4. Descente centrale : le cas général

4.1. Descente parabolique

Pour y € G, on note Dg(y) le coefficient de tV dans le polynéme detz(t + 1 — Ady,; g)
et I'on pose

Gr={y € G: Dg(y) #0}.

Un élément y € G est dans G; si et et seulement si son centralisateur G, est un tore,
c’est-a~dire si et seulement si il est (semi-simple) régulier. On a I'inclusion G, C Ggr et G
est 'ensemble des éléments quasi réguliers séparables de G, c’est-a-dire ceux tels que F[y]
est un produit £ x - - - x E, d’extensions séparables E;/F. On pose Gre = Gy N Ggre. Pour
Y € Ggre, on a donc Dg(y) = Dp(y). De la méme maniére, pour y € g, on note Dg(y) le
coefficient de tV dans le polynome detr(r — ady; g), et 'on note

gr=1{y €9: Dg(y) #0} C gqgr

I'ensemble des éléments (semi-simples) réguliers de g. On pose gre = g N ggre- Pour y € gre,
on a donc Dg(y) = D}’(y). SiN=1,onaGe=G =Gy =G et ge =gr =gqr = 9. En
général, les inclusions G; C G, resp. Gre C Ggre, et gr C gqr, TeSP. gre C dqre, Sont strictes.
L’une d’elles est une égalité si et seulement si les trois autres le sont, ce qui n’est possible
que si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

— car(F) =0;
— car(F) = p > 0 et p ne divise pas N.

https://doi.org/10.1017/51474748019000227 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748019000227

484 B. Lemaire

On étend naturellement ces définitions & tout groupe H isomorphe & un produit fini de
groupes linéaires GL(d;, E;) pour des extensions finies E;/F — rappelons qu’un élément
y € G est fermé, au sens ou son orbite Og(y) fermée dans G pour la topologie p-adique,
si et seulement si son centralisateur H = G, est de cette forme (cf. la remarque 1 de 3.1)
—, donc en particulier & toute composante de Levi H = M d’un sous-groupe parabolique
de G.

Pour y € Gy, on a défini en 3.10.(7) une distribution normalisée f I1S(y, f). On
étend comme suit cette définition a tout élément y € Gy Pour un tel y, on a F[y] =
E| x---x E, pour des extensions E;/F telles que > ;_,[E;: F]=N. Soit A, = F* x
<o X F* C F[y]* le sous-tore déployé maximal du centralisateur G, = F[y]* de y dans
G et soit M = M(y) le centralisateur Zg(A,) de A, dans G. On note da, la mesure de

Haar sur A, qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal Ug x --- x Ur de

Ay et dg, la mesure de Haar sur G, telle que vol(A,\G,, ;l%) = 1. On pose

Oy(f)=/\ F& i, feCEO).

Ecrivons y = (y1, ..., yy) avec y; € El.X et posons

) =] n6:v),  Gi = Autp(Ep).
i=1

Notons m = m(y) le centralisateur Z4(A(y)) de A(y) dans g et posons

ne () = 1Dmc W) nm(y)

avec
Dyng(y) = detp(1 — Ady; g/m).
Enfin, on pose
150, /) =620, (). f € CX(G).

Remarque. D’apreés 3.10.(4), si y est séparable, c’est-a-~dire si y € G;, on a

nG(y) = DG (y)lg = P~ nn =
avec
Dg(y) = detp(1— Ady; g/gy).
En ce cas, on a
DuG(y) = Dg(y)Du(y)~". |

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M et de radical
unipotent U et soit K un sous-groupe ouvert compact maximal de G en « bonne position »
par rapport a (P, A), A = Z(M), c’est-a-dire tel que

PNK = (MNK)UNK).
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Soit dm, du, dk, des mesures de Haar sur M, U, K, normalisées de telle maniére que

/ f(g)dg = /// f(muk)dmdudk, f € CSO(G). (1)
G MxUxK

Pour f € C°(G), on note fp € C(M) le terme K-invariant (ou terme constant) de f
suivant P défini par

Fp(m) = 8p(m)? // F muk)dkdu, m e M, )
KxU

ot 8p : P — g% C Q% est le caractére module usuel défini par d(p'pp’~') = 8p(p)dp
pour une (i.e. pour toute) mesure de Haar, & gauche ou a droite, dp sur P. On note Oy
la distribution sur M définie par

NAGES f \ fen~lym@r. f € CXM),
Y
et on note IM(y, -) la distribution normalisée sur M donnée par
1
My, ) =nm(y)20).

Alors on a la formule de descente bien connue

1
Oy (f) = DI 720) (fp),  f € CX(G). 3)
D’ou la formule de descente entre intégrales orbitales normalisées
19, H=1". fr), [ eCEG). “)

Par construction, 1’élément y est quasi régulier elliptique dans M. On va voir plus loin
que la formule (4) reste vraie pour tout élément y € M NGy, (d’ailleurs, on pourrait le
voir tout de suite, aprés avoir étendu la fonction ny a Mg comme on I'a fait pour G : il
suffit de voir que la formule de descente (3) reste vraie si Zg(A,) C M).

On fixe une paire de Borel (Py, Ag) de G et 'on note Uy le radical unipotent de Py.
On fixe aussi un sous-groupe compact maximal K de G en bonne position par rapport
a (Py, Ag). On suppose désormais, ce qui est loisible, que la mesure de Haar dg sur G
vérifie

vol(K,dg) =1,
et ’'on note dk la restriction de dg & K.

Un sous-groupe parabolique P de G est dite standard s’il contient Py. On note P = Pg
I’ensemble des sous-groupes paraboliques standards de G, et pour P € P, on note Up le
radical unipotent de P, Mp la composante de Levi de P contenant Ag et Ap = Z(Mp) C
Ay le centre de Mp. Pour chaque P € P, le groupe K est en bonne position par rapport
a la paire parabolique (P, Ap) de G, c’est-a-dire que 'on a la décomposition

KNP =(KNMp)KNUp).

On prend comme mesures de Haar dm = dmp sur Mp et du = dup sur Up, celles qui
donnent le volume 1 & MpNK et & UpNK. Alors on a la formule (1) pour ces
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mesures. Le groupe Mp est un produit de groupes linéaires sur F. Comme pour G, on
définit 'ensemble (Mp)q des éléments quasi réguliers de Mp, le sous-ensemble (Mp)gre C
(Mp)qr des éléments quasi réguliers elliptiques de Mp et le facteur de normalisation
Nump : (Mp)gr — Rog. Pour y € (Mp)qr, on note IMP(y,.) la distribution normalisée

NMp (y)%OyP sur Mp définie par la mesure dn‘f’;’
Ap,, le sous-tore déployé maximal du centralisateur M p,y de y dans Mp et soit dap ,,
la. mesure de Haar sur Ap, qui donne le volume 1 au sous-groupe compact maximal de

Ap.y. Alors dmp , est la mesure de Haar sur Mp, telle que

sur Mp ,\Mp définie comme suit. Soit

di
vol(Ap, \Mp.,, %) =1.

On a l'inclusion
MP N qu - (MP)qr

et ’égalité

(MP)qrequr ={y e qu :M(y) = Mp}.
Pour f € C°(G), on note fp e C(Mp) le terme K-invariant de f suivant P défini
comme en (2) par dup et dk. Plus généralement, pour Q € P tel que P C Q et f €
C&(Mg), on note fram, € C°(Mp) le terme (K N Mg)-invariant de f suivant P N Mg,
défini de la méme maniére en utilisant les mesures de Haar normalisées par le sous-groupe
compact maximal K N Mg de Mp. On a la propriété de transitivité

fp=(fo)pamy, [ € CZ(G). %)
D’apres (4) et (5), pour f € C(G), on a la formule de descente
190, ) =1""(, fp), v €MpNGy. 6)

D’ailleurs, plus généralement, pour Q € Ptel que P C Q et f € C°(Mgp), on a la formule
de descente

Moy, £y =1""(y, framy). v € Mp N (Mg @)
Puisque
qu = U G((MP)qre N qu)’ (®)
PeP

d’aprés (6) — ou d’apreés (4) —, I’étude des intégrales orbitales quasi réguliéres normalisées
de G se rameéne a celle des intégrales orbitales quasi réguliéres elliptiques des sous-groupes
de Levi Mp de G. Pour P € P, ’ensemble G((Mp)qreﬂqu) est ouvert dans G. On en
déduit, d’aprés (8), la formule de descente (6), et le point (i) du corollaire de 3.10, que
pour toute fonction f € C°(G), on a :

(9) la fonction Ggr — C, y = I9(y, f) est localement constante.

Pour P € P, le groupe Mp est un produit de groupes linéaires sur F. On peut donc
définir, par produit comme on ’a fait pour G, la filtration {(Mp)’(;re 1k € R} de (Mp)gre-
On pose

Gh=J “Mp)knNGy). keR. (10)
Pe?P
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4.2. Variante sur ’algébre de Lie (suite)

On a bien siir la variante sur g des constructions précédentes. Pour y € gqr, on pose

0, = [ iy Tecm.

y\

ol les mesures dg sur G et dg,, sur G, = F[y]* sont normalisées comme en 4.1. Notons
que si F[y] = g, ce qui n’est possible que si N = 1, alors dg,, = dg et 0, =38, (mesure de
Dirac au point y). On note encore A, le sous-tore déployé maximal de F[y1*, M = M(y)
le centralisateur de A(y) dans G et m = m(y) le centralisateur de A(y) dans g. Ecrivons
Flyl=E1 x---xE.,y =,..., V) avec ¥ € E; et posons

,
N () =[[1a: (). @ =Endr(Ep),
i=1

et
Ng(¥) = |Dm\g(¥) 1m (¥)
avec
Dim\g(y) = detp(—ady; g/m).
Enfin, on pose
19G.7) = ng20, (. fe @)

Remarque 1. D’aprés 3.11.(8), si y est séparable, c’est-a-dire si y € gr, on a

ng(y) = [Dg(y)lgi=t = fit=b
avec 7y =2(E;/F) et
Dgy(y) = detp(—ady; g/gy).

En ce cas, on a
Dim\g(¥) = Dg(y) D (y) ™" u

Remarque 2. Pour y € Gy, on a

ng(y) = Idet)I¥ " "nG ().

En effet, si y € Ggre, cela résulte des définitions (cf. 3.11). En général, posant M = M(y)
et m =m(y),onay € Mge. Précisément, M = G1 x --- x G, avec G; = Autp(V;) et m =
g1 X -+ X gr avec g; = Endfp(V;), pour une décomposition V = Vi x --- x V,.. ’élément y
s’écrit Yy = (y1,...,¥) avec ¥; € (Gj)gre- Pouri =1,...,r, on a donc

ng; (vi) = ldet) N~ 'nG, (v, Ni = dimp (V).
Ici det(y;) est le déterminant dety (v — ypiv; V;) et det(y;)Ni~!
Par produit, on obtient

=detr(y = yvi; 8i/(8i)y;)-

Nm(y) = |detp(y — yy; m/my)|nc(y).
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D’autre part, on a
Dim\g(y) = detp(y = yy; g/m) DG (¥).

Comme g, =m,, on a

detp(y > yy: m/my)|ldetr (y > yy; g/m)| = |detp(y > yy: g/gy)] = |det(y)|¥ !,
d’ou I’égalité cherchée : ng(y) = [det() |V~ Ing (). |

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M et de radical
unipotent U et soit K’ un sous-groupe compact maximal de G en bonne position par
rapport & (P, A), A = Z(M). Soit dk’ la mesure de Haar normalisée sur K’ (c’est-a-dire
que vol(K', dk') = 1), et soit dm, resp. du, la mesure de Haar sur M, resp. U, telle que
vol(K'N'M,dm) =1, resp. vol(K'NU, du) = 1. Rappelons que d’aprés la normalisation
de dg, puisque tous les sous-groupes compacts maximaux de G sont conjugués dans G,
on a vol(K’,dg) =1 (i.e. dk’ = dg|g’). La formule (1) de 4.1 est donc valable pour ces
mesures. Notons p, m, u, les algébres de Lie de P, M, U, naturellement identifiées &
des sous-F-algébres de g. On a la décomposition p = m @ u. Soit du la mesure de Haar
sur u image de du par l'isomorphisme de variétés pr-adiques U — u, u — u—1. En
d’autres termes, du est la mesure de Haar sur u telle que vol(uN%A, ou) =1, ou A est
l'o-ordre héréditaire dans g tel que K = . Pour §f € C(g), on note f, € C(m) le
terme K'-invariant (ou terme constant) de § suivant p défini par

fp () :// f(k'~ (m +u)k"ydk'ou, m e M. )

Par rapport a 4.1.(2), noter I’absence du facteur 8p (le groupe p est unimodulaire). Alors
on a la variante sur g de la formule de descente 4.1.(3) :

0, (D = [Dmg(MI 20T, f e CX(0), @)

ot O} est la distribution sur m définie par

oy () = / Fm~lymyg, e C(m).
G, \M 4

Posant I™(y, :) = nm(y)%(‘))‘j‘, on obtient la formule de descente entre intégrales orbitales

normalisées

By, H=1".fp). feC (. 3

Par construction (comme pour G), I’élément y est quasi régulier elliptique dans m.
Pour étendre la formule (3) & tout élément y € mN gy, on procéde exactement comme
en 4.1. On a déja fixé un ensemble P = P; de sous-groupes paraboliques standards de
G et un sous-groupe compact maximal K de G en bonne position par rapport a (P, Ap)
pour tout P € P. Pour P € P, on note p =pp, mp, up, les algébres de Lie de P, Mp,
Up, naturellement identifiées & des sous-F-algébres de g. On a donc la décomposition
p=mp@up. Pour P = Py, on écrit pg, mp et up au lieu de pp,, mp, et up,. Pour P €
P, on a déja fixé des mesures normalisées dmp, dup, dmp ,, pour y € mp Ngqyr, sur les
groupes Mp, Up, Mp, = G,. On note dup la mesure de Haar sur up image de dup par
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I'isomorphisme de variétés pp-adiques Up — up, u > u — 1, et pour f € C°(g), on note
fpp € C°(mp) le terme K-invariant de f suivant p défini a I’aide des mesures normalisées
dk sur K et dup sur up. Pour f € CZ°(g), on a la formule de descente

Ig(% f) = ImP (y7 fp)’ y emp mgqr- (4)

Plus généralement, pour P, Q € P tels que P C Q et f € C(mg), on note fpnm, €
C°(mp) le terme (K N Mg)-invariant de f suivant p Nmy, défini comme en (1) & I’aide des
mesures normalisées sur K N Mg et sur up Nmg. Alors posant q = pg, on a la propriété
de transitivité

F)pnmg =Fp. T € CZ(9), Q)
et pour f € C°(g), on a la formule de descente
1My, §) = I™ (¥, fprmg), ¥ € mpN(MQ)gr- 6)
Comme pour G, on a
Iqr = U G((mP)qre NGqr). )
Pe?®

D’aprés (7), la formule de descente (5) et le point (ii) du corollaire de 3.11, pour toute
fonction f € C°(g), on a la variante sur g de 4.1.(9) :

(8) la fonction gor — C, y + I9(y, f) est localement constante.

Comme on ’a fait pour G, on pose

oo = “(mp)leNgg). keR ©)
Pe®
4.3. Descente centrale au voisinage d’un élément pur (suite)
Soit 8 € G un élément pur. On pose E = F[B], d = ﬁ, b=Endg(V) et H="0" (=
Gp). On suppose E # F. Rappelons que d’aprés la section 3 (corollaire de 3.10), il existe
un élément x € g dans l'image réciproque de 1 par une corestriction modérée s : g — b

sur g relativement a E/F et un voisinage ouvert fermé et G-invariant & de 8 dans G,
tels que pour toute fonction f € CZ°(G), il existe une fonction fEb € C(b) telle que

19(B+xb, f) =10, D) (1)

pour tout b € bge NV ot V est un voisinage ouvert fermé de 0 dans b tel que g +xV C E,
ces conditions impliquant que B+ xb est quasi régulier elliptique (dans G). Précisément,
x=x0®1 et s =59®idp pour un élément xo € A(E) dans I'image réciproque de 1
par une corestriction modérée sg: A(E) — E sur A(E) relativement & E/F et une
(W, E)-décomposition g = A(E) ®g b de g induite par une (W, E)-décomposition 2 =
A(E) Qo B de 2, o 2A est un o-ordre héréditaire dans g normalisé par E* tel que
B =bN2A est un og-ordre héréditaire minimal dans b. Posant ky = kr(B8)d (= ko(B, )
et Q =rad(2B), 'application partout submersive

8:Gx x5 G, (g,xb) > g7 (B+xb)g 2
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permet de « descendre » une distribution G-invariante T au voisinage de 8 dans G en une
distribution H-invariante 67 au voisinage de 0 dans b (cf. 3.9). En particulier, pour tout
b € bgre N QKOH, I'intégrale orbitale Ogyp sur G se descend en une distribution 6 poxp SUT
b, qui est un multiple de 'intégrale orbitale OIE sur b. On suppose ici que la mesure de Haar
0b’ sur b utilisée pour définir 'application T — 07 est celle qui est associée a la mesure
de Haar dh sur H utilisée pour définir les distributions OE (b € bgre), c’est-a-dire que 'on
a dh = 0*b’. On suppose aussi que la mesure de Haar dzg sur Zg = E* utilisée pour
normaliser les intégrales orbitales OZ (b € bgre) est celle qui vérifie vol(F*\E* dipy — 1,

’ dz
ot1

Alors d’aprés la proposition de 3.10, pour b € bge mgk , posant y = 8+xb, on a

B0, = 107 3)

Y

avec )
s (b
r= (g5 PurB)” = 1BI% 105

ce qui, en termes des intégrales orbitales normalisées, équivaut a

1
)
6100y = 1BIE (295)) 2 10, ). )

Remarque 1. Pour généraliser ces formules (3) et (4) aux éléments b € by qui ne sont
pas elliptiques, on est donc ramené & relier I'application T +— 07 a I’application terme
constant f — fp. Notons que les choses se présentent plutét bien, puisque le rang d
de H sur E est un invariant stable par passage aux sous-groupes de Levi de H et que,
pour un sous-groupe de Levi My de H, notant M le plus petit sous-groupe de Levi de
G contenant My (c’est-a-dire le centralisateur dans G de la composante F-déployée de
Z(Mpy)), mI'algébre de Lie de M et mg = m N b l'algébre de Lie de My, pour b € (mg)gre N
by suffisamment proche de 0 dans mg, I'élément y = B+ xb appartient a Mge N Gy, et
par définition, on a

6w _ ) 1Dmc)l
16(®B) " Nmg®B) [Dmgro )]

On voit donc apparaitre les jacobiens des applications « terme constant » sur G et sur b.
]

Comme pour G, on fixe une paire parabolique minimale (Pg,0, Ap,0) de H et un
sous-groupe compact maximal Ky de H en bonne position par rapport & (Pm.0, AH,0).
On suppose que la mesure de Haar dh sur H est celle qui donne le volume 1 & Kpy.
On note Py 'ensemble des sous-groupes paraboliques standards de H, c’est-a-dire ceux
qui contiennent Pg o et, pour P € Py, on note Up, le radical unipotent de Py, Mp,
la composante de Levi de Py contenant Ay, et Ap, = Z(Mp,) C An,o le centre de
Mp,,. On suppose que les ensembles P et Py sont compatibles, au sens ot en posant
Un,o = Upy, et en notant Ag,o (~ (Fx)d) le tore F-déployé maximal de Ag o (= (Ex)d)7
on a les inclusions

Un,o C Uy, Ag’o C Ap.

Pour Py € Py, on note AgH le tore F-déployé maximal de Ap,, MgH le centralisateur de
AgH dans G et Pg le sous-groupe parabolique standard de G défini par PG = MFG’H Uy,
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ou, de maniére équivalente, par A PG = AgH, resp. par M PG = MgH. L’application

Py — PG, Pu+> PS (3)

est injective. De plus, on a Py = HN Pg, Mp, =H ﬂMPg et Ap, = ZH(AICD;H). Notant
P(H) = Pg(H) 'image de (5), la bijection inverse est donnée par

P(H) - Py, P—~ Pp=HNP.

Pour P € P, on note p =pp, mp, up les algébres de Lie de P, Mp, Up identifiées a
des sous- F-algébres de g. On a la décomposition p = mp @ up. De méme, pour Py € Py,
on note py =pp,, mp,, up, les algébres de Lie de Py, Mp,, Up, identifiées & des
sous-E-algébres de b. On a la décomposition pg = mp, @ up,. Rappelons que l'on a fixé
une (W, E)-décomposition g = A(E) ®g b. L’hypothése de compatibilité entre P et Py
assure que pour Py € Py et P = Pg € P, on a les décompositions

p=AE)Qcpy, mp=AE)Qcmp,, up=A(E)QEguUpy. (6)
Bien siir, on a aussi
pp =pNb, mp, =mpNb, up, =upnb.

Pour b € by, on définit comme en 4.2 les distributions OE et 1°(b, ) = nb(b)%og sur
b, l'intégrale orbitale OZ sur b étant normalisée de la maniére suivante : le groupe
Hp, = E[b]* est un produit ElX x -+ x EX pour des extensions E;/E; il contient le
tore F-déployé maximal Ag = (F*)" que 'on munit de la mesure de Haar da telle que
vol((0*)%, da) = 1; alors on utilise pour définir OI[; la mesure de Haar dhj, sur H) telle
que VOl(AI?\Hb, %) = 1. Pour b € bgre, cette normalisation coincide avec celle introduite
plus haut.

Pour Py € Py et b € (mp,)qr, posant p, =pp,, my =mp, et u, =up,, on définit
comme en 4.2 — avec la normalisation ci-dessus — les distributions OZ”‘ et I™(b,) =
Nm, (b)%O?* sur my. Pour f € C°(b), on note fp, € CZ°(my) le terme Kpy-invariant de §
suivant ps, défini a l'aide des mesures normalisées sur Ky et sur u,. Pour § € C(b),
d’aprés 4.2.(4), on a la formule de descente

1°(b,F) = I™ (b, fp,), b€ myuNby. )

Soit Py € Py. Posons P = Pg, M = Mp, U =Up et notons p =pp, m=mp, u=1up
les algébres de Lie de P, M, U. De méme, posons Py = Py, My = Mp,, U, =Up, et
notons P = Pp,,, My = Mp,, U, = up, les algébres de Lie de P,, M., U,. Soit aussi P,
le sous-groupe parabolique de H opposé a P, par rapport & M, et soit U, son radical
unipotent. Notons u C b l’algébre de Lie de u, . Rappelons que la (W, E)-décomposition
g = A(E) ®g b de g est induite & partir d’'une (W, E)-décomposition A = A(E) @, B de
2. On suppose que la sous-og-algébre d’Iwahori 8 de b est associée & une chambre de
I'immeuble affine de H contenue dans ’appartement associé au tore E-déployé maximal
Apo de H. Alors on a la décomposition

OF = @ nu)) @ @ Nmy) ® Q4 Ny, ke Z. @)
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Pour k € Z, posons
ok = 9Fnm (= 9 nm,).

Pour k, j € Z, on a donc
Q= op@), ©)

ol @wg est une uniformisante de E. La E-algébre m, se décompose en m, = by x - -+ X by,
b; = Endg(V;), pour une décomposition du E-espace vectoriel V en V =V x---x V.
La og-algébre B, =B Nm se décompose en B, =B; x--- x B, o B; est un og-ordre
héréditaire minimal (i.e. d'Twahori) dans b;, et posant Q, =QNm (=Q!) et Q, =
rad(B;) pouri =1,...,s,onaQ =9, x---x Q. On en déduit que pour k € Z, posant
d;i = dimg(V;), on a les égalités

dik ) dik+1
gﬂ‘:gll X--~Xg?‘k, gﬁ{""l:gll"' X...ngsk+1. (10)

De méme, on a la décomposition m = gy x -+ x gy, g; = Endp(V;), et la o-algebre 2, =
ANm se décompose en A, =A; x -+ x A, ou2; est 'unique og-ordre héréditaire dans g;
normalisé par E* tel que 2; Nb; = B,. L’élément x = xo ® 1 appartient & A, et d’aprés
ce qui précéde — rappelons que k, = dkr(f) —, I'application

Sm M x Q%?—H

— M, (m,b) —» m " (B+xb)m an

est partout submersive. On peut donc, comme on l'a fait sur G a l'aide de & (3.9),
descendre une distribution M-invariante au voisinage de 8 dans M en une distribution
M -invariante au voisinage de 0 dans m, : & toute distribution M-invariante Ty sur M

. .. . ~ ko+1 .
est associée une distribution ¥7,, sur xg;‘f telle que pour toute fonction ¢ € CS°(M x

ko1
xQm ),ona

(@831 O1yy) = (@™, Tag),

ou les fonctions ¢ e CXAm(Spm)) et ¢s,, € Cé’o(xg,knoﬂ) sont définies a l'aide de la
mesure normalisée dm sur M et de la mesure dm, sur m, associée & la mesure normalisée
sur M. A partir de 5TM7 on construit comme en 3.9 une distribution H-invariante 7,
sur Pouvert H-invariant M+ (gﬁ?“) de M,. Ecrivons M, = Hy x --- x Hy, H; = Autg(V}),
et pour i = 1,...,s, posons k; g = dikp(B). D’aprés (10), on a

ky o+l

M@t = g ot

)X...XHV(ng'

)s 12)

et d’aprés 3.1.(7), M (Q%OH) est une partie (ouverte et M,-invariante) fermée dans m,. Le
support Supp(dr,,) de ¥7,,, qui est une partie fermée de My (g%?“), est donc fermé dans
m,, et on peut prolonger cette distribution ¥7,, par 0 sur m, ~\ Supp(dr,,). On obtient
ainsi une distribution M,-invariante sur m,, de support Supp(d,,), que I'on note 67,,. On
peut aussi restreindre la distribution 97, & un voisinage ouvert fermé et M,-invariant €’
de 0 dans m, contenu dans M+ (gﬁﬁ’“), et définir une distribution M,-invariante 9%; sur
my, & support dans ', en posant

F,68) = (flo, 91,0, € CX(my).
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D’autre part, pour k € Z, on a ’égalité
f@**hnm =@, (13)
En effet, puisque H(gdk“) = wé (1Q) et M= (gﬁf“) = wé (M« (Q,,)), il suffit de vérifier
13) pour k=0. L’inclusion D dans (13) est claire. Pour b € b, notant ¢P(r) =
b
d_ab 1) e E[1] le polynéme caractéristique du E-endomorphisme b de V, d’aprés
j=0%b,j
la remarque 2 de 3.1, on a

{beb:vpgal)>1,j=0,....d-1}="Q

Pour b = (by, ..., bs) € my, b; € b;, le polyndéme caractéristique Cbb s’écrit §bb =1 C;i,
et si les coefficients alg’j (j=0,...,d—1) appartiennent a pg, alors pouri =1, ..., s, le
polynoéme caractéristique Cblj I appartient & og[t] et gb[:," (modpg) = 1% . A nouveau d’aprés
la remarque 2 de 3.1 (appliqué a chaque b;), on obtient U'inclusion C dans (13) pour
k=0.

Remarque 2. D’aprés (13), on a l'égalité
Al nm =M™, (14)

En particulier, si € est un voisinage ouvert fermé et H-invariant de 0 dans b contenu dans
H(gko“), alors Qm = QNm (= 2Nm,) est un voisinage ouvert fermé et M,-invariant
de 0 dans m, contenu dans M+ (Q%?H). [ |

Comme on l’a fait pour b, pour chaque r € R, on peut définir par produit le
sous-ensemble (m*)flre de (my)qre : On pose

(M) re = (ODre X -+ X (by)e.
Notons que si r = k—i—% pour un entier k, alors puisque pour i = 1,...,s, les « sauts »
de la filtration r > (bj)gr. de (bi)gre sont les éléements de diiZ, on a l'égalité
1

(m*)are = (bl)qre Do x (bs)qre oL

D’aprés (12) et le lemme 2 de 3.1, on a donc

kr(B)+1 ko+1
(m*)qlrreﬁ ¢ = (M) gre N M*(gﬁ? )
d’ou (grace a (14))
kr(B)+1
Mg’ T = (my)gre N QL. (15)

Pour b € (m*)qreﬂg&)“, I'élément y = B+ xb appartient a Mge et, d’aprés (3), on a
Degalité
_ my
bou =m0} (16)
avec

i b
b = (g P p(B)IMET) = I el

ce qui, en termes d’intégrales orbitales normalisées, équivaut a

_1
Oy, = 181 (7)1 0.0, (17)
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Lemme 1. Pour b € (my)gre N bgr OQKO“LI, lélément y = B+ xb appartient & Mge N Gy,

et l'on a e
\Dni‘i\\f(by)u (an(ﬂ)MF(ﬂ))dlmE(m*)—dlmE(b) (= )\-M)\._l).
ion. Feri kio+1
Démonstration. Ecrivons b = (b1, ..., bs), bj € (b;)gre N, 0" Posons M =G x -+ X

Gs, Gi = Autp(V;), et écrivons ¥y = (y1,...,¥s), vi=B+xb; € G;. Pour i =1,...,s
I’élément y; est quasi régulier elliptique dans G;, donc y est quasi régulier elliptique
dans M. De plus, si y n’est pas quasi régulier dans G, alors b n’est pas quasi régulier
dans b, contradiction. Donc y € Mgre N Gy

On a DM\G()/) detp(y = yY;g/m) = Dmg(y). Pour i=1,...,s, posons N;=
dimg(V;) et d; = EF .On a

S
detp (y > yy: g/m) = det()N ' ] [ det(yi)= ™D,
i=1

N
d(N—1 —d; (N;j—1
detr(y > yysg/m)| = 1BIE" VT T1BIz4 N
i=1
N

et, puisque ) ;_,di =d = TR

[E:F(d*-35_, d?) E:F](dimg (b)—di .
|detr (y > yy; g/m)| = Bl D = | gl I dime () —dimg ()

1-|E:F
1Bl (EF]

D’autre part, on a u,t B) = wr(B), par conséquent il s’agit de prouver 1’égalité

DwaWl _ )+ gy—(dimg (6)—dimp(m.))
[Dmgb ()| E
Pour 1 < i, j <s tels que i # j, posons g; ; = Endr(V;, V;) et b; ; = Endg(V;, V;). Le
F-endomorphisme —ad, de g se restreint en un F-automorphisme g — gy; —y;g de g; j,
que l'on note y; ;. De la méme manieére, le E-endomorphisme —ady, de b se restreint en
un E-automorphisme y — yb; —b;y, que 'on note b; ;. Puisque

|Dm\g(]/)| _ l—[ |detF(yl',j;gi,j)|

[Dim 6 (D)|E P<i s i |detg (b j; bi ) e

et
dimp(b) —dimg(m) = Y dimp(i,),
I<i,j<s, i#]

il suffit de prouver que pour 1 < i, j < s telsquei # j, on a

ldetp(y; j:0i )l 4+ o —di b; ;

\detE(bi.jJ;bi,jj)IE = wp(B) me®is),
Fixons un tel couple (i, j) et prouvons 1’égalité ci-dessus. Rappelons que la
(W, E)-décomposition g = A(E)Rgb est induite par une (W, E)-décomposition A =
A(E) ®o, B. On en déduit (par restriction) une décomposition g; ; = A(E) ®g b; ;. Pour
k € Z, posons Xk = ‘Ek Ngi; et P* =9 N bij (= 0k Ngi ;). On a X*Nb;; =P* et
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Xk = A(E) ®og k. Soit N = M, (B, 20) et, pour k € Z, posons 3k = kaﬂgi,j. Puisque
OF ¢ 9N, on a P* < 3. On pose 3* = 3¥/PF. Pour z € 3%, on a
vi,j(2) = —adg(z) +zxb; —xbjz
avec zxb; — xbjz € Xkotk+1 Ecrivons
zxb; —xbjz = —adg(z) +x7"

ko+k+1
avec Z/ e 3k+1 et Z// c 23:()]

. On a donc
¥i,j(2) = —adg(z +2) +xz".

L’élément z” est uniquement déterminé par z, puisque 'on a z” = s(zxb; — xb;z). Quant
a l'élément 7/, il n’est pas défini de maniére unique, mais sa projection z’ sur 3! l'est.
On a donc défini deux applications o-linéaires

AR e e e A A e

telles que
vij(@) = —adgz+ 0" @) + 20" @), ze 3k (18)
Remarquons que pour z = y € 3KN bij = 2%, on a
Vi) = ybi —bjy = bi (). (19)

Pour k, k' € Z tels que k' >k, on a nk|3k/ = nk/ et vk|3kr =K. On obtient deux
applications F-linéaires

n:gij—> 8 =0i/bij, v:igij— bij,

telles que pour k € Z>1, on a nk = Nl et vk = v|3c. D’autre part, pour m € Z, d’apres
[1, 1.4.10], on a la suite exacte courte

- —ad
0 — 3m L ghotm S, ggkotm g (20)
Puisque d’apreés [1, 1.4.13], on a Q"N = No Q,, Q" avec Ny = Ni,(8) (B, A(E)), elle se
déduit par 'application — ®,, 9™ de la suite exacte courte
—ad
0— 9 —> rr B (E) 2 pir® — o, 1)
D’aprés (20) et (21), pour tout k € Z et toute mesure de Haar dg; ; sur g; j/b; j, on a

vol(3¥,0g; ;)

— + dimE(b,-,j)‘ 22
vol (ot ko tk og, 1y P 22

De (18), (19) et (22), on déduit (voir par exemple [10, 5.3.3, 5.3.4]) que
detr (i, j: gi.)| = wf(B)” UME O detp (B3 bi )

ce qui est ’égalité cherchée. O
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L’application terme constant C°(G) — COO(M) f — fp permet dualement d’associer
A une distribution T); sur M une distribution LP(TM) sur G : pour f € C°(G), on pose

(£, iS(Tw)) = (fp, Tu).

De la méme maniére, I'application terme constant C°(b) — C°(my), f— fp, permet
dualement d’associer & une distribution Ty, sur m, une distribution i g* (Twn,) sur b : pour
f e C°(b), on pose

(f. i, (Tm,)) = (Fp.» T, )-

Lemme 2. Pour b € (my)gre N bg mgko“, posant y = B+xb, on a

b _ (1D ()|
ip, Oom) = (TDm*\b(bnE) 0iG om)-
Démonstration. Pour toute fonction ¢ € C°(G x xL_“lkOH)7 on note ¢3 € ch(gko“) la

fonction définie par ¢35 (y) = ¢s(xy) pour y € gkOH. De méme, pour toute fonction ¢ €

C (M x QKO—H), on note (p(’{M € CSO(L_Q%?H

1 .
pour y € Qm L+1 11 suffit de montrer que pour toute fonction ¢ € CX°(G x kaOJrl), il

) la fonction définie par gog‘M (¥) = @s,, (xy)

existe une fonction ¢p p, € C(M x xQJ) ) vérifiant les conditions (i) et (ii) suivantes,
pour tout b € (my)gre N bgr mg&o“ :

(i) 03" (@5)p.) = 05 (Bpp.)5,) 5
l
.. |D (B+xb)|\
(1) O, (8" p) = (FREEE) 2 O, (@pp ).
En effet, soit ¢ € C°(G xxgkoH) et supposons qu'une telle fonction ¢p p, existe.
Soit b € (My)gre N byr mgko“ et posons y = B+ xb € Mge N Gqr. En appliquant (ii) a la
distribution Ofﬁ” sur M, on obtient

_1
.90, @) =i80,)@") = 0Y (¢")p) = (Psirl) O (@rp) ™).

my

En appliquant (i) a la distribution QOVM = Ay 0, " sur my, on obtient

OY (Bp.p.)™) = Bou (Dp.p.)5,) = Oou (G)p.).
Or on a (par définition)
Oou ($5)p.) = i;’*(eoqubg“),
d’ou
_ { IDmc ()l .
050, (#) = (|Dm \b(b>|‘E> iy Bow) (@3).
Comme ’égalité ci-dessus est vraie pour toute fonction ¢ € C(G x xgko“) — pourvu
qu’il existe une fonction ¢p , € C(M xxg%({ﬂ) vérifiant les conditions (i) et (ii)
ci-dessus — cela démontre le lemme. Reste & prouver I'existence de ¢p p, .

Soit ¢ € C°(G x xg&0+1). Puisque C°(G x xgk()“) = C?(G)@Cgo(xgkﬁl), on
peut par linéarité supposer que ¢ est de la forme ¢ = f®& avec f e CF(G) et
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&€ C§°(xgko+1). Soit f € C(M) la fonction définie par f(m) = fprK f (muk)dudk.
Notons f la fonction £* € C° (g&()“) et prenons le terme K p-invariant f,, € CZ°(my) de
f suivant p,. Puisque

Qot! py, c #(Qhth,

le support de fy, est contenu dans #(Q%T1)Nm, et, d’aprés (14), cette intersection
ko+1
m

coincide avec M(Q2" ). On peut donc décomposer fp. en

fp* = Z fp*,h
heM,

avec fp,.n € C° (h_%?“h*l) et fp,,» = 0 sauf pour un nombre fini de 2. Comme en 3.9, on

obtient une fonction » ;s fp,.n 0 Adjos sur xg%ﬁ)ﬂ, que l'on note &, € CgO(xgkm"“).
Bien str, la fonction &, n’est pas vraiment définie, puisqu’elle dépend de la décomposition
de fp, choisie, mais pour toute distribution M-invariante Ty sur M, la quantité (§,, ETM)
est bien définie (elle ne dépend pas de la décomposition de f,, choisie, cf. 3.9). On pose

bpp. = F @&, € COM x x 22t
Pour b € (my)gre N bgr mgko“, posant y = B +xb, on a
Bou (Bp.p.)%,) = Bou (CEL) = Bou (91)p.)

avec ¢ = fM f(m)dm = fG f(g)dg. Puisque Qoy = AMOZ“‘, cela prouve que la fonction
¢p,p, vérifie la condition (i). Quant & la condition (ii), pour m € M et u € U, posons
V() =mumu e U. Pour me M, ue U, k€ K et b e m.Nby tel que y = B+xb
appartient a Ggr, I'’élément 8y (m, xb) = m~'ym appartient & M N Ggr et 'on a

8(muk, xb) = k™ '8y (m. xb)vsy, (m.xp) (k. (23)

De plus, l'application U — U, u > Vs, (m,xb)(#) est un automorphisme de variété
p-adique de jacobien constant égal a

1 1
|detp (I —Ad,-1;wW|r =8p(¥) 2[Dmc(¥)I2. (24)

Pour m, € M, et u, € Uy, posons v, (uy) = u;lm*u,k — by € uy. Alors pour m, € M,,
uy € Uy, k € Ky et b e myNby, on a

k-t u\m T Y omuk —kil(mflbm +0 (ux)k

* * * gl = Ky * * mglbm* * ¥

et l'application uy — uy, y > v, 1, (1+y) est un automorphisme de variété p-adique
de jacobien constant égal a

1
detr (adp: )] = [Dmpp(D)]2. (25)

La formule (23), et les calculs des jacobiens (24) et (25), entrainent que la fonction ¢p p,
vérifie la condition (ii). O
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Proposition. Pour b € (my)qre N bgr mgko“, posant y = B+xb, on a
b
Qoy == A.ob,

ot la constante . > 0 est celle de la proposition de 3.10, c’est-a-dire A = (qZF(ﬂ)up(,B))dz.

Démonstration. D’aprés la formule de descente 4.1.(6), on a i}G)(IM(y, N =1%y, ") et,

d’aprés la formule de descente 4.2.(4), on a iS*(Im*(b, ) =1%y,-). En termes des

intégrales orbitales non normalisées, on a donc ig(Oy) = |Dm\c (y)|%0y et ig* ((921*) =
1

|Din 6 (D) 200 D’aprés le lemme 1, on a

_ |Dumpe®)E
A= [Dm\G (V)] Ams
et d’apreés le lemme 2 et la relation (16), on a

1
_ Dm*\h(h)‘E 2 .b My
Oigom) = (_|DM\G(y)|) Ip, AnOp).

D’ou la proposition. O

Corollaire 1. Pour b € bqrﬂgkfﬁ'l, lélément y = B+xb appartient & Gg et l'on a
l’égalité

1
d Y\ 20
broi. = 1815 (195) T 10,0,

avec .

—2 4 1
814 (295) * = 1837,

Démonstration. Soit b € by, ﬂgﬁﬁ'l. Puisque by = UPE?H H((mpH)qre) Nbgr, quitte a

remplacer b par h~'bh pour un h € H, on peut (d’aprés le lemme de 3.7) supposer que
be (tmoh,)qreﬂbqrﬂgk“'H pour un Py € Py. Posons P = Pg, M =Mp et my =mp,.
L’élément y appartient & Mqre N Ggr €t 'on a 0o, = AO}[; avec

_ [ D\ 6 DNE | p1d Mmy D) 1P\ 6 DIE _ | 51d nu(b)
A =2 Dot = BlEw ey et = 1BlEse)
En termes des intégrales orbitales normalisées, on a donc
1
_ g/ WY 2 g0
Oro0. = IB1E (25) *1°G.)
d (16007 d1a—dsyh 9,
avee [BIZ (195)) © = 1BILUBIZ/M3 = 1BIZA2. O

On en déduit que dans le corollaire de 3.10, le point (i) reste vrai pour tous les éléments
de QKOJFI qui sont quasi réguliers (dans b), et pas seulement pour ceux qui sont elliptiques :

Corollaire 2. Pour toute fonction f € C(G), il eviste une fonction f° € CSO(QKOH)
telle que pour tout b € by, mgko“, on a l’égalité

1°B+x0®b, f) =10, ).
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Remarque 2. On a bien sir aussi la variante sur g du corollaire 2 (le point (i) du corollaire
de 3.11 reste vrai pour tous les éléments de Q&)H qui sont quasi réguliers, et pas seulement

pour ceux qui sont elliptiques) : — pour toute fonction § € C°(g), il existe une fonction
fo e Cé’o(gk(ﬁ]) telle que pour tout b € bqrﬂgkOJ“], on a l’égalité
I9B+x0®@b,§) =1°0, ). n

4.4. Descente centrale au voisinage d’un élément fermé

Soit B € G un élément fermé (cf. 3.1). Notons b le centralisateur gg = Endrg)(V)
de B dans g. La F-algébre F[B] se décompose en F[B8]=E|x---Xx E, pour des
extensions E;/F. Pour i =1,...,r, notons ¢; I'idempotent de F[y] associé a E;, et
posons V; =¢;(V), gi = Endr(V;) et b; = Endg,(V;). On a donc la décomposition b =
by x -+ x b, et 'élément B = (B, ..., Br) est (F-)pur dans m = g; X - -+ X g,, au sens ol
pour i =1,...,r, 'élément B; est pur dans g;. Notons H le centralisateur Gg = b* de
B dans G, Ag le tore déployé maximal du centre Z(H) = F[B]* de H et M = M(B) le
centralisateur Zg(Ag) de Ag dans G. On a donc H = H; x --- x H, avec H; = Autg, (V;)
et M =G| x---x G, avec G; = Autg(V;). Quitte & remplacer 8 par un conjugué par g,
on peut supposer que B est en « position standard », c’est-a-dire que Ag = Ap pour un
P e€®. Alors on a M = Mp et m = mp. Rappelons que pour toute fonction f € C°(G),
on a la formule de descente (4.1.(6))

1, ) =1"(@, fr), v eMNGy. (1)

Pouri € {1,...,r}tel que E; # F, on peut descendre les intégrales orbitales normalisées
au voisinage de B; dans G; en des intégrales orbitales normalisées au voisinage de 0 dans
b; (corollaire 2 de 4.3) : il existe un élément x; € g; et un voisinage ouvert compact V; de
0 dans b;, tels que pour toute fonction f; € CZ°(Gy), il existe une fonction fibi e CF (V)
telle que

190(B; +xibi. fi) = 1% (i, f7), bi € (b1)ge N Vi

Précisément, 'élément x; est de la forme x; =x;o® 1 pour un élément x; o € A(E;)
dans I'image réciproque de 1 par une corestriction modérée s; o : A(E;) = E; sur A(E;)
relativement & E;/F et une (W;, E;)-décomposition g; = A(E;) ®, b; de g; induite par
une (W;, E;)-décomposition 2[; = A(E;) Qo K, B; de ;, ou 2; est un o-ordre héréditaire
dans g; normalisé par E;* tel que B; = b; N2, est un og,-ordre héréditaire minimal dans
b;. Le voisinage V; de 0 dans b; est donné par V; = gi&zo“, ot Q; =rad(®B;) et k; o =
ko(Bi, ;) = dikr(B;) avec d; = dimg, (V;) (= e(B,;|og,)). Rappelons que d’apres 3.1.(7
Hi(V;) est une partie ouverte fermée et H;-invariante dans b;, et que d’aprés 3.7.(3
w; = Gi (Bi +x;V;) est une partie ouverte fermée et G-invariante dans G.

Pouri € {1,...,r}tel que E; = F,’élément B; appartient & F* et 'onab; = g; et H; =
G;. On choisit un o-ordre héréditaire minimal 5; dans b;. On pose x; =1, Q, = rad(5,),
di =dimp(V;) et V; = gf"'”(ﬂ")“. D’aprés 3.1.(7), I'ensemble w; = % (8; +x; Vi) = Bi +
Gi (V;) est un voisinage ouvert fermé et G;-invariant de B; dans G;. Pour toute fonction
fi € C°(G}), on choisit une décomposition

fi=> fia

gi€G;

);
);
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avec fi g € CO(Bi +g,~\7iglfl) et fi. o = 0 pour presque tout g; € G;, et I’on note fihi €
C°(V;) la fonction définie par

£y =y fioltg (Bi+b), b€ Vi.
8i€Gi
On a donc
198+ xibi, f) = 1% (i, £, bi € (b)gr N Vi

Soit x = (x1,...,x,) € m et soit V le voisinage ouvert compact de 0 dans b défini par
V="V x---xV,. Notons que #V = H1(V) x ... x #(V,) est un voisinage ouvert fermé
et H-invariant de 0 dans b et que ¥ (8 +xV) = w X - - - X w, est un voisinage ouvert fermé
et M-invariant de B dans M. D’aprés ce qui précéde, pour toute fonction f € CS°(M), il
existe une fonction f° e C(V) telle que

M@B+xb, f)=1°0, f*), bebgnV. )

En effet, puisque C(M) = CZ(G1) Q-+ - Q@ C(G,), la fonction f est une combinaison
linéaire de fonctions du type fi ®---Q® f; avec fi € C°(G;). Pour f = fi®---® f, la
fonction Y = flhl ® - ® £ convient. D’oil le résultat par linéarité.
Posons
V={beV: DG (B +xb) # 0.
Puisque b = gg est contenu dans m, on a Dyng(B) # 0, et V' est un voisinage ouvert de
0 dans b. On a linclusion

{B4+xb:beby;NV}C MNGy. 3)

En effet, d’aprés 4.3, pour tout b € bq; NV, I'élément B +xb appartient & Mg Par
conséquent, pour tout b € bg, NV, puisque B +xb € My et Dy\g(B +xb) # 0, I'élément
B +xb appartient & M N Gg,.
L’application
Sy M xxV— M, (m,xb) — m_l(,B +xb)m
est partout submersive. Par définition de V', I'application
8 :GxxV — G, (g, xb) > g (B +xb)g

est elle aussi partout submersive. Pour g € G et b € b, puisque G = KP = PK, on peut
écrire g = muk avec m € M, u € Up et k € K. Alors pour b € V', posant y =m~ (B +
xb)m, on a

g B+xbig =k "y u ywk.

1

Puisque Dayng(y) # 0, l'application Up — Up, u >y~ u~'yu est un automorphisme

de variété p-adique. D’ou 'inclusion

Im(8") c XAm(Sy)Up). 4)

Remarque 1. L’inclusion (4) n’implique pas que si f € C°(G) est a support contenu
dans Im(8’), alors la fonction fp € CI°(M) est a support contenu dans Im(8y). D’autre
part, d’aprés le lemme 3 de 3.2, il existe un voisinage ouvert fermé et M-invariant E
de B dans M tel que By € M(B+xV'). Pour un tel Ey, on a 6(Ey) = K(EpUp), et
E = ¢(8)) est un voisinage ouvert fermé et G-invariant de g dans G. |
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D’aprés le lemme 3 de 3.2, on peut choisir un voisinage ouvert fermé et M-invariant
Ey de B dans M tel que Ey € ¥ (B +xV’). Pour toute fonction f € C(G), la fonction
fplz, est a support dans Im(8y) = M (B +xV) et, d’aprés (2), il existe une fonction
fE = (frlzy)® € CZ(V) telle que

1M (B +xb, frlzy,) =1°(0, f8). b ebgnV.

D’aprés (1), on en déduit que pour tout b € bg; NV tel que B+ xb € Ey, on a I'égalité
19(B+xb, f)=1°0, f8 ). @

D’aprés la remarque 1, (Ey) = K(E)Up) est un voisinage ouvert fermé et G-invariant
de § dans G.
On peut choisir Ey; de la forme

En =" (B+xV®), VO = gl g,

pour un entier un r-uplet (k) = (ki, ..., k) € Z" tel que V& <V’ (pouri=1,...,r,on
a donc forcément k; > max{kr(B;). vg,;(Bi)}). D’ou la proposition suivante.

Proposition. Soit un r-uplet (k) € Z"" tel que W =V® c V. Pour toute fonction f €
C(G), il existe une fonction fbe CP(W) telle que pour tout b € b N'W, on a l’égalité

1°(B+xb, f)=1°(, f°).

Remarque 2. On a aussi la variante sur g de la proposition. Soit 8 € g un élément fermé.
On reprend a l'identique les constructions précédentes, la seule différence étant que dans
la décomposition g = (B1, ..., B;), les éléments B; tels que F[B;] = F sont dans F (et
pas forcément dans F*). On suppose toujours que M = M(B) est de la forme M = Mp
pour un P € P. On définit V de la méme maniére — ¢’est un voisinage ouvert compact de
B dans b — et 'on pose

V' ={beV: Dmg(B+xb) #0}.

Alors V' est un voisinage ouvert de 8 dans b. L’application
Sm M xxV—m, (m,xb)— m Y(B+xb)m
est partout submersive. Par définition de V', I'application
8 :GxxV — g, (g,xb) > g~ (B+xb)g

est elle aussi partout submersive. Pour un r-uplet (k) € Z", on définit le voisinage ouvert
compact V& de 0 dans b comme plus haut. On obtient de la méme maniére : — soit
un r-uplet (k) € Z" tel que W =V® c V. Pour toute fonction f € C(g), il existe une
fonction f° € CP(W) telle que pour tout b € bge MW, on a I’égalité

198 +xb,f) = 1°(b, ). ]
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5. Germes de Shalika et résultats sur ’algébre de Lie
5.1. Théorie des germes de Shalika

On reprend dans ce numéro les principaux éléments de la théorie des germes de Shalika
au voisinage de 0 dans gq. Elle est exactement la méme qu’en caractéristique nulle. Soit
N Tensemble des éléments nilpotents de g. On sait que N est réunion d’un nombre fini
de classes de G-conjugaison, paramétrisées par les partitions de N. Soit O, ..., Ogy C N
I’ensemble de ces classes de G-conjugaison, ordonnées de telle maniére que dim(Q;) <
dim(O;41), ou dim(X) désigne la dimension d’une variété p-adique X. On a donc Qg = {0}
et Ogy est 'orbite nilpotente réguliére, c’est-a-dire celle de dimension N?—N. Pour
k=0,...,dy, la partie N; = ]_U'(:O O; est fermée dans G et 'orbite O; est ouverte dans
N;.

Pouri =0, ..., dy, choisissons un élément x; € O;. On sait que le centralisateur G, de
x; dans G est unimodulaire. On peut donc fixer une mesure de Haar dg,, sur Gy,. Pour
une fonction f € C°(g), on pose

— -1y dg
Oy (H) = / f(g ng)m-
D’apreés [6], cette intégrale est absolument convergente. Elle définit donc une distribution
Oy, sur g, de support la fermeture O; de I'orbite O; dans g (pour la topologie p-adique).
A T’élément nilpotent x; est associé comme suit un sous-groupe parabolique Py, de G.
Pour chaque entier k > 0, on note V)gj le noyau de ’endomorphisme x{‘ de V. Alors

Py={geG:gVH Vi k=1
Le radical unipotent Uy, de Py, est donné par
Uy ={geG: gV cvil k> 1)

Soit r; le rang de x;, c’est-a-dire le plus petit entier k > 1 tel que xl{“l # 0. L’élément
x; appartient a U, et, pour i =2,...,r;, il induit par passage aux quotients une
application injective V)g‘l,/V)fi_1 — V)S_I/V)é_z, ce qui signifie (d’apres le lemme 2 de [6])
que lorbite Opxl_ x)={p 'xip:pe Py} est dense dans U,; pour la topologie p-adique.
C’est d’ailleurs ce résultat qui permet de montrer la convergence absolue de l'intégrale
orbitale Oy, (f).

Pour z € F* et f € C(g), on note f* € C°(g) la fonction définie par §*(y) = f(zy). Pour
i=0,...,dy, Uorbite O; vérifie zO; = O; et la distribution Oy, vérifie (cf. [10, 3.6.1])

Oy, (F) = [2129mOD0, (), e CX(g). (1)

Soit {f; :i =0...,dn} C C°(g) un ensemble de fonctions vérifiant les deux conditions
suivantes (cf. [10, 3.5.1]) :

(i) pouri =0, ...,m, le support de la restriction de §; & N; est contenu dans O; ;

(ii) pour 1 <i, j <dy, on a Oy (f;) =6 ; (symbole de Kronecker).
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Pour toute fonction ¢ : ggr — C, on note [4’]8 le germe de fonctions au voisinage de 0 dans
ggr définie par ¢. Deux fonctions ¢, ¢’ : gor — C définissent le méme germe [¢>]8 =[¢’ ]8
si et seulement si il existe un voisinage V de 0 dans g tel que (¢ — ¢’ )vngg = 0. D’apres
[6] (cf. [10, 3.5.2]), pour toute fonction f € C°(g), la fonction y — O, (f) sur gq admet
le développement en germes

dn
(0,1 =D 0, (IO, (I )
i=0
En d’autres termes, il existe un voisinage Vs de 0 dans g tel que pour tout y € V5N gy,
on a I’égalité
dy
Oy (f) =Y 0, (O, ().
i=0
De plus, les germes de fonctions [y — O, (fi)](g) au voisinage de 0 dans gqr sont uniquement
déterminés par le développement (2) pour toute fonction f € C°(g). En particulier, si
{fi :i=0,...,dn} C CX(g) est un autre ensemble de fonctions vérifiant les conditions (i)
et (ii), alors pour i =0, ..., m, on a I’égalité des germes [y Oy(f;)]g =[y Oy(f,-)]g.
On note a; ce germe [y = O, (fi)]o. On I'appelle germe de Shalika associé a l'orbite O;.
Pour z € F* et y € gqr, on a zy € gqr- On peut donc, pour tout germe de fonctions a au
voisinage de 0 dans gqr, définir le germe a® : si a = [(p]g pour une fonction ¢ : gqr — C,
on pose a® = [(pz]g avec ¢°(y) = @(zy), vy € gqr- Pour i =0,...,dy, d'aprés (2) et la
propriété d’unicité des germes de Shalika, le germe a; vérifie la formule d’homogénéité
af = |z]729mO0g, e FX. 3)
Gréce a cette propriété d’homogénéité, on peut remplacer les germes de Shalika par des
fonctions canoniques sur gq, induisant les mémes germes au voisinage de 0 dans gq,. En
effet (cf. 8, 17.8]), pour i =0, ..., dy, il existe une unique fonction a; : ggr — C telle
que [&i]g =a; et a;(zy) = IZlf%dimw")fli(y) pour tout y € gqgr et tout z € F*. De plus
(loc. cit.), la fonction a@; est a valeurs dans R (car on peut choisir les fonctions f;, pour
i=0,...,dx, a valeurs dans R), elle est invariante par translation par les éléments du
centre 3 = F de g et invariante par conjugaison par les éléments de G. Bien sir, ces
fonctions a; dépendent de la normalisation des distributions O, pour y € gq, et aussi de
celle des distributions Oy, pouri =0, ..., dx.

Les germes de Shalika a; ou, ce qui revient au méme, les fonctions a;, sont en général
trés difficiles & calculer (voir par exemple [14, 15]). On dispose cependant d’un résultat
crucial, concernant le germe aq associé a l'orbite nulle : il induit un germe de fonctions
constant au voisinage de 0 dans gr. Précisément, en imposant la condition Oy, = 8y,
(mesure de Dirac en xg = 0), on a [5, A.3.3]

ao(y) = =DV 1dSte) ™y € gres 4

ou d(Stg) est le degré formel de la représentation de Steinberg Stg de G. Pour définir ce

degré formel, on utilise bien sir ici la mesure Z—‘g sur ’espace quotient Z\G, ol dz est la

mesure de Haar sur Z = F* qui donne le volume 1 a Ur. D’ailleurs, puisque

ag =y = 0,(jo)g
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et que l'application y +— O, (fo) est localement constante sur gge, 1’égalité (4) est
vrale pour tout y € gge. Grace a (4) et a la formule d’homogénéité (3), on obtient
(cf. [10, 5.6.1]) que les fonctions a; : gor — R pour i =0,...,dn, et méme leurs
restrictions a I'ouvert g, C gqr des éléments (quasi réguliers) séparables, sont linéairement
indépendantes sur C : si

dn
> widilg, =0
i=0
pour des nombres complexes u;, alors on a forcément pug = --- = uxn = 0.

5.2. Germes de Shalika normalisés

On peut dans le développement en germes 5.1.(2) remplacer les distributions O, (y €
gqr) par les distributions normalisées 19(y, -). On obtient de la méme maniére, pour toute
fonction f € C°(g), le développement en germes

dn
9. DI§ =D 0k (N, 5. 1)
i=0
Pouri =0,...,dy, le germe [y — I19(y, fi]g au voisinage de 0 dans gqr est appelé germe

de Shalika normalisé associé a I'orbite nilpotente O; et noté b;. Comme pour les germes
a;, les germes de Shalika normalisés b; sont uniquement déterminés par le développement
(1) pour toute fonction f € CX°(g). De plus, par définition des distributions normalisées

19(y, ") (v € gqr); on a
1
b,‘ :néa,-, i=0,...,d3\r. (2)
Pour y € ggre et z € F*, on a

ng(zy) = q—fy(CF(zy)-i-ey—l) — q_fy(ey(N_l)V(Z)+CF(y)+€y—l) — |Z|N(N_l)ng(l/).

On en déduit que pour y € gor et z € F*, on a encore

INN=D (). 3)

En effet, d’aprés la définition de ng4(y), posant m=m(y), on a ny(zy)=

|Dm\g(ZV)|77m(ZV) et ng()/) = |Dm\g(}/)|nm(y)~ Ecrivons m = g1 X---gr avec g; =
Endr(V;). Les éléments y et zy appartiennent & mgre = (gi)gre X - -+ X (@r)qre, €t 'on a

ng(zy) =1z

Nm(zy) = |22t N Ni=Dy (), N = dimp(V).

D’autre part, on a . '
| D g (z)] = [2| 8™ @7EE D ().

Or dimp(m) = >I_  N? et Y/_| N; = N, d’ou l'égalité (3). Pour i =0, ..., dy, d’aprés
5.1.(3), le germe b; vérifie donc la formule d’homogénéité
1 1 g ) Ledi —
blZ — |Z|§N(N—1)—7d1m((9,)bi — |Z|2(dlm(Gxi) N)bl (4)

Notons que I'exposant %(dim(le.) — N) est toujours > 0. Comme pour les germes a;, on
peut grace a la formule d’homogénéité (4) remplacer les germes de Shalika normalisés b;
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par de vraies fonctions : pour i =0, ..., dy;, il existe une unique fonction b; : gqr — C
~ ~ 1,4 ~
telle que [bi]g =b; et bi(zy) = |z/29™C)"Np.(3) pour tout y € ggr et tout z € F*.
Comme pour a;, la fonction b; est a valeurs dans R, elle est invariante par translation
par les éléments du centre 3 de g et invariante par conjugaison par les éléments de G.
Soit un élément z € 3\ {0} (= F*). On peut, comme on I'a fait pour z = 0, s’intéresser
aux intégrales orbitales normalisées au voisinage de z dans g. Les classes de G-conjugaison
dans g qui contiennent z dans leur fermeture sont exactement les Og(z 4+ x;) = z+ O; pour
i=0,...,dN. Pour § € C(g), le germe de fonctions [y — I9(y, f)]§l au voisinage de z
dans gqr est donné par le développement en germes

dn
(. DIE =D 0, Db (), ¥ € gor. ®)
i=0
ou la distribution O 4y, sur g est définie a 'aide de la mesure dg,, = dg,, sur G 4, =
Gy, 1l suffit, pour obtenir (5), d’appliquer (1) & la fonction §* € CZ°(g) définie par §'(y) =
f(z+y) et d’utiliser la propriété d’invariance des fonctions b; par translation par les
éléments de ;3.

Soit B € g un élément fermé. Reprenons les notations de 4.4. Notons b le centralisateur
gp = Endp(g)(V) de B dans g. Ecrivons F[8] = E| x - -- x E, pour des extensions E;/F.
Pour i = 1,...,r, notons ¢; I'idempotent de F[y] associé a E;, et posons V; = ¢;(V),
g; = Endp(V;) et b; = Endg,(V;). On a la décomposition b = by x --- x b, et I’élément
B=(B1,...,B) est (F-)purdans m = gy x --- x g,. Notons H le centralisateur Gg = b*
de B dans G, Ag le tore déployé maximal du centre Z(H) = F[B]* de H et M = M(pB)
le centralisateur Zg(Ag) de Ag dans G. On a H = H; X --- x H, avec H; = Autg,(V;) et
M =G x- - xG, avec G; = Autg(V;). Quitte a remplacer g par g~ 'Bg pour un g € G,
on peut supposer que Ag = Ap pour un P € P —en ce cas, on a M = Mp et m=mp
—, mais ce n’est pas indispensable ici. Soit x = (x,...,Xx,) € m un élément comme en
4.4. D’aprés la remarque 2 de 4.4, pour toute fonction f € CZ°(g), il existe une fonction
f° € C2°(b) telle que l'on a I'égalité des germes

[19(B+xb, I =1°(b, §)I, b€ by 6)

A droite de Iégalité (6), [1°(b, fb)]g est le germe de la fonction b +— I°(b, f°) au voisinage
de 0 dans by, et & gauche, [/%(y, f)]g est le germe de la fonction y +— I8(y,f) au
voisinage de B dans gqr. L’égalité (6) a un sens car pour b € by suffisamment proche
de 0, I’élément B + xb appartient & gq.. On peut bien siir, comme on I'a fait pour g, écrire
le développement en germes (1) de [1°(b, f«)]o pour toute fonction f, € C°(b) :

dm(o)

[°®, 1015 = D 05 GO B, . )G (7)
j=0
ou
— N(b) est I’ensemble des éléments nilpotents de b ;

= Yls s Ydn €St un systéme de représentants des H-orbites dans N(b), ordonnées
de telle maniére que dim(Og (y;)) < dim(Op (y;41));
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- O;’, est I'intégrale orbitale nilpotente sur b associée & l'orbite Oy (y;), définie par
le choix d’une mesure de Haar sur Hy, ;

~{fs,j 1 =0...,dNnw)} CCF(M) est un ensemble de fonctions vérifiant les
conditions (i) et (ii) de 5.1 pour ces orbites Oy (y;).
Pour j=0,...,dxN(®), on note b? le germe de Shalika normalisé [b — I1°(b, f*,j)]g.

D’aprés (6) et (7), pour toute fonction f € C2°(g), il existe une fonction f® € C(b) telle
que le germe de fonctions [y — I9(y, f)]g au voisinage de B dans gqr est donné par

dN (o)
[I8B+xb,PIf =D 07 (IBS(B), b € by ®)

j=0
Pour j =0, ..., dN(p), la H-orbite O[’ se décompose en Ob = Oy/ ) ce X OEJTJ, oul'on a
posé y; = (ngl, ..., Yjr), et le germe de Shalika normalisé bb (au voisinage de 0 dans bg)
associé & l'orbite nilpotente OS}_ dans b se décompose en bb bbll - ®bj ., ou, pour
k=1,...,r, b?)’{k est le germe de Shalika normalisé (au voisinage de 0 dans (by)q) associé

a Porbite nilpotente Os;‘_k dans by. Ce germe b? vérifie donc la formule d’homogénéité :
pour z = (z1,...,2r) € El>< x ---x E)X, notant ¢ la dimension de la variété pg, -adique
(Hk)yj_k et posant dy = dimEk(Vk), on a

byz Lie1— (Cr dr) b
B0 = Izl a2, ©

La formule (9) permet comme plus haut d’associer au germe b? une fonction 55’ tbg — C.
Cette fonction est a valeurs dans R, elle est invariante par translation par les éléments
du centre F[B8] = E| X --- X E, de b et invariante par conjugaison par les éléments de H.
D’aprés (9), pour z € F* identifi¢ & (z,...,2) € E{---x EX, on a
Ldi _
(BY)° = |2 =N, (10)
Ici dim(Hy;) = Y keilEk : Flck est la dimension de H. i = (Hi)y, X -+ X (Hy)y, en tant
que variété p-adique et N =) ;_[Ex : Fldr. On a bien sir toujours %(dim(Hy,.) —N)
~b ’
> 0. D’ailleurs, pour définir la fonction b j & partir du germe b?, on peut tout aussi bien
utiliser la formule d’homogénéité (10) (au lieu de (9)).
Au voisinage de B dans gq, les fonctions b; : g — R (i =0, ..., dy) associées aux
germes de Shalika normalisés b; pour g admettent un développement en termes des

fonctions I;j’ tbgr > R (j=0,..., dN(b)) associées aux germes de Shalika normalisés b;’-
pour b.

Lemme. Il existe un voisinage ouvert compact Vg de O dans b tel que :
— pour b € bg; NVg, l'élément B+ xb appartient & gqr ;
— pouri =0,...,dy, il existe des constantes A; j € C (j =0, ...,dne)) telles que

dN(p)
bi(B+xb) =Y 2 jB5(b). bebunVp.
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Démonstration. C’est la méme qu’en caractéristique nulle (cf. [8, lemma 17.7]), compte
tenu du développement (8) et des formules d’homogénéité (4) et (10). O

5.3. Les germes de Shalika normalisés sont localement bornés

On commence par un résultat sur les fonctions b; : gor — R associées aux germes de
Shalika normalisés b; pour i =0, ..., dy.

Proposition. Les fonctions b : ggr = R (i =0,...,dy) sont localement bornées sur g,
au sens ol pour tout €lément fermé B € g, il existe un voisinage wg de B dans g — que
Uon peut supposer vérifiant © (3 +wg) = wg — tel que

sup{l;i(y) (Y €gqgrNawg, i =0,...,dN} < +00.

Démonstration. Puisque les fonctions b; sont invariantes par translations par les éléments
du centre 3 de g, on peut les considérer comme des fonctions sur gq/3. Il s’agit donc
de montrer que les fonctions b; : 0qr/3 = R (i =0,...,dy) sont localement bornées sur
g = g/3. Pour tout élément y € g, on note y 1’élément y +3 de g.

Soit un élément fermé B € g. On pose b = gg et 'on note 3, = F[B] le centre de b. On
pose aussi b = b/3,. Rappelons que 35 = E| X - - - x E, pour des extensions finies E; /F et
que b =by x--- x b, avec b; = Endg,(V;), V = V| x--- x V,.. On procéde par récurrence
sur la dimension de b sur F. Si B # 0 (i.e. si B ¢ 3), alors dimp(b) < dimp(g) et, d’aprés
le lemme de 5.2, il existe un élément x € g et un voisinage ouvert compact Vg de 0 dans
b tels que 9(8 +xVg) est ouvert dans g et pour i =0,...,dx, on a

dx(p)
bi(B+xb)y =Y % ;bYb), bebyNVy.
Jj=0

~b
Par hypothése de récurrence, les fonctions b; : bgr/3« — R sont bornées sur 3.+ Vg.
Par conséquent, les fonctions b; : 9qr/3 — R sont bornées sur wg =3 +9(8 +xVg). En

d’autres termes, les fonctions b; : gqr/3 — R sont localement bornées sur g {0} et I'on
est ramené a prouver qu’elles sont bornées au voisinage de 0 € g. Soit A un o-réseau dans
g. Alors A = A 43 est un o-réseau dans g et, puisque A \ pA est une partie compacte de
g~ {0}, pouri =0,...,dy, il existe une constante ¢; > 0 telle que

sup{lbi(7)| : v € gqr, 7 € ANpA) < ¢

Pour y € ggr tel que y € pA, il existe un (unique) entier k > 1 tel que wky e AN
pA pour une uniformisante @ de F. Alors pour i =0,...,dy, d’aprés la formule
d’homogénité 5.2.(4), on a
~ ~wk g ~
bi(7) = b (@) = g 1O N k),
d’ou ~
sup{|bi (Y)| : v € gqr, ¥ € A} < ci

Cela achéve la démonstration de la proposition. O
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Corollaire 1. Pour toute fonction §e C(g), la fonction gg — C, y — I8(y,f) est
bornée sur g : il existe une constante c; > 0 telle que

sup{|1%(y. DI :y € gqr} < cj.

Démonstration. D’aprés la proposition, la fonction ggr — C, y + I19(y, f) est localement
bornée sur g, et puisque d’aprés le lemme 1 de 3.2, il existe une partie compacte Q2 dans
g telle que I8(y, f) = 0 pour tout y € gqr tel que y & GQ — il suffit de choisir Q de telle

maniére que GSupp(f) € Q -, elle est bornée sur g. O

Remarque. Les fonctions b; associées aux germes de Shalika normalisés b; sont des
fonctions (a valeurs réelles) sur gqr/3. On peut aussi s’intéresser aux intégrales orbitales
quasi réguliéres des fonctions fe C°(g), ou (comme dans la preuve de la proposition)
on a posé g = g/3. Pour f € C(9), le support de % est une partie ouverte compacte de g,
que l'on peut voir comme une partie ouverte fermée de g invariante par translation par
3; on la note G(f) C g. Pour y € gqr et f € C(g), I'ensemble Og(y) OGG) est compact
— car l'ensemble {y’ € 6(}) : det(y’) = det(y)} lest —, et I'on peut déﬁn}r comme en 4.2
Iintégrale orbitale Oy(f) et l'intégrale orbitale normalisée I9(y, %) = 1797 ()/)Oy(f). On a
clairement
Be+y, H=1%.D, z€s.

Pour f € C°(G), on pose %(g) = fz’ f(z+g)0z (g € G), ou 0z est une mesure de Haar

sur 3 = F. On obtient une application linéaire surjective

C&E(@ — CF@. fr T

et pour f € C°(g), on a
1%(y. ) =/19(Z+%f)0z, Y € gqr- (1)
3

L’intégrale (1) est absolument convergente, car I’ensemble {z € 3 : Og(z 4+ y) N Supp(f)}
est compact. On obtient la variante suivante du corollaire 1 :

(2) pour toute fonction fe CZ°(9), la fonction gqr/3 — C, y = I9(y, f) est bornée sur g.

En effet, choisissons une fonction f € CZ°(g) se projetant sur f et un ouvert compact
dans g tel que Supp(f) C 9. Puisque 18(y, f) = 0 pour tout y € gqr tel que y ¢ GQ, on
a I9(y, ) = 0 pour tout y € gqr tel que y ¢ 3+ GQ, et il suffit de voir que la fonction y >
I19(y, f) est bornée sur Q (i.e. sur 3+ ). L’ensemble o = {z € 3 : (z+ SN Supp(f)} est
ouvert compact et, d’aprés (1), pour y € gor N2, on a

119(r, DI < / 118z +y, vz < vol(w, 02) sup{19(y", DI : ' € gqr N Q2.
3

D’ou le point (2). [ |

_1
Corollaire 2. La fonction ng* : gg — R0 est localement intégrable (par rapport a une

mesure de Haar 0g) sur g : pour toute fonction f € C°(g), 'intégrale
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f ng(g)_%f(g)bg
g

est absolument convergente.

Démonstration. Si 7 est un tore maximal de G — c’est-a-dire le groupe des points
F-rationnels d’un tore maximal de GL(N) défini sur F —, on note WO (T) le groupe
de Weyl Ng(T)/T, t lalgébre de Lie de T et @« = a7 : (T\G) xt— g l'application
(g, 7) > g lyg. Pour y € t, la différentielle s ) : (g/t) x t —> g de @ au point (1, )
est 'application
(x,y) = ad, (x) +y.

Pour (g, y) € (T\G) x t, puisque a(g, y) = g 'a(1, y)g, on en déduit que le jacobien de
a au point (g,y) est égal & detr(ady; g/t) = Dg(—y) (= Dy(y)). Rappelons que pour
Y € tNgq, la distribution O, sur g est définie via la mesure G-invariante % sur T\G, ou
dg est la mesure de Haar sur G qui donne le volume 1 & K = GL(N, o) et dt est la mesure
de Haar sur T normalisée par vol(Ar\T, dT’T) = 1. Ici At est le tore déployé maximal de
T et dar est la mesure de Haar sur A7 qui donne le volume 1 au sous-groupe compact
maximal de A7. On note 0 la mesure de Haar sur t associée & dt. On suppose aussi, ce
qui est loisible, que la mesure de Haar 0g sur g est celle associée & dg.

Soit une fonction f € CZ°(g). Quitte & remplacer f par [f|, on peut supposer f > 0. La
formule d’intégration de Weyl donne

f na(®) 2f(e)og = Y IWE(T)| ! / 1Dy Ing(1) 20, (o, 3)
g T tNggr

ou T parcourt un systéme de représentants des classes de conjugaison de tores maximaux
de G. On peut aussi regrouper les tores maximaux T suivant les classes de conjugaison des
sous-tores déployés maximaux Ay C T. Rappelons que 'on a fixé un ensemble P = P¢ de
sous-groupes paraboliques standards de G. Deux éléments P, P’ € P sont dits associés
s'il existe un élément g € G tel que gApg~! = Ap/, ou, ce qui revient au méme, tel que
gMpg~—' = Mp:. Fixons un ensemble de représentants P* C P des classes d’association.
Pour P € P*, fixons un ensemble de représentants Tp des classes de Mp-conjugaison de
tores maximaux 7 de Mp tels que Ar = Ap. Tout tore maximal T de G est conjugué
(dans G) a un unique élément de [ [pcp« Tp. D’autre part, si 7, T’ € Tp pour un P € P*
et si T'=gTg™! pour un g € G, alors on a gArg~! = A et g définit un élément de
WS (Ap) = Ng(Ap)/Mp. Pour P € P*, on a

IWO(T)| = IWE(Ap)|[WMP(T)).

D’aprés (3), on obtient

f (@) g = Y WO @A™ Y (W)~ / Dg(1)Ing (1) "2, (Doy.
g

PeP* TeTp Ngqr
4

Pour P e®*, T €Tp et y € tNgy, puisque [Dg(y¥)| = |Dmp¥)|Dmp\g(¥)| et (par
définition) ng(¥) = Nmp (¥)|Dmp\g(¥)], d’aprés la formule de descente 4.2.(3), on a

|Dg()/)|779()/)_%oy(f) = Dg)ng() W, ) = Dy ) 1mp ) "™ (1, ).

https://doi.org/10.1017/51474748019000227 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748019000227

510 B. Lemaire

Le produit | Dy p (¥)17mp (y)~! ne dépend pas de I’élément y € tNgq : d’apres 3.11.(8), il
vaut ¢ ~*(T) pour une constante 4 (T') > 0 calculée comme suit. Le tore T s’écrit T = E[ x
-+-x EX pour des extensions séparables E;/F. Pour i = 1,...,r, posons ¢; = e(E;/F),
fi=f(Ei/F), Ny =E;: Flet$ =38(E;/F). On a

u(T) =Y "8 — filei—1).
i=1
L’égalité (4) devient
f na(®) 2 f(@g = > WG (ApT Y (WM ()Tl D) f I™ (v fpp)0y. (5)
g

PeP* TeTp tNggqr

Pour P € P*, choisissons une mesure de Haar dap sur 'algébre de Lie ap de Ap (qui est
aussi le centre de mp), posons mp = mp/ap et notons fy, € C(mp) la fonction définie
par

¥mp(m)=/ fmp(ap +m)dap, m € mp.

Posons t = t/ap et notons df la mesure quotient D?—ltp sur t. Puisque
vol((tN (mp)qr) N (tNgqr), 07) =0,

on a (d’apres (1))

/ I™ (3 oy )0y = / 1™ (3 o )07
tNgqr

tr‘((‘“P)qr/aP)

Or par construction t est compact — si T = ElX X -+ x EX comme plus haut, ;ilors on
at=(E|/F)x---x(E/F) — et, d’aprés la remarque, la fonction y > I"™?(y, fy,) est
bornée sur mp = mp/ap. On en déduit qu’il existe une constante cp(f) telle que pour
tout T € Tp, on a

/ I (y, fp )0y < cp(P. (6)
tNgqr

Posons ¢(f) = max{cp(f) : P € P*}. La majoration (6) injectée dans (5) donne

/m(g)*%f(g)ag < D IWC@Ap)™t Y wMr () lg D, )
9

PeP* TeTp

On est donc ramené a prouver que pour chaque P € P* la somme
ZTeTp WM (T)|71g=*T) est finie. 11 suffit de le faire pour P = G (le cas des autres
P s’en déduisant par produit et récurrence sur la dimension de G). Or pour P =G,
I’expression ZTG‘IG (WO(T)|71q=*T) n’est autre que le terme a gauche de égalité
2.4.(3), c’est-a-dire la formule de masse de Serre étendue a toutes les extensions séparables
de F de degré N. O
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1
5.4. Intégrabilité locale de la fonction 7y * ¢

On I’a dit dans 'introduction, pour établir une formule des traces locale, il est nécessaire
1

d’obtenir un peu plus que lintégrabilité locale de la fonction 77;7. C’est ce que nous
faisons dans ce numéro.

Rappelons que la fonction ng : ggr — R se factorise & travers gq/3. De plus, elle vérifie
la propriété d’homogénéité

ng(zy) = |z V=D

En effet, pour y € Ggpe, elle résulte de I'égalité ng(y) = Idet() 1N~ ng(v) (remarque 2 de
4.2) et du fait que I'application ng : G — R se factorise a travers G/Z. Puisque
ggre = Ggre si N > 1, cette propriété (1) est vraie pour tout y € gge. Pour y € gqr,
posant m =m(y) comme en 4.2, on a Ng(y) = |Dm\g(¥)[nm(y). Pour z € F*, on a

ng(¥), v €dqr 2€F™. ey

|Din\g ()| = |z|1\'2_dimF(m)|Dm\g()/)|7 et puisque y € Mg, d’aprés la propriété (1) pour
m, on a Nm(zy) = || ™ =Np_ (y). Cela prouve (1) pour tout y € gqr-

1
Proposition. Pour tout € > 0 tel que (N> — N)e < 1, la fonction g~ © est localement

intégrable sur g.
1
» . . , , . . — 7 —€
Démonstration. Soit € comme dans I’énoncé. Puisque la fonction ng° = : ggr = Rog se

factorise & travers gq/3, il suffit de montrer qu’elle est localement intégrable sur g = g/3.
Grace a (1), on peut procéder comme pour 1’étude des fonctions b; (cf. 5.3). Il s’agit
1

de montrer que pour chaque élément fermé B € g, la fonction ng_j_e D 9qr/3 = Roo est
localement intégrable au voisinage de 8 = 8+ 3 dans g. On raisonne par récurrence sur
N.Pour N =1, il n’y a rien & démontrer. On suppose donc N > 1.

Soit B € g un élément fermé. On pose b = gg, 3+« = F[B] et b = b/3+. Rappelons que 35 =
Ej x --- x E, pour des extensions finies E; /F et que b = by x --- x b, avec b; = Endg, (V;),
V =V x---x V.. On procéde par récurrence sur la dimension de b sur F. Supposons
B #0 (i.e. B ¢3). Notons Apg le tore déployé maximal F* x---x F* de E{* x--- x EX,
M = M(B) le centralisateur de Ag dans g et m = m(8) l'algebre de Lie de M. On a
I'inclusion b C m et B est pur dans m. L’ensemble w = {y € m : Dy g(y) # O} est ouvert
dans m et I'application

Gxw—g (gy)—~ g 'ye
est partout submersive. L’ensemble o' = {y € m : [Dm\g(¥)| = [Dm\g(B)|} est contenu
dans w et c’est un voisinage ouvert (M-invariant par conjugaison et 3-invariant par
translation) de g dans m. Puisque pour (g, y) € G x (gqr N '), on a

1g(&7'78) = [Din\g(B)11m (1),

1
Iintégrabilité locale de la fonction ng* ¢ tgqr — Roo au voisinage de f dans g est

impliquée par l'intégrabilité locale de la fonction 17,;%76 :mgr = R.o au voisinage de
B dans m. L’hypothése de récurrence est vérifiée : en écrivant m =gy x --- X g, avec
g; = Endp(V;) et en posant N; = dimp(V;), on a N;(N; —1)e < 1 pour tout i. On s’est
donc ramené au cas ot m = g, c’est-a-dire au cas ou 8 est pur dans g.
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On suppose de plus que B est pur dans g (avec toujours B ¢ 3). Alors 8 € G. Reprenons
les notations de 4.3, en particulier application partout submersive 4.3.(2)

§:GxxQkt! 5 G, (g,xb) — g7 (B+xb)g.

Notons Vg le voisinage ouvert compact gko“ de 0 dans b. D’apres le corollaire 1 de 4.3,
pour (g,b) € G x (bg NVg), 'élément y = g (B +xb)g appartient a Gqr et I'on a

nG(r) _ @i P ur (B 1815 = nr (BT 1B1E
16(b)

ou (rappel) d = ﬁ Puisque ng(y) = |det(y)|1_Nng(y) avec
det(y)|' ™ = |det(B)' N = |81z P.

On obtient ,
ne) = csmo(d), cp = pr(B) BTN,

D’apres le principe de submersion (cf. 3.9), pour toute fonction ¢ € C°(G x xgko“)),
on a

_1_. _1_.
/qu’s(g)ng2 (g)dg b<z>(g,b)r/g2 (g~ (B +xb)g)dgdb

Gx

_l_,
Cﬁ/b%(b)nbz (b)ob.

1
L’intégrabilité de la fonction ng4 ‘. gqr = R0 au voisinage de B dans g est impliquée

_1_
par celle de la fonction n, 7 bgr — R.o au voisinage de 0 dans b, qui est supposée
connue par hypothése de récurrence (notons que (d> —d)e < 1).
Grace a 'hypothése de récurrence, on a prouvé que pour tout élément fermé g8 € g tel

1
que B ¢ 3, Papplication ng ‘. gqr — R est localement intégrable au voisinage de B

1
dans g. En d’autres termes, I'application ng * ‘. gqr/3 — Rsp est localement intégrable
sur g~ {0}. Reste a traiter le cas B € 3 (i.e. B = 0). Choisissons un o-réseau A dans g et
posons A = 3+ A C g. Il suffit de prouver que

1
—5—€ _
/_ ng”  (8)0g < 400,
A
1

ol 0g est une mesure de Haar sur g. Puisque ngi_é est localement intégrable sur g~ {0},
on a

S _
/, ng’ (8)0g =c < +oo,
ANT A

oll @ est une uniformisante de F. Comme A = ]_L>0 @! (A~ @A), on obtient

—%—€ _ —1-¢ _
/Ang P o(9og = Z/ ng®  (g)0g.

i>0 i(A~wA)
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Or pour i > 1, d’aprés la formule d’homogénéité (1), on a

N S _ S A2 J . _
/, gt (@ =o'V ‘/, g’ (@'g)og
o (AN A) ANw A

P N2 : 1
— |w_l|N —1|w_l |—N(N—1)(§+E)C

_(NWNED _

_y z( D NN I)E)C.

Puisque N > 1 et N(N — 1)e < 1, la constante o = w —1—=N(N — 1)e vérifie o > 1
et I'on obtient

_1_ .
/— ng® (@0g =Y g7 |c<+oo.
A

i=0

Cela acheve la démonstration de la proposition. O

Remarque. Considérons la fonction y + Ag4(y) = log(max{l1, ng(y)_l}) sur gqr. Cette
fonction (& valeurs dans R () mesure d’une maniére assez subtile la distance séparant un
élément quasi régulier de g de 'ensemble g \ gqr. En effet, pour y € gqr, posant m = m(y),
on a ng(¥) = [Dm\g(¥)nm(y) avec y € mye, et le facteur |Dm\g()/)|_1 est d’autant plus
grand que les valeurs propres de 'automorphisme ad, de g/m sont proches les unes
des autres. D’autre part, pour y € ggre, On a r;gl(y) = ,u;(y) = |det)|" N ur(y), et
le facteur pr(y) est d’autant plus grand que y est loin d’étre minimal (rappelons que
ur(y) = 1 avec égalité si et seulement si y est minimal).
Pour tout @ € R»p, on a:

(2) la fonction ggr = Roo, y A‘é (y)ng * est localement intégrable sur g.

En effet, pour tout € > 0, il existe une constante ¢ = c(e, a) telle que
log(max{1, yD* < ¢y, y € Rxo.

On a donc 1 .
Mg () <eng? (). v € ggre

Il suffit de prendre € tel que N(N — 1)e < 1 et d’appliquer la proposition. |

6. Résultats sur le groupe

6.1. Les intégrales orbitales normalisées sont bornées

On a prouvé que les intégrales orbitales quasi réguliéres d’une fonction f € CS°(g) sont
bornées sur g (corollaire 1 de 5.3). L’analogue sur G de ce résultat est la proposition
suivante.

Proposition. Pour toute fonction f € CP(G), la fonction G — C, y — I1G(y, f) est
bornée sur G : il existe une constante cy > 0 telle que

sup{lI€(y, f)l : v € Ggr} < 5.
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Démonstration. Soit f € C°(G). Il suffit de prouver que la fonction Go — C, y —
19(y, f) est bornée sur le compact ouvert Supp(f) ou, ce qui revient au méme, qu’elle
est localement bornée sur G.

Soit un élément fermé B € G. Notons b le centralisateur gg = Endp[g)(V) de B dans
g. Reprenons les notations de 4.4. On a F[B]=E| x---x E,, V=V x---xV, et b=
by x --- x b, avec b; = Endg, (V;). On pose aussi m = g; x --- x g, avec g; = Endr(V;). On
peut supposer que m est standard, c’est-a-dire de la forme m = mp pour un P € P. On
pose M = Mp et H =0b*. D’aprés la proposition de 4.4, il existe un voisinage ouvert
compact W de 0 dans b et un élément x € M tels que :

— Tapplication G x xW — G, (g, xb) — g~ (B +xb)g est partout submersive ;
— pour tout b € by MW, I’élément B+ xb appartient a G ;

— il existe une fonction f° e C°(W) telle que pour tout b € bg; MW, on a 'égalité
19(B+xb, f)=1°(, f).

Puisque la fonction by — C, b~ 1%, fb) est bornée sur b (corollaire 1 de 5.3), on
obtient que la fonction G4 — C, y I1¢(y, f) est bornée sur 'ouvert ¢(B +xW) de G.

La fonction G — C, y — I19(y, f) est donc localement bornée sur G et la proposition
est démontrée. O

1
6.2. Intégrabilité locale de la fonction 5* ¢

_1_
On a prouvé que pour € > 0 tel que N(N —1)e < 1, la fonction ng* “ est localement

intégrable sur g (proposition de 5.4). On en déduit la proposition suivante.

1
Proposition. Pour tout € > 0 tel que (N> — N)e < 1, la fonction NG’ € est localement

intégrable sur G.
Démonstration. Il s’agit de montrer que pour chaque élément fermé 8 € G, la fonction

7’)5%76 : Ggr — Ry est localement intégrable au voisinage de B8 dans G. Reprenons la
démonstration de la proposition de 5.4. On a défini un sous-groupe de Levi M = M(B)
de G tel que B est pur dans M. L’ensemble Q = {y € M : Dyp\g(y) # 0} est ouvert dans
M et 'application

GxQ— G, (g.y)—~ g 'vg

est partout submersive. L’ensemble Q" = {y € M : |[Dync ()| = |[Dm\G(B)]} (C ) est un
voisinage ouvert (M-invariant par conjugaison et Z-invariant par translation) de 8 dans
M. Puisque pour (g,y) € G x (2'NGgy), on a

n6(g"'ve) = IDmG(B)nm (¥),

_1_
Iintégrabilité locale de la fonction n.* ‘. Gg — R, au voisinage de B dans G est

impliquée par Uintégrabilité locale de la fonction )7;/1%76 : Mg — R au voisinage de §
dans M. Notons que si m =m(8) C g est l'algébre de Lie de M, alors m =g; x--- X
gs avec g; = Endp(V;) pour un sous-F-espace vectoriel V; de V de dimension N;, et
I’hypothése de récurrence est vérifiée : on a (Nl.2 — N;j)e < 1 pour tout i. On s’est donc
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ramené au cas ol m = g, c’est-a-dire au cas ot B est pur dans g. Si 8 est un élément
pur de G, alors en notant b = gg le centralisateur de f dans g, on obtient comme dans
la démonstration de 5.4 (par descente centrale) que 'intégrabilité locale de la fonction

1 1
néjie : Ggr — R au voisinage de 8 dans G est impliquée par celle de la fonction n[:jie
bgr — R.o au voisinage de 0 dans b, laquelle est désormais prouvée. O
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