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Résumé  Soit G un groupe réductif p-adique connexe. Nous effectuons une décomposition spectrale sur
G a partir de la formule d’inversion de Fourier utilisée dans ‘Une formule de Plancherel pour I'algebre de
Hecke d’un groupe réductif p-adique’, V. HEIERMANN, Commun. Math. Helv. 76 (2001), 388-415. Nous
en déduisons essentiellement qu’une représentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi M appartient au
support cuspidal d’une représentation de carré intégrable de G si et seulement si c’est un podle de la
fonction p de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M. Ces poéles sont d’ordre maximal.
Plus précisément, nous montrons que cette condition est nécessaire et que sa suffisance équivaut a une
propriété combinatoire de la fonction p de Harish-Chandra qui s’avere étre une conséquence d’un résultat
de E. Opdam. En outre, nous obtenons des identités entre des combinaisons linéaires de coefficients
matriciels. Ces identités contiennent des informations sur le degré formel des représentations de carré
intégrable ainsi que sur leur position dans la représentation induite.

Abstract Let G be a reductive connected p-adic group. With help of the Fourier inversion formula used
in ‘Une formule de Plancherel pour ’algebre de Hecke d’un groupe réductif p-adique’, V. HEIERMANN,
Commun. Math. Helv. 76 (2001), 388-415, we give a spectral decomposition on G. In particular, we
deduce from it essentially that a cuspidal representation of a Levi subgroup M is in the cuspidal support
of a square-integrable representation of G if and only if it is a pole of Harish-Chandra’s u-function of order
equal to the parabolic rank of M. These poles are of maximal order. In more explicit terms, we show that
this condition is necessary and that its sufficiency is equivalent to a combinatorical property of Harish-
Chandra’s p-function, which appears to be a consequence of a result of E. Opdam. We get also identities
between some linear combinations of matrix coefficients. These identities contain information on the
formal degree of square-integrable representations and on their position in the induced representation.
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0. Introduction

Soit G le groupe des points rationnels d’un groupe algébrique, réductif et connexe défini
sur un corps local non archimédien F. Dans la terminologie de [H1] et [W] (qui est
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rappelé dans les paragraphes 1 et 2) on se fixe un couple (P, Q) formé d’un sous-groupe
parabolique standard P = MU et de l'orbite inertielle O d’une représentation irréductible
cuspidale de M. Soit ¢p o la composante en (P, Q) d’un élément de I’espace de Paley—
Wiener matriciel de G. On a montré dans [H1] (cf. Proposition 0.2) qu’il existe une appli-
cation polynomiale £, : O — ingEo ® 8 EY A image dans un espace de dimen-
sion finie, telle que

pro@) = Y (pp(@)Aw) @ Jpwp(0 )N w)éppo(w™o),  (#)
weW; wO=0

en tout point o de O en lequel les opérateurs d’entrelacement Jpp(0)A(w) et
Jpjwp (0¥ )A(w) sont définis. En outre, la fonction f,, , définie sur G' par

ferol9) =2(G/M) /%( . Odeg(U)Eg((me(U) ® Dépro(0)) (g™ (o) d3(0),
(##)

est lisse & support compact et sa transformée de Fourier en (P, O) est donnée par ¢p o
(la fonction p étant celle de Harish-Chandra).

Dans cet article nous allons calculer Uintégrale (##) a l'aide de la formule intégrale
de Cauchy et ’écrire comme somme d’intégrales, chaque intégrale portant sur l'orbite
unitaire d’'une représentation irréductible de carré intégrable dont le support cuspidal
est donné par un élément de la classe de conjugaison de O. Les termes qui apparaissent
seront identifiés avec ceux dans la formule de Plancherel.

On montrera a cette occasion que seuls les poles venant de la fonction p de Harish-
Chandra subsisteront apres avoir effectué le changement de contours. On en déduira en
particulier que, pour qu'une représentation irréductible cuspidale de M appartienne au
support cuspidal d’une représentation de carré intégrable de G, il faut qu’elle soit un pole
de la fonction p de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M (cf. Corol-
laire 8.6). Ces pdles sont d’ordre maximal (ceci résulte d’un résultat dans [O2], cf. 8.1).
Par ailleurs, nous montrons que la réciproque est équivalente a une propriété combina-
toire de la fonction p de Harish-Chandra qui s’avere étre une conséquence d’un résultat
de E. Opdam (cf. 8.7 pour un énoncé plus précis). Le tout répond & une conjecture qui
nous a été communiqué par A. Silberger et qui a été formulé par lui dans un projet de
recherche en 1978.

Dans le cas de la série principale non ramifiée d’'un groupe déployé, ou la localisation
des poles et zéros de la fonction p de Harish-Chandra est connue, cette conjecture sur
le support cuspidal d’une série discréte non cuspidale est équivalente a celle de Deligne—
Langlands (cf. [H2]). Dans ce cas le résultat est déja connu grace aux travaux de Kazhdan
et Lusztig (au moins si G est semi-simple & centre connexe) (cf. [KL]).

Signalons par ailleurs les travaux de Bernstein—Zelevinsky [Z] qui décrivent les repré-
sentations irréductibles de carré intégrable non cuspidales de GLy (F') et ceux de Moeglin
et Moeglin—Tadic (cf. [M2] et [MT]) qui traitent—modulo une conjecture sur les poles
de la fonction p de Harish-Chandra (énoncé et justifié dans [M1])—les autres groupes
classiques déployés connexes (et un petit peu plus).
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Nous obtenons en outre des identités entre des combinaisons linéaires de dérivées
de coefficients matriciels de représentations induites—déduits d’opérateurs d’entrelace-
ment—et des combinaisons linéaires de coefficients matriciels de représentations irré-
ductibles de carré intégrable de méme support cuspidal. Ces identités contiennent des
informations sur le degré formel et sur la position des représentations de carré intégrable
dans la représentation induite. On explique ceci dans 8.6 pour le cas ‘régulier’. Pour
extraire ces informations dans le cas général, il faudrait analyser de plus pres les combi-
naisons linéaires de coefficients matriciels qui apparaissent, ce qui semble étre un probleme
difficile. A titre d’exemple, nous traitons le cas d’un groupe semi-simple déployé de type
G5 dans 'annexe. C’est le groupe de rang minimal, ou des problemes non négligeables
apparaissent. Notre étude utilise des arguments de [MW1, Annexe III]. (Elle est toutefois
plus proche du cas des corps des fonctions.) Nous ne poussons cependant pas ’étude de
notre identité dans le cas difficile aussi loin que cela a été fait dans [M'W1], puisque d’un
cOté les résultats correspondants sont déja connus dans ce cas (il s’agit de représentations
ayant un vecteur invariant par un sous-groupe d’Iwahori) et d’autre part que les calculs
peuvent se faire dans le cas local a ’aide d’un logiciel. Il nous a donc semblé que cela
ne représente pas beaucoup d’intérét d’exposer un calcul qui ne comporte aucune idée
susceptible de se généraliser.

Le principe de ce travail est en quelque sorte analogue a la décomposition spectrale de
I’espace des formes automorphes sur un corps global qui a son origine dans les travaux
de R. P. Langlands (cf. [L,MW1]), 'idée de décrire des séries discretes par des résidus
ayant apparamment apparu la premiere fois dans des travaux de A. Selberg. Signalons
également le travail de E. Opdam [O2] qui effectue une décomposition spectrale dans
le contexte des algebres de Hecke affines a partir de sa formule génératrice pour la
trace [O1]. La partie des résultats de [O2] qui se traduit en termes de la théorie des
représentations de groupes p-adiques s’applique donc en particulier a la série principale
non ramifiée d’un groupe p-adique semi-simple en considérant les éléments de ’algebre
d’Twahori-Hecke. L’auteur de [02] en déduit des informations sur le degré formel de ces
représentations (voir également [HO2]). On abordera cette question dans le cadre donné
par 'article présent éventuellement dans un travail futur.

Remarquons que ’analogue de nos résultats dans le cadre de la décomposition spectrale
de Langlands est toujours un probléme ouvert, des résultats complets n’existant que pour
le groupe G = GLn(F) (cf.  MW2]).

Survolons alors le contenu de cet article: au paragraphe 1 sont fixées les notations. On
y trouve également les définitions des différentes notions attachées aux hyperplans d’une
orbite inertielle O qui seront centrales dans le reste de ce travail. Le paragraphe 2 sert
a des rappels des résultats de [H1] et sur la formule de Plancherel de Harish-Chandra,
adaptés a nos besoins.

Nous présentons au paragraphe 3 le théoreme des résidus que l'on appliquera dans la
suite. Sa présentation et sa preuve suivent la méthode employée dans [BS]. Cet article
traitant d’intégrales sur des espaces vectoriels et non pas sur un produit de tores de C*,
notre concept de résidu ne peut toutefois étre le méme. Par ailleurs, les poles que nous
rencontrons ne sont pas toujours réels. Nous donnons donc une preuve assez détaillée.
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Remarquons que larticle [BS] utilise une nouvelle approche inspirée de [HO1] et cite [A,
MW1,L], la preuve de l'unicité des données de résidus étant plus indirecte dans le travail
de Langlands (cf. [ MW1, V.2.2 Remarques (2) et V.3.13 Remarques (ii)]). Mentionnons
également le travail [Mol, Mo2].

Dans le paragraphe 4, nous analysons de plus pres le cadre dans lequel le théoréeme des
résidus sera appliqué ensuite. Nous donnons en particulier plus de détails sur les hyper-
plans résiduels qui apparaissent. Grace a une observation que nous avons trouvée dans
un article de A. Silberger [S3], on peut associer a ces hyperplans un systéme de racines.
En faisant usage des propriétés des systemes de racines, nous réécrivons le théoreme
de résidus sous une forme qui s’appliquera directement a notre situation. Le procédé et
I’énoncé sont analogues au résultat principal de [BS]. En passant, on énoncera quelques
lemmes combinatoires sur le groupe de Weyl.

Au paragraphe 5, nous prouvons que, pour D = Dy un opérateur différentiel holo-
morphe sur aj, ¢ a coefficients constants et 7 un élément de iGEo ®iGEY, la fonction
D, Eg&_A (1), définie sur G, correspond au coefficient matriciel d’une représentation admis-
sible de longueur finie dont les sous-quotients irréductibles sont a support cuspidal dans
la classe de W-conjugaison de O. Ce sont de tels termes qui interviennent lors de la
désintégration de la formule (#+#).

Dans le paragraphe 6, nous généralisons une propriété (& cet endroit conjecturale) de
la transformation (#) a certaines applications rationnelles 5 a la place de £. Ceci nous
permettra d’identifier par récurrence la partie continue qui apparait apres désintégration
de (##).

Pour montrer que certains pdles que nous obtenons apres le calcul de (#+#) s’annulent,
nous utilisons des éléments spéciaux de 'espace de Paley—Wiener de G. Une idée sem-
blable a été utilisée dans [O2] pour se débarasser des résidus inutiles. Les éléments que
nous utilisons sont déja apparus dans [H1] lors de la preuve de la Proposition 0.2. Un
rappel de la définition de ces éléments ainsi que la preuve de leurs propriétés particulieres
est le sujet du paragraphe 7.

L’énoncé et la preuve de notre théoreme principal font ’objet du paragraphe 8. Nous
y précisons également la notion de I'ordre d’un pole de la fonction u. Les résultats con-
cernant les supports cuspidaux des représentations de carré intégrable découleront alors
de la décomposition spectrale et de sa preuve.

On trouvera dans I'annexe A le traitement d’un groupe semi-simple déployé de type
G2 ‘4 la main’. Ceci est Panalogue local du cas étudié dans [MW1, A.III] pour les corps
de nombres, comme cela a été remarqué ci-dessus.

A la fin, dans 'annexe B, on donne pour la commodité du lecteur une preuve du
théoreme 8.7 qui est, comme déja signalé, di a E. Opdam (cf. [02, theorem 3.29]). (On
la inséré ici avec I'autorisation de E. Opdam, parce que la preuve dans l'article [O2] est
assez concise et rédigée dans un langage différent du notre.)

Nous recommandons au lecteur de continuer la lecture de cet article directement avec le
paragraphe 8 (apreés avoir éventuellement jeté un coup d’oeil sur les notations présentées
au paragraphe 1 et sur une revue des résultats de [H1] et de la formule de Plancherel au
paragraphe 2), en consultant les paragraphes antérieurs au fur et & mesure.
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hyperplan affine (radiciel) 1.4
orbite inertielle 1.3
opérateur résidu 3.7
orbite inertielle de o sous M 14
ordre du poéle (d’une fonction rationnelle sur O) 3.4
rang parabolique 8.1
sous-espace affine (radiciel) de O (ou de a};) 1.4
sous-espace affine résiduel pour p 8.1
sous-groupe de Levi associé & un sous-espace affine de O (ou de a},;) 1.4
sous-groupe de Levi (P, S)-standard 4.5
sous-groupe parabolique (P, S)-standard 8.2

1. Notations et préliminaires

1.1.

Fixons un tore déployé maximal Ty dans G et un sous-groupe ouvert compact maximal
K de G qui est en bonne position relative & Tp. (De tels groupes s’obtiennent comme
fixateur d’un point spécial de I’appartement associé & Ty dans 'immeuble de G.) On
notera My le centralisateur de T dans G et W = WE& = Normeg (Ty) /My le groupe de
Weyl défini relatif a Tj.

Un sous-groupe parabolique P de G sera dit semi-standard, s’il contient Ty. Il existe
alors un unique sous-groupe de Levi M de P qui contient Ty. On appellera un tel sous-
groupe M de G dans la suite simplement un sous-groupe de Levi semi-standard de
G. Remarquons que My est le plus petit sous-groupe de Levi semi-standard. On écrira
souvent P = MU, si P est un sous-groupe parabolique semi-standard et si M est le
sous-groupe de Levi semi-standard de P. On désignera par Ty le tore déployé maximal
dans le centre de M. Le sous-groupe parabolique de G qui est opposé & P sera noté P.
(On a donc PN P = M.)

Si M est un sous-groupe de Levi semi-standard de G, on pose

W(M) ={weW | wMw =M},

et on écrira W (M) pour le groupe quotient W(M)/W™M . On identifiera ses éléments avec
certains éléments de W(M) (par exemple de longueur minimale dans leur classe & gauche
modulo WM). Les identités qui suivent seront toutefois essentiellement indépendantes du
choix des représentants.

On notera X% (Ty) (respectivement X% (P) (respectivement X< (P))), 'ensemble des
racines (respectivement racines réduites) de Ty, dans l'algebre de Lie de G (respective-
ment U). On omettra souvent l'indice G si cela ne préte pas & confusion.

1.2,

L’ensemble des caracteres F-rationnels d’un sous-groupe de Levi semi-standard de G
sera noté Rat(M). On pose a}; = Rat(M) @z R et on notera ap; espace dual. Le choix
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d’un sous-groupe parabolique semi-standard P de Levi M de G est équivalent a celui
d’un certain ordre sur aj,;. On notera >p ’ordre qui correspond a P.

On désignera par (-,-) le produit de dualité aps x a’; — R. Avec ¢ égal au cardinal
du corps résiduel de F', on définit un homomorphisme Hy; : M — a}, par la relation
(x ® 1, Hyr(m)) = —log,(x(m)) pour tout x € Rat(M) et tout m € M.

Lorsque M = My, on écrit aj a la place de a},;. On munit I'espace aj d’un produit
scalaire invariant pour ’action par W. Pour tout sous-groupe de Levi semi-standard M,
I'espace a},; sera muni de la structure euclidienne induite par celle de ag. Si M’ est un sous-
groupe de Levi qui contient M, on a une décomposition orthogonale a3, = a}; ® a%,*.
On notera parfois A = Ay + AM' la décomposition d’un élément A de a%, selon cette
décomposition. On a une décomposition duale ay; = aps @a%/. Le composé de Hj,
avec la projection de ap; sur a}l’ sera noté H'.

Pour H un groupe, posons X(H) = Hom(H,C*). Notons | - | la valeur absolue
normalisée de F' dont le groupe des valeurs est ¢%. Pour M un sous-groupe de Levi
semi-standard, posons M! = Myerat(ar) ker([x| ). Le groupe quotient M/M?" est un Z-
module libre de rang égal & celui de Ths. On note X™ (M) = X (M/M?). C’est une variété
algébrique complexe affine dont les éléments sont appelés les caractéres non ramifiés de
M. On a une application surjective du complexifié ayrc de aj, dans X" (M) qui associe

Hu(m),A) - Sq restriction &

a A le caractere non ramifié x, de M, défini par yx(m) = ¢~
a}, est injective, ce qui permet de définir la partie réelle d'un caractere non ramifié, en
posant R(x») := R(A) pour tout A € aj; ¢

Le sous-groupe de X" (M) formé des caractéres unitaires sera noté Xg*(M).

Un ensemble ordonné m = (my, ..., mg) d’éléments de M dont les images modulo M*
forment une base de ce Z-module sera appelé une base de M modulo M*. Le choix d’une
telle base détermine un isomorphisme X™ (M) — C*, x — (x(m1), ..., x(ma)), noté ny,
ci-dessous. Cet isomorphisme est compatible avec la structure de variété affine complexe
sur X" (M). On pourra alors préciser la notion de fonction polynomiale et rationnelle sur
X" (M): une fonction f : X**(M) — C sera dite polynomiale, si et seulement s’il existe
un polynéme p € Clzy, 27", ., 24, zgl}, tel que f(x) = p(nm (X)) pour tout x € X (M).
Le polynéme p dépend évidemment du choix de m. Le cas d'une fonction rationnelle se
traite de maniere analogue.

Les sous-groupes de Levi minimaux de G contenant M sont en bijection avec les
éléments de X,eq(P). On notera M, le sous-groupe de Levi semi-standard de G qui
correspond & un élément « de Xyoq(P). On a une suite exacte courte

1— MnM/M" — M/M' - M, /M} — 1

qui prouve que M! N M/M?" est un Z-module libre de rang 1. Notons h, un élément
de Ml N M qui vérifie (o, Hpr(ha)) > 0 et dont I'image dans M2 N M/M! définit une
base de ce module. Notons par ailleurs oV 'unique élément de ajp; qui est un multiple
de Hps(hy) par un réel > 0 et qui vérifie (o, V) = 2, ainsi que o* 'unique multiple de
a par un réel > 0 qui vérifie (Hps(he ), a*) = 1.
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On a une suite exacte duale de la précédente donnée par
1 — X™(My) — X™(M) — X(M2nM/M") — 1,

la premiere application étant la restriction a M et la deuxieme ’évaluation en h,. Cette
suite exacte courte est scindée: il suffit de prolonger h, en une base m = (hq, ma, ..., mq)
de M modulo M. Une section s, : X(M! N M/M?') — X" (M) s’obtient alors, en asso-
ciant & x 'élément de X" (M) qui vaut x(ho) en hy et 1 en tout mj, j = 2,...,d. Il
n’est pas possible de définir un scindage ‘canonique’.

1.3.

Fixons une représentation irréductible cuspidale (o, E) d’un sous-groupe de Levi semi-
standard M de G. L’orbite inertielle de o est I’ensemble O = O, formé des classes
d’équivalence des représentations o ® x avec x parcourant X™(M). On écrira Oy =
O, pour le sous-ensemble de O formé des classes d’équivalence des représentations
unitaires. On a sur O (respectivement Og) une structure de variété algébrique complexe
(respectivement analytiques réelle) déduite de sa structure d’espace principal homogene
sous X" (M) (respectivement X§"(M)). Pour tout o € O, il existe un unique caractére
non ramifié x, de X" (M) avec A € a};, tel que o ® X;l soit une représentation unitaire.
On écrira R(0) := A, (o) = 0 ® x—r. On notera Ry (o) la projection de (o) sur a},,
et Sn(0) =0 @ X—w,, (o)

Le symbole En désignera parfois un espace vectoriel complexe dans lequel se réalisent
les représentations dans O. On notera W (M, O) le sous-groupe de W (M) formé des
éléments w qui vérifient w@O = O. Si M’ est un sous-groupe de Levi qui contient M,
Stabys (o) ou Stabys (O) désignera le sous-groupe de X (M') formé des caracteéres non
ramifiés x vérifiant ¢ ® x =~ o (pour un élément o de O). Si M’ = M, on omettra parfois
I'indice M.

Une fonction complexe f sur O sera dite polynomiale (respectivement rationnelle), si
la fonction X™ (M) — C, x — f(o ® x) est polynomiale (respectivement rationnelle). De
méme, on définira la notion de fonction lisse sur Oy.

On notera iIGD le foncteur de 'induction parabolique normalisée qui envoie les représen-
tations unitaires sur des représentations unitaires. Désignons par F, l’espace FZ muni de
la représentation o ® x. Notons ifgm xE lespace des fonctions f : K — E invariantes
a droite par un sous-groupe ouvert de K et vérifiant f(muk) = o(m)f(k) pour tout
meMNK,ueUNK et ke K. La restriction a K définit pour tout caractéere non
ramifié y de M un isomorphisme entre iGE, et i&_ - E. Ainsi toutes les représentations
i%(0 @ x) se réalisent dans le méme espace %8, E.

Ceci permet de définir la notion un peu subtile d’une application polynomiale ou
rationnelle sur O & valeurs dans 5 F ® i, EV (EV désignant la contragrédiente
de E), etc. (cf. [W, VIL.1]). (Ce sont des applications vérifiant une certaine propriété
d’invariance par rapport a Stab(Q).) Si V est un tel espace, on notera P(O, V') 'espace
des applications polynomiales de O dans V dont I'image est incluse dans un sous-espace
de dimension finie.

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

Décomposition spectrale d’un groupe p-adique 335

1.4.

Lorsque M est un sous-groupe de Levi semi-standard de G et que o est une
représentation irréductible lisse d’un sous-groupe de Levi semi-standard de M, on pose
Ot ={0®@x | x €X™(M)}. On appelle cet espace l'orbite inertielle de o sous M
ou relative & M. Une application ¢ : O, pr — C sera dite polynomiale (respectivement
rationnelle), si application X™ (M) — C, x — (0 ® x) est polynomiale (respectivement
rationnelle).

Fixons maintenant M et . Un sous-espace affine (radiciel) de O, p sera pour nous un
espace de la forme Oy avec 0’ € Oy ar et M’ un sous-groupe de Levi de G qui con-
tient M. Lorsque M’ = M, avec a € X(Ths) et que la référence & M parait évidente, on
écrira simplement O, . (C’est par exemple le cas, si o’ est une représentation de M.) Un
tel espace sera appelé un hyperplan affine (radiciel) de O, pr. On munira O, , implicite-
ment de l'orientation dans O déterminée par a.

On pose R(Opr a1v) = R(0') + a}yr. (Cest Vensemble des parties réelles des éléments
dans Oy av.) On dira que M’ est le sous-groupe de Levi associé ¢ A= Oy pp ou Q4
L = R(Op ). On le notera M4 ou M.

Remarquons que, par définition de O, les éléments de R(O) ont tous la méme projection
sur al?*. On appellera cet élément 1'origine de R(O) et on le notera r(O). (Si O est formé
de représentations de M, alors r(O) = 0.) C’est I’élément de R(O) qui est le plus proche
de l'origine de af pour la structure euclidienne définie sur cet espace.

Pour a € X(Tu), ¢ € C, désignons par H, . 'hyperplan de a}; donné par {\ € a},, |
(X, aV) = ¢} et muni de l'orientation donnée par a. Remarquons que 'on a, en posant
c=R(o"),a"), Végalité R(Opr.o) = Hac.

Considérons maintenant un ensemble fini & d’hyperplans affines radiciels de O, .
On va y associer plusieurs objets: on notera A(S) l'ensemble formé des sous-espaces
affines de O qui sont les composantes connexes des intersections de sous-ensembles finis
ou vides de S. On considérera également ensemble H = H(S) formé des parties réelles
des hyperplans dans S. C’est un ensemble fini d’hyperplans affines de I'espace affine
r(O) + a};. On y associe Pensemble £ := L(H) := L(S) dont les éléments sont les sous-
espaces affines de r(O) + a},; obtenus en intersectant les éléments d’un sous-ensemble
(fini ou vide) de H.

Lorsque A est un sous-espace affine radiciel de O, (respectivement L un sous-
espace affine radiciel de r(O) 4+ a};), on pose S4={S € S|S5 D A} (respectivement
Hr ={L e L|HDL}). On désignera par S(A) (respectivement H(L)) P’ensemble fini
d’hyperplans affines de A (respectivement L) dont les éléments sont les composantes con-
nexes des espaces non vides de la forme SN A avec S € § — Sa (respectivement H N L
avec H € H —Hp). On pose

A yeg = A— U S et Lsyreg = Lygreg i =L — U H.
SeS(A) HeH(L)

Quand cela ne préte pas a confusion, on écrira plus simplement Ayeg €t Lycg.
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L’élément de L qui est le plus proche de l'origine r(O) de R(O) (définie ci-dessus) pour
la structure euclidienne induite par celle sur af sera noté r(L). Si L est la partie réelle
de A € A(S), alors on pose r(A) := r(L).

Si C est une composante connexe de Lyeg, et si H € H(L) est tel que la cloture C' de C
ait une intersection non vide avec H, on appelle 'intérieur de H N C une face de C. Cette
face est alors égale & C'N H3(1) reg- Deux composantes connexes C7 et Co de Lyeg seront
dites adjacentes, si elles ont une face en commun. Cette face est alors unique. Notons H
I'unique élément de H(L) qui contient cette face commune. De tout point de C; a tout
point de (Y il existe un chemin qui ne coupe UH,GH(L) H'’ qu’en un point régulier de H.

1.5.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et (7, V') une représenta-
tion lisse de M. On notera EF . Papplication linéaire iV @ iff VY = C(G) qui
associe & v ®v" le coefficient matriciel g — ((i%7)(g)v,v") de la représentation i%r. On
omettra I'indice 7 parfois pour écrire plus simplement E}Cj, si cela ne préte pas a des
confusions.

Si O est Porbite inertielle d’une représentation irréductible cuspidale de M, et si &
est une application polynomiale sur O a valeurs dans igm &V ®i§ﬂ x V"V, alors, pour
tout ¢ € G, la fonction o Egg(é“(a))(g) est polynomiale sur O, i.e. dans P(O,C).
L’assertion analogue vaut pour ¢ rationnelle.

Nous considérerons deux classes d’opérateurs d’entrelacement:

Si w est un élément de W, nous désignerons pour toute représentation (m, E,) de M
par A\(w) lisomorphisme iGE, — i¥,wE, entre les représentations i% et i¥ ,wm donné
par v+ v(w™L.).

Soit P’ = MU’ un autre sous-groupe parabolique semi-standard de Levi semi-standard
M. Soit O Torbite inertielle d’une représentation irréductible de M. Pour 7 € O,
notons v, l'image d'un élément de i& ., Fo dans I'espace i¢E,. On définit 'opérateur
d’entrelacement Jpps dans un cone ouvert de O pour tout v € ig,m kFPo, k € K par
I'intégrale convergente

(Jpip(m)v)(k) = / v (u'k) du'.
Unun\u’
Par prolongement analytique, on en déduit un opérateur rationnel sur O a valeurs dans
Home (i5, - x Eo, i8  EY) qui définit en tout point régulier 7 de O un homomorphisme
équivariant entre les représentations i%7 et i%, 7 (cf. [W, ch. IV.1]). Lorsque O est orbite
inertielle d’une représentation irréductible tempérée, 'intégrale converge pour tout m avec
R(m) >p: 0 (cf. [W, ch. IV.2)).

En particulier, la fonction O — C, 7 — Egﬂ(Jp‘p/(W)f(W)>(g) est rationnelle pour
tout £ € P(O,iffnxEo @ ifqEY) et tout g € G.

Pour O Ulorbite inertielle (respectivement inertielle unitaire) d’une représentation
irréductible cuspidale (respectivement de carré intégrable) d’un sous-groupe de Levi semi-
standard de G et P, P’ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de facteur de Levi
M, on notera pp|p la fonction rationnelle sur O telle que pp|p/(7)Jp|p: () Jprp(T) soit
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I’endomorphisme identité pour tout point régulier = de @. Si P = P, on écrira j = Kp|p-
(Cette fonction ne dépend en effet pas du choix de P (cf. [W, ch. IV]).) La fonction
est invariante pour I’action par W (cf. [W, V.2.1]).

1.6.
Pour tout r € a},, et tout sous-groupe de Levi semi-standard M’ DO M, posons
OU,]W’,T - {UI S OU,M' | 8%]\/['(OJ) = T}‘

Munissons X{* (T ) d’une mesure de Haar de masse totale 1, X{*(M’) d’une mesure pour
laquelle la restriction X§"(M’) — X§*(Tn) conserve localement les mesures et Og, a0
d’une mesure telle que lapplicaton X§*(M’) = Oy a0, X — 0 ® X, conserve localement
les mesures. Si v est une fonction rationnelle sur O, - qui est réguliere sur Oy s/, 00

/s

On écrira également

notera

P(0”") A (0”) Dintégrale / (o’ @ x,)do’.

o, M’ r Oa,M’,o

/ P(0")daS(o’) avec A= Oy pr et 7o =1(A) + 1.
R(0")=ro

2. Formule de Plancherel et théoréme de Paley—Wiener

2.1.

On notera © l'ensemble des couples (P, Q) formés d’un sous-groupe parabolique semi-
standard P = MU et de lorbite inertielle O d’une représentation irréductible cuspidale
de M. Si f est un élément de I’espace C'°(G) des fonctions lisses & support compact sur
G, sa transformée de Fourier par rapport a (P,0) € ©, o € O, notée f(P, o), est un
élément de Endc(i8x Eo) défini par

fP.ay = )= [ f@) ot .
On obtient ainsi une application polynomiale
f(P,0): 0 — il kEo @il EY, o f(Po),
ot on a identifié i¥ - Eo ® 5 EY & un sous-espace de Endc(if - Eo).

2.2,

Fixons un élément (P,O) de ©. On a prouvé dans [H1, Proposition 2.1], que, si ¢
est une application polynomiale sur O a valeurs dans un sous-espace de dimension finie
de igﬂKEo ® 8 EY, alors la fonction fe : G — C définie avec deg(o) égal au degré
formel de o par

fe(g) :==~(G/M) /SR( . Odeg(U)Eﬁa((J,%ﬁ:(U) ®1)€(0))(g7") doS(o)

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

338 V. Heiermann

est lisse & support compact. (Ici la notation r > p 0 signifie que r est trés positif dans la
chambre de Weyl de P dans a};.)

Si (P,0') € © et si aucun élément de O n’est conjugué a un élément de O', alors
fe(P',O0") =0 (cf. [H1, Proposition 2.4.1]). Pour ¢ € O, on a l'identité de fonctions
rationnelles (cf. [H1, Proposition 2.3])

JeP.o)= 3 (pap(@Aw) ® Jppup (@A w)E(w o).
weW (M,0)

2.3.

L’espace de Paley—Wiener PW (G) est par définition I'image de C'°(G) par transfor-
mation de Fourier. Plus précisément, un élément ¢ = (vp,0)p,0) de

@ P(O,ipnkEo ® ipnk EY)
(P,O)eO®

est dans PW (@), si et seulement §’il existe f € C°(G), tel que ppo = f(P,O) pour
tout (P,0) € 6.

Il est prouvé dans [H1] (cf. Théoreme 0.1) que ¢ = (vp,0)p,0) est dans PW(G), si
et seulement si

(i) pour tout (P,0) € O et tout w € WY, on a AM(w)pp.o = pupwor(w); et si

(ii) pour tout (P,O), (P',0’) € O, on a identité de fonctions rationnelles
Jpip(0)ppo(o) = vp.o(0)Jpp(0).

La preuve de ce théoreme utilise les résultats rappelés au numéro précédent ainsi que
le fait (cf. [H1, Lemme 0.2]) que, si la famille ¢ = (¢p,0)p,0) vérifie les propriétés (i)
et (ii), il existe une application polynomiale {,, , : O — ingEo ® if.meE@v telle que

vro(@)= Y (Jpup(@AWw) @ Jpjup (e )AW)p, o (w o).
weW (M,0)

L’élément de C2°(G) qui correspond & ¢ est déterminé de fagon unique (cf. [H1, Corol-
laire 3.1.2]). On le notera f,.

2.4.

Fixons maintenant ¢ = (¢po)(poy € PW(G) et (P,0) € 6. Soit ¢ € O et soit
P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard de G' contenant P. Soit (w,V)
une représentation de M’ qui est un sous-quotient de lﬁ\.f[r; 0. Alors, comme pp (o)
laisse—comme transformée de Fourier d’un élément de CS°(G)—invariants les sous-
espaces (G-équivariants de igE, cet endomorphisme définit par passage au quotient un
endomorphisme %,V — i%,V. Notant O, pr lorbite de 7 sous M’, ¢p o induit ainsi

une application polynomiale O ar — 55V ® 15, VY que I'on notera ¢pro_,,,. On
désignera sa valeur en 7’ € O, jp parfois par ¢(P’,7’). Elle est égale a I’endomorphisme
@& ) (fe)-
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2.5.

Notons @3 'ensemble des couples (P, Q) formé d’un sous-groupe parabolique semi-
standard P = MU et de 'orbite inertielle unitaire Oy d’une représentation irréductible
de carré intégrable de M. Si (P, O) € ©, on note O2(0) le sous-ensemble de Oy formé
des couples (P’ = M'U’,0}) € O tels que M’ O M et que le support cuspidal de tout
élément de O} soit donné par la classe de WM /—conjugaison d’un élément de O.

Soit maintenant ¢ un élément de PW(G) tel que ppr o =0 sauf si O est con-
jugué a O. Appelons deux couples (P’ = M'U’,0}) et (P" = M"U",0f) de 62(0)
associés, 81l existe w € W tel que wM' = M" et wO[ = Of. Rappelons que W (M, O)
désigne l'ensemble des w € W(M) tels que wO = O. Avec v(G/M) une constante
(définie dans [W, 1.1]), la formule de Plancherel de Harish-Chandra donne alors (cf. [W,
Théoréme VIII.1.1])

felg) = > W G/MNW (M, 0p) 7
(P'=M'U",0()€62(0)/ass
x / deg(n")ERr o (p(P',7") (g~ u(r') dn’. (2.5.1)
O
La somme des termes indexé par des couples (P, Of) avec P’ # G sera appelée la partie
continue de la formule de Plancherel. La somme des autres termes sera la partie discreéte.

3. Théoréme des résidus

3.1.

Fixons un sous-groupe de Levi semi-standard M de G. Soit O l'orbite inertielle sous M
d’une représentation irréductible cuspidale d’un sous-groupe de Levi semi-standard de M.
Fixons par ailleurs un ensemble fini S d’hyperplans affines radiciels de O. On considérera
dans la suite de ce paragraphe ’espace O muni de cet ensemble d’hyperplans.

On note R(O, S) 'ensemble des fonctions rationnelles ¢ sur O qui sont régulieres sur
Oreg = O—JgesS- Posons A = A(S), H = H(S) et L = L(S) (cf. 1.4 pour la définition
de ceci).

3.2.

Pour donner des équations pour les hyperplans affines radiciels, explicitons des éléments
particuliers de M.

Lemme. Soit o € Er,id(P). 11 existe une puissance he de ho par un entier > 0 tel que
X € X" (M) vérifie x(ho) = 1 si et seulement si x € Stabp(O)X™ (M,).

Preuve. Soit m > 0 minimal tel que x(h7') = 1 pour tout x € Staby(O). Montrons
que he = h™ vérifie les propriétés de 1'énoncé. Comme h, € M}, on a évidemment
X'(ha) = 1 pour tout x' € X""(M,,), d’otr 'une des deux implications. Soit x € X" (M)
avec x(h™) = 1. Ceci implique que x(h) est une racine m®™¢ de 1'unité. Par minimalité
de m, il existe y; dans Stabys(O) avec x1(ha) = X(ha). Il en suit que (xx;")(ha) = 1.
Il en résulte alors par choix de h, et 1.2 que XX1_1 € X™(M,). a

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

340 V. Heiermann

On écrira & pour le multiple de o par un réel > 0 tel que <HM(iLa), a) = 1.

Corollaire. Soit o € O. Alors, pour que x € X" (M) vérifie 0 @ x € Oy o, il faut et il

suffit que x(hy) = 1.

Preuve. On a 0 ® x € Op,q, si et seculement §’il existe x’ € X" (M,) tel que 0 ® x =~
o @ x'. Ceci équivaut & xx'~! € Stab(c), d’out x € Stab(c)X"(M,), ce qui équivaut a
X(ha) = 1 par le lemme. O

3.3.

Lemme. Soient A’ et A” deux sous-espaces affines de O, A" ¢ A’. Alors il existe
une fonction polynomiale sur O qui est identiquement nulle sur A’ et qui n’est pas
identiquement nulle sur A”.

Preuve. Notons M’ et M" les sous-groupes de Levi semi-standard de G associés a A’
et A” respectivement (cf. 1.4). Si M’ € M", il existe a € Xyea(Thr) avec M, C M’ et
My € M”. On en déduit Pexistence d’un hyperplan O, avec A’ C Oy o et A” € Op 4.
On peut alors prendre le polynome décrivant O, , explicité dans 3.2.

Si M’ C M"”, on se ramene & M’ = M" | en remplacant A” par un sous-espace affine de
O plus grand qui n’est pas contenu dans A’. Les arguments dans I'exemple 2 dans [MW1,
V.1.2] se généralisent alors et donnent un polynéme adéquat sur O. (I

3.4.

Pour 0 € O, m € M, posons pem : O = C, 0@ x — (x(m)—1), lorsque cette fonction
est bien définie. Si m = iLa avec o € X(Tyr), on écrira p, o Ou encore PO, - 1l résulte
de 3.2 que O, est 'ensemble des éléments de O en lesquels p, , s’annule.

Pour H = H, . un hyperplan affine radiciel de a}; et A € aj};, on pose pg(A) =
Pa.c(A) = (@Y, ).

Siy € R(O,S), alors il existe pour tout S = O, o € S un unique entier d = d, (1)) =
ds (1), tel que o’ > py.o(0”)%h(0”) soit réguliere et non identiquement nulle sur (Og,a)reg-
Si dy.o(¢) > 1, on parlera d’un péle d’ordre dy (). Si dy (1) < —1, on parlera d’un
zéro d’ordre —dg o ().

Si S contient tous les hyperplans singuliers de ¢ et de 1/1, on appelle, pour o € O,
do (V) 1= scs oes ds(¥) Uordre detp en 0. Sid = d, (1) > 0, on parle d'un pole d’ordre
d, et, si d < 0, d'un zéro d’ordre —d.

Définition. Pour o’ € (05 a)reg, 0n pose (Reso, , ¥)(0’) = Res.—o ¢(0’ ® x.a) (en se
rappelant que O, o, est muni d'une orientation donnée par o). La fonction Reso, , ¥ est
donc définie sur un ouvert Zariski dense de Oy 4.

3.5.

Pour ¢/ € O et ¥ € R(O,S), notons v, la fonction méromorphe sur aj, ¢, donnée
par A = 9y (A) := (0’ ® x»). Notons Dg la dérivée en direction de a.
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Lemme. Supposons que 1 ait un péle d’ordre d > 1 sur O, . Alors, pour tout
0" € (Og,a)reg, ON &

, 1
(Reso, , 1¥)(0') = -

En particulier, la fonction Resp, , 9 est rationnelle.

(D& (N Har(ha)) Moar (V) a=o-

Preuve. Par définition,

(Reso, . 1)(0") = (Res;—o ¥) (0" @ Xza)-

Comme Xz&(ila) —1=¢ % —1 admet un zéro d’ordre 1 en z = 0, on trouve

1 4\t

(Res.—0 V) (0’ @ Xx2a) = m (dz) ((2a, HM( )) Vo (2&))|2=0-
Ceci est bien égal a ’expression dans I’énoncé. |
3.6.

Soient Cy et Cy deux composantes connexes adjacentes de R(O),eq. Notons H,, .
Ihyperplan affine qui les sépare (cf. 1.4) muni de Porientation donnée par a. On dira
que C; est négatif (respectivement positif) pour (l’orientation de) H,, c, si les éléments
de C; vérifient (", \) < ¢ (respectivement (a¥, \) > c).

Proposition. Soit ¢ dans R(O,S). Soient Cy et Co deux composantes connexes adja-
centes dans R(O),eq séparées par H, . et supposons Cy négatif et Cy positif pour Hy, ..
Pour r1 € Cy, r9 € Cs et 12 dans la face commune de C; et Ca, on a alors, modulo une
constante xk > 0 qui ne dépend pas de 1,

/%(J)Tzdl(cr) doS(o) - /m(a)rl (o) doS(o) = HZ/(U) N (Ress ¥)(c) dsS(o),

la somme portant sur les hyperplans S € S de partie réelle H,, ..

Preuve. Posons M’ = M,. Comme les intégrales ne dépendent pas du choix de r; € C},
on peut supposer que 7o — 1 soit un multiple de & par un réel > 0 et que r15 soit sur la
droite reliant 1 et 5. Fixons og € O tel que la projection de R(og) sur a}, soit 0. Posons
Tja = (HM(iza),rj). Par choix de 71, r2 et 12, ils ont la méme projection sur a};, que
I’on note 7. On obtient alors, avec k une constante positive qui dépend uniquement du
choix des mesures que

L, peesE) ~ [ w(e)dodie)

logq 27/ logq
- ﬂ( / / (0@ X(ry,0t+itya) A (o) dt

oo, M/, !

10gq 27r/logq/
2 0

(cf. 1.6 pour la définition de Oy, a7 €t celle de intégrale intérieure).

T ® X(r1.0+it)a) ASm (0) dt)

00 M/

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

342 V. Heiermann

ry +i(8 + 2n/log ) . ry +1(6 + 2n/log )

— e % -

r; +i0 > 1, +10
ra+ i0

Figure 1.

Choisissons 6 tel que, pour tout o € Oy m7,r75 0 @ X(i64r1,)a D€ SOit sur aucun hyper-
plan singulier de partie réelle H, .. La différence des intégrales est alors égale a

Iqu 0427/ logq
/ / D0 ® Xrautitys) dSar (o) dt
27 6+0 OO‘O,]\/I/,’V‘I
logq 0+27/log q
-1 | [ 0o s (o) di
271— 040 OUO,M',T’
Posons

= [ oo ) duwlo)
Ot 1t
pour tout z € C pour lequel cette expression fait un sense. Ceci définit une fonction
méromorphe sur C. Comme f(r +i6) = f(r +i(0 + 27/logq)) pour r1 4 <7 < roq,
lexpression ci-dessus est égale & l'intégrale de (1/i)f(z) le long du contour I' ci-dessus,
le facteur 1/i venant du fait que l'on intégre ci-dessus le long du chemin ¢ +— it.

Pour tout S € S de partie réelle H, ., il existe un unique nombre complexe cg de
partie imaginaire dans 0,0 + 27[, tel que S soit Porbite de op ® xcqa sous M’. Suite &
nos hypotheses, ®(cg) = r12,qa-

L’expression ci-dessus devient alors

1
27 Jp Ottt
1
- T (/ 1[)(0 & de) dZ) d%M/(O')
™ Jo, o \Jr
1
=g, 2D (Resies ¥)(0 ©x:a) A0 (0).
oo, M, S

Pour trouver ’expression de I’énoncé, il reste a remarquer que

(Resz=cs 1/1)(0/ oy Xz&) = (RGSZ:() ’(/))(0', oY X(z-i-cs)d) = (ReSS 1/))(0/)
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3.7.

Soit A € A(S) et soit D = (S, ..., Sy) un ensemble ordonné d’éléments de A(S) avec
So = O, S; hyperplan affine radiciel de S;_1 pour i =1,...,h et S, = A, ou on suppose
par ailleurs implicitement que S; soit muni d’une orientation en tant qu’hyperplan affine
de S;_1. On pose Resp(v) = Resg, (Resg, _, (... Resg, ¥)). L’opérateur Resp sera appelé
un opérateur résidu en A sur O relatif a S. Une donnée de résidu en A sur O relative a

S, notée Res 4, sera alors une combinaison linéaire & coefficients réels d’opérateurs résidus
en A.

Remarque. A l'aide d’une récurrence, on déduit facilement de la définition d’un
opérateur résidu et du Lemme 3.5 que tout opérateur résidu en A définit une appli-
cation linéaire R(O,S) dans R(A,S(A)). Il en est alors de méme d’une donnée de résidu
en A.

Pour d € N¥, notons R(O,S,d) le sous-espace de R(O,S) formé des applications
rationnelles ¥ telles que dg(¥) < dg pour tout S € S (cf. 3.4 pour la définition de

ds()).

Proposition. Soit A € A(S) et soit Resa une donnée de résidu en A sur O relative a
S. Soit d € N® et soit M' = M, le sous-groupe de Levi associé & A. Alors il existe un
opérateur différentiel holomorphe D = D) sur a%:C a coefficients réels constants, tel que
pour tout i € R(O,S,d) et tout 0 € Ayeg, 0n ait

(Resatp)(o) ((Hp%(s) ) O\))lA_o

SESA

(avec v, définie en 3.5).

Preuve. Il suffit de considérer le cas ou Resy est un opérateur résidu en A. Il existe

donc un ensemble ordonné D = (Sy, ..., .S,) de sous-espaces affines dans O avec Sy = O,
S; hyperplan de S;_1 pouri=1,... ,h et S, = A, tel que Resy = Resp. On va effectuer
une récurrence sur h. Si h = 0, il n’y a rien & montrer. Sinon, posons A’ = Sj_;

et D' = (Sp,...,S,-1). On a donc Resy = Resg, ocRespr. Posons M’ = My:. Soit « la
racine positive dans X' (T ) telle que M/, soit le sous-groupe de Levi associé & A et qui
reflete Porientation de A en tant qu’hyperplan de A’. Par hypothese de récurrence il
existe un opérateur différentiel holomorphe & coefficients réels constants D’ sur alf M, th tel
que, pour tout ¥ € R(O,S,d), on ait

(Resar ¥)(0 @ Xza) = <( IT #iis) )wg(wrza))

Se8 4 [A=0

pour 0 € Areg et 2 € C tel que 0 @ Xzq € Aley- Posons p(A) = [[ges, s, p%s(s)()\) pour
A€ ajyc

Par la regle de Leibniz, il exibte des polynémes Q; & coefficients réels sur a}, et des
opérateurs différentiels D; sur aM 2 " holomorphes a coefficients réels constants, tels que
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'on ait pour z # 0, mais prés de 0, et toute fonction f méromorphe sur aif "* et holo-
morphe en 0, avec m un certain entier > 0,

D'(p(A + 28) ' f(N))ja=0 = p(2@) ™™ Z Q;(28)(D; f(A))r=o-
On en déduit que

(Resar ¥)(0 ® xza) = ZQJ 2G) (( II pSce s) )\—l—za))w,;()\—i-za))

SeSa |A=0

On observe alors qu'il existe un entier m’ et une constante ¢ € R tels que p(z&) = cz’”
et on trouve, puisque les fonctions de la forme Dj(-)|x=¢ dans 'expression ci-dessus sont
régulieres en z = 0,

Resg, (Resar 1) (o)
= Res,—o(Resa ¥)(0 ® X.a)
1
= G 11

() satmn (I oo e) ]

SeSa

En appliquant de nouveau la regle de Leibniz, on obtient une expression du type voulu,
en se rappelant que les polynémes (); sont a coefficients réels. O

3.8.

Les résultats techniques de ce numéro seront utiles avec ceux de 3.7 pour établir des
propriétés d’unicité des données de résidu.

Par ce qui a été expliqué en 1.2, on peut introduire des variables z1, . .., z, sur X" (M)
déployant la suite exacte 1 — %nr(M’) X(M) — X(MNM™Y /M) — 1, ainsi qu'une
base de a M(’E formé d’éléments de all *, telles que

(i) les fonctions polynomiales sur X (M) sont les polyndémes de Laurent en z1, ..., 2y,

les fonctions polynomiales sur X (M N M /M?') correspondant aux variables
21, ..., %Zm pOUr un certain entier m, 0 < m < n;
(ii) pour tout vecteur k = (ki,..., k) formé d’entiers rationnels, les fonctions sur

a%é qui sont les composées de mondomes de Laurent sur X (M N M/M?Y) de

degrés partiels donnés par le vecteur k avec 'application A\ — x), sont des produits
d’expressions de la forme ¢**i par une constante, les A;j désignant les coordonnées
de \.

La notion de degré et de monome utilisée dans le reste de cette section sera celle
déterminée par le choix de base et de variables ci-dessus.
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Lemme. Soit D un opérateur différentiel holomorphe sur a%:é a coefficients constants
donné par un monoéme unitaire non nul. Soit 0 € O. Il existe une fonction polynomi-
ale 1 sur O telle que (Dxg(\))|x=0 # 0, mais (D\ts(A))|x=0 = 0 pour tout opérateur
différentiel holomorphe a coefficients constants # D venant d’un monéme unitaire de
degré total inférieur ou égal a celui de D.

Preuve. Soit ¢ une fonction polynomiale sur O, invariante pour 'action par X" (M").
Il existe des fonctions p; sur a%:é qui sont les composées de mondémes de Laurent sur
X(M"™ N M/M?') de degrés partiels donnés par le vecteur k avec application A — x»,
tels que, pour tout A € a%'*, on ait (o ® xx) = >, Pk(A). Par nos choix, si Ay, ..., Ap, et
k1. .., km sont les coordonnées de \ et k respectivement, Pk est un produit d’expressions
de la forme ¢*i*i par une constante.

A tout opérateur différentiel holomorphe a coefficients constants D correspond donc
un polynome Qp sur RU™E ) tel que (Dyih(0 @ xa))peo = 2oy, Qp(log gk)py(0).
L’application D — Qp est linéaire, et, si D vient d’un mondéme, Qp est un monéme du
méme degré.

Tout revient donc & choisir une famille (ax) de nombres complexes dont presque tous—
sauf un nombre fini—sont nuls, telle que (ax) soit orthogonale a (Qp-(log gk)) pour tout
D’ # D de degré total inférieur ou égal & celui de D, et non orthogonal & (Qp(loggk)).
Or, ceci est toujours possible, puisque des monomes de degrés partiels distincts sont
linéairement indépendants. |

Proposition. Soit D un opérateur différentiel holomorphe sur a%lg a coefficients con-
stants. Soit o € O, soit p un polynéme sur O qui n’est pas idéntiquement nul sur
A := O, v, et soit p une fonction méromorphe sur a%fé qui est réguliére et non nulle
dans l’origine de a%:g{. Supposons

/ DB Por (N or (\) a0 daS (") = 0
R(o")=R(o)

pour toute fonction polynémiale v sur O.
Alors D = 0.

Montrons d’abord le lemme suivant.

Lemme. Sous les hypothéses de la proposition, on a Dx(p(N)por (A)Yer (X)) =0 = 0 pour
tout o’ € O avec R(c’) = R(0).

Preuve. On peut écrire

Por(Nhor(A) = Y mu(0) (M),
k

olt mg(o’) est un polynéme sur O, ps- dont les degrés partiels par rapport aux variables
de X"'(M’) sont donnés par le vecteur k, et ou v est une fonction sur a%fé qui est
le composé d’un polynéme sur X (M N Mt /M) avec Papplication A — . Il suffit de
prouver que Dy (p(A)1r(N))|x=0 = 0 pour tout k avec my, # 0.
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Or, par linéarité de Dy, on trouve sous les hypotheses de la proposition par le théoreme
de Cauchy avec k une constante non nulle et 0 le vecteur dont toutes les coordonnées
sont nulles,

0= / DAGBNPo Nhor (W) rzo do, ,, S(07) = rmg Da(BN)Yo(A) pco-
R(o")=R(c)

Comme myq est constant, mg # 0 implique (Dx(p(A)Yo(A)))jr=0 = 0. Le résultat pour les
autres k se prouvent par le méme argument, en remplacant la fonction v par m,;lw pour
tout k tel que my # 0. ]

Démonstration de la proposition. Supposons par absurde D # 0. Notons Dy un
monome non nul de degré total maximal dans D. Par hypothese, il existe 0’ € O
tel que p,/(0) # 0. Choisissons ¢ satisfaisant aux conclusions du premier lemme
relatif & Dy et o’. Alors (Dgt)sr(N))1x=0P(0)psr(0) # 0, et, par les regles de Leibniz,
Dr(B(N)por (M) Yor(A)a=0 = P(0)ps(0)(Drtor(A))ja=0 7# 0. Ceci contredit les conclu-
sions du deuxieme lemme, d’ou une contradiction, 'espace des fonctions holomorphes

4 7 . . .
sur a%_é étant invariant par translations. (Il

3.9.

Proposition. Soient Resg) et Resf) deux données de résidus en A telles que Res(Al) Y=
Resf) ¥ pour tout 1) € R(O,84). Alors Resfj) = Resf).

Preuve. Soit d € NS. Posons M’ = My et notons D) (respectivement D)) un
opérateur différentiel holomorphe a coefficients constants qui vérifie les conclusions de la
Proposition 3.7 par rapport a Resg) (respectivement Res(Az)) et d. Il suffit de prouver que
D:=DW — D =.

Soit 0 € Areg. Par hypothese, on a, avec p(A) = [[ges, (pdﬁsis)(/\)pgds (c®x)))
(cf. 3.4), DA(p(N)(0 @ xx))ja=0 = 0 pour tout ¢ € P(O,C). Par les arguments de
la preuve de la Proposition 3.8, ceci implique D = 0. (]

3.10.

Supposons S stable par passage & la partie imaginaire, i.e. que O, € S implique
O3, (0),a € S (chaque élément de H = H(S) est alors le translaté d'un hyperplan affine
de R(O) passant par U'origine r(O) de R(O) et appartenant & H).

Avant d’énoncer le théoreme des résidus, nous allons choisir selon le procédé suivant,
pour tout L € £ = L(S), un ensemble de points de Ly qui est contenu dans la réunion
des composantes connexes de L,o; dont la cléture contient l'origine r(L) de L: Remar-
quons d’abord que, ’ensemble £ étant fini, il existe € > 0 tel que pour tout L € L la
boule B(r(L),€) dans 7(O) + a%,; de centre r(L) et de rayon e n’ait une intersection non
vide avec un hyperplan affine H € H que si celui-ci contient r(L).

Fixons maintenant L € L et notons M, le sous-groupe de Levi semi-standard qui lui est
associé. Par nos hypotheses, r(O) + a},;, € L. Désignons par Ho(r(O) + aj,, ) 'ensemble
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formé des H € H(r(O) + a};, ) avec H passant par 7(O). Notons Ps(M,) I'ensemble des
composantes connexes de

iy, 0= Ghr, — U (—r(0) + H).
HEHo(r(O)+a},,)

Par choix de ¢, la translation de vecteur 7(L) dans af envoie B(0,¢) Naj,, o dans
B(r(L), €) N Lyeg. Choisissons pour tout @ € Ps(My,) un élément eg € QN B(0,¢). Alors
les points r(L) + eg, @ € Ps(M],), se trouvent dans des composantes connexes de Lyeg
dont la cléture contient r(L).

Théoréme. Soit C' une composante connexe de R(O)ey. 1l existe pour tout A € A(S)
une donnée de résidu Resy = Resi qui ne dépend que du choix de C, telle que, pour
toute fonction v dans R(O,S) et tout r € C, on ait

JRRCIEEOED S SR TAT
R(o)=r LEL QEPs(My)

< > (Res{ ) (#) a3 (o).
A€A(S), R(A)=L Y R(@)=r(L)+eq

Par ailleurs, Resp = id et, pour S € S, Resg est un multiple de Resg par un réel (qui
peut étre nul).

Remarque. On aurait évidemment pu prendre ci-dessus tout de suite la somme sur tous
les éléments A de A(S) (ce que l'on fera plus tard), mais & ce stade il nous a semblé plus
utile d’ordonner les éléments de A(S) par leur partie réelle.

Preuve. La preuve va suivre les lignes de celle du Théoréme 1.13 dans [BS], en util-
isant les résultats préliminaires établis dans les numéros précédents. Rappelons que
larticle [BS] utilise une nouvelle approche inspirée de [HO1] et cite [A, MW1,L], la
preuve de 'unicité des données de résidus étant plus indirecte dans le travail de Langlands
(cf.  MW1, V.2.2 Remarques (2) et V.3.13 Remarques (ii)]).

Pour montrer I'existence, on va effectuer une récurrence sur la dimension m de aj;.
Si m = 0, il n’y a rien & montrer. Soit m > 0 et supposons l'existence établie lorsque
dim(a},;) < m. On peut écrire

[ wordol)
R(o)=r
- ¥ ipstio) | (Reso ¥)(0) doS (o)

QEPs(Mo) R(o)=r(O)+eq
Y Ps(Mo) ( [ werdosor- | (o) do%<o>).
QEPs(Mo) R(o)=r R(0)=r(0)+eo
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La premiere partie est identique a la somme des termes de 1’énoncé correspondant a
L = R(0O). Les termes entre parenthéses (-) se décomposent en somme de termes de la

forme
/ $(0) doS(e) — / $(0) do3(o)
R(o)=r2 R(o)=r1

avec r1 et 7o dans des composantes connexes adjacentes C1 et Ca de R(O)yeg-

Notons Hy, . I'hyperplan de R(O) qui sépare C; et Cy. On applique la Proposition 3.6
a la différence de ces intégrales et on obtient que celle-ci est modulo une constante réelle
égale a

> / o (Ress)0)ds3(),

la somme portant sur les hyperplans S € S de partie réelle H, .. Fixons un tel hyperplan
S. Le sous-groupe de Levi associé a H, . étant M,, ’hypothese de récurrence s’applique
a l'intégrale [p ,)_,. (Ress1)(0) dsS(o), et on obtient

/ (o) do (o)
R(o)=r
=> > Y. d4) (Resa v)(0) daS(o),

LEL QePs(L) ACA(S), R(A)=L R(o)=r(L)+eq

ol ¢(A) désigne une constante réelle qui peut éventuellement étre nulle. Mais peu importe,
en multipliant Res4 par une constante convenable qui peut étre nulle, on obtient une
expression du type voulu.

Prouvons maintenant I'unicité. Il suffit de montrer que, si une famille (Resa)aca(s)
de données de résidu vérifie

S IPsvp)T >

LeL QePs(MLr) A€ A(S), R(A)=

/ (Resa)(0) daS(o) = 0
Y R(o)=r(L)+eq

pour toute ¥ € R(O, S), alors Ress = 0 pour tout A.

On va effectuer une récurrence sur la dimension de L = R(A). Soit 0 < m < dim(a3,)
et supposons Ress = 0 pour tout A avec R(A) de dimension > m. (Pour m = dim(a},),
ceci est certainement vrai.) On a alors

0= Z Z |Ps(Mr)|~ Z /ER(U)zr(L)+eQ(R68A ) (o) daSS(o)

Lel;dim(L)<m QEePs (ML) A€ A(S), R(A)=L

pour toute ¢ € R(O,S). Fixons A € A(S) avec L := R(A) de dimension m. D’apres
le Lemme 3.3, il existe pour tout A" € A(S), A" # A, dont la partie réelle est de
dimension < m un polynome p4/ sur O qui est identiquement nul sur A’, mais qui n’est
pas identiquement nul sur A.

Par suite, il existe, pour tout d € N®, un polynéme p sur O qui n’est pas identiquement
nul sur A, telle que Resas(py) =0 pour tout A’ # A et toute ¢ € R(O,S,d). On en
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déduit
0= > |735(ML)\*1/ (Resa p) (o) daS(o).
R

QePs(My) (0)=r(A)+eq

Ceci est en particulier vérifié pour tout ¢ € R(0,84,d;s,) (ici d;s, désigne I'élément
de N®4 de composante dg en tout S € Sa). Pour de telles 1, Resa(py) est une fonction
réguliere sur A, en sorte que l'on peut remplacer r(L) + ¢g par r(L) par le théoreme de
Cauchy pour tout @ € Ps(Mp). On obtient donc

0= / (Resapy) (o) daS(o).
R(o)=r(A)

Posons M’ = M 4. D’apres la Proposition 3.7, il existe un opérateur différentiel holomor-
phe D = D, sur a%’lg a coefficients réels constants, tel que

(Resa(py))(o (( H p%(s) > U(AWU(/\)),\—O

SeSa

pour tout 1) € R(O’SAvde)v d’otlt, avec p(A) = HSeSA (p%(s)()\) (o ®xa))s

0= / DAGNPe (Wb () oo 4S(0)
R(o)=r(A)

pour toute fonction polynomiale ¥ sur O.
Comme p est une fonction méromorphe sur aM & qui est réguliere et non nulle en 0,

on peut appliquer la Proposition 3.9 qui montre que D =0, d’ou Resy = 0. g

4. La fonction p de Harish-Chandra, son systéme de racines singuliéres et
son groupe de Weyl

On se fixe dans cette section un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU, et O
désignera 'orbite inertielle d’une représentation irréductible cuspidale de M.

4.1.
Proposition.
(i) Supposons M maximal. Si p n’est pas constante sur O, il existe une représentation
unitaire o € O telle que p(o) = 0. Posons Xyeq(Thr) = {a, —a}. Alors il existe une

constante ¢, > 0 et des nombres réels strictement positifs k := ko et | := 1, tels
que l'on ait, avec A € C (et & défini dans 3.2), I'identité de fonctions rationnelles

(o @ xaa) = caltn(0 @ Xra)Hs(0 @ Xra)
avec

(1-gM)(1 =g
(1 —g"2)(1 —gF)

pn(o ® xra) =
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et

I-gM-g?) _
M%(U ® X (ri/ lquJr)\)&) = (1 _ ql—A)(l _ ql+A) S1 N(U ® X(mi/ logq)oz) =0,

1 sinon.

(ii) Soit o € O une représentation unitaire. L’ensemble des racines a € Xyoq(Thr) telles
que pMe (o) = 0 forme un systéme de racines Y, (0). Si o, 3 sont des racines dans
Yep(0) de méme longueur, alors ko, = kg et l, =g (i.e. si I'un des deux nombres
est défini, autre I'est aussi, et les deux nombres sont égaux).

Preuve. L’assertion (i) est le Théoréme 1.6 de [S2]. (Remarquons que la preuve de
ce théoreme donnée dans [S2] repose sur la simplicité des poles de p™« dont la preuve
dans [S1] est erronnée, comme cela nous a été rapporté par A. Silberger. L’auteur connait
une autre preuve de ce résultat qui lui a été communiqué par J.-L. Waldspurger.) Concer-
nant l'assertion (ii), le fait que X, (o) est un systéme de racines est indiqué dans [S3, 3.5].
(La preuve est analogue a celle de la Proposition 4.2 ci-apres.) Les autres assertions
de (ii) résultent alors du fait que le groupe de Weyl de X, (o) est inclus dans W (M, O)
(cf. [S3, 3.5]) et que la fonction p est invariante par W (M, O) (cf. 1.5). O

Définition. Notons X (o) un ensemble de racines positives dans g, () pour un certain
ordre. On définit
p— «@ — 71
Hsp,o = H Pg® €l Hnspo = W
aeXd (o)

Remarquons que (o) est un point régulier pour finsp o €t que finsp o (S(0)) # 0.

4.2.

Notons Yo 'ensemble des o € Xyoq(Thas) tels qu'il existe w, € WMe (M, Q) vérifiant
we (PN M,) = PN M,. (L’élément w, est nécessairement unique (cf. [Cs, 7.1]).)

Lemme. L’automorphisme induit par w, sur ay, est une réflexion vérifiant wq (o) = —a.

Preuve. Comme w, (P N My)w,! = PN M,, il est clair que w,(a) = —a. L’espace
ayi** étant de dimension 1, 'automorphisme induit par w, sur aj**
Pour que 'automorphisme induit par w, sur aj,; soit une réflexion, il reste a vérifier que

wq agit trivialement dans aj, . Or, ceci est immédiat, puisque w, € M, et que aj, a

est une réflexion.

une base formée de caracteres de M,,. ([l

Notons We le sous-groupe de W (M, O) engendré par les réflexions w, avec a € Xo.
La proposition suivante est analogue a celle sur les racines w-spéciales dans le numéro 3.5
dans [S3].

Proposition. L’ensemble Yo est un systeme de racines dans un sous-espace ay; o de
a’. Il est invariant par W(M, Q). Son groupe de Weyl est engendré par les restrictions
des réflexions w, de a}; a ce sous-espace. Il est isomorphe a Wy au moyen de cette
restriction. Le groupe W¢ est distingué dans W (M, O).
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Preuve. On va appliquer les Propositions 8 et 9 du paragraphe 2, chapitre VI de [B].
Notons aj}; » le sous-espace de aj, engendré par Yo. Remarquons d’abord que Yo
est stable pour I'action par W (M, O), puisque w1 (P N My)w = wPw™! N M, et que
wwow ™ (wPw™ ' N Mya) = (wPw™" N M,). Notons W, I'image de Wo dans GL(a}, o)
et w’ 'image d’'un élément w € Wy par cette application.

Par ce qui précede, le groupe W/, est engendré par des réflexions. Il est essentiel,
i.e. aucun élément # 0 de a}, ,, n’est invariant par W,: comme Yo engendre a}, ., et que
v invariant par Wy implique ZwEWo wv € R*v, il suffit de vérifier que Xyew,wa =0
pour tout @ € Y. Or, on a

Z wa = Z w(waa) = — z wa,

weWo weWo weWo

d’ott Y, cw, wa = 0.

Notons Ly, o le Z-sous-module de a}; » engendré par Xo. Il est sans torsion et de type
fini, donc libre de méme rang que aj; o. On a vu que Lyj,o est invariant par W, La
Proposition 9 [B] prouve donc que W, est le groupe de Weyl d’un systéme de racines dans
a}s o- 1l résulte alors des propositions 8 et de la preuve de I'assertion ((iv) implique (ii))
de la Proposition 9 [B] que X est un systeme de racines de groupe de Weyl W/,.

Il reste & voir que la restriction Weo — W/, est injective. Soit w € We d’image triviale
dans W{,. Alors wa = o pour tout o € Xp. Soit M’ un sous-groupe de Levi minimal qui
contient Xo. Alors, w € M’ et X » engendre a%/*. Comme w opere trivialement sur Yo,
il s’en suit que w = 1. (|

4.3.

Notons S, le plus petit ensemble qui contient les hyperplans affines de O qui sont
singuliers pour p et qui est stable par passage a la partie imaginaire, i.e. que Oy € S,
implique Og (), € Su-

Proposition. L’ensemble S, est W (M, O) invariant. L’ensemble des o € X(Tas) tels
qu'il existe 0 € O avec Oy o € S, est contenu dans Y.

Preuve. La premiere assertion résulte de l'invariance de la fonction p par W (M, O). La
deuxiéme assertion est due & Harish-Chandra (cf. [S1, Corollaire 5.4.2.3 et 5.4.2.2]). O

4.4.

Pour alléger les notations, on écrira dans la suite de ce paragraphe plus simplement S
au lieu de S,,.

Lemme. Soit Sy le sous-ensemble de S formé des hyperplans affines dont la partie
réelle contient I'origine de a},. L'opérateur rationnel o — (o) p p(0) est régulier sur

0- USES—SO S.

Preuve. Par la formule du produit pour la fonction p et pour les opérateurs d’entrelace-
ment, on se rameéne au cas d’un sous-groupe parabolique maximal. Si ®(c) >p 0 ou
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—R(c) >p 0, alors J p|p est régulier en la représentation cuspidale o par les résultats
de Harish-Chandra (cf. [S1, Th. 5.4.2.1]). Dans les autres cas, la régularité en o de
I'application dans I’énoncé résulte de [W, Corollaire V.2.3]. O

4.5.

Notons Ap la base de Yo qui est formée de racines qui sont positives pour P. Si
2 C Ao, désignons par M, le plus petit sous-groupe de Levi semi-standard M’ contenant
M tel que 2 C a%,*. Comme M, peut étre obtenu en adjoignant successivement des
racines de {2 a M, {2 forme une base de a%/*. Un sous-groupe de Levi M’ de G qui
contient M sera dit (P, S)-standard, si M' = Mg pour un 2 C Ap. On écrira 2 = AJ‘O/[/.

Pour un sous-groupe de Levi (P, S)-standard M’ on pose alors

WaM, = {w € Wo | w de longueur minimale dans wW! },
Wao ={w € W(M,0) | wAp = Ap},
Wae, M = systeme de représentants de WAOWM/(M, 0)/WM' (M, 0),
formé d’éléments de Wa,, et contenant l'identité de W (M, O),
Wi, (M,0) = WAO,M/W(J;’M,.

Remarque. Wa,, est un sous-groupe de W (M, O) qui vérifie Wp N Wa,, = {1}. Il existe
bien des cas ot Wa,, # {1}: les systémes de racines de type A,,, D,, et Eg posséde par
exemple des automorphismes ne venant pas d’un élément de leur groupe de Weyl (cf. [B])
et qui peuvent bien étre réalisés par un élément du groupe de Weyl d'un systeme de
racines plus grand de méme rang.

Lemme. Un systéme de représentants de W(M,O)/WM' (M, ) dans W (M, O) est
donné par W, (M, O).

Preuve. Soit w € W(M,0). Alors il existe wo € Wo, tel que wwy' vérifie
wwy'Ap € X(P). Comme Yo est invariant par W (M, O), il en suit que wa = wwy' €
Wa,- Ecrivons wa = wA,M/w%/ avec wa, pm € Wao,mr €t w%/ € WM/(M, 0). Alors

w = wA,M/w%/wo = wa, M (w%lwow%ul)w%,.
Comme w%,wowM/_l € Wo, il est clair que tout élément de W (M, (’))/WMI (M,0) est
représenté par un élément de Wy, (M, O).

Prouvons 'unicité de cet élément: soient wa,w)y € Wa, mr et w,w’ € Wg €t sup-
posons que waw et whyw' soient dans la méme classe & droite modulo WM (M, ). 11
existe donc w” € WM (M, 0) tel que waw = whw'w”. Alors whw'w"w™" € Wa,, ce
qui implique w'w”w=! € Wa,. Comme w et w’ sont de longueur minimale dans leur
classe & droite modulo Wéw,, w' doit vérifier w”AAO/[, = AJ\O/[, et donc étre un élément
de Wa,. On en déduit w”~lw'w” € W(;M,, Weo étant distingué dans W (M, O), et
=1 "lw'w" Y w=l € Wo, c’est 1'élément

(" tw'w")w™t € Wa,. Comme d’autre part (w

neutre de ce groupe, d’olt wa = whw”. Mais, comme wa et w)y sont des représentants
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d’une méme classe & droite modulo WM’ (M,0), il en résulte w” = 1, d’ou 1'égalité
recherchée. O

4.6.

Continuons & supposer M’ (P, S)-standard. Il existe alors A € A(S) tel que M’ = M 4.
La composante connexe @ de Ps(Ma) qui contient les éléments A de a},, avec (a¥,\) >0
pour tout o € Ap — 2 sera dite (P, S)-standard. On la notera Pjy.

Lemme. Soit A € A(S). Pour tout élément w de W, 'action par w sur a}, induit une
application de Ps(M4) sur Ps(Mya). Soit Q € Ps(Ma). Il existe un unique sous-groupe
de Levi (P, S)-standard M’ de G tel que Q soit conjugué a I’élément (P, S)-standard de
Ps(M') par un élément de We. La classe & droite modulo Wéw“ de cet élément est
déterminée de fagon unique.

Preuve. Soit M; le sous-groupe de Levi contenant M, tel que Ay engendre a%1*7
ie. a%l* = aj - Ona My C M; et tout élément de Ps(Ma) est uniquement déterminé

par son intersection avec a2 *. L'intersection de a*, . avec atl'* étant a2**, on se retrouve
M Ma M My

dans le contexte des chambres relevant d’un systeme de racines, ou le résultat est connu
(cf. [Ca, Th. 2.5.8 et Prop. 2.6.1, 2.6.3]). a

4.7.

Posons, pour M’ un sous-groupe de Levi de G' contenant M,
WM, 0)={we W(M,O)|wM =M}

et notons W (M’,0) le groupe quotient W(M', O)/WM' (M, O).
Lemme. Soit M’ un sous-groupe de Levi (P, S)-standard. Le nombre de sous-groupes

de Levi (P,S)-standard de G conjugués a M’ par un élément de W (M, O) est égal a
[Ps(M")[ [Wae arl/IW (M, 0)].

Preuve. Soit A € A(S) avec M’ = M4, et notons [A]p.s I'ensemble des A’ € A(S) qui
sont conjugués & A par un élément de W (M, Q) et qui sont tels que My soit (P, S)-
standard. On voit que A’ € [A]p.s, si et seulement si My est (P, S)-standard et qu’il
existe w € WA'ZA(M,O) tel que A" = wA. Ecrivons w = wawo avec wa € Wa, m, €t
wo € W(Jg - Comme Wa,, envoie tout sous-groupe de Levi (P, §)-standard sur un sous-
groupe de Levi (P, S)-standard, il faut que wp A € [A]ps. Les éléments de [A]p s sont
donc de la forme wawp A avec wa € Wa,,m, €t wo € W&MA tel que woA € [Alps.
Notons Wg Ma (P, S) le sous-ensemble de Wg ar, décrit par cette propriété.

Par le Lemme 4.6, on définit une application de Wg a, (P, S) dans Ps(Ma), en
associant & un élément w I'élément w™ 1P, de Ps(My), ot P,a désigne 1’élément
(P, S)-standard de Ps(Mya). Le Lemme 4.6 prouve également que cette application
est surjective et qu’elle est injective. Par suite, |W[;MA(P,S)| = |Ps(Ma4)|. On en
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déduit que le sous-ensemble WA‘ZA(M ,O)ps de WA‘ZA(M ,O) formé des éléments w tels
que wA € [A]ps est de cardinal |Ps(M4)||Wae Myl Il reste & voir que les fibres de
Papplication Wy (M,0) = {Ma/|A" € [A]lps}, w — wM, sont tous en bijection avec

W (M, O).
Fixons w € WA‘Z (M, QO) et considérons la fibre au-dessu de wM 4. Si w' My = wM a4,
alors il existe un unique élément w”’ € W (M, Q) avec w’'Ma = My tel que ww” = w’,

d’ott une application de la fibre au-dessus de wM,4 dans W (M4, ©O). Inversement, soit
w' € W(Mya,O). Alors il existe un unique représentant w’” de w’ dans W (M, O) tel que
ww” € WAZA (M,0), et on a ww” My = wM,4. Par construction, ces deux applications
sont inverses 'une de l'autre. O

4.8.

On va maintenant appliquer le théoreme de résidus du paragraphe 3 au systeme fini
d’hyperplans affines S = S,,. Rappelons (cf. 1.4) que 'on a noté, pour A € A(S),
par M4 le sous-groupe de Levi semi-standard de G associé a A. Il contient M. Fixons

Y € R(O,S).
Lemme. Pour tout w € W(M,O), on a (Res”$ ) o w = Res§ () o w).

Preuve. Soit r un point de C. Alors wr € wC. Comme w est une transformation qui
préserve les mesures, on a

/ (4 0 w)(0) doS(0) = / (o) do3(o).
R(o)=r R(o)=wr

1

L’ensemble S (et donc A(S)) étant invariant par w™*, on trouve par le Théoreme 3.10

/% o ou)e)do3(e)
=Y > |Ps(My)T

LeL QePs(MyL)

x (Res 1 4 (1 0 w))(0) dy-143(0)

A€A(S,), R(A)=L /i’fe(tf)—w1 (r(L)+eq)

et
/ () doS(o)
R(o)=wr
-y ¥ |7>S Myt Y / (ResC 1)(0) duS (o).
LEL QePs(L ACA, R(A)=L =r(L)teq
Comme
/ (Res” ¥)(0)da3(0) = | (ResC ) (w0) d,y14S(0),
R(o)=r(L)+eq R(o)=w=1(r(L)+eq)
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le lemme résulte de 'unicité des données de résidu relatives a C et de l'invariance de
A(S) par les éléments de W (M, O) (cf. 4.3). O

4.9.

Rappelons que R(O) = a},. Notons Resi la donnée de résidu en A correspondant a la
composante connexe de R(O)ee (cet espace a été défini en 1.4) contenant les A € a},
avec A >p 0. Rappelons (cf. 4.3) que S, désigne le plus petit ensemble qui contient
les hyperplans affines de O qui sont singuliers pour la fonction p*4 définie relative & M4
et qui est stable par passage a la partie imaginaire.

Lemme. Soit A € A(S). La donnée de résidu Res),"™* définie sur R(O,8,m4) se
prolonge 4 R(O,S) et y est égale & Res.

Preuve. Il est clair par définition d’'une donnée de résidu que ResimM“ se prolonge a
R(0,S). Légalité avec Res’, résulte alors de I'unicité des données de résidus et de 3.9:
les deux données de résidus coincident pour ¢ € R(O,S84), puisque

/ $(0) d4S(0) = / $(0) d43(o)
R(o)=r>p0 R(o)=r1 >pnmy0

pour de tels 2. O

4.10.
Lemme. Soit A € A(S) et posons Yy (PN My) = S5 ﬂZiV{A(PﬂMA). Siw €
W (M, O) vérifie wX 5" (PN My) C X(P), alors Res’ (1) = Resy  F(1).

Preuve. Comme une donnée de résidu en A est uniquement déterminée par ses

valeurs sur R(O,S4) (cf. 3.9), il suffit de montrer que, si r € a}, vérifie r >p 0, alors

w™!r est dans la méme composante connexe de R(O)s, reg que 7. Or, si r>>p 0 et

wEgA(PﬂMA) C Y(P), on a bien {(wa)Y,r) >p 0 pour tout o € EgA(PﬂMA). O

4.11.

Le résultat suivant est une généralisation a notre situation du résultat principal
de [BS].

Proposition. Notons Ap la base de Yo qui est formée de racines qui sont positives
pour P. Alors on a

/ (o) doS (o)
R(o)=r>p0

= > > ST Wagar Ps(Ma)| !

NCA0 ACA(S), Ma=Mo weWy;  (M,0)

X / Resh (1 o w) (o) daS (o).
R(o)=r(A)+ep,
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Preuve. Par 4.6, il existe pour tout A € A(S) et tout @ dans Ps(M,) un unique
sous-groupe de Levi (P,S)-standard M’ de G tel que @ soit conjugué & 1’élément
(P,S)-standard de Ps(M’) par un élément w de Wep. La classe modulo Wé\/[" de w
est déterminée de facon unique. Remarquons que A(S) est W(M, O)-invariant (cf. 4.3).
On définit donc une bijection entre ensemble des couples (A, Q) formé d’un élément A
de A(S) et d’un élément @ de Ps(My) avec Pensemble des couples (A, w) formé d’un
élément w de Wg,MA et d’un élément A de A(S) avec My (P, S)-standard, en associant &
(A, w) le couple (wA, wP,), Ps désignant la composante (P, S)-standard de Ps(M ). De
plus, on voit que 'on peut choisir les e dans la Proposition 3.10 tels que wep, = €, p,
pour de tels w.

Avant d’appliquer ceci a la Proposition 3.10, ajoutons que, pour w € Wa, m, €t A €
A(S) avec M4 (P, S)-standard, le sous-groupe de Levi wM 4 = M, 4 est également (P, S)-
standard. Comme wPy4 = P, 4 pour de tels w, on peut en outre choisirs les ep, tels
que wep, =€p, . 1l résulte alors de ces remarques et de la Proposition 3.10, ayant
I/VJ\J;[A(M7 0) = WA@,MAW(JQF,MA par 4.5, que

/ (o) doS(0)
R(o)=r>p0
= > > ST Waoara HPs(Ma) !

QCAOAEA(S Ma= MQwGW;\'/} (MO)

x / (ResE 4 9)(0) duwaS(o).
R(0)=w(r(A)+ep, )

Il ne reste alors qu’a remarquer que

(Rest 4 0)(#) duad(o) = [ (Resl 1) (wo) a3,

/9?(0)=w(T(A)+6pA) R(o)=r(A)+ep,

et que, pour w € WJJ\;[A (M, 0), (Rest y ) ow = Res(w )(w o w) = Res’ (1) o w) par les
lemmes de 4.8 et de 4.10, pour en déduire l’expresmon dans 1’énoncé de la proposition.
O

4.12.

En généralisant les méthodes de [BS] on pourra probablement montrer que Resi =0,
si 7(A) n'est pas une combinaison lindaire d’éléments de A4 1= Ap N IMa(Ay) &
coefficients > 0.

5. Les dérivées d’un coefficient matriciel

Proposition. Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi- standard de G et D = D)y
un opérateur différentiel holomorphe a coefficients constants sur a . Soit (o, E) une
représentation irréductible lisse de M et T dans if§ B ® ZPQKEV,

Alors il existe une famille finie {(5;, Ej)}je ; de représentations admissibles lisses de
M de longueur finie et de sous-quotients irréductibles isomorphes a (o, E) et une famille
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{#;}jes d’éléments de i, F; ® ifngE]\/, telles que, pour \g € a$fc,

(DAES s (M)r=so = Y EBs, 000, (75)-
jedJ

Par ailleurs, les restrictions a T des représentations ig(}j, j€eJ et iga agissent sur leurs
espaces respectifs par le méme caractere qui est égal a la restriction a Tg du caractere
central de o.

Avant de prouver le théoreme, établissons le lemme suivant.

Lemme. Soit (o, F) une représentation irréductible lisse de M, p; un polynéme sur
afjc et ey @€Y dans E® EY. Alors Iapplication m — py(Hj(m)){(o(m)ey,eY) est le
coeflicient matriciel d’une représentation admissible de longueur finie ¢ de M dont les
sous-quotients sont isomorphes a o.

Preuve. Notons E l'espace vectoriel engendré par les applications lisses de M dans E
de la forme &, : m — p(HS(m))o(m)e avec e € E et p polyndme sur a§; . Faisons agir
M sur E par translation & droite et notons & la représentation lisse de M /qui correspond
a cette action.

Notons [ la dimension de a$; . Munissons N de l'ordre lexicographique. Fixons une
base de a]CCLC. On a alors une notion de monéme sur a%c correspondant aux coor-
données par rapport a la base choisie. Lorsque p est un tel mondéme, notons deg(p)
le vecteur dans N' dont les composantes sont les degrés partiels de p par rappoﬂux
différentes coordonnées. On 'appellera le degré de p. Lorsque p est un polynoéme, on
désignera par deg(p) le degré du monéme non nul dans p de degré maximal pour I'ordre
lexicographique.

Pour d € N, soit E¢,y (respectivement E_g4) le sous-espace de E engendré par les
applications €, avec deg(p) < d (respectivement deg(p) < d). Ce sous-espace est stable
pour P'action par ¢. Notons ¢4 (respectivement .4) la représentation de M dans cet
espace déduite de 7. Les représentations o<q4 et 04 sont admissibles, puisque o l'est.

Soit p un monéme avec deg(p) = d. Tout élément de E«y/FE~g4 est I'image d’une appli-
cation de la forme é, avec ¢ € E. Par ailleurs, on constate que 'application

m = (p(H{p (mmy)) = p(Hy; (m)))o (m)(o(ma)e)

est dans E<d, puisque deg(p(. + H$;(m1)) — p(+)) < d. On en déduit que I’application de
E dans E‘gd /E_g4 qui associe A e la classe de €, définit un isomorphisme entre o et la
représentation quotient G<4/5<4. Les représentations 6«4, d € N, sont donc admissibles
de longeur finie et leurs sous-quotients irréductibles sont isomorphes a o.

Faisons correspondre & e¢¥ € EV lapplication ¢V : E<g — C, &+ (é(1),e"). Cest un
élément du dual lisse de Egdl il faut vérifier 'existence d’'un sous-groupe ouvert H qui
laisse €V invariant. Comme e est dans le dual lisse de E, il existe un sous-groupe ouvert
H contenu dans K qui laisse ¢V invariant. On a alors pour tout e € E, tout polynéme p
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sur a%,@v et tout h € H,

Le lemme résulte alors du fait que (avec les notations de 1'énoncé) l'application
m — p1(Hyr(m))(o(m)er,ey) est égale au coefficient matriciel m — (G<4(m)éy,éy) de
g avec d = deg(p1). O

Démonstration de la proposition. Il suffit de considérer le cas ol T = v @ v".
Pour g € G, on a

(S0 ® X)(g)v,0") = /K (vy (kg), v (k)) dk
= /K 7% (mp(kg))x(mp(kg))(o(mp(kg))v(kp(kg)), vV (k) dk,

oump(kg) et kp(kg) désignent les composantes de kg selon la décomposition G = MUK.
Les applications étant lisses, l'intégrale est en fait une somme finie. L’opérateur
différentiel commute donc avec 'intégrale et on obtient

DA({i%(0 @ x2)(9)v,v"))a=rg

= /K DA (mp(kg))xa(mp(kg)) (o (mp (kg)v(kp(kg)), v" (k) a=n, dk.
Le terme sous l'intégrale est une expression de la forme

pi(HS(mp(k9)))31 % (mp(kg))xa(mp(kg)) (o (mp (kg) o (kp (kg)), v (K))

avec p; polynome sur afuj et ke K.

D’apres le lemme précédent, il existe une représentation admissible lisse de longueur
finie (5, F) et des éléments o(kp(kg)), 0V(k) de E et de EY, tels que cette expression
vaille 6113/2(mp(kg))x,\0(mp(kg))(&(mp(kg))ﬂ(k;p(kg)),ﬁv(k». En prenant pour (5, FE)
la représentation explicitée dans la preuve du lemme, on voit par ailleurs que

(0(kp(kg)))(m) = p1(Hy;(m))o(m)v(kp(kg)) pour m € M
et (&,0V(k)) = (&(1),v"(k)) pour é € E.

On définit donc ainsi des applications k — v(k) et k +— 0V (k). Montrons qu’elles sont
a valeurs dans i5  E et i5_ . EV respectivement: elles sont toutes les deux invariantes
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a droite par un sous-groupe ouvert de K, puisque iga est lisse. Par ailleurs, on trouve

pour kpy e KNM,ky e KNU et ke K

O(karkuk)(m)

p1(HS (m))o(m)v(karkyk)
G

(Hyz(m))o(
pi(Hyp(m))o(m)a(kar)v(k)
pa( )

(

(

(m
HS$ (mkyr))o(mkar)v(k)
kar)v(k))(m

~—

p1
o

—

ainsi que pour tout € € F

(kxg)e)(1) = a(ky; )é(1), puisque HEj(ky; ) =

Qr

la derniere égalité résultant du fait que (
H$(1).
On déduit de ceci que Dx((i%(0 @ x2)(9)v,v"))|x=x, €st une expression de la forme

/ 542 (mp (kg))xXno (mp (kg)) {6 (mp (kg) i (kp (kg)), ¥ (k) dk
- /K (56 ® xa0)(9)D) (k). 3 (K)) dk

= <ZIG3(5- ® X)\U)(g){)7 ’DV>7

d’ou la proposition, puisque ’on a remarqué que v ® vV € i}P(ﬁKE ® if.meEV.
La derniere assertion de la proposition concernant la restriction des représentation a
T¢ se voit par une vérification directe, en remarquant que HACf[ (t)=0pourteTg. O

6. Prolongement rationnel d’une identité polynomiale

6.1.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard et soit O l'orbite inertielle
d’une représentation irréductible cuspidale de M. Soit M’ un sous-groupe de Levi semi-
standard de G contenant M. Lorsque §~ M' ost une application rationnelle sur O a valeurs
dans un sous-espace de dimension finie de

JEOM KnM' v
prxnm Eo @ ipagam Eo,

. . . N . ’ 3 ,
notons ¢z Iapplication rationnelle sur O & valeurs dans ip0% 0 Eo @ 150k B
définie par

peur (0) = Z (J%quPmM/( o)A(w) ® J}%M/\u;PmM/(UV)A(w))gM/ (w™'o).
weWM' (M,0)
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Si éM/ est polynomiale, Pgmr est la composante en (PNM’, O) d’un élément de l'espace de
Paley—Wiener PW (M’) pour M’ (cf. 2.2). Par abus de notation, cet élément de I’espace
de Paley-Wiener PW(M’) sera également noté Pemr, ce qui permettra par exemple
d’écrire <p£~M/(P1 N M’ 01), si Pi est un deuxiéme parabolique semi-standard de G de
Levi semi-standard M et o1 € O.

On notera par ailleurs, pour A € A(S), Stab(A4) = {w € WMa(M,0) | wA = A}, et,
pour o € O, E(M' o) I'ensemble des représentations de carré intégrable de M’ de
support cuspidal égal & la classe de WM /—conjugaison de 0. (Une condition nécessaire,
pour que o soit dans le support cuspidal d’une représentation de carré intégrable de M’
est évidemment que la restriction de o & Ty agit par un caractére unitaire.)

Pour simplifier, on écrira parfois EG( P‘P,f, o) & la place de EG((Jplp(a) ® 1)¢(0)),
etc., et Resa(ES( P‘P,g, o)(g)) désignera Resa(ES( P‘P,f, )(g9)) (o), etc.

L’objet de ce paragraphe est la preuve de la proposition suivante.

Proposition. Soit P = M'U’ un sous-groupe parabolique semi-standard contenant P
avec M' = M 4 pour un certain élément A de A(S). Fixons o € A avec R(o) = r(A).

Supposons qu’il existe une donnée de résidu Resy en A, telle que, pour toute app]icatjon
polynomiale & M gur O a valeurs dans un sous- espace de dimension finie de i
iROM' B et tout g € G, on ait Iidentité

PnKnM/EO@

ST (/M) deg(0) Resua(ERony (TM 0k oapn €4 w(0 @ X)) (9))
weWM' (M,0)
= [Stab(4)] > deg(m)EM (per (M, @ X))(9) (6.1.1)
TeE (M’ o)

de fonctions rationnelles sur X™ (M').

Soit 5 M yne application rationnelle sur O a valeurs dans un sous-espace de dimension
finie de i50M"  Fo @ ilS0M. ) EY telle que e soit le produit de la composante en
(PN M’',O) d’un élément de I'espace de Paley—Wiener PW (M') de M’ par une fonction
rationnelle ji. Supposons qu’il existe un ensemble fini S d’hyperplans radiciels de © de
la forme Oy, avec o€ D(P) — XM (PN M') tel que €M’ et fi soient régulieres sur
O —Uges S- Alors I'identité ci-dessus vaut pour M

Preuve. Remarquons que, pour m € &(M',0), pzus (M',m ® X') est bien définie pour
tout x' € X (M’) avec o ® x’ régulier pour fi. Le terme & droite de l'identité (6.1.1)
est donc une fonction rationnelle sur X**(M’). La fonction & gauche est rationnelle par
définition des données de résidu. Par prolongement analytique, il suffit donc de montrer
qu'il existe ra € a}y, tel que l'identité (6.1.1) vaut en tout x' € X" (M’) de partie réelle
> ps Tp. Remarquons que R(o)p = 0.

L’ensemble des sous-espaces affines radiciels A de O dans A(S) avec My = M’
étant fini, on peut choisir 7’ dans la chambre de Weyl de P N M’ dans a%/*, tel
que tout point ¢’ d’un tel sous-espace vérifie —rM <o %(U’)M/ <pare ™. On
va alors prendre pour 7pp un élément de la chambre de Weyl de P’ dans a}, tel
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que, pour tout Hg . € H(S) avec o € X(P) — EM/(PHM’), et tout A\M' e a%/* avec
—r M L MM Lpope ™™ on ait (@Y, ) > Re) — (@Y, MM, (Ceci est possible,
puisque les formes linéaires (aV,-), a € S (P) — M (PN M), sont non nulles sur a*,,,
alors que \M ' parcourt un compact.) Notons U le domaine des éléments de O dont la par-
tie réelle \ vérifie Apyr >pr et —pM <pAM’ AM’ <pAM’ M TLes fonctions éM/ et i

sont régulieres sur U: en effet, par choix de 7, on a, pour H, . € H(S) avec a € X (P),

et o' €U, (", R(o)ar) > (¥, 7m) > R(c) — (oY, R(c" )M, et donc (o, R(0)) # R(c).

En particulier, la fonction x + ¢M (0 ® x) est pour tout 7 >ps 73 analytique sur le
polydisque U] de X" (M) formé des caracteres y vérifiant

—r M < poar Rl @ x) <prner T et ran <pr R(x) <pr 7

Par la théorie des fonctions analytiques en plusieurs variables, §~M ,(a ® ) peut s’écrire
comme limite d’une suite d’applications polynomiales (&,,) convergeant uniformément
sur tout compact de U, et prenant ses valeurs dans un méme sous-espace de dimension
finie de ¢E0M' Eo @ 80M L EY que €M Pour obtenir des applications polynomiales
sur O, on les rend invariantes par Stab(Q) (cf. 1.3). Ce procédé ne change rien a la
convergence uniforme sur tout compact de U, vers §~M /, puisque éM " est invariante.

Notons U, 'ensemble des o ® x avec x € U/. Cet ensemble est égal au sous-ensemble
de U formé des o’ avec R(0”')pr <ps 7. On a donc montré I'existence d’une suite (€M)
d’applications polynomiales sur O qui converge uniformément sur tout compact de U,
vers §~M " Remarquons que, comme o a été choisie dans A, on a, par choix de M et
grice A Pinvariance de A(S) par les éléments de WM (M, 0), w(c @ X') € U, pour tout
we WM (M,0) et tout x' € X™(M'), rap <pr R(x) <pr .

Suite aux hypotheéses de la proposition, I'identité (6.1.1) est vérifiée pour &M " en tout
X' € X™(M'), et donc en particulier si ryp <pr R(x') <pr r. Il reste & voir, si la suite
des valeurs en o ® X’ converge pour n — 0o respectivement vers

> y(M'/M)deg(0) Resya(Epa (] B PO M w(o @ x))(9))
weWM' (M,0)
et

Stab(4)] Y deg(m)EM. (e (M, 7@ X')(g).
TeE (M o)

L’identité (6.1.1) en x’ en résulte.

Etudions les deux cas séparément. Comme le calcul de la donnée de résidu Resy ne
fait intervenir que des combinaisons linéares réelles de dérivées en direction d’éléments
de a%’/é et qu'une suite de dérivées de ¢M ' converge par le théoreme de la convergence
uniforme pour les fonctions holomorphes uniformément sur tout compact de U, vers la
dérivée de €M’ on trouve pour tout w € WM (M, ©), ayant w(oc @ x') € Uy,

hm ReSwA(EPMmMI(J]pwm]\_Jl/‘PmMM grjlw ,U)(U ® X/))(g))

n—00
= ReSwA(EymM/(JFAi)X/III‘PmMMéM ,’LU(U ® X/))(g))

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

362 V. Heiermann

Concernant le deuxieme terme, il suffit de prouver que @ (M',o@x") converge vers
g (M',0 ®x'). Notant g un dénominateur pour la fonction rationnelle p™ qui est
invariant par WM (M, ©), on a une identité

Soluﬂ’gg{, (O—/)

= Y wN O IMrapear (0M®) © TEE e (0 )M )& (w o)
weWM' (M,0)
(6.1.2)

de fonctions rationnelles sur O. Choisissons un voisinage relativement compact et connexe
U’ de 0 ® X' dans U, tel que wU’ C U, pour tout w € W' (M, ©). Comme lopérateur

o' = 1 ()T phsprapons (CONW) ® Thb s wpan (7)) Aw))

est régulier sur O (cf. 4.4) et que pt est invariant par WM (M, O), (6.1.2) converge
uniformément sur tout compact de U’ vers O mt (¢’). Par suite,

® (o’ v (07
lim ‘PgM'( o') = lim ey (@) _ Purér (o)

— (o
n—00 n—00 M+ (0") - u+(0/) B <‘0§M (U )

en tout point ¢’ de U’ avec u* (o) # 0. Comme I'opérateur peu est régulier en o ®
et que la limite définit un opérateur méromorphe sur U’, on en déduit 1’égalité en o @ '
par prolongement analytique. (Il

6.2.

La Proposition 6.1 sera utilisée dans la suite pour les applications rationnelles décrites
dans le lemme suivant.

Lemme. Soit £ une application polynomiale sur O a valeurs dans un sous-espace de

dimension finie de ZPHKEO ® B EY. Soit P = M'U’' un sous-groupe parabolique

(P,S)-standard, P, = (PN M")U' et P, = (PN M')U’. Identifions
ilczle@ ®i% EY avec iGin L Eo ®i% b, EY.

Soient ¢',g € G. L’application rationnelle fg Yo PO = zggj‘émM/Eo ® iﬁ%%%M,E(VQ,

TG B SR G E A

wew, (M,0)
® Jpyjw-rp(0)Mw™))E(wa) | (9'g. ')

est réguliére en dehors d’un ensemble fini & d’hyperplans radiciels de © de la forme Os.a
avec a € X(Py) — XM (P M'). Par ailleurs,

oM (0) = pipy 5, (0)(9e(Pr,0)(6'9,9)),
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Remarque. L’application polynomiale o — ¢¢(P1,0)(¢’g,¢’) du lemme est bien la
composante en P; N M’ d’un élément de l’espace de Paley—Wiener de M’, puisque
les hypotheéses de 2.3 valent relatives & cette application (ce qui est une vérification
directe en utilisant la fonctorialité des opérateurs d’entrelacement vis-a-vis de I'induction
parabolique).

Preuve. La fonction uf‘fianM/leM, est polynomiale sur O, si w € W;,(M, O): pour
que cette fonction ait un pole, il faut par la formule du produit pour la fonction u et 4.3
qu’il existe une racine o € Z‘gl N X(P) qui est négative pour w1 PN M’. Or, comme w
est le produit d’un élément de W qui envoie Ap dans lui-méme par un élément de Wp
de longueur minimale dans sa classe a droite modulo Wg /, o € Eg Ny (P) implique
wa € XY(P), i.e. a est nécessairement positif pour w=tP N M’.

Par la formule de décomposition pour les opérateurs d’entrelacement, on sait de
méme quun hyperplan de la forme O, , avec a € XM ' (PN M’) est singulier pour
J(M'OP)U'\W (respectivement Jp,|,-1p), seulement s’il existe o € Eé\f N XY (P) qui
est négative pour w—'P N M’. Or, on vient de voir qu'un tel a n’existe pas. Il est clair
que les hyperplans de cette forme ne sont pas non plus singuliers pour jip, By Ceci prouve
la premiere assertion du lemme.

Déterminons maintenant

M’

@5;\/’1;,9’
en un point générique o. pomme Ipy|p, est invarian%e par WM '(M ,O) en tant que
quotient des fonctions W' (M, O)-invariantes u et u*" | le produit de Ipy | By (0)~1 avec

> UM @OMN@) © T s poar (OAW))ES, o (w''o)
w' EWM' (M,0)
est I’évaluation en (¢'g, ¢’') de
Z Z Mij\ffleM/\PmM/(w/_lU)
w' eWM' (M,0) weW;, (M,0)
X (JPI\(WmM')U/ (U))‘(w/)J(pmM/)U/|ﬁ(w_10))‘(w_l)

@ Jpyjw Py (UV)A('LU/)JPI|w71P(w/flﬁv))\(wfl))f(ww/’lg)

M’ /—1
E : E Hy—1 ot pane (W' 0)

w eWM' (M,0) weW}, (M,0)

-1
< (Jp, ) @pnayv (O @rponr v jwra=p (@) A w'w ™)
® JPllw’Pl (UV)Jw'Pl|w’w*1P(Uv))‘(w/w_l))g(ww/_la)
M’ -1 _\ M’
= Z Z Nw*lPﬂMquMf(w/ 0)jw’w*1PﬂM’|w’PﬁM’(0’)
w' eWM' (M,0) weW,(M,0)

* (Jp, fara=rp (@O W W) @ Jpjurw-1p(0 V)M w'w ™)) (ww' o),
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ou on a utilisé la formule du produit pour les opérateurs d’entrelacement. Comme

j%;flpmwf/\w/PnM/ (0)id
= AMw )J%;Uflpquw’Pme( )JmeM'\w/wflpmM/(U)A(w/)
=J —1PﬂM’|PﬁM’( )JPmM'|w—1PmM'( w' o)
:jwfIPanPnM/(w 10) id,

on a

’

M]\ffleMquMf(w/_la)j%;flpquw/Pme(U) =1L
Remarquons que W (M, ©) = WM (M, O) (W, (M, ©))~" par 4.5. L’expression que I'on
a obtenu est donc égale & (Jp,|p(0) @ Jpip, (6¥) ") pe(0), ce qui vaut p¢(Py, o), dou le
lemme. |

7. L’élément cplg’o de I’espace de Paley—Wiener

7.1.

Fixons un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU de G et l'orbite inertielle O
d’une représentation irréductible cuspidale de M. Fixons en outre un sous-groupe ouvert
compact distingué H de K admettant une décomposition d’Iwahori par rapport a tout
couple parabolique semi- btandard de G et tel que EA™M =£ 0. On a défini dans [H1, B.4]
'application polynomiale ¢ P.o suivante sur O a Valeurs dans ¢ PE@ ® ngo

Désignons pour une représentation lisse (7, V) de G par Vp son module de Jacquet
qui est une représentation lisse de M. L’espace Vp est somme directe de deux sous-
espace M-équivariante Vp(O) et Vp(horsO) tels que tout sous-quotient irréductible
de la représentation de M dans Vp(O) soit dans O et qu’aucun sous-quotient de la
représentation de M dans Vp(horsO) ne le soit.

Pour H un sous-groupe ouvert compact de G admettons une décomposition d’Iwahori
par rapport & P = MU, le foncteur de Jacquet V7 — VA défini relatif aux invariants
par H et par HNM admet une section canonique sur un sous-espace noté SH (V) de VH.

La valeur de gogo en un point o de O est alors égale a la projection de if.anE sur
SH(if~xEs)(O) de noyau égal a I'intersection des éléments de SH (i EY)(OV).

On a montré qu'il existe un élément po de 'espace de Paley-Wiener de PW(G) tel
que (po)po = gogo et que (po)p.or =0, si O’ n’est pas conjugué a O.

Choisissons des éléments v; € (5, Fo)" (respectivement vy € (i EH)Y), i € I, A
support dans (P N K)H (respectivement (PN K)H), tels que e; := v;(1) (respectivement

\Y EMOH

e/ :=wv;(1)) forment des bases de

respectivement (EY. )M qui sont duales.
(3 p (@] q

Posons ¢ = mesy, (H N Up) mesy, (H N Up). On a montré dans [H1, B.5] qu’une solution
polynomiale de la relation (#) de I'introduction relative & 901;{, o est donnée par

1 . Vv
fwf{o =c g v; @, .

icl

Notons f,, I'élément de C2°(G) qui correspond & ¢o (cf. 2.3).
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Lemme. Soit 7 une représentation de carré intégrable de G dont le support cuspidal est
contenu dans la classe de W-conjugaison de O. Alors tr(m(f,.,)) est un entier strictement
positif.

Preuve. Notons V; l'espace de m. D’apres [H1, B.3.4.1], on a (V;)p(O) #0. Par

réciprocité de Frobénius, il existe donc o € O, tel que ©# — iga. Il en résulte en

outre que SH(i%0)(0) NV, 2 SH(V;)(O) # 0 (dans les notations de [H1, B.2]) et que
T(foo) = wgo(o) |y, . L’endomorphisme 7( f,) est donc comme restriction d’une projec-
tion une projection ou bien identiquement 0. Comme la trace d’une projection est tou-
jours un entier strictement positif, il reste & montrer que 7(f,) # 0. Or, d’apres ce qui
précédait, il existe v € S (i50)(O) N Vy, v £ 0, et on a w(f,)(v) = ¢F o (0)(v) = v #0,
d’otu le lemme. |

7.2.
Lemme. L’application rationnelle

O—=C, 0w Eg,((Jpplo) ® e (0))(1)
est constante et > 0.

Preuve. Remarquons d’abord que, pour o régulier,

Eg,((Jpip(0) @ Déyu  (0))(1) = ¢ Y ER, (Jpp(o)vs @ ) (1)
iel
=Y (Upplo)vi )
iel
=S [ (Upiplo)en) () v (1) .
el 7K
Soit p € PN K et h € H. Notons mp(p)up(p) la décomposition de p selon la décom-
position P = MU. On a

(Jpyp(o)vi)(ph) = ((iEo)(h)Tpp(0)vi) (p)

avec, d’apres le Lemme B.5.2.1 de [H1],
(Jp|p(0)vi)(1) = mesy, (H N Up)e;,
alors que o) (ph) = o (mp(@))oY (1) = 0" (mp(p))ey.

i

Comme supp(v,) € (PN K)H et que (e;,e)) =1, on en déduit que
/ ((Jpp(o)vi)(k), v} (k)) dk = mes((P N K)H) mesy, (H N Up).
K

Par suite, Egﬂ((Jﬂp(a) ®1)€,m (0))(1) est constant et > 0 pour o dans un ouvert de
Zariski de O, d’ot1 le lemme par prolongement analytique. O
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8. La décomposition spectrale

Dans tout ce paragraphe, on fixe un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU de
G et Dorbite inertielle O d’une représentation irréductible cuspidale de M. Par ailleurs,
le symbole S désignera dans tout ce paragraphe ’ensemble fini S, d’hyperplans affines
de O associé a la fonction p de Harish-Chandra définie relative & O (cf. 4.3).

8.1.

Appelons un sous-espace affine radiciel A de O résiduel pour p, s’il existe une fonction
polynomiale p sur O et une donnée de résidu Ress en A, tel que Resa(pu) # 0. Notons
A, (S) le sous-ensemble de A(S) formé des sous-espaces affines qui sont résiduels pour .

Notons rg. (H) le rang semi-simple d’un groupe réductif H. Si M’ est un sous-groupe
de Levi de G, on appelle rg . (G) — rg.(M’) le rang parabolique de M’ (relatif a G).

Le lemme suivant est une reformulation de résultats combinatoires de Heckman—
Opdam et Opdam.

Lemme. Soit X' un systéme de racines dans a?j de dimension m de groupe de Weyl W',
soit g1 un réel > 1 et soit k = (kuo)aecx une famille de nombres > 0 tels que kyo = ko
pour tout w € W'. Posons pour \ € a%’fc

(a¥,X)

1—q
nk) = T] 1 _ et
acxr L0

Pour qu’il existe une suite strictement croissante de sous-groupes de Levi

McM C---CMyu_1CM,=G

et une fonction p méromorphe sur afjﬁc et holomorphe en un voisinage de \ telle que

les résidus successifs de pu(-, k) par rapport aux sous-espaces A + a%)c soient non nuls,
il faut et il suffit que X soit un pdle d’ordre m de u(-, k) (I'ordre d’un péle étant défini
comme dans (3.4)). Ces péles de u(-, k) sont d’ordre maximal.

De plus, si A est un pole d’ordre maximal m de u(-, k), alors les résidus successifs de
u(-, k) par rapport aux sous-espaces \ + af};yc sont des fonctions non nulles qui ont des

poles simples par rapport aux sous-espaces \ + a%’:ﬂyc.

Preuve. Il résulte de [HO1, Théoreme 3.9 et identité (3.17)] que la condition est suff-
isante, pour que A soit un pole d’ordre m, et que les poles des résidus successifs par

rapport aux ajc\"/;: ¢ sont alors simples. La réciproque et la maximalité de 'ordre de ces
poles résultent de [02, Corollaire 7.10 et Remarque 7.11]. O

Proposition. Pour qu’un sous-espace affine radiciel A de O soit dans A,(S), il faut
et il suffit qu’un (ou tout) élément de A,oy soit un péle de uMa d’ordre égal au rang
parabolique de M défini relatif & M. Ces poles sont d’ordre maximal pour 4.
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Preuve. Soit ¢ € A,e;. Considérons d’abord le cas M4 = G. On a alors A = Aeg.
En échangeant P le cas échéant, on peut supposer R(c) >p 0. Si O, o est un hyper-
plan singulier pour y, alors p*e(S(0)) =0 par 4.1. Si pMe gannule sur O, ,, alors
la projection R(o)M= de R(o) sur a}r** est nulle (cf. 4.1). Notons Y& (o) le sous-
ensemble de I'ensemble Yg, (o) (défini en 4.1), formé des racines qui sont positives pour
P. ECrivons (i = finep.o flsp.o avec les notations de 4.1 et posons g := (). La fonction
A = finsp,o (00 @ Xa) est alors réguliere et non nulle dans la partie réelle de tout hyper-
plan affine qui appartient & S et qui contient A (i.e. qui est un élément de S4). On peut
écrire

(1 o qua(av,)ﬁ)(l o qma(av,)\))
Nsp,a(UO 02y X)\) = I | — v v
1— ka—mq ((Y 7>\> 1 — ka+ma<a v>\>
aeTt () (I—gq )1 —q )

(8.1.1)

avec des nombres rationnels m, > 0 qui vérifient my,, = m, pour w € W(M, O) (en fait
me = (@, &)1, ce qui est clairement invariant par W (M, O)).

Posons m = rg.(G) — rg (M), ¢1 = ¢™= et kI, = ko /mq. Comme, par ce qui précede,
k!, = k., pour w € W(M,O), on peut appliquer le lemme & l'expression (8.1.1).

Pour que A € A,(S), il faut qu'il existe une suite strictement croissante M C M; C
co+ C Mpy,—1 C M, = G de sous-groupes de Levi de G et un polynéme p sur O tel que
les résidus successifs de A — pusp - (00 ® xa) par rapport aux sous-espaces R(o) + a%,c
soient non nuls. On déduit alors du lemme que ceci implique que ¢ est un pole d’ordre
m de pu.

Réciproquement, le lemme montre que, si o est un pole d’ordre m de pu, alors il
existe une suite strictement croissante M C My C -+ C M1 C My, = G telle que les
résidus successifs de A+ pgp »(00 ® xa) par rapport aux sous-espaces R(o) —|—a%‘27c
soient des fonctions non nulles qui ont des poles simples par rapport aux sous-espaces
R(o) + aﬁl’zﬂ,c. Comme A\ — finsp (00 @ xa) est réguliere et non nulle dans la partie
réelle de tout hyperplan affine de S qui contient A, ceci implique bien que A € A,(S).

On déduit du lemme également que ces poles sont d’ordre maximal.

Soit maintenant A € A(S), M4 # G. Comme les hyperplans affines appartenant a
S\S v sont définis par des racines n’appartenant pas a (PN M4), ils ne contiennent
pas A. Tout élément A’ de A(S) qui contient A appartient par conséquence a A(S,,my ).
Appliquons ce que l'on vient de montrer & M4: pour que tout élément de A, soit un
pole de M4 d’ordre égal au rang parabolique de M relatif & My, il faut et qu'il suffit
que A € A, (S,my). Tl reste donc a voir que A € A m, (S,m, ) équivaut & A € A, (S).

Soit p une fonction polynomiale sur O et soit D une suite décroissante de sous-espaces
affines de O contenant A et définissant un opérateur résidu en A (cf. 3.7). Soit o dans
Apreg. Le point o est alors régulier pour u(p™4)~1, et on déduit du lemme ci-dessus
appliqué a M4 et a a%“*
sous-espaces affines appartenant & D aient des poles simples (par rapport & ces sous-
espaces), il suffit que ou bien Resp(pu)(c) # 0 ou bien Resp(pu™4) (o) # 0. On a alors

que, pour que les résidus successifs de 4 par rapport aux

(Resp(pp))(0) = (u(u™'4)™1)) (o) Resp (pu™'*)) (0).
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Comme u(pM4)~! ne s’annule par définition de S pas sur Apeg, il en suit que
Resp(pp)(0) # 0 équivaut a Resp(put4)(o) # 0, d’olt I'équivalence recherchée entre
Ae AMJVIA (SH]\/IA) et A e .AM(S) |

Remarque. Pour tous A € A,(S), 0 € Ay, et toute fonction rationnelle ¢ sur O
réguliere sur A,eq, nous avons montré au cours de la preuve de la proposition I'identité

(Resh $i1) (@) = (o) (Resh ) (o). (8.1.2)
Nous avons également établi & la fin de la preuve de la proposition le résultant suivant.

Corollaire. Soit M’ un sous-groupe de Levi semi-standard de G, M' O M. Soit
A€ A(SHJM’)-
Pour que A soit dans A,,u (S,u), il faut et il suffit que A appartienne a A, (S).

8.2.

On est maintenant en mesure d’énoncer et de prouver notre résultat principal.
Appelons sous-groupe parabolique (P, S)-standard de G tout sous-groupe parabolique
semi-standard de la forme P’ = M'U’, ou M’ = M4 est un sous-groupe de Levi (P, S)-
standard, tel que P4 contienne la chambre de Weyl associée a P’ dans a};, (cf. 4.6). Rap-
pelons que l'on a noté (cf. 6.1) Stab(A) = {w € WMa(M,0) | wA = A} pour A € A(S).
On désignera par [A] la classe de W4 (M, O)-conjugaison de A. On fixe un ensemble de
représentants [A(S)] dans A(S) de ces classes. On pose [A,(S)] := [A(S)] N AL(S).

Rappelons également que E(M’, o) désigne I'ensemble des représentations de carré
intégrable de M’ dont le support cuspidal contient o (cf. 6.1) et que, pour 2 C Ap, M
désigne le plus petit sous-groupe de Levi M’ de G contenant M et tel que 2 C a%/*
(cf. 4.6).

Théoréme. Pour toute application polynomiale £ : O — ingEo ® i EY a valeurs
dans un sous-espace de dimension finie et tout g € G, on a

’Y(G/M)/ deg(0) B ((J5p(0) ® 1)€(0))(9) doS(0)

R(o)=r>p0
= > (Waonal~HPs(Ma)|~'7(G/M)[Stab(A)| !

QCAe AE[A,(S)], Ma=Mqg

X / deg(o)
R(o)=r(A)
X Z Z Resz,A(Eg((J};I;(ww’U) ®1)

VT AL O ne, (1.0) x €(wn'0))(9)) daS(0). (8:2.1)

Par ailleurs, pour tout A € [A,(S)], tout o € A vérifiant R(o) = r(A) et tout g € G, on
a, avec M' = M4 et P’ = M'U’ un sous-groupe parabolique (P, S)-standard, I'identité
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suivante de fonctions rationnelles en x' € X" (M’):
7(G/M) deg(a)[Stab(A)| ™

Y Y Resya(BE((Jpp(wu' (0@ X)) ® Dé(ww' (0 @ X)))(9))
w' €WM' (M,0) weW,(M,0)

=y(G/M') > deg(m)u(r @ X )ES (pe (P, 7 @ X))(9)-
we€€s(M',0)
(8.2.2)

De plus, pour que o € O vérifie £2(G, o) # 0, il faut qu’il appartienne a un élément A
de A, (S) qui vérifie M = G.

Preuve. Pour simplifier les notations (et économiser de la place), on va identifier
ik Fo ® i E% a un sous-espace de End(i& . Fo,i% x Eo), etc., via le plonge-
.. 1 5 . < o7—1
ment usuel. Ainsi (JPIP(O') ® 1)¢(0) s’identifie & Jplp(a)f(a).
Par le théoréeme des résidus 4.11,

v | deg(0) B (J51(0)¢(0)) (9) doS(0)
R(o)=r>p0

= > > Wao v, |~ Ps(Ma)[~1y(G/M)

NCAo AE[.A(S)],MA=MQ
" / deg(o)|Stab(A)| !
R(e)=r(A)+ea

DY ST ReshA(BE (T (w0)6(ww'0)) (9)) daS (o).
w/ €W M (M.0) weWy;  (M,0)

(8.2.3)

On va montrer que les contributions des termes venant d’un élément de [A(S)] —[A,(S)]
sont nulles, que les identités (8.2.2) sont vérifiées pour tout A € [A(S)] et que la somme
sous 'intégrale (8.2.3) est réguliere en tout o avec (o) = r(A). A aide de la formule
de Plancherel, ceci prouvera le théoreme.

On va effectuer une récurrence sur le rang semi-simple de G. Les différentes étapes
de la preuve (traitement de la partie ‘continue’ de (8.2.3) a ’aide de I’hypothese de
récurrence, identification de la partie continue de (8.2.3) avec celle de la formule de
Plancherel, traitement de la partie ‘discréte’) sont reparties sur les numéros 8.3, 8.4
et 8.5 ci-apres. g

8.3.

On va effectuer une récurrence sur le rang semi-simple de G. Si rg, (G) = 0, il n’y
a rien a montrer. Supposons le théoréme prouvé pour tout groupe de rang semi-simple
plus petit que celui de G. Soit 2 C Ap tel que M’ := M # G. Soit A € [A(S)] avec
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M’ = M4 et notons P’ un sous-groupe parabolique (P, S)-standard de Levi M’. Posons

P, = (M’ N P)U'. Cest un sous-groupe parabolique semi-standard contenu dans P’ de
sous-groupe de Levi M. Comme Ap C X(P) et que P’ est (P, S)-standard, tout élément
a € Ap vérifie ou v € X(P N M') ou ayppr € X(P'). On en déduit Ap € X(P).

On a alors pour o € O en position générique, en utilisant les regles de composition,

d’adjonction et de compatibilité vis-a-vis de 'induction parabolique pour les opérateurs

d’entrelacement, (ot on identifie % avec i%, i “ap) (cf. [W, ch. TV])

Y. EEUpp(wo)é(wa))(9)

wEW;CI,(M,O)

= > EEMw)Mw ") Jpp(wo)é(wo))(g)

weWw, (M,0)

= Y EEOW), pamrp(@)Mw T E(we)(g)

wew

M/ (M,0)

’

M
= Z Hap=1pAM | PAMY (o)

'LUGWJE/ (M,0)

X Egl ()\(w)walP\Pl (U)JPl\(M/ﬂP)U/(U)

X J(M’OP)U’|W(U)/\(w71)§(wg))(g)

= Z EZ ((Jp (mnpyv (o) @ 1)

wew

M/ (M,0)

< (s peasr ponr (O ap ey a=rp (@M w ™)

® Jpy w1 p(0 )M w™)E(wa)])(g)

= Z Eg/(lg/(JA]%/ﬂP‘M/ﬁp(a) ® 1)

wew

M/ (M,0)

< (s peaer pone (O ap ey a=rp (@M w ™)

’ M/
= Epen { Jpone pane (o
PA\G

X[Z

® Jpy w1 p(0 )M w™)E(wa)])(g)

)

/

M
Hay=1PAM! | PAM’ (o)

wEW;ﬂ (M’O)

X ((J(M/OP)U/lﬁ(O’)/\(w_l)
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Posons Py, = (M’ N P)U’. Comme l'intégrale est en fait une somme finie, il s’en suit
que, pour A’ dans [A] et 0 € A’ en position générique

T Resu (B (5 (wo)e(wo)) (o))
weW;, (M,0)

= / ReSA/ <EPMli (J%"l&l/lpﬂM/ (0—)
PAG

- M’
X {“PlPl (o) Z #w*IPﬁM'\PnM/(O—)
weW;, (M,0)

X (J(POM’)U/lw—ilP(U))‘(wil)
& JlelP(a'V)/\(w_l))g(wa)] (9’979’)) (1)) dg’. (8.3.1)

) fats ; FMT SKNM’ TKNM' v
L’application rationnelle 7 ., : O = i 0 Fo @ ipaEaw Eds

T BBy (@) [ Z My:lPﬁ]\/[’\PmM' (U)((J(pmM,)Uqﬁ(o)/\(w’l)
weW;, (M,0) )
9 Ty pl0 M )e(w) | 5'9.5')

vérifie d’apres 6.2 les hypotheses de la Proposition 6.1. Le Lemme 6.2 montre par ailleurs
que
e (0) = tip, 5, () (9e(P1,0)(9'9,9)))

g'g9,9’

(dans les notations de 6.2).

Fixons 0 € A avec R(o) = r(A). On trouve alors par la Proposition 6.1 avec
I’hypothese de récurrence, en utilisant 1’égalité v(G/M) = ~(G/M")y(M'/M), et en
posant o’ = o @ x' 1’égalité

[Stab(4)["" Y A(G/M)deg(o)

w' €WM' (M,0)
PnM’ / M'—1 I
X Resw/A (EPQM/ <JPF‘IM’PI’TM'(wO-)
/1
1 00

M’ ’
x E , H’w—lPﬁM’|Pr‘1M’(w a')
wGW;rI,(M,O)

X (J(POM’)U'|W(w/U/))\(w71)
® Jplw-lp<w'o—’V>A<w-1>>£<ww'o—'>] (s, g'>) <1>)

=WG/M') D" deg(mp, p, () EN: (pe(Prm @ X) (g9, 9")(1). (8:3.2)
€€ (M’ ,0)
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de fonctions rationnelles en ' € X™ (M'). Remarquons que, par hypothese de récurrence,
E(M', o) est vide, si A ¢ A ,nr (S,n7), ce qui équivaut par le Corollaire 8.1 4 A ¢ A, (S).
La somme (8.3.2) est donc nulle, si A € [A(S)] — [A.(S)].

En appliquant 4.9, en intégrant 1’égalité ci-dessus sur P’\G par rapport & ¢/, en insérant
le résultat dans lidentité (8.3.1) et en utilisant I'identité yip |5 (0 ® X') = p(m ® x'), on
en déduit l'identité

¥(G/M) deg(o)|Stab(A)| ™!
<y Y Respa(BEE(Jpp(ww' (0 ®X)E(we' (o @ X'))(9))

w' eWM' (M,0) weW},, (M,0)

=y(G/M') > p(r® ) deg(r)ES (pe (P72 X))(9),
ne€s(M’,0)
(8.3.3)

de fonctions rationnelles sur X" (M’), ou E(M',0) =0, si A ¢ A,(S). Ceci implique
bien les identités (8.2.2) du théoréeme pour tout 2 C Ap, Mo # G et que les termes
dans (8.2.3) indexés par [A(S)] —[A,(S)] sont nuls. Comme la fonction p est réguliere en
une représentation de carré intégrable (cf. [W, IV.3(6)]), la fonction définie par (8.3.3)
est réguliere en tout x’ avec R(x’) = 0. On peut donc poser €4 = 0 dans (8.2.3).

8.4.

On va maintenant montrer que la somme des termes dans (8.2.3) indexés par les sous-
ensembles 2 de Ap, M, # G, s’identifie a la partie continue de la formule de Plancherel.

Soit 2 C Ap tel que My, # G, et supposons qu’il existe A € [A(S)] tel que M4 = Mo,.
Désignons par [A]p.s I'ensemble des A" € [A(S)] qui sont conjugués & A par un élément
de W(M,O) et qui sont tels que My, soit (P,S)-standard. (L’ensemble [A]p s n’est
qu’un sous-ensemble de celui désigné par le méme symbole a l'intérieur de la preuve du
Lemme 4.7.) Fixons pour tout A’ de [A]p s un élément o4 de A" avec R(oa/) = r(A’), et
un sous-groupe parabolique (P, S)-standard de Levi M4/ que 'on notera (abusivement)
P4/. On peut supposer que les représentations o 4/ sont mutuellement conjuguées. Comme
les identités (8.2.2) ont été établies pour les éléments de [A]p.s, la somme des termes
dans (8.2.3), indexés par les éléments de [A]p s, est égale &

> Waeary | Ps(Ma)| ™' (G/Mar)
A’€[Alp,s
<[ desn)ES, (eePann gl . (8.4)
TEE(M 51,0 41) Ox.0

Remarquons que les constantes |Wa, ar,, |, [Ps(Mar)| et deg(oar) ne dépendent pas du
choix de A’ € [A]ps et que, par 4.7,

_ [ Ps(Ma)| [Wao aal

{Ma | A" € [Alps} (W (My,O)|
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Par ailleurs, on a, pour w € W(M,0), E(wMa,wos) = {wn | 7 € E(My,04)}
et Y(G/Ma) = v(G/wMa). On en déduit avec [W, V.3.1] que les termes dans la
somme (8.4.1) ne dépendent pas du choix de A" € [A]p,s. Par suite, (8.4.1) est égal &

(G M)W (Ma, O
« ¥ > [ deat)EE, (velParn ) g)u(r') '

A’E[A]pﬁs,MA/zMA WEEQ(MA/,O'A/) O’"’O
(8.4.2)

Soit m € E3(Ma,0.4). On peut identifier W(Ma, Or o) & un sous-groupe de W (M4, O):
soit w e W(Mga,Orp). Alors wos est dans le support cuspidal de wnm et, comme
wr € Or o, il existe w' € W4 tel que ww'oy € O, d'ott ww'O = O. La classe a droite
modulo WM (M, ©O) de w' est déterminée de facon unique.

L’ensemble des O o avec ' dans la réunion des E(Mas,04/) avec A’ € [Alps,
My = My et Orr g conjugués a O o par un élément de W est sans multiplicité, puisque
A’ ne peut étre conjugué a A par un élément de W4 (M, O) (les éléments de [A] p s étant
des représentants de ces classe de conjugaison). On vérifie par ailleurs que cet ensemble
est égal & lorbite de O ¢ pour 'action par conjugaison par W (M4, Q). Inversement,
toute orbite Oy o avec 7’ dans la réunion des Ey(Mys,04/), A’ € [Alps et Mar = My,
est conjuguée par un élément de W a une orbite de la forme O, g avec m € E3(Ma,04).

En rassemblant les représentations 7’ dans la réunion des E3(My4s,04/) avec A’ € [A]ps
et M4 = M4, dont les orbites Oy o sont conjuguées et qui ont par [W, V.3.1] la méme
contribution dans (8.4.2), I'identité (8.4.2) devient donc

WG Y WM O [ den(w)ES, (e(Pa (o). (8:43)
TE€E(Ma,oa) Ox,0

Notons LZ(G)[ Alp.s le sous-espace de 'espace hilbertien L?(G) engendré par les com-
binaisons linéaires des fonctions de la forme

g /O S, (e (Par ) (g) dr, (3.4.4)

avec m € E2(My,04). En comparant (8.4.3) avec (2.5.1), on voit en utilisant la Propo-
sition VII.2.2 de [W] que (8.4.3) est la projection orthogonale de f¢, considéré comme
élément de L*(G), sur L*(G)a)p.s-

Si on change de classe [A]ps, (8.4.3) définit une fonction qui est orthogonale & espace
L?(G)1a]p.s» puisque des fonctions de la forme (8.4.4) correspondant & des orbites uni-
taires non conjuguées sont orthogonales (cf. [W, Proposition VII.2.2]).

Pour conclure que la somme des termes dans (8.2.3) indexés par les 2 C Ap, Mg, # G,
est égale a la partie continue de la formule de Plancherel, il reste & vérifier que, pour
tout (P = M'U',0) € 0:(0) avec M’ # G, il existe A € [A,(S)], o4 € A et
m € E(Ma,o4), tel que My soit (P, S)-standard et que O soit conjugué & O o.

Par hypothése de récurrence, pour que E(M’, o) # () pour un o € O, il faut qu’il
existe A € A,nr (S,ur) € A(S) tel que M’ = Mu. Par le Lemme 4.6, M" est conjugué a
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un sous-groupe de Levi (P, S)-standard de G par un élément w de W (M, ©O). Soit 7 dans
w0O;. Par hypothese de récurrence, il existe alors A" € [A - (S,m7)] C [Au(S)], 04 € A’
tels que m € Ea(Myr,047).

Tous les termes de la partie continue de la formule de Plancherel apparaissent donc

bien dans la partie continue de (8.2.3).

i

8.5.

Supposons maintenant Ma, = G et considérons les termes dans (8.2.3) qui sont
indexés par Ap. La fonction

fe:G=C, g EE(J5p(0)€(0))(g™") doS(o)
R(o)=r>p0

est lisse & support compact, donc de carré intégrable. D’aprés [W, Proposition VI.3.1],
pour M’ un sous-groupe de Levi D M, n’ € E3(M’), la fonction

g /O ES, (ge(’, P)) (@)’ dr’

est dans l'espace de Schwartz—Harish-Chandra et donc également de carré intégrable. On
déduit alors de (8.2.3) et des identités (8.2.2) que 'on vient d’établir pour M # G que
la fonction sur G définie pour g € G par

> (G/M) / deg(o”)|Stab(A4)|~*
AELA(S)],Ma=G R(o')=r(A)+ea

x> Res (BB (J5 ) (w'a")é(w'a"))(9)) daS(o’)  (8.5.1)
w' €W (M,0)

est de carré intégrable pour toute application polynomiale ¢ sur O et, comme la somme
des termes indexés par les 2 C Ap, Mg, # G, dans (8.2.3) s’identifie & la partie continue
de la formule de Plancherel, 'expression (8.5.1) est égale a

deg(m') E& (0 (G, 7)) (g) d(n). (8.5.2)
(G,04)e0,(0) O

Remarquons d’abord que, si M4 = G, alors Ps(Ma) = {af,}. Par suite, on peut choisir
€4 = 0 dans (8.5.1).

Soit A € [A(S)] et ¢ € A avec R(c) = r(A). 1l faut établir les identités (8.2.2)
et montrer que la valeur de chaque c6té est nulle, si A € [A(S)] — [A,(S)]. Notons
Xo la restriction & T du caractere central de o qui est par choix de ¢ un caractere
unitaire. Rappelons l'application p,, définie dans [W, VIIL4]: elle associe & une fonction
f de lespace de Schwartz—Harish-Chandra la fonction p,_ (f) : G — C bi-invariante par
un sous-groupe ouvert compact définie par p,_(f)(g) = ch x5 L(t) f(tg) dt. Elle vérifie
Dy (f)(tg) = xo(t) f(g) pour tout t € T et g € G. Comme les fonctions définies sur G
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par les identités (8.5.1) et (8.5.2) sont dans l’espace de Schwartz—Harish-Chandra, on
peut leur appliquer la transformation p, .

Notons (G, O) ensemble des représentations de carré intégrable de G dont le support
cuspidal contient un élément de O, et &(G, O),, (respectivement A, ) le sous-ensemble
de &(G,O) (respectivement d'un élément A de A(S)), formé des représentations 7’
(respectivement ¢’) dont la restriction & T agit par le caractere . En refaisant les argu-
ments de la preuve de [W, Théoreme VIIIL.4.2], on voit que la fonction définie par (8.5.2)
devient, si on lui applique p,_, égale a celle définie pour g € G par

S deg(n)ES(0e(G.))(g). (85.3)
7 €E2(G,0) 5,

Remarquons que l'espace A est formé des o ® x' avec ¥’ € ¥ (G). Comme la valeur
de Jp|p en une représentation ne change pas si on tensorise celle-ci par un ¢lément de
X" (@), les fonctions sous l'intégrale (8.5.1) sont polynomiales. On peut donc refaire de
nouveau les arguments de [W, Théoréme VIII.4.2] pour montrer que la fonction définie
par (8.5.1) devient, si on lui applique p,_, égale & celle définie pour g € G par

AG/M)Stab(A) Y degle”) Y Reshy(EE(Jpk (wo')e(wa))(9)).
o'EA,, weW (M,0)
(8.5.4)
Choisissons un polynéme p sur O invariant pour Iaction par W (M, O) et pour celle par
X™ (@), non nul en o et qui s’annule en un ordre élevé en tout o’ € O qui ne soit pas
conjugué a o et qui appartienne ou au support cuspidal d’un élément 7’ de € (G),, avec
we(G,0') #0oua A, pour un A € [A(S)] vérifiant M4 = G. L’ensemble de ses o’ € O
est fini par définition de A(S) et par [W, VIIL.1.1(1)]. On peut par ailleurs supposer
que les dérivées de p en o s’annulent & un ordre suffisamment élevé. (L’existence d’une
fonction polynomiale p; sur X™ (M) invariante pour 'action par X™(G) s’annulant a
un ordre élevé en un nombre fini de points donnés et ne s’annulant pas sur ’ensemble
fini correspondant aux conjugués de o est élémentaire, puisque le quotient de X™*(M)
par X™ (@) est un produit de tores C* (cf. 1.2). En prenant le produit de p; avec ses
conjugués, on en déduit une fonction polynomiale p sur O qui est invariante pour I’action
W (M, O) et par X™(G) et qui a toutes les propriétés demandées sauf peut-étre que ses
dérivées en ¢ ne s’annulent pas a un ordre suffisamment élevé. En remplacant p par son
produit avec —p + 2p(o) qui est un polynéme W (M, O)-invariant sur O et en répétant
ce procédé un nombre suffisant de fois, on aboutit finalement & une fonction polynomiale
p qui possede toutes les propriétés demandées.)
On déduit de (8.5.3) et (8.5.4), en calculant Res’, , & I'aide d’opérateurs différentiels
holomorphes & coefficients constants (cf. 3.7) en utilisant les regles de Leibniz, I’égalité

> deg(r)EE (ppe(G ) (9)
7' €€ (G,0)
= (G/M) deg(o)Stab(A)| ™ > Resya(EE (I p(wo) (06) (wo)))(0))

weW (M,0)
(8.5.5)
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pour toute application polynomiale £ : O — ingE@ ® iIP(mKE(\é a image dans un espace
de dimension finie, ot on a utilisé que ppe(7', G) = p(c’)pe(n’, G) pour tout n’ dans
&2(G,0’) et tout ¢’ dans la réunion de A, avec &(G, O)y,, ainsi que le fait que les
dérivées de p en o’ s’annulent & un ordre élevé. Les mémes arguments montrent que ’on
peut ‘diviser par p’ pour obtenir l'identité (8.2.2) en o avec M’ = G (et x’ = 1). On
en déduit que l'identité (8.2.2) est vérifiée relative & o pour tout x’ € XJ"(G) et donc,
puisque les deux applications dans (8.2.2) sont rationnelles, en tout x’' € X™(G).
Choisissons ¢ = 55{0 (cf. 7.1). Comme l'application O — C,

o' Eg(JP\P(U/)fg,O(U/))(l)

est constante (cf. 7.2) et que Eg(Jlgllp(J/)fgo(U/)) = Eg(Jp‘p(a’)ggo(a'))y(a/), on
voit par définition de A,(S) que

Res (B (J5 p(0)€R.0(0))(1)) =0,

si A e A(S) — A,(S). On en déduit que chacun des termes dans (8.2.2) évalués en g = 1
est nul si A € [A(S)] — [AL(S)], i.e. que I'on a

S deg(n) tr(m(fpe)) = 0,

€€ (G,o)

avec foo = fen  (cf. 2.2, 2.3 et 7.1 pour les notations). Comme tr(m(fy,)) est par 7.1
un entier strictement positif pour tout 7 € &(G, o), il s’en suit que E(G, o) = 0. Ceci
prouve les dernieres assertions du théoreme.

8.6.

Corollaire. Pour qu’un élément o de O appartienne au support cuspidal d’une
représentation de carré intégrable de G, il faut que o soit un péle de la fonction pu
de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M. Ces pdles sont d’ordre maxi-
mal. Réciproquement, un péle ¢ de la fonction u de Harish-Chandra d’ordre égal au rang
parabolique de M correspond ainsi a une représentation de carré intégrable de G, si et
seulement si I'espace affine A = O, ¢ vérifie

Z (ResiA MSP,U)(U}U) #0

weW (M,0)

et si R(o) =r(A).

Preuve. La premieére partie est une conséquence directe de la derniere assertion du
Théoréme 8.2 avec la caractérisation de A, (S) donnée par la Proposition 8.1. Concernant
la deuxiéme assertion, I'identité (8.2.2) du Théoréme 8.2 et le Lemme 7.2 prouvent qu’avec
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les notations du paragraphe 7 et A = O, ¢

7(G/M) deg(o)[Stab(A)| " EE (Jpp(0) @ DERo(@)(1) D (Resyp)(wo)
weW (M,0)

=Y deg(m) (o)),
m€€2(G,0)
(8.6.1)

si R(0) = r(A). Comme EF((Jpp(0) @ 1)ER »(0))(1) et tr(m(fp)) sont des nombres
> 0 par les Lemmes 7.1 et 7.2 respectivement, £(G, o) # 0 équivaut a

S (Reshp)(0) #0.

weW (M,0)

On peut finalement remplacer p par psp » suite a 'identité (8.1.2), puisque finsp,o €st
réguliere et non nulle en A,c, et invariante par W (M, O) (cf. 4.1).

Il reste a remarquer qu’une condition nécessaire, pour que o soit dans le support
cuspidal d’une représentation de carré intégrable de G, est que o agit sur Tg par un
caractere unitaire, ce qui équivaut a R(o) = r(A). O

Remarque. La somme ZweW(M,o)(ReSzIZA Usp,o)(w.) comporte beaucoup de termes
qui sont en effet nuls. D’abord, comme on I'a déja remarqué en 4.12, on devrait avoir
Res’ ; =0, si 7(wA) n’est pas une somme d’éléments de A & coefficients > 0. Si R(o)
est dans la composante (P,S)-standard P4 de Ps(M,) (définie dans 4.6) (Silberger
appelle o dans [S3] alors un point de Casselman), il est facile de voir (cf. par exemple les
arguments utilisés pour la Remarque 3.16 dans [HO1]) que Res’ , 1 = 0 si w ¢ Stab(A).
Par ailleurs, Jpp est dans ce cas régulier en 0. Notons ¢ I'inclusion de I'image de Jp|p(o)
dans i E et p un projecteur de i E sur I'image de Jp|p(0). Par la relation (#) de
I'introduction, on trouve avec Stab(Ap) = Wa,, et les identifications de 2.1

pe(0)or=" Y (Jpupl@Aw)é(w  o)A(w ™) Jupip(a)) 0.
weStab(Ap)
Remarquons que, pour w € Stab(Ap), Popérateur Jplw—P(a))\(w) a la méme image que
Jpip(0). On en déduit, puisque l'image de Jp p(o) est stable par ¢¢(o) (cet endomor-
phisme venant d’un élément de l'espace de Paley—Wiener), que

Ef(pe(0)or)= Y EE((pJpjuwp(0)M(w) @ Y Jppp(a)A(w))E(w™" o))
weStab(Ap)

— Y ESUpp(wo)é(uo).

weStab(Ap)

11 résulte alors de l'identité (8.2.2) avec les Lemmes 4.8 et 4.10, compte tenu de (8.1.2)
et de l'invariance de p par W (M, O), que

> deg(m)EE (pe(G,m)) = v(G/M) deg()[Stab(A)| ™' EE (e(0) o 1)(Res)y p)().
€€ (G,0)
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Par suite, I'image de ¢ dans ifém xF correspond a une somme directe de représentations
de carré intégrable (ce qui a déja été montré par Silberger (cf. [S3, Theorem 4.1.1])).
Si on note m(7, o) la multiplicité d’une représentation irréductible de carré intégrable 7
dans I'image de ¢, on voit de plus que 'on a, par I'indépendance linéaire des coefficients
matriciels de représentations irréductibles non équivalentes,

deg(m) = v(G/M) deg(r)[Stab(A)|~'m(x, o) (Res) 1) (o).

En particulier, si ®(0) >p 0 (ce que Silberger appelle dans [S3] un point propre de
Casselman), il est facile de voir que I'image de Jp p(co) correspond a une seule sous-
représentation irréductible m de i%o qui est de carré intégrable par ce qui précédait. On
trouve donc dans ce cas deg(r) = v(G/M) deg(c)(Res’y 1) (o).

Si (o) n’est pas dans P4, on peut obtenir des expressions assez compliquées (voir
par exemple le cas de l'identité (2) + (7) + (10) dans A.3), dont il semble difficile de
déduire des informations précises sur le degré formel des sous-quotients de carré intégrable
ou sur leur position dans la représentation induite. Il semble toutefois éventuellement
possible de déduire de ces expressions une certaine propriété d’invariance des degrés
formels des représentations de carré intégrable ayant le méme support cuspidal comme
cela a été fait dans [O2] pour des identités semblables dans le cas de la série principale non
ramifiée. Mentionnons également [HOZ2] ou sont calculés les degrés formels de certaines

représentations de carré intégrable qui apparaissent dans la série principale non ramifiée
de G.

8.7.

Le résultat suivant est di & E. Opdam.

Théoréme (cf. [02], Theorem 3.29). Soit 0 € O un péle de la fonction y de Harish-
Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M. Alors

Y Res{gpiepo(wo) #0.

weW (M,0)

Remarque. La convention 2.1 dans l'article [O2] qui n’a été faite que pour des raisons
de notations et qui ne joue aucun rdle dans [O2] est d’ailleurs dans notre situation
équivalente a la rationnalité des points de réductibilité pour les induites paraboliques de
représentations cuspidales. Elle a été démontrée pour les groupes classiques déployés par
C. Moeglin (cf. [M3]). Pour les représentations génériques, elle résulte des travaux de
Shahidi [Sh].

Corollaire. Soit o € O tel que R(c)g = 0. Pour que o appartienne au support cuspidal
d’une représentation de carré intégrable, il faut et il suffit que o soit un pdle de la
fonction u de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M. Ces péles sont
d’ordre maximal.
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Annexe A. L’exemple d’un groupe déployé semi-simple de type G2

Dans cet annexe, on va traiter I’exemple de la série principale non ramifiée d’un groupe
semi-simple de type G2 en détail et ‘a la main’. C’est le groupe de rang semi-simple min-
imal pour lequel ’analyse des combinaisons linéaires de coefficients matriciels qui appa-
raissent dans le Théoreme 8.2 n’est pas sans difficulté. Ce probleme apparait également
pour des groupes classiques (déployé ou non) de rang plus élevé et d’autres groupes.
Comme on I’a déja remarqué, c’est I’analogue local des analyses effectuées dans I’annexe 3
de [MW1]. Nous n’allons toutefois ici pas aussi loin dans le cas difficile des identités
(2) 4+ (7) 4+ (10) (cf. A.3) pour des raisons expliquées dans 'introduction.

Remarquons finalement que le cas d’un groupe de type A,, peut se traiter entierement &
la main, comme cela a été fait pour la série principale non ramifiée dans le manuscrit [H3],
ol on utilise un chemin d’intégration analogue & celui effectué dans [MW2]. Déja pour
la série principale non ramifiée de Spy, nous avons rencontré des poles qui s’annulent, ce
qui paraissait compliqué a montrer par une méthode directe. Disons tout de suite que ce
dernier cas de figure n’apparait pas pour un groupe de type Gs.

A.l.

Soit G un tel groupe. Fixons un sous-groupe parabolique minimal B = MU de G. Le
sous-groupe de Levi M est un tore déployé maximal de G. Remarquons que tout sous-
groupe de Levi M., de G obtenu en associant & M une racine y est isomorphe a GLo.
On notera Sts , la représentation de Steinberg de M,,. L’ensemble des racines positives
simples associé & B sera noté A = {a, 8}, a désignant la racine courte. L’ensemble des
racines pour G relatives & M qui sont positives pour B, noté YT, est alors

{a, B, + 3,20+ 3,3c + 3,3 + 20}

Remarquons que le systéme des coracines XV est également de type Go. L’ensemble XV T
des coracines positives pour B s’écrit

{a¥, 8", 2" + 87" +28", " +36",2a" + 33"},

en remarquant que o est une racine longue.
Plus précisément,

(a+0)Y =a’ +3pY, (204 B)Y = 2a" + 38",
Ba+p) =a’ + 5", (3a+28)Y =¥ +28Y,
ol on a utilisé que (3,a") = =3 et (o, BY) = —1.

Le groupe de Weyl W correspondant a Ajs est engendré par les symétries s, et sg.
C’est en fait le groupe diédral d’ordre 12 engendré par sg et s, sg avec s% = (5483)% = 1.
On a s4(8) =3a+ 3, sg(a) =a+ 6.

Notons {wa,wg} la base de aj; qui est duale & {a",3"}. On a w, = 2a + 3,
wg = 3o+ 2. Par suite,

Sa(Wa) = wg — Wa, Sa(wg) = wg, sg(wa) = Wa, sg(wg) = Bwq — wg.
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On en déduit que

;U'(XzawaJngwﬁ)
(1—g=)d—g =) -g¢*)(1-q*)
(1—g =) (=1 =g 172 ) (1 =g~ H%) (=1 — ¢~ ')
(1 _ qza+z5)(1 _ q_Z“_Z'B)(l _ qza+225)(1 _ q—za—225)
(1 _ q71+za+z[j)(1 _ qflfzafzﬁ)(]_ _ q71+za+22ﬁ)(1 _ q*l*ZQ72Z/3)
(1 _ qza+3zg)(1 _ q—za—3zg)(1 _ q2za+32g)(1 _ q—2za—3zg)
(1 _ q—1+za+3z5)(1 _ q_l_za_325)(1 _ q—1+22a+325)(1 _ q—1—22a—325)

X

X

Les hyperplans affines radiciels dans O = X" (M) qui sont singuliers pour p sont donnés
par S, := Oy, avec y € . (On munit ces hyperplans donc de l'orientation donnée
par le choix de X'".) L’ensemble S = S, est donc formé de ces hyperplans S, ainsi que
de leurs parties imaginaires (égales & Oy ).

Les hyperplans singuliers pour 'opérateur d’entrelacement Jp5 se déterminent en
le décomposant en opérateurs d’entrelacement définis par rapport a des sous-groupes
paraboliques adjacents. Soient B’ et B” deux sous-groupes de Borel adjacents dont
I'intersection est un sous-groupe de Borel de M,. Rappelons que M, est isomorphe
a GLo. Pour ce groupe, les opérateurs d’entrelacement définis relatifs aux caracteres
non ramifiés de M sont bien connus. On en déduit que Jp/ g est régulier en x,, si et

. _ \2
seulement si ¢g— M

) # 1. Lopérateur défini en x est alors bijectif, si et seulement si
q*<>"7v> Z {q7 !, q}. Remarquons qu'un opérateur d’entrelacement qui est le composé de
plusieurs opérateurs d’entrelacement dont certains ont des poles en x et d’autres ne sont

pas injectifs en y ) peut bien étre défini en y .

A.2.

Notons F 'espace de la représentation unité de M. Pour calculer 'intégrale

/ ES (T3, £.08(x) dS(0) (A21)
R(x)=r>p0

pour une application polynomiale £ : O — igﬂKE ® igﬂKEV donnée, on va effectuer le

chemin C dans a3}, dans la Figure 2 (p. 381) décrit dans [MW2, Appendice 3]. On
identifiera dans la suite parfois la valeur de £ en un caracteére non ramifié y a un élément
de Hom(if g E,i%_ E).

A cette occasion, on trouve des poles, lorsque I’'on coupe les hyperplans H., ; de a}; (qui
sont donnés par (\,7") =1,y € XT). L’origine de ces hyperplans est le point é’y. Soit
0 une racine dans X, tel que {v,d} soit un ensemble de racines simples pour un certain
ordre sur a};. Soit {w.,ws} la base duale a la base {v",6Y} de ap. Tout point de H, 1

s’écrit alors sous la forme %7 + tsws. Ecrits sous cette forme, les points d’intersection du
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SS(x+B

S20c+[3
N
N
b wed
S30L+2[3
//
~
Figure 2.
chemin C avec les éléments de H(S) sont:
y=a, §=0: %oz+t5w5 (ts > 0),
v=0,0=a: 3B+tw, (5 <ts < 3)
y=3a+0, 6=—-2a+p8): $Ba+p)+(~ts)(—a—p5) (-5 <ts<-3),
y=3a+28, §=—(a+p8): 1(Ba+28)+tsa (0<ts <3),
y=a+p, §=—-Ba+20): %( B) + (—t5)(—3a — B) (—é<t5<0),
y=2a+83,6=-Ba+8): 1Q2a+p8)+tss (-3 <ts<3)

Posons 75 = tsws. Comme H,, ; est la partie réelle d’'un unique hyperplan singulier S,
le calcul de 'intégrale (A.2.1) le long du chemin C donne

/ ES (T3, €.x) (Ress, 1)(x) dS(x)

Sors

+/ 5 (Jp15: & X)(Ress, 1) (x) dS(x)
S

Bra

+

/S ES (5136 %) (Ress,.., 1)) 43 ()

3a+8,7_on_p

+ / g(JB\B’ £,x) (Resssa+2@ ) (x) d(x)
S3at28,r_o_p
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+ E§ (15, X)(Ress, ., 1) (x) dS(x)
S

at+B,r_3a—28

+ / EZ(Jp15,& X)(Resg,,, 1) (x) dS(X)
S

2T (3a+0)

+ / ES (T3 0100) 43 ().
R(x)=0

Il reste maintenant & rejoindre l’axe unitaire, i.e. & effectuer & chaque intégrale
un décalage vers r5 = 0. Pour _déterminer les podles qui apparaissent, posons B, =
(Ma N B)Ua et Bg = (Mg N B)Uﬁ. On a

(L—g">t70)(1 —¢*>720)(1 — ¢**#)(1 — ¢ >**)

KB|B, (Xa/242p05) = (1 —q3/2+2)(—1 — q~3/2=2)(1 — g~ 1228 (—1 — ¢'—220)

(1 _ q1/2+325)(1 _ q1/2—325)
(1 _ q—3/2+3zg)(1 _ q—3/2—3z5)

et

) (=) - @) (1 - g*) (1 - g %)
FB|B, (Xzawa+8/2) = (1 —q5/272a)(1 — ¢~5/2+2a)(1 — g~ 1+2%a)(1 — g~ 1—22)

Ces formules restent valables, si on remplace o par une racine courte ou  par une
racine longue, tout en remplacant wg ou w, de fagon appropriée, les constantes restant
les mémes.

On remarque qu’avec B, un sous-groupe de Borel pour lequel «y est simple positif et
B, =(M,NnB)U,, on a

(Ress, 1) = pp_ 5, (Ress, M,

puisque les poles de ™ sont simples. Les poles de Resg, p sont donc donnés par ceux
de 'LLBIBN,'

Effectuons maintenant a chaque intégrale ci-dessus le changement de contours de rs
a 0. Le calcul de u B, |B, ci-dessus montre qu’aucun pole de Jp 5 n’apparait lors de ce
procédé qui n’est pas également un pole de la fonction p B, |5, (compte tenu de ce qui a été
dit sur les hyperplans singuliers de Jg|5 & la fin de A.1). Notons |w;| 'unique élément
de X N{ws,—ws}, fixons zy € C et notons z{, 'unique nombre complexe qui vérifie
zows = 2{|ws|. Alors on définit Resj/2+20w6 comme étant l'opérateur R(S,,S(S,)) = C
qui associe a ¢ la valeur Res,—.; V(X /242|ws|)- (Remarquons qu’en notant d; la racine
dans Y(An,) qui est la restriction a Apz, de I'unique racine positive dans {4, =6},
élément de a}; que I'on a noté 6, en 3.2 est égal a |ws|.)

Pour 'intégrale (A.2.1) on obtient alors

Res? o150, 2(E8 (Jp5, &) (Ress,, 1)) (1)
+ Resju/zwﬁ/z(Eg(Jva §,-)(Ress, 1)) (2)
+ RS o (124 mi/ log ) (E5(Jp5,€ ) (Ress, 1)) (3)
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+ Res;t/2+(l/2+2ﬂ'i/3 log q)wg (ES(JB|Ba g? ')(RGSSQ :u)) (4)
+ ReSZ/2+(1/2+4m/310g Qwg (Eg(JB|Ba €,-)(Ress, 1)) (5)
+ /S ES (1306 (Ress, 1)(x) dS(x) (6)
+Res)n, ., o(B5(Jp5, &) (Ress, 1) (7)
+ R’esg/2+(l/2+7ri/log Dwa (Eg(JBU_f;a §,)(Ress, 1)) (8)
4 /S ES (T35, £ ) (Ress, 1)(x) dS(x) (9)
8,0
+ Reséa+5)/2+(a+ﬁ)/2 (Eg(JB|B’ g’ ')(Ress3a+ﬁ N)) (10)
+ RES(3045) /24 (1/24 w1/ 1o a) (ot 9) (BB (T 30§, ) (Ress s 1)) (11)
+ /S ES (T30 60) Ress, ,, 1) () dS(x) (12)
3a+3,0
4 / ES (T35, € %) (Ress,. ., 1)(x) dS(x) (13)
S3a+28,0
+ /5 ES (106 0) (Ress, ., 1)(x) 43 () (14)
a+3,0
+ /S BS(J13.€. %) (Ress,.. ., 1)(x) d3(x) (15)
20+3,0
4 / B (T3 € x)1(x) dS(x) (16)
R(x)=0

A.3.

Il reste a rassembler les différents termes obtenus. Remarquons que, si ¢ est I'injection
d’une sous-représentation de i%x dans if . E, alors l'image de ¢¢(x) o ¢ est incluse dans
celle de ¢. Soit p un projecteur de i5_  E sur 'image de ¢. On va utiliser & plusieurs
reprises le fait suivant:

si J est un élément de i% E @ i% . EV tel que ’endomorphisme
de i8. + F correspondant ait I'image incluse dans celle de p, (A.3.1)
alors B ((po'¥)J) = Eg (J).

(16): Comme par un changement de variable,
16)= [ E§(pm €0 0n0 4300,
R(x)=0
pour tout w € W, il résulte de la relation (#) de l'introduction que

1 S
09)= 7 [, BEeeb0m(04300.
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(6) + (14) + (15): Notons ¢ I'injection de i% (St2,a ®Xzpwy) dans iG(Xa/2425ws) €t P
la projection de i&  , E sur 'image de ¢ de noyau égal & Im(JB|s, B(X-a/2425w5))- Si
w € W vérifie I(sqw) < l(w), alors Jy,5|B(Xa/2+250;) © t = 0. On en déduit pour z5 dans
un ouvert dense de C

¢(XC¥/2+ZBUJ5) oL
= Z pJB\@(Xa/%}-zgwg)A(w)g(wil)(a/}‘rzawg))/\(wil)JwB\B(X;//Q-fzﬁwL;)L'
weWw
l(saw€)>l(w)
Comme Im(J g5 (Xa/2+250s)) € Im(p), si l(saw) > I(w), on en déduit par (A.3.1)
Eg(‘P(Xa/Hzﬁwﬁ) 01) = Z Eg(JB\B(w_1Xa/2+z5wﬁ)f(w_1Xa/2+zﬁwﬁ))~
weW

I(sqw)>1l(w)

En calculant les w™" x4 /24250, ON trouve alors

(6)+(14)+(15) = 5 [ PE(ee) 1) (Ress, 1)) dm(x).

(9) + (12) + (13): C’est analogue au cas précédent, en échangeant « et [3.

(1): L’opérateur d’entrelacement JB‘B(XQ/HZWB) est régulier en zg = % On a
fa+ 2wg = w, 4+ wg. Soit ¢ I'injection de 'image de JB1B(Xwa+ws)- 11 est immédiat par
la relation (#) de l'introduction que

wE(XUJQ-ﬁ-wﬁ) oL = pJBlB(Xwa+WB)£(XWa+wB)[’7
d’ott Pon déduit par (A.3.1) que

(1) = Eg((pg (Xwa-&-om o)) RGSZ/QHW/Q(RQSSQ (1))-

La représentation igxwaﬂ,ﬂ posséde (par exemple par la remarque de 8.6) un
unique sous-quotient irréductible de carré intégrable 7(x,,+w,) qui correspond a
I'image de l'opérateur d’entrelacement Jg|5(Xw,+ws)- Par 'identité (8.6.1), on trouve
deg (7 (Xwatws)) = V(G/M) Resz/2+3wﬁ/2(ReSSa (1))

(4) + (5): L'opérateur d’entrelacement Jpp(Xa/24z25w,) €t régulier en z5 = i+

27i/3logg. On a
Lo+ 1 4 27 n 27
£ — wg = Wy wea.
2 2 " 3logq)” 3loggq) "’
Soit ¢ l'injection de Im(Jp 5 (Xw, +(2ri/310g q)wy)) dans i E et p la projection de

i E sur Pimage de ¢ de noyau égal & celui de IB1B(Xwat(2ri/310g g)ws ). On vérifie
que JoB|B(Xwa-+(2ri/3log q)wy) © ¢ = 0 sauf si w € {1,s5}. Par suite,

Pe (Xwa+(27ri/310g q)wg) ot
= pJB\B(Xu}aJr(Qﬂ'i/Slog q)wﬁ)f(Xu}a+(2ﬂ'i/3 log q)wﬁ>[/
+pJB|sﬁiB(Xwof‘r(Qﬂ-i/Blog;q)wg)

X )‘(Sﬁ)€<sﬂXwa+(27ri/3 log q)w/;))‘(sﬁ)Js[gB|B (Xwa+(27ri/3 log q)wg )L-
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Remarquons que 'opérateur JSHB‘B(X%JF(Q,Ti/glog 9w ) est bijectif. L'image de I'opéra-
teur JBlW(XUJa+(27Ti/310g q)wg) est donc incluse dans Im(‘]B|B(Xwa+(2ﬂ'i/3log q)UJ/j))' On en

déduit par (A.3.1) que
Eg(@(Xwa+(27ri/310g q)wg) o L)
= Eg(JB\B(XwaJr(Qwi/S log q)wﬁ)f(Xwaﬂzm/:slog q)w;g))
+ Eg(JB\B(SﬁXwa-‘r(Qﬂ-i/?) log q)wg)g(sﬁXwa+(27ri/3log q)w5))>
d’ou
(4) + (5) = Eg(‘ﬁ{(Xwa+(27ri/3log q)wg) o L)(Res;r/2+(1/2+(27ri/ log q))ws (ReSSa N))7

les deux résidus qui apparaissent dans (4) et (5) étant égaux.

On peut montrer facilement (comparer [Mu, Proposition 4.2]) que la représentation
igxwa+(2ﬂi/3logq)w[3 possede un unique sous-quotient irréductible de carré intégrable
que I'on notera 7(Xw,, +(2xi/3log q)wﬁ) et que celui-ci correspond a l'image de I'opérateur
JB1B(Xwa+(2ri/310g g)ws )+ Par l'identité (8.6.1), on en déduit que

deg (T (Xwa+(2ni/3l08 g)ws ) = V(G/M)(Resz/2+(1/2+(2m/ log q))ws (RESS, 14))-

(3) + (8) + (11): L'opérateur d’entrelacement Jp|5(Xa/2+z25w,) €st régulier en z5 =
% + wi/logg. On a

Lot 1 n i n mi
ta+ (= WE = Wo + ——wg.
2 2 " logq) " logq ?

Soit ¢ linjection de Im(Jg|5(Xw,+(ri/logq)ws)) dans ik E et p la projection de
igﬂKE sur 'image de ¢ de noyau égal a celui de JB\B(XwaJr(wi/ log q)wﬁ). On vérifie que
JuwB|B(Xwa+(ni/ log q)ws) © L = 0, sauf si w € {1,553, 5554} Par suite,
¢ (Xt (ri/ log a)ws) © ¢
= DI BB (Xwa+t(ri/ log 9)wp )§ (Xewa+ (n1/ log g)ws )
+ pJB\E(Xo.@-i—(#i/ log q)ws)
X A(88)8E (88X wa-+(i/ 10g )ws )N58) L5 BB (Xew +(ri/ og q)ws )
+ P p555a8 Xwa+(xi/ log q)ws)
X /\(SﬁSa)f(SaSBXwaJr(m/ logq)Wﬁ)/\(sasﬁ)JS[ﬂsaB\B(Xwa+(7ri/ logq)uJﬁ))L‘

Remarquons que les opérateurs

Jm\B(Xwa+(ﬂi/ logq)wﬁ) et JsﬁsaB\B(XwaJr(ﬂ'i/ log q)w[.;)
sont inversibles. Par suite, les images de
JB‘sﬁiB(XwaJr(ﬂ'i/ logq)wg) et de JB‘sﬁsaB(Xwa+(7ri/logq)w5)

sont égales a celle de

JB|B’(Xwa+(ﬂ'i/ log q)wﬁ)~
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On en déduit avec (A.3.1) que

EG(¢(Xwa+(ri/ log qws) © 1)
= Eg(JB|B(Xwa+(rri/ log q)Wﬁ)f(XwaJr(ni/ log q)wﬁ))
+ E5 (51 5(55Xewa+ (mi/ log 0)ws ) (35 Xwa + (xi/ log a)s)
+ Eg(JB\B(SaSBXwQJr(m/ log q)wﬁ)f(SaSBXwani/ log q)wﬁ))7

d’ot1 'on déduit
(3) + (8) + (11) = Eg(‘ﬁﬁ (Xwa+(7ri/log q)w/;) © L) (Resl_/2+(1/2+ﬂi/ log q)wp (ReSSa /1')),

les résidus de u qui apparaissent dans (3), (8) et (11) étant égaux.

On peut montrer facilement (comparer [Mu, Proposition 4.1]) que la représentation
igxw“_(m /log Qws POssede un unique sous-quotient irréductible de carré intégrable
que I'on notera 7(Xu, +(xi/log q)ws) €t que celui-ci correspond a I'image de I'opérateur
JB1B(Xwa+(xi/ log g)ws )- Par I'identité (8.6.1) on en déduit alors que

deg(ﬂ-(XwaJr(ﬂ'i/log q)w;s)) = ’Y(G/M) (Resz/2+(1/2+7ﬁ/ log q) (ResSa M))

ws

(2) + (7) + (10): Ce cas est bien plus compliqué, puisque l'opérateur d’entrelacement
JB15(Xa/2+25w,) Dest pas régulier en 23 = % Remarquons que %a + %wg = Wq.

Il est connu (cf. [Mu]) que la représentation iy, possede exactement deux sous-
quotients qui sont de carré intégrable. Ils sont non isomorphes. Notons Sty et St g
respectivement les représentations de Steinberg de M, et de M. Alors la sous-représenta-
tion semi-simple maximale de i} (Sta,a Xw,/2) est de longueur 1 et de carré intégrable.
Notons-la 71 (X, ). La sous-représentation semi-simple maximale de igﬁ (St2,5 Xw, /2) est
somme directe de deux représentations irréductibles de carré intégrables dont 1'une
est isomorphe & m1 (X, ). Désignons lautre par ma(xw, ). Le degré formel de ces deux
représentations est calculé dans [R] (avec une normalisation des mesures différente de la
nétre). On a deg(m(xw,)) = 3 deg(m2(Xw,))-

On peut retrouver ces résultats par calcul direct en prenant pour £ I'application poly-
nomiale constante de valeur A(wg)lzy,z ® 17, Z désignant le sous-groupe d’Iwahori qui
correspond & B. Pour déterminer les termes (2), (7) et (10), on peut alors utiliser la
description de Bernstein et Rogawski des opérateurs d’entrelacement définis relatifs a
lalgebre d’Twahori-Hecke, comme cela est expliqué dans Pannexe 3 de [M'W1]. Tout est
alors explicite et on retrouve les résultats ci-dessus par calcul (éventuellement & 1’aide
d’un logiciel).

Il serait probablement possible de simplifier les calculs et de rendre le tout un peu
plus intelligible, en employant une méthode semblable a celle utilisée dans I'annexe 3
de [MW1].

Nous renoncons ici a aller plus loin dans ’analyse de ce cas, d’une part puisque les
résultats sont déja connus, et d’autre part puisque I'on n’a pas trouvé de méthode vrai-
ment intelligente pour traiter la somme des trois termes qui serait par ailleurs susceptible
de se généraliser.

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

Décomposition spectrale d’un groupe p-adique 387

Annexe B. Preuve du théoréme de Opdam

B.1.

Pour la commodité du lecteur, nous donnons ci-apres avec 'autorisation de 'auteur
une preuve du Théoreme 8.7 qui est—comme déja signalé dans le texte—da a E. Opdam
(cf. [O2, Theorem 3.29]). La preuve ci-dessous est essentiellement la sienne. La motivation
pour 'insérer ici vient du fait que la preuve de ce résultat dans Darticle [O2] est assez
concise et rédigée dans un langage différent du notre.

Remarquons que, comme nous travaillons dans le cadre des groupes p-adiques, notre
résultat concerne la fonction p de Harish-Chandra, alors que Opdam s’intéresse aux
fonctions p venant des algebres d’Iwahori—Hecke.

B.2.

Par le théoreme des résidus 3.10, la Proposition 4.11 et les notations de 8.1 et 8.2, il
existe une unique famille de données de résidus Res’;, A € A(S), vérifiant

Resya(ow™) = (Resa ) ow™!  pour tout w € W(M,0), wEN* (PN Ma) C X(P)

(cf. Lemmes 4.8 et 4.11), telles que, pour toute fonction rationnelle ¢ dans R(O,S), on
ait

/ () dS (o)
R(o)=r>p0

= > > (Wae ars |~ Ps(Ma)| ™ [Stab(4)[ 7!
QCAo AE[A(S)], Ma=Mq

P , (o
- /ﬂ%(o):r(A).;_sA Z Z (Resyy 4 Y(w.))(w'o) daS(o)

w' €EWMa (M,0) weW;gA (M,0)

(cf. 8.2.3).

La premiere partie de la preuve du Théoreme 3.10 donne par ailleurs un procédé
récursif de calcul de ces données de résidu: appelons point singulier d’un sous-espace affine
L € L(S) tout point de L — Lyey. Fixons r >>p 0. Choisissons pour tout @ € Ps(M) un
chemin de r & 7(O) + €g qui ne contient qu'un nombre fini de points singuliers de a},,
chacun se trouvant sur un unique hyperplan affine H € H(S). (Rappelons que r(O) = 0.)
Chaque point singulier traversé donne lieu a des opérateurs résidus 4+ Resg, correspondant
aux S € § dont la partie réelle contient ce point.

On continue alors ce procédé avec chaque point singulier rencontré sur les chemins
ci-dessus relatif a 'hyperplan affine H € H qui le contient, en remplacant, pour tout
S € S de partie réelle H, r(O), M et Ps(M) respectivement par r(H), My et Ps(Mp).
On obtient alors de nouveaux opérateurs de résidu relatifs a des hyperplans affines A de
S. On compose ceux-ci avec Resg pour obtenir des opérateurs résidus Resy relatifs a O.
On continue ce procédé jusqu’a ce que 1’on aboutisse a des sous-espaces affines vérifiant
A = Ayes. (Clest certainement vérifié si A est un singleton.)
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La donnée de résidu Res’y, en un élément A € A(S) se déduit alors, aprés normalisation
par la constante |[Ps(M4)|™! (cf. 3.10), de la somme des opérateurs résidus en A qui
apparaissent lors du procédé ci-dessus.

Remarquons que, pour tout A € A(S), toute donnée de résidus Resa en A, tout
1 € R(O,S) et tout o € Ayeq, la fonction A — (Resa))(0 ® xa) est réguliere sur af,.
Pour le calcul des données de résidu Resi , seule importe donc la projection du chemin
sur ag;.

B.3.

L’objet de cette annexe est la preuve du théoreme suivant.

Théoréme. Soit A € [A,(S)] tel que M4 = G. Alors

> (Reshyp)(wo) #0

weW (M,0)
pour tout o € A.

Remarque. Le résultat figurant dans le Théoreéme 8.7 concerne la fonction s o, 0 € A,
et non pas la fonction p. Les deux assertions sont équivalentes grace a (8.1.2), puisque
lnsp,o €St réguliere sur A et invariant par W (M, Q). La formulation du Théoréme 8.7
avait été motivé par le fait que le Théoreme 3.29 de Darticle [O2], ou on travaille avec
des fonctions p venant des algebres d’Iwahori—-Hecke, s’y applique directement.

B.4.

On réduira d’abord la preuve du théoréeme a celle de la proposition suivante.

Proposition. Il existe un sous-groupe parabolique P’ de sous-groupe de Levi M et
T € A tel que (Res?, p)(r) # 0.

B.5.

Il faut donc prouver la proposition suivante.
Proposition. Supposons la Proposition B.4 vérifiée. Alors le Théoréme B.3 est vraie.

Comme les chambres dans a}, relatives a H(S) sont conjuguées par les éléments de
W(M,0), il existe w € W (M, O) tel que Res¥ ¥ = Res’; . Par 4.8, on a donc

’ —1
0+ (Res; 1)) = (Resty 7 p)(r) = (ResE, ) (wr).
Le lemme suivant est élémentaire:

Lemme. Il existe une fonction polynomiale i sur O qui ne s’annulle pas en wt et qui
vérifie ¢ (w't) = 0 pour tout w € W (M, O) tel que w't # wr.
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Soit ¥ une fonction sur O vérifiant le lemme et appliquons le Théoreme 8.2 a
&= 1/1511;{(9 et ¢ = 1. Le terme de gauche de I'égalité (8.2.2) de ce théoreme vaut alors
5 wewar.oy (Rest s () (w'r). Comme (Resh 4 (450)) (w'r) = h(w'r) (ResE o ) (')
par (8.1.2), cette expression est non nulle par choix de . L’ensemble & (G, 7) est donc
non vide, d’ou Zw,eW(MO)(ReSi,A w)(w'T) # 0 par 8.6.

B.6.

La preuve de la Proposition B.4 se fait en plusieurs étapes par récurrence sur le rang
parabolique de M. Si dim(a§}) = 1, on se trouve dans le cadre des fonctions complexes
d’une variable ou la proposition est élémentaire.

Supposons donc dim(afj‘) > 1. Comme par la remarque a la fin de B.2, seule la pro-
jection des chemins sur a§; importe, il suffit de considérer le cas olt G est semi-simple
(et donc a§; = a3;). Notons S, l'ensemble des hyperplans affines de S passant par 7,
‘H, 'ensemble des parties réelles des éléments de S; et S la sphere dans a},; de centre
rr := R(7) passant par l'origine de a},. (Le symbdle S ne désignera donc plus un sous-
espace affine de O.) Toute droite L qui appartient & L(H.) est partagée par r, en deux
demi-droites. Le lemme suivant (qui est analogue & la Remarque 3.14 de [HO2]) montre
qu’'une et une seule des deux demi-droites contient r(L).

Lemme. On ar(L) # r,.

Preuve. Soit A € A(S;) avec L = R(A). Notons pps, la fonction rationnelle égale
a u(p™a)=t Alors, par les résultats du paragraphe 8, I’hypotheése de récurrence, et
I’holomorphie de la fonction g de Harish-Chandra en une représentation de carré
intégrable, la fonction

Z (ReSwA /1') (U}O') = KM, (0) Z (ReSwA MMA ) (wa)

weWMa (M,0) weWMa (M,0)
est régulier pour R(o) = r(L), d’ot r(L) # .. O

Dessinons en blanc la demi-droite qui contient (L) et Pautre en noir.

Choisissons un point r; sur la sphere S qui se trouve sur une demi-droite noire et qui
est de distance a 0 minimale avec cette propriété. Notons B la boule dans a3, de centre
0 passant par ri.

La droite | passant par 71 et r, peut s’écrire sous la forme r; + aj,, avec M; un sous-
groupe de Levi maximal de G. Notons A; I'élément de A(S,) de partie réelle ry + aj;, .
(Il est déterminé de facon unique, puisque ses éléments sont nécessairement de la forme
T® Xxs A € ayy, ) Par hypothés/e de récurrence, il existe un sous-groupe parabolique P’
de G tel que l'on ait (Res%mp pMi) (o) # 0 pour tout o € A;. On peut choisir P’ de
telle sorte que P’ M; soit un sous-groupe parabolique de Levi M; et que r; — r >p/pay, O.

Remarquons que 'opérateur Resi, est déterminé, grace a 3.9, par sa restriction a
I'espace R(O, Sy ). En particulier, les hyperplans de la forme Og(4) oy Os,a € S (cf. 3.10)
peuvent étre négligés lors du calcul des résidus. (Ils apparaissent toutefois ci-dessous dans
la définition des ensembles Ps(My,) et des points g (cf. 3.10).)
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B.7.

Avant de décrire un procédé qui calcule les données de résidus relatives & R(O,S;)
et & P’ et qui montre que (Res’y 1)(7) # 0, on va expliciter dans cette section certains
points de a},. La proposition simple suivante nous servira a plusieures reprises.

Proposition. Soit L € L(S:) et p € Lyog. La demi-droite partant de r, et passant par p
(et privée du point 7, ) est contenue dans une et une seule composante connexe de Lyeg.

Preuve. Sinon, cette demi-droite contiendrait un point singulier p’ qui serait donc con-
tenu dans un hyperplan H € H(S;) qui ne contient pas L. Mais alors, comme r, € H,
la droite passant par p’ et r, serait incluse dans H. Ainsi p serait singulier, d’olt une
contradiction. ]

Pour tout L € £(S;), notons r(L) le point d’intersection de S avec la demi-droite
partant de 7 et passant par r(L). On vérifie facilement que (L) est le point de L NS
a distance minimale de 0. Si dim(L) > 1, L NS est connexe, et on appelle (L) Vorigine
sphérique de L ou de L N'S. Si L est une droite, alors L NS est formé de deux points
que l'on appelle des origines sphériques. Le point r(L) est blanc et lautre noir d’apres
la convention faite au numéro précédent.

Pour tout Q € Ps(ML), soit r(L) + ég le point d’intersection de S avec la demi-droite
partant de 7. et passant par (L) + ¢g. La proposition ci-dessus montre que r(L) + €g
et 7(L) + e sont dans une méme composante connexe de Lyeg.

Pour tout L € £(S;) d’origine sphérique dans l'intérieur de B et tout Q € Ps(My),
on peut supposer € choisi suffisamment pres de 0, pour que r(L) + g soit & I'intérieur
de B.

On observe alors que, si p est un point a 'intérieur du segment de 7, a r1, 'intersection
de S avec I’hyperplan affine p + a%l* est une sphere Sf,wl de centre p. On peut choisir p
de telle sorte que les hyperplans affines H € H(S;) qui ont une intersection # {r,} avec
le cone fermé de centre r, contiennent tous [ (ot rappelons-le, [ désigne la droite passant
par r et 7).

Supposons p choisi avec cette propriété. Remarquons que r; + a%l* est le plan tangent
4 S en r1. Notons Si™* la projection orthogonale de 5117‘41 sur 7 —l—a%l* et 0M celle
de 0. Pour L € L(S;), L 2 I, soit 7*(L)iw1 la projection orthogonale de (L) et, pour
Q € Ps(My), r(L)M —|—6g4,11 celle de (L) + eg. 1l en suit que r(L)}" est le point de
LN (ry + ah*) de distance minimale & 01",

Par ailleurs, le résultat suivant vaut:

Lemme. Le point T(L)i\/fl + egll n’est contenu dans aucun hyperplan H € H(S;) qui

contient [ et non pas L.
Preuve. Supposons que H soit un tel hyperplan. Alors H contiendrait également la

droite par 7’(L)i\41 + 622/{11 parallele & [, et, par suite, (L) + €g € H N Lyeg, ce qui est
impossible. ([
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B.8.

Fixons un point 0’ de la demi-droite allant de 71 & O{V[I et qui se trouve a l'intérieur
de la sphere S{Vh. Considérons la projection centrale de centre r; et de rapport
A =d(ry,0)d(r,0) 1. Notons, pour L € L(S;), L D I, et Q € Ps(My), (L) et
(L) + € respectivement les images de r(L)M et de r(L)M + eé‘g{ll par cette projection.
Remarquons que r(a},) = 0" et que r(I) = ;.

Lemme. Le point r(L)" est le point de LN (ry +a}l') a distance minimale de (/. II

' et a lintérieur de B. Quitte a remplacer éventuellement

appartient a I'intérieur de Sf\/[
€g par un point de norme absolue plus petite, r(L) + e’Q se trouve a l'intérieur de S{wl

ainsi qu’a l'intérieur de B. II appartient alors également & Lyeg.

Preuve. La premiére assertion est une conséquence immédiate du fait qu’une projec-
tion centrale laisse invariant les arcs et multiplie les distances par son rapport. Comme
LN (1 + aif*) contient 7 et que r(L)" est donc plus pres de 0/ que 1, (L)’ se trouve par
le théoreme de Pythagore a l'intérieur de S{V[l. En appliquant le théoreme de Pythagore
au triangle d’extrémités r1, (L) et 0, on en déduit également que (L)’ est plus
proche de 07 (et donc de 0) que 71, si L # I. Par suite (L)’ se trouve & lintérieur de
B. 1l est alors clair que 'on peut également supposer r(L)’ —l—e'Q a lintérieur de wa ! ainsi
qu’a 'intérieur de B, quitte a remplacer €g par un point de norme absolue plus petite.
Par choix de S{V[ !, ce point n’appartient donc & aucun hyperplan affine H € H(S) qui ne
contient pas [. Suite & la proposition et le Lemme B.7, il ne se trouve pas non plus sur

un hyperplan contenant ! et non pas L. Il est donc régulier. O

B.9.

Lemme. Soit r un point régulier de vah tel que la projection orthogonale de r —rq sur
a%l* soit dans la chambre de Weyl positive de P’ N M. Alors, r se trouve dans la méme
composante connexe de a}‘w’reg que tout élément de a3}, qui est suffisamment positive

dans la chambre de Weyl de P’.

Preuve. Considérons la demi-droite partant de r, et passant par r. Les points # 7,
sont tous régulier grace a la Proposition B.7, puisque r 'est, et ils correspondent aux
valeurs de Dapplication r(t) = r + tin#, t > 0. Il suffit donc de montrer que (r(t),a)
est strictement croissante en ¢t pour toute racine « qui est ou dans X(P' N M;) ou dans
S(P'M).

Sia € X(P'NM), (r—r-,av) = {r—r;,a") et donc (r(t),a¥) = (r,a¥)+t{r—ri,a").
Comme (r —rq1,a) > 0 par choix de P’, la fonction r(t) est donc strictement croissante
dans ce cas. Si a € X(P'My), (r —r.,a¥) = (r1 —rr,a) et donc (r(t),a") = (r,a") +
t(r1 — rr,a¥). Comme (r; — r.,a") > 0 par choix de P’, on conclut de méme que la
fonction r(t) est strictement croissante. O

https://doi.org/10.1017/51474748004000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748004000106

392 V. Heiermann

B.10.

Choisissons r € a}, vérifiant les hypotheses du Lemme B.9. On déduit de ce lemme que
I'on peut choisir 7 comme point de départ pour calculer les données de résidus relatives
aP etsS,.

Rappelons (cf. B.6) que l'on a noté A; l'unique élément de A(S;) de partie réelle [
et que L£(Sa,) est alors égal a 'ensemble des L € L(S) qui contiennent [. Obser-
vons que, si L € £(S4,), tout élément Q € Ps, (M) est un sous-ensemble d'un élément
Q' € Ps,, (Mpr). Choisissons pour tout Q' € Ps, (Mr) un Q € Ps (M) vérifiant
Q C @', et posons €gr = €q. (On écrira alors en particulier e, == €5.)

Commencons par effectuer le procédé décrit en B.2, partant de r, mais relatif au choix
de 0 comme origine et relatif aux points r(L)" + etyr, L € L(Sa,), Q" € Ps,, (Mp), en se
rappelant que (L)’ est le point de L & distance minimale de 0’. (On commence donc par
relier 7 aux points 0’ + €5/, Q" € Ps,, (M), et ainsi de suite. Tous les chemins peuvent
donc étre pris a I'intérieur de S{wl, en sorte que ’on ne rencontre en effet que des sous-
espaces affines L € £(S4,), et ainsi de suite.) Le lemme suivant montre que suite & ce
procédé la donnée de résidus Resf;/1 a déja été calculée:

Lemme. I existe un chemin de (L)' + €g, a (L) + eq/ qui ne rencontre aucun point
singulier de L relatif & H(Sy, ).

—~—

Preuve. Supposons d’abord L # [. Notons (L)’ + €, la projection de r(L)" + e sur S
parallele a la droite I. Ce point est donc plus proche de 0 que 7(L)" + eb, et il appartient
donc & B grace au Lemme B.8. Relions (L)' + €5 a r(L)’ + €, par la droite passant
par ces deux points. Par choix de S{wl, ce chemin ne contient aucun point singulier de L
relatif & S4, (et d’ailleurs pas non plus relatif & S;). Par ailleurs, il reste a Uintérieur de
B, puisque tout point sur ce chemin est plus pres de 0 que r(L)" + e’Q. o

On remarque alors que le point 7(L) + éq est a l'intérieur de B, puisque (L)' + &,
y est et que (L) + € est (quitte & changer éventuellement e€g par un point de norme
absolue plus petite) nécessairement plus proche de 0.

L’hyperplan affine qui contient 71 et qui est orthogonale a la droite passant par 0 et r,
partage 'espace a}; en deux régions. On observe que I'intersection de S avec la région qui
contient 0 est précisément BN .S. Une des deux arcs sur S reliant r(L)' + &, a r(L) + éq
est donc contenue dans B.

Par ailleurs, cet arc ne rencontre aucun hyperplan affine H € H(S4, ) ne contenant pas
L: sinon, il en serait de méme de sa projection orthogonale sur r; + a%l*. Rappelons que
r(L) + g est sur la demi-droite partant de 7. et passant par (L) + eq/. La projection
orthogonale de (L) 4 eq/ sur 71 +ayp* étant r(L)M + EAQ/[/l,l et celle de r, étant rq,
I'image de r(L) + €g’ par cette projection orthogonale se trouve sur la droite passant
par rp et 7’(L)i\/l1 + 622/['1,1' Cette droite contient également le point (L)’ + E/Q/ qui est la
projection orthogonale de (L)’ + ng" Il en suit que la projection orthogonal de I’arc est
un segment de la demi-droite partant de r; et passant par 7"(L)iw1 + eghl Ce segment
ne contient pas 7. Comme 7(L)M + eghl est régulier relatif & S4, par le Lemme B.7,
suite & la Proposition B.7, aucun point de ce segment ne peut appartenir & un hyperplan
affine H € H(S4,) ne contenant pas L.
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On relie alors le point 7(L) + ég & 7(L) + €+ par la droite passant par ces points. La
Proposition B.7 montre que celle-ci ne contient aucun point singulier relatif a S4,. On
fait de méme pour L = [. Ceci prouve le lemme. O

B.11.

Lemme. Soient L € L(Sa,), Q" € Ps, (M) et Q € Ps(Myz) tel que Q C Q'. Alors
r(L)' + eg et r(L)" + €g sont dans une méme composante connexe de Lyeg.

Preuve. Par définition de Ps, (Mr) et de eqr, 7(L) + eq et 7(L) + e/ sont dans une
méme composante connexe de L relatif & H(S4,). Cette composante connexe contient
par un raisonnement analogue au Lemme B.7 également (L) {w 4 eg{ 4, et par suite elle
contient les projections centrales 7(L)" + € et 7(L) + eg, de ces points. Ils peuvent
donc étre reliés par un chemin a Uintérieur de S{Vh qui ne peut donc, par choix de S{V[I,
recontrer aucun hyperplan H € H(S;) qui contient L et qui ne contient pas I. O

B.12.

Effectuons maintenant un procédé suivant B.2 pour calculer les données de résidus
relatives a S,. Il faut donc prendre en compte tous les hyperplans affines de S, et con-
sidérer, pour L € L(S4,) les éléments de Ps, (ML) et pas seulement ceux de Ps, (M)
Soit d’abord L € L(Sa,), L # [, et Q € Ps, (My). 1l existe alors Q" € Ps, (M) avec
Q C Q. Comme r(L)" + g et 7(L)" + g se trouvent par B.11 dans la méme composante
connexe de L,qs, on peut les relier sans rencontrer de point singulier. Ensuite, on relie
7(L) + e ar(L) + €q par le méme procédé que (L)' + eq a r(L) + eq. (En effet, e/
et e sont interchangeable.) Ce chemin reste & l'intérieur de B.

Ce chemin ne rencontre seulement un nombre fini de points singuliers: s’il y en a, ils se
trouvent, par ce qui a été dit dans la preuve du Lemme B.10, sur I'arc de (L)’ 4+ ng a
r(L) + €g. S’1l existait une infinité de points, au moins deux d’entre eux se trouveraient
sur un méme hyperplan affine. La droite passant par ces deux points serait donc contenue
dans cet hyperplan et donc, comme cet hyperplan contient 7, également la droite passant
par 7(L)" + & et (L) + &g, ce qui contredit le fait que r(L) + éq est régulier. Quitte a
déformer le chemin dans un tres petit voisinage, on peut également supposer que tout
point singulier de ce chemin se trouve sur un et un seul hyperplan affine singulier de L,
sans que les autres propriétés de ce chemin n’aient changé.

On continue alors le procédé avec chacun des points singuliers relatif a ’hyperplan
affine singulier de L qui le contient. Comme ces points se trouvent a lintérieur de B,
l'origine sphérique de cet hyperplan affine de L se trouve également & 'intérieur de B.
On peut donc prendre les chemins a I'intérieur de B. Et ainsi de suite.

On aboutit alors & des points (L) + ég, L € L(S), L # 1, Q € Ps(Myr), a l'intérieur
de B (sans rencontrer des origines sphériques noires d’une droite L), auxquels il faut
ajouter le point 7. -

Par nos choix et par la Proposition B.7, on peut relier les points r(L) + €, L # [, &
r(L) 4 €q par la droite passant par ces points, sans rencontrer de point singulier. Si on
va de r1 & r(l) par la droite [, on rencontre un unique point singulier qui est r,. (On
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peut ensuite continuer vers les points (1) + eg, @ € Ps(M;), sans rencontrer de point
singulier, puisque 7 (1) est nécessairement régulier pour S;).)

Pour terminer la preuve de la Proposition B.4, il reste donc a vérifier qu’en traver-
sant 7., on trouve une donnée de résidu Resil qui vérifie (Resil w)(7) # 0. Suite
a B.7 et ce qui précédait, on a Resﬁ/ = + Res, Resil17 ou Res; désigne 'opérateur
qui associe & une fonction méromorphe sur la droite affine A; dans O son résidu
en 7. En notant MM, la fonction mérorlnorphe p(uMar)=1 définie sur A;, on trouve
par (8.1.2) (Resly, 11)(0) = pa,, (0)(Resky ™41)(0) pour o € A;. Par 4.9, Ihypothese
de récurrence et la remarque a la fin de B.2, Resi/1 uMar = ResZ;li uMa1 est une fonc-
tion constante non nulle sur A;. Comme, par le Lemme 8.1, (Res; ur,, ) # 0, la Propo-
sition B.4 est prouvée.
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