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Résumé Soit G un groupe réductif p-adique connexe. Nous effectuons une décomposition spectrale sur
G à partir de la formule d’inversion de Fourier utilisée dans ‘Une formule de Plancherel pour l’algèbre de
Hecke d’un groupe réductif p-adique’, V. Heiermann, Commun. Math. Helv. 76 (2001), 388–415. Nous
en déduisons essentiellement qu’une représentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi M appartient au
support cuspidal d’une représentation de carré intégrable de G si et seulement si c’est un pôle de la
fonction µ de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M. Ces pôles sont d’ordre maximal.
Plus précisément, nous montrons que cette condition est nécessaire et que sa suffisance équivaut à une
propriété combinatoire de la fonction µ de Harish-Chandra qui s’avère être une conséquence d’un résultat
de E. Opdam. En outre, nous obtenons des identités entre des combinaisons linéaires de coefficients
matriciels. Ces identités contiennent des informations sur le degré formel des représentations de carré
intégrable ainsi que sur leur position dans la représentation induite.

Abstract Let G be a reductive connected p-adic group. With help of the Fourier inversion formula used
in ‘Une formule de Plancherel pour l’algèbre de Hecke d’un groupe réductif p-adique’, V. Heiermann,
Commun. Math. Helv. 76 (2001), 388–415, we give a spectral decomposition on G. In particular, we
deduce from it essentially that a cuspidal representation of a Levi subgroup M is in the cuspidal support
of a square-integrable representation of G if and only if it is a pole of Harish-Chandra’s µ-function of order
equal to the parabolic rank of M . These poles are of maximal order. In more explicit terms, we show that
this condition is necessary and that its sufficiency is equivalent to a combinatorical property of Harish-
Chandra’s µ-function, which appears to be a consequence of a result of E. Opdam. We get also identities
between some linear combinations of matrix coefficients. These identities contain information on the
formal degree of square-integrable representations and on their position in the induced representation.
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0. Introduction

Soit G le groupe des points rationnels d’un groupe algébrique, réductif et connexe défini
sur un corps local non archimédien F . Dans la terminologie de [H1] et [W] (qui est
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rappelé dans les paragraphes 1 et 2) on se fixe un couple (P,O) formé d’un sous-groupe
parabolique standard P = MU et de l’orbite inertielle O d’une représentation irréductible
cuspidale de M . Soit ϕP,O la composante en (P,O) d’un élément de l’espace de Paley–
Wiener matriciel de G. On a montré dans [H1] (cf. Proposition 0.2) qu’il existe une appli-
cation polynomiale ξϕP,O : O → iK

P̄∩K
EO ⊗ iKP∩KE∨

O à image dans un espace de dimen-
sion finie, telle que

ϕP,O(σ) =
∑

w∈W ; wO=O
(JP |wP (σ)λ(w) ⊗ JP |wP (σ∨)λ(w))ξϕP,O (w−1σ), (#)

en tout point σ de O en lequel les opérateurs d’entrelacement JP |wP (σ)λ(w) et
JP |wP (σ∨)λ(w) sont définis. En outre, la fonction fϕP,O définie sur G par

fϕP,O (g) = γ(G/M)
∫

�(σ)=r�P 0
deg(σ)EG

P ((JP |P̄ (σ) ⊗ 1)ξϕP,O (σ))(g−1)µ(σ) d�(σ),

(##)
est lisse à support compact et sa transformée de Fourier en (P,O) est donnée par ϕP,O
(la fonction µ étant celle de Harish-Chandra).

Dans cet article nous allons calculer l’intégrale (##) à l’aide de la formule intégrale
de Cauchy et l’écrire comme somme d’intégrales, chaque intégrale portant sur l’orbite
unitaire d’une représentation irréductible de carré intégrable dont le support cuspidal
est donné par un élément de la classe de conjugaison de O. Les termes qui apparaissent
seront identifiés avec ceux dans la formule de Plancherel.

On montrera à cette occasion que seuls les pôles venant de la fonction µ de Harish-
Chandra subsisteront après avoir effectué le changement de contours. On en déduira en
particulier que, pour qu’une représentation irréductible cuspidale de M appartienne au
support cuspidal d’une représentation de carré intégrable de G, il faut qu’elle soit un pôle
de la fonction µ de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M (cf. Corol-
laire 8.6). Ces pôles sont d’ordre maximal (ceci résulte d’un résultat dans [O2], cf. 8.1).
Par ailleurs, nous montrons que la réciproque est équivalente à une propriété combina-
toire de la fonction µ de Harish-Chandra qui s’avère être une conséquence d’un résultat
de E. Opdam (cf. 8.7 pour un énoncé plus précis). Le tout répond à une conjecture qui
nous a été communiqué par A. Silberger et qui a été formulé par lui dans un projet de
recherche en 1978.

Dans le cas de la série principale non ramifiée d’un groupe déployé, où la localisation
des pôles et zéros de la fonction µ de Harish-Chandra est connue, cette conjecture sur
le support cuspidal d’une série discrète non cuspidale est équivalente à celle de Deligne–
Langlands (cf. [H2]). Dans ce cas le résultat est déjà connu grâce aux travaux de Kazhdan
et Lusztig (au moins si G est semi-simple à centre connexe) (cf. [KL]).

Signalons par ailleurs les travaux de Bernstein–Zelevinsky [Z] qui décrivent les repré-
sentations irréductibles de carré intégrable non cuspidales de GLN (F ) et ceux de Moeglin
et Moeglin–Tadic (cf. [M2] et [MT]) qui traitent—modulo une conjecture sur les pôles
de la fonction µ de Harish-Chandra (énoncé et justifié dans [M1])—les autres groupes
classiques déployés connexes (et un petit peu plus).
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Nous obtenons en outre des identités entre des combinaisons linéaires de dérivées
de coefficients matriciels de représentations induites—déduits d’opérateurs d’entrelace-
ment—et des combinaisons linéaires de coefficients matriciels de représentations irré-
ductibles de carré intégrable de même support cuspidal. Ces identités contiennent des
informations sur le degré formel et sur la position des représentations de carré intégrable
dans la représentation induite. On explique ceci dans 8.6 pour le cas ‘régulier’. Pour
extraire ces informations dans le cas général, il faudrait analyser de plus près les combi-
naisons linéaires de coefficients matriciels qui apparaissent, ce qui semble être un problème
difficile. A titre d’exemple, nous traitons le cas d’un groupe semi-simple déployé de type
G2 dans l’annexe. C’est le groupe de rang minimal, où des problèmes non négligeables
apparaissent. Notre étude utilise des arguments de [MW1, Annexe III]. (Elle est toutefois
plus proche du cas des corps des fonctions.) Nous ne poussons cependant pas l’étude de
notre identité dans le cas difficile aussi loin que cela a été fait dans [MW1], puisque d’un
côté les résultats correspondants sont déjà connus dans ce cas (il s’agit de représentations
ayant un vecteur invariant par un sous-groupe d’Iwahori) et d’autre part que les calculs
peuvent se faire dans le cas local à l’aide d’un logiciel. Il nous a donc semblé que cela
ne représente pas beaucoup d’intérêt d’exposer un calcul qui ne comporte aucune idée
susceptible de se généraliser.

Le principe de ce travail est en quelque sorte analogue à la décomposition spectrale de
l’espace des formes automorphes sur un corps global qui a son origine dans les travaux
de R. P. Langlands (cf. [L,MW1]), l’idée de décrire des séries discrètes par des résidus
ayant apparamment apparu la première fois dans des travaux de A. Selberg. Signalons
également le travail de E. Opdam [O2] qui effectue une décomposition spectrale dans
le contexte des algèbres de Hecke affines à partir de sa formule génératrice pour la
trace [O1]. La partie des résultats de [O2] qui se traduit en termes de la théorie des
représentations de groupes p-adiques s’applique donc en particulier à la série principale
non ramifiée d’un groupe p-adique semi-simple en considérant les éléments de l’algèbre
d’Iwahori–Hecke. L’auteur de [O2] en déduit des informations sur le degré formel de ces
représentations (voir également [HO2]). On abordera cette question dans le cadre donné
par l’article présent éventuellement dans un travail futur.

Remarquons que l’analogue de nos résultats dans le cadre de la décomposition spectrale
de Langlands est toujours un problème ouvert, des résultats complets n’existant que pour
le groupe G = GLN (F ) (cf. [MW2]).

Survolons alors le contenu de cet article: au paragraphe 1 sont fixées les notations. On
y trouve également les définitions des différentes notions attachées aux hyperplans d’une
orbite inertielle O qui seront centrales dans le reste de ce travail. Le paragraphe 2 sert
à des rappels des résultats de [H1] et sur la formule de Plancherel de Harish-Chandra,
adaptés à nos besoins.

Nous présentons au paragraphe 3 le théorème des résidus que l’on appliquera dans la
suite. Sa présentation et sa preuve suivent la méthode employée dans [BS]. Cet article
traitant d’intégrales sur des espaces vectoriels et non pas sur un produit de tores de C∗,
notre concept de résidu ne peut toutefois être le même. Par ailleurs, les pôles que nous
rencontrons ne sont pas toujours réels. Nous donnons donc une preuve assez détaillée.
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Remarquons que l’article [BS] utilise une nouvelle approche inspirée de [HO1] et cite [A,
MW1,L], la preuve de l’unicité des données de résidus étant plus indirecte dans le travail
de Langlands (cf. [MW1, V.2.2 Remarques (2) et V.3.13 Remarques (ii)]). Mentionnons
également le travail [Mo1,Mo2].

Dans le paragraphe 4, nous analysons de plus près le cadre dans lequel le théorème des
résidus sera appliqué ensuite. Nous donnons en particulier plus de détails sur les hyper-
plans résiduels qui apparaissent. Grâce à une observation que nous avons trouvée dans
un article de A. Silberger [S3], on peut associer à ces hyperplans un système de racines.
En faisant usage des propriétés des systèmes de racines, nous réécrivons le théorème
de résidus sous une forme qui s’appliquera directement à notre situation. Le procédé et
l’énoncé sont analogues au résultat principal de [BS]. En passant, on énoncera quelques
lemmes combinatoires sur le groupe de Weyl.

Au paragraphe 5, nous prouvons que, pour D = Dλ un opérateur différentiel holo-
morphe sur a∗

M,C à coefficients constants et τ un élément de iGP EO ⊗ iGP E∨
O, la fonction

DλEG
P,σλ

(τ), définie sur G, correspond au coefficient matriciel d’une représentation admis-
sible de longueur finie dont les sous-quotients irréductibles sont à support cuspidal dans
la classe de W -conjugaison de O. Ce sont de tels termes qui interviennent lors de la
désintégration de la formule (##).

Dans le paragraphe 6, nous généralisons une propriété (à cet endroit conjecturale) de
la transformation (#) à certaines applications rationnelles ξ̃ à la place de ξ. Ceci nous
permettra d’identifier par récurrence la partie continue qui apparâıt après désintégration
de (##).

Pour montrer que certains pôles que nous obtenons après le calcul de (##) s’annulent,
nous utilisons des éléments spéciaux de l’espace de Paley–Wiener de G. Une idée sem-
blable a été utilisée dans [O2] pour se débarasser des résidus inutiles. Les éléments que
nous utilisons sont déjà apparus dans [H1] lors de la preuve de la Proposition 0.2. Un
rappel de la définition de ces éléments ainsi que la preuve de leurs propriétés particulières
est le sujet du paragraphe 7.

L’énoncé et la preuve de notre théorème principal font l’objet du paragraphe 8. Nous
y précisons également la notion de l’ordre d’un pôle de la fonction µ. Les résultats con-
cernant les supports cuspidaux des représentations de carré intégrable découleront alors
de la décomposition spectrale et de sa preuve.

On trouvera dans l’annexe A le traitement d’un groupe semi-simple déployé de type
G2 ‘à la main’. Ceci est l’analogue local du cas étudié dans [MW1, A.III] pour les corps
de nombres, comme cela a été remarqué ci-dessus.

A la fin, dans l’annexe B, on donne pour la commodité du lecteur une preuve du
théorème 8.7 qui est, comme déjà signalé, dû à E. Opdam (cf. [O2, theorem 3.29]). (On
l’a inséré ici avec l’autorisation de E. Opdam, parce que la preuve dans l’article [O2] est
assez concise et rédigée dans un langage différent du nôtre.)

Nous recommandons au lecteur de continuer la lecture de cet article directement avec le
paragraphe 8 (après avoir éventuellement jeté un coup d’oeil sur les notations présentées
au paragraphe 1 et sur une revue des résultats de [H1] et de la formule de Plancherel au
paragraphe 2), en consultant les paragraphes antérieurs au fur et à mesure.
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Index de notations

Areg 1.4 q, 1.2
[A] 8.2 r(O), r(A), r(L) 1.4
A(S) 1.4 ResA, ResD 3.7
Aµ(S) 8.1 ResC

A 3.10
[A(S)], [Aµ(S)] 8.2 R(O,S) 3.1
dA�(σ′) 1.6 R(O,S, d

¯
) 3.7

dSψ, dσ,α(ψ) 3.4 �(χ) 1.2
deg(σ) 2.2 �(σ), �M ′(σ) 1.3
EO 1.3 SA, S(A) 1.4
EG

P 1.5 Sµ = S 4.3
E2(M ′, σ) 6.1 Stab(A) 6.1
fϕ 2.3 StabM ′(O), StabM ′(σ) 1.3
fξ 2.2 TM 1.1
HM 1.2 W , W(M), W (M) 1.1
Hα,c 1.4 WO 4.2
h̃α 3.2 W (M, O) 1.3, 4.7
hα 1.2 W+

O,M ′ , W∆O , W∆O,M ′ , W+
M ′(M, O) 4.5

G 1.1 Xnr(M), Xnr
0 (M) 1.2

H(S), H(L) 1.4 α∗ 1.2
H(S) 1.4 α̃ 3.2
�(σ), �M ′(σ) 1.3 ∆O 4.5
JP |P ′ 1.5 λ(w) 1.5
Lreg 1.4 µP |P ′ , µ 1.5
L(S), L(H) 1.4 µsp,σ, µnsp,σ 4.2
MΩ 4.6 ψσ 3.5
MA, ML 1,4 ϕ(P ′, π′) 2.4
Mα, M1 1.2 ϕξ̃M′ 6.1
Oσ,M , Oσ,α 1.4 ϕO 7.1
Oσ,M ′,r′ 1.6 ξϕH

P,O
7.1

pσ,α, pH(λ) 3.4 ΣG(TM ), ΣG(P ), ΣG
red(P ) 1.1

PA 4.6 Σsp(σ) 4.1
P = MU 1.1 ΣO 4.2
PS(ML) 3.10 Θ 1.2
P(O, V ) 1.3 Θ2, Θ2(O) 2.5
P̄ 1.1 >P 1.2
PW (G) 2.3

Index terminologique

composantes connexes adjacentes de Lreg 1.4
composante connexe (P,S)-standard 4.6
donnée de résidu 3.7
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hyperplan affine (radiciel) 1.4
orbite inertielle 1.3
opérateur résidu 3.7
orbite inertielle de σ sous M 1.4
ordre du pôle (d’une fonction rationnelle sur O) 3.4
rang parabolique 8.1
sous-espace affine (radiciel) de O (ou de a∗

M ) 1.4
sous-espace affine résiduel pour µ 8.1
sous-groupe de Levi associé à un sous-espace affine de O (ou de a∗

M ) 1.4
sous-groupe de Levi (P,S)-standard 4.5
sous-groupe parabolique (P,S)-standard 8.2

1. Notations et préliminaires

1.1.

Fixons un tore déployé maximal T0 dans G et un sous-groupe ouvert compact maximal
K de G qui est en bonne position relative à T0. (De tels groupes s’obtiennent comme
fixateur d’un point spécial de l’appartement associé à T0 dans l’immeuble de G.) On
notera M0 le centralisateur de T0 dans G et W = WG = NormG(T0)/M0 le groupe de
Weyl défini relatif à T0.

Un sous-groupe parabolique P de G sera dit semi-standard, s’il contient T0. Il existe
alors un unique sous-groupe de Levi M de P qui contient T0. On appellera un tel sous-
groupe M de G dans la suite simplement un sous-groupe de Levi semi-standard de
G. Remarquons que M0 est le plus petit sous-groupe de Levi semi-standard. On écrira
souvent P = MU , si P est un sous-groupe parabolique semi-standard et si M est le
sous-groupe de Levi semi-standard de P . On désignera par TM le tore déployé maximal
dans le centre de M . Le sous-groupe parabolique de G qui est opposé à P sera noté P̄ .
(On a donc P ∩ P̄ = M .)

Si M est un sous-groupe de Levi semi-standard de G, on pose

W(M) = {w ∈ W | wMw−1 = M},

et on écrira W (M) pour le groupe quotient W(M)/WM . On identifiera ses éléments avec
certains éléments de W(M) (par exemple de longueur minimale dans leur classe à gauche
modulo WM ). Les identités qui suivent seront toutefois essentiellement indépendantes du
choix des représentants.

On notera ΣG(TM ) (respectivement ΣG(P ) (respectivement ΣG
red(P ))), l’ensemble des

racines (respectivement racines réduites) de TM dans l’algèbre de Lie de G (respective-
ment U). On omettra souvent l’indice G si cela ne prête pas à confusion.

1.2.

L’ensemble des caractères F -rationnels d’un sous-groupe de Levi semi-standard de G

sera noté Rat(M). On pose a∗
M = Rat(M) ⊗Z R et on notera aM l’espace dual. Le choix
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d’un sous-groupe parabolique semi-standard P de Levi M de G est équivalent à celui
d’un certain ordre sur a∗

M . On notera >P l’ordre qui correspond à P .
On désignera par 〈·, ·〉 le produit de dualité aM × a∗

M → R. Avec q égal au cardinal
du corps résiduel de F , on définit un homomorphisme HM : M → a∗

M par la relation
〈χ ⊗ 1, HM (m)〉 = − logq(χ(m)) pour tout χ ∈ Rat(M) et tout m ∈ M .

Lorsque M = M0, on écrit a∗
0 à la place de a∗

M . On munit l’espace a∗
0 d’un produit

scalaire invariant pour l’action par W . Pour tout sous-groupe de Levi semi-standard M ,
l’espace a∗

M sera muni de la structure euclidienne induite par celle de a∗
0. Si M ′ est un sous-

groupe de Levi qui contient M , on a une décomposition orthogonale a∗
M = a∗

M ′ ⊕ aM ′∗
M .

On notera parfois λ = λM ′ + λM ′
la décomposition d’un élément λ de a∗

M selon cette
décomposition. On a une décomposition duale aM = aM ′ ⊕ aM ′

M . Le composé de HM

avec la projection de aM sur aM ′

M sera noté HM ′

M .
Pour H un groupe, posons X(H) = Hom(H, C×). Notons | · |F la valeur absolue

normalisée de F dont le groupe des valeurs est qZ. Pour M un sous-groupe de Levi
semi-standard, posons M1 =

⋂
χ∈Rat(M) ker(|χ|F ). Le groupe quotient M/M1 est un Z-

module libre de rang égal à celui de TM . On note Xnr(M) = X(M/M1). C’est une variété
algébrique complexe affine dont les éléments sont appelés les caractères non ramifiés de
M . On a une application surjective du complexifié a∗

M,C de a∗
M dans Xnr(M) qui associe

à λ le caractère non ramifié χλ de M , défini par χλ(m) = q−〈HM (m),λ〉. Sa restriction à
a∗

M est injective, ce qui permet de définir la partie réelle d’un caractère non ramifié, en
posant �(χλ) := �(λ) pour tout λ ∈ a∗

M,C.
Le sous-groupe de Xnr(M) formé des caractères unitaires sera noté Xnr

0 (M).
Un ensemble ordonné m

¯
= (m1, . . . , md) d’éléments de M dont les images modulo M1

forment une base de ce Z-module sera appelé une base de M modulo M1. Le choix d’une
telle base détermine un isomorphisme Xnr(M) → C×, χ 
→ (χ(m1), . . . , χ(md)), noté ηm

¯
ci-dessous. Cet isomorphisme est compatible avec la structure de variété affine complexe
sur Xnr(M). On pourra alors préciser la notion de fonction polynomiale et rationnelle sur
Xnr(M): une fonction f : Xnr(M) → C sera dite polynomiale, si et seulement s’il existe
un polynôme p ∈ C[x1, x

−1
1 , . . . , xd, x

−1
d ], tel que f(χ) = p(ηm

¯
(χ)) pour tout χ ∈ Xnr(M).

Le polynôme p dépend évidemment du choix de m
¯

. Le cas d’une fonction rationnelle se
traite de manière analogue.

Les sous-groupes de Levi minimaux de G contenant M sont en bijection avec les
éléments de Σred(P ). On notera Mα le sous-groupe de Levi semi-standard de G qui
correspond à un élément α de Σred(P ). On a une suite exacte courte

1 → M1
α ∩ M/M1 → M/M1 → Mα/M1

α → 1

qui prouve que M1
α ∩ M/M1 est un Z-module libre de rang 1. Notons hα un élément

de M1
α ∩ M qui vérifie 〈α, HM (hα)〉 > 0 et dont l’image dans M1

α ∩ M/M1 définit une
base de ce module. Notons par ailleurs α∨ l’unique élément de aM qui est un multiple
de HM (hα) par un réel > 0 et qui vérifie 〈α, α∨〉 = 2, ainsi que α∗ l’unique multiple de
α par un réel > 0 qui vérifie 〈HM (hα), α∗〉 = 1.
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On a une suite exacte duale de la précédente donnée par

1 → X
nr(Mα) → X

nr(M) → X(M1
α ∩ M/M1) → 1,

la première application étant la restriction à M et la deuxième l’évaluation en hα. Cette
suite exacte courte est scindée: il suffit de prolonger hα en une base m

¯
= (hα, m2, . . . , md)

de M modulo M1. Une section sm
¯

: X(M1
α ∩ M/M1) → Xnr(M) s’obtient alors, en asso-

ciant à χ l’élément de Xnr(M) qui vaut χ(hα) en hα et 1 en tout mj , j = 2, . . . , d. Il
n’est pas possible de définir un scindage ‘canonique’.

1.3.

Fixons une représentation irréductible cuspidale (σ, E) d’un sous-groupe de Levi semi-
standard M de G. L’orbite inertielle de σ est l’ensemble O = Oσ formé des classes
d’équivalence des représentations σ ⊗ χ avec χ parcourant Xnr(M). On écrira O0 =
Oσ,0 pour le sous-ensemble de O formé des classes d’équivalence des représentations
unitaires. On a sur O (respectivement O0) une structure de variété algébrique complexe
(respectivement analytiques réelle) déduite de sa structure d’espace principal homogène
sous Xnr(M) (respectivement Xnr

0 (M)). Pour tout σ ∈ O, il existe un unique caractère
non ramifié χλ de Xnr(M) avec λ ∈ a∗

M , tel que σ ⊗χ−1
λ soit une représentation unitaire.

On écrira �(σ) := λ, �(σ) = σ ⊗ χ−λ. On notera �M ′(σ) la projection de �(σ) sur a∗
M ′

et �M ′(σ) = σ ⊗ χ−�M′ (σ).
Le symbole EO désignera parfois un espace vectoriel complexe dans lequel se réalisent

les représentations dans O. On notera W (M, O) le sous-groupe de W (M) formé des
éléments w qui vérifient wO = O. Si M ′ est un sous-groupe de Levi qui contient M ,
StabM ′(σ) ou StabM ′(O) désignera le sous-groupe de Xnr(M ′) formé des caractères non
ramifiés χ vérifiant σ ⊗χ � σ (pour un élément σ de O). Si M ′ = M , on omettra parfois
l’indice M .

Une fonction complexe f sur O sera dite polynomiale (respectivement rationnelle), si
la fonction Xnr(M) → C, χ 
→ f(σ ⊗χ) est polynomiale (respectivement rationnelle). De
même, on définira la notion de fonction lisse sur O0.

On notera iGP le foncteur de l’induction parabolique normalisée qui envoie les représen-
tations unitaires sur des représentations unitaires. Désignons par Eχ l’espace E muni de
la représentation σ ⊗ χ. Notons iKP∩KE l’espace des fonctions f : K → E invariantes
à droite par un sous-groupe ouvert de K et vérifiant f(muk) = σ(m)f(k) pour tout
m ∈ M ∩ K, u ∈ U ∩ K et k ∈ K. La restriction à K définit pour tout caractère non
ramifié χ de M un isomorphisme entre iGP Eχ et iKP∩KE. Ainsi toutes les représentations
iGP (σ ⊗ χ) se réalisent dans le même espace iKP∩KE.

Ceci permet de définir la notion un peu subtile d’une application polynomiale ou
rationnelle sur O à valeurs dans iKP∩KE ⊗ iKP ′∩KE∨ (E∨ désignant la contragrédiente
de E), etc. (cf. [W, VI.1]). (Ce sont des applications vérifiant une certaine propriété
d’invariance par rapport à Stab(O).) Si V est un tel espace, on notera P(O, V ) l’espace
des applications polynomiales de O dans V dont l’image est incluse dans un sous-espace
de dimension finie.
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1.4.

Lorsque M est un sous-groupe de Levi semi-standard de G et que σ est une
représentation irréductible lisse d’un sous-groupe de Levi semi-standard de M , on pose
Oσ,M = {σ ⊗ χ | χ ∈ Xnr(M)}. On appelle cet espace l’orbite inertielle de σ sous M

ou relative à M . Une application ψ : Oσ,M → C sera dite polynomiale (respectivement
rationnelle), si l’application Xnr(M) → C, χ 
→ ψ(σ ⊗ χ) est polynomiale (respectivement
rationnelle).

Fixons maintenant M et σ. Un sous-espace affine (radiciel) de Oσ,M sera pour nous un
espace de la forme Oσ′,M ′ avec σ′ ∈ Oσ,M et M ′ un sous-groupe de Levi de G qui con-
tient M . Lorsque M ′ = Mα avec α ∈ Σ(TM ) et que la référence à M parâıt évidente, on
écrira simplement Oσ′,α. (C’est par exemple le cas, si σ′ est une représentation de M .) Un
tel espace sera appelé un hyperplan affine (radiciel) de Oσ,M . On munira Oσ,α implicite-
ment de l’orientation dans O déterminée par α.

On pose �(Oσ′,M ′) = �(σ′) + a∗
M ′ . (C’est l’ensemble des parties réelles des éléments

dans Oσ′,M ′ .) On dira que M ′ est le sous-groupe de Levi associé à A = Oσ′,M ′ ou à
L = �(Oσ′,M ′). On le notera MA ou ML.

Remarquons que, par définition de O, les éléments de �(O) ont tous la même projection
sur aM∗

0 . On appellera cet élément l’origine de �(O) et on le notera r(O). (Si O est formé
de représentations de M , alors r(O) = 0.) C’est l’élément de �(O) qui est le plus proche
de l’origine de a∗

0 pour la structure euclidienne définie sur cet espace.
Pour α ∈ Σ(TM ), c ∈ C, désignons par Hα,c l’hyperplan de a∗

M donné par {λ ∈ a∗
M ′ |

〈λ, α∨〉 = c} et muni de l’orientation donnée par α. Remarquons que l’on a, en posant
c = 〈�(σ′), α∨〉, l’égalité �(Oσ′,α) = Hα,c.

Considérons maintenant un ensemble fini S d’hyperplans affines radiciels de Oσ,M .
On va y associer plusieurs objets: on notera A(S) l’ensemble formé des sous-espaces
affines de O qui sont les composantes connexes des intersections de sous-ensembles finis
ou vides de S. On considérera également l’ensemble H = H(S) formé des parties réelles
des hyperplans dans S. C’est un ensemble fini d’hyperplans affines de l’espace affine
r(O) + a∗

M . On y associe l’ensemble L := L(H) := L(S) dont les éléments sont les sous-
espaces affines de r(O) + a∗

M obtenus en intersectant les éléments d’un sous-ensemble
(fini ou vide) de H.

Lorsque A est un sous-espace affine radiciel de Oσ,M (respectivement L un sous-
espace affine radiciel de r(O) + a∗

M ), on pose SA = {S ∈ S | S ⊇ A} (respectivement
HL = {L ∈ L | H ⊇ L}). On désignera par S(A) (respectivement H(L)) l’ensemble fini
d’hyperplans affines de A (respectivement L) dont les éléments sont les composantes con-
nexes des espaces non vides de la forme S ∩ A avec S ∈ S − SA (respectivement H ∩ L

avec H ∈ H − HL). On pose

AS,reg := A −
⋃

S∈S(A)

S et LS,reg := LH,reg := L −
⋃

H∈H(L)

H.

Quand cela ne prête pas à confusion, on écrira plus simplement Areg et Lreg.
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L’élément de L qui est le plus proche de l’origine r(O) de �(O) (définie ci-dessus) pour
la structure euclidienne induite par celle sur a∗

0 sera noté r(L). Si L est la partie réelle
de A ∈ A(S), alors on pose r(A) := r(L).

Si C est une composante connexe de Lreg, et si H ∈ H(L) est tel que la clôture C̄ de C

ait une intersection non vide avec H, on appelle l’intérieur de H ∩ C̄ une face de C. Cette
face est alors égale à C̄ ∩ HH(H),reg. Deux composantes connexes C1 et C2 de Lreg seront
dites adjacentes, si elles ont une face en commun. Cette face est alors unique. Notons H

l’unique élément de H(L) qui contient cette face commune. De tout point de C1 à tout
point de C2 il existe un chemin qui ne coupe

⋃
H′∈H(L) H ′ qu’en un point régulier de H.

1.5.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et (π, V ) une représenta-
tion lisse de M . On notera EG

P,π l’application linéaire iKP∩KV ⊗ iKP∩KV ∨ → C∞(G) qui
associe à v ⊗ v∨ le coefficient matriciel g 
→ 〈(iGP π)(g)v, v∨〉 de la représentation iGP π. On
omettra l’indice π parfois pour écrire plus simplement EG

P , si cela ne prête pas à des
confusions.

Si O est l’orbite inertielle d’une représentation irréductible cuspidale de M , et si ξ

est une application polynomiale sur O à valeurs dans iKP∩KV ⊗ iKP∩KV ∨, alors, pour
tout g ∈ G, la fonction σ 
→ EG

P,σ(ξ(σ))(g) est polynomiale sur O, i.e. dans P(O, C).
L’assertion analogue vaut pour ξ rationnelle.

Nous considérerons deux classes d’opérateurs d’entrelacement:
Si w est un élément de W , nous désignerons pour toute représentation (π, Eπ) de M

par λ(w) l’isomorphisme iGP Eπ → iGwP wEπ entre les représentations iGP π et iGwP wπ donné
par v 
→ v(w−1

·).
Soit P ′ = MU ′ un autre sous-groupe parabolique semi-standard de Levi semi-standard

M . Soit O l’orbite inertielle d’une représentation irréductible de M . Pour π ∈ O,
notons vπ l’image d’un élément de iKP∩KEO dans l’espace iGP Eπ. On définit l’opérateur
d’entrelacement JP |P ′ dans un cône ouvert de O pour tout v ∈ iKP ′∩KEO, k ∈ K par
l’intégrale convergente

(JP |P ′(π)v)(k) =
∫

U∩U ′\U ′
vπ(u′k) du′.

Par prolongement analytique, on en déduit un opérateur rationnel sur O à valeurs dans
HomC(iKP ′∩KEO, iKP∩KE∨

O) qui définit en tout point régulier π de O un homomorphisme
équivariant entre les représentations iGP π et iGP ′π (cf. [W, ch. IV.1]). Lorsque O est l’orbite
inertielle d’une représentation irréductible tempérée, l’intégrale converge pour tout π avec
�(π) >P ′ 0 (cf. [W, ch. IV.2]).

En particulier, la fonction O → C, π 
→ EG
P,π(JP |P ′(π)ξ(π))(g) est rationnelle pour

tout ξ ∈ P(O, iKP ′∩KEO ⊗ iKP∩KE∨
O) et tout g ∈ G.

Pour O l’orbite inertielle (respectivement inertielle unitaire) d’une représentation
irréductible cuspidale (respectivement de carré intégrable) d’un sous-groupe de Levi semi-
standard de G et P , P ′ deux sous-groupes paraboliques semi-standard de facteur de Levi
M , on notera µP |P ′ la fonction rationnelle sur O telle que µP |P ′(π)JP |P ′(π)JP ′|P (π) soit
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Décomposition spectrale d’un groupe p-adique 337

l’endomorphisme identité pour tout point régulier π de O. Si P = P̄ , on écrira µ = µP |P̄ .
(Cette fonction ne dépend en effet pas du choix de P (cf. [W, ch. IV]).) La fonction µ

est invariante pour l’action par W (cf. [W, V.2.1]).

1.6.

Pour tout r ∈ a∗
M ′ et tout sous-groupe de Levi semi-standard M ′ ⊇ M , posons

Oσ,M ′,r = {σ′ ∈ Oσ,M ′ | �M ′(σ′) = r}.

Munissons Xnr
0 (TM ′) d’une mesure de Haar de masse totale 1, Xnr

0 (M ′) d’une mesure pour
laquelle la restriction Xnr

0 (M ′) → Xnr
0 (TM ′) conserve localement les mesures et Oσ,M ′,0

d’une mesure telle que l’applicaton Xnr
0 (M ′) → Oσ,M ′,0, χ 
→ σ ⊗ χ, conserve localement

les mesures. Si ψ est une fonction rationnelle sur Oσ,M ′ qui est régulière sur Oσ,M ′,r, on
notera ∫

Oσ,M′,r

ψ(σ′) d�M ′(σ′) l’intégrale
∫

Oσ,M′,0

ψ(σ′ ⊗ χr) dσ′.

On écrira également∫
�(σ′)=r0

ψ(σ′) dA�(σ′) avec A = Oσ,M ′ et r0 = r(A) + r.

2. Formule de Plancherel et théorème de Paley–Wiener

2.1.

On notera Θ l’ensemble des couples (P,O) formés d’un sous-groupe parabolique semi-
standard P = MU et de l’orbite inertielle O d’une représentation irréductible cuspidale
de M . Si f est un élément de l’espace C∞

c (G) des fonctions lisses à support compact sur
G, sa transformée de Fourier par rapport à (P,O) ∈ Θ, σ ∈ O, notée f̂(P, σ), est un
élément de EndC(iKP∩KEO) défini par

f̂(P, σ)v := (iGP σ)(f)v =
∫

G

f(g)(iGP σ(g)v) dg.

On obtient ainsi une application polynomiale

f̂(P,O) : O → iKP∩KEO ⊗ iKP∩KE∨
O, σ 
→ f̂(P, σ),

où on a identifié iKP∩KEO ⊗ iKP∩KE∨
O à un sous-espace de EndC(iKP∩KEO).

2.2.

Fixons un élément (P,O) de Θ. On a prouvé dans [H1, Proposition 2.1], que, si ξ

est une application polynomiale sur O à valeurs dans un sous-espace de dimension finie
de iK

P̄∩K
EO ⊗ iKP∩KE∨

O, alors la fonction fξ : G → C définie avec deg(σ) égal au degré
formel de σ par

fξ(g) := γ(G/M)
∫

�(σ)=r�P 0
deg(σ)EG

P,σ((J−1
P̄ |P (σ) ⊗ 1)ξ(σ))(g−1) dO�(σ)
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est lisse à support compact. (Ici la notation r 
P 0 signifie que r est très positif dans la
chambre de Weyl de P dans a∗

M .)
Si (P ′,O′) ∈ Θ et si aucun élément de O n’est conjugué à un élément de O′, alors

f̂ξ(P ′,O′) = 0 (cf. [H1, Proposition 2.4.1]). Pour σ ∈ O, on a l’identité de fonctions
rationnelles (cf. [H1, Proposition 2.3])

f̂ξ(P, σ) =
∑

w∈W (M,O)

(JP |wP (σ)λ(w) ⊗ JP |wP (σ∨)λ(w))ξ(w−1σ).

2.3.

L’espace de Paley–Wiener PW (G) est par définition l’image de C∞
c (G) par transfor-

mation de Fourier. Plus précisément, un élément ϕ = (ϕP,O)(P,O) de⊕
(P,O)∈Θ

P(O, iKP∩KEO ⊗ iKP∩KE∨
O)

est dans PW (G), si et seulement s’il existe f ∈ C∞
c (G), tel que ϕP,O = f̂(P,O) pour

tout (P,O) ∈ Θ.
Il est prouvé dans [H1] (cf. Théorème 0.1) que ϕ = (ϕP,O)(P,O) est dans PW (G), si

et seulement si

(i) pour tout (P,O) ∈ Θ et tout w ∈ WG, on a λ(w)ϕP,O = ϕwP,wOλ(w); et si

(ii) pour tout (P,O), (P ′,O′) ∈ Θ, on a l’identité de fonctions rationnelles

JP ′|P (σ)ϕP,O(σ) = ϕP ′,O(σ)JP ′|P (σ).

La preuve de ce théorème utilise les résultats rappelés au numéro précédent ainsi que
le fait (cf. [H1, Lemme 0.2]) que, si la famille ϕ = (ϕP,O)(P,O) vérifie les propriétés (i)
et (ii), il existe une application polynomiale ξϕP,O : O → iK

P̄∩K
EO ⊗ iKP∩KEO∨ telle que

ϕP,O(σ) =
∑

w∈W (M,O)

(JP |wP (σ)λ(w) ⊗ JP |wP (σ∨)λ(w))ξϕP,O (w−1σ).

L’élément de C∞
c (G) qui correspond à ϕ est déterminé de façon unique (cf. [H1, Corol-

laire 3.1.2]). On le notera fϕ.

2.4.

Fixons maintenant ϕ = (ϕP,O)(P,O) ∈ PW (G) et (P,O) ∈ Θ. Soit σ ∈ O et soit
P ′ = M ′U ′ un sous-groupe parabolique semi-standard de G contenant P . Soit (π, V )
une représentation de M ′ qui est un sous-quotient de iM

′

P∩M ′σ. Alors, comme ϕP,O(σ)
laisse—comme transformée de Fourier d’un élément de C∞

c (G)—invariants les sous-
espaces G-équivariants de iGP E, cet endomorphisme définit par passage au quotient un
endomorphisme iGP ′V → iGP ′V . Notant Oπ,M ′ l’orbite de π sous M ′, ϕP,O induit ainsi
une application polynomiale Oπ,M ′ → iKP ′∩KV ⊗ iKP ′∩KV ∨ que l’on notera ϕP ′,Oπ,M′ . On
désignera sa valeur en π′ ∈ Oπ,M ′ parfois par ϕ(P ′, π′). Elle est égale à l’endomorphisme
(iGP ′π′)(fϕ).
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2.5.

Notons Θ2 l’ensemble des couples (P,O0) formé d’un sous-groupe parabolique semi-
standard P = MU et de l’orbite inertielle unitaire O0 d’une représentation irréductible
de carré intégrable de M . Si (P,O) ∈ Θ, on note Θ2(O) le sous-ensemble de Θ2 formé
des couples (P ′ = M ′U ′,O′

0) ∈ Θ2 tels que M ′ ⊇ M et que le support cuspidal de tout
élément de O′

0 soit donné par la classe de WM ′
-conjugaison d’un élément de O.

Soit maintenant ϕ un élément de PW (G) tel que ϕP ′,O′ = 0 sauf si O′ est con-
jugué à O. Appelons deux couples (P ′ = M ′U ′,O′

0) et (P ′′ = M ′′U ′′,O′′
0 ) de Θ2(O)

associés, s’il existe w ∈ W tel que wM ′ = M ′′ et wO′
0 = O′′

0 . Rappelons que W (M, O)
désigne l’ensemble des w ∈ W (M) tels que wO = O. Avec γ(G/M) une constante
(définie dans [W, I.1]), la formule de Plancherel de Harish-Chandra donne alors (cf. [W,
Théorème VIII.1.1])

fϕ(g) =
∑

(P ′=M ′U ′,O′
0)∈Θ2(O)/ass

γ(G/M ′)|W (M ′,O′
0)|−1

×
∫

O′
0

deg(π′)EG
P ′,π′(ϕ(P ′, π′))(g−1)µ(π′) dπ′. (2.5.1)

La somme des termes indexé par des couples (P ′,O′
0) avec P ′ �= G sera appelée la partie

continue de la formule de Plancherel. La somme des autres termes sera la partie discrète.

3. Théorème des résidus

3.1.

Fixons un sous-groupe de Levi semi-standard M de G. Soit O l’orbite inertielle sous M

d’une représentation irréductible cuspidale d’un sous-groupe de Levi semi-standard de M .
Fixons par ailleurs un ensemble fini S d’hyperplans affines radiciels de O. On considérera
dans la suite de ce paragraphe l’espace O muni de cet ensemble d’hyperplans.

On note R(O,S) l’ensemble des fonctions rationnelles ψ sur O qui sont régulières sur
Oreg := O−

⋃
S∈SS. Posons A = A(S), H = H(S) et L = L(S) (cf. 1.4 pour la définition

de ceci).

3.2.

Pour donner des équations pour les hyperplans affines radiciels, explicitons des éléments
particuliers de M .

Lemme. Soit α ∈ Σred(P ). Il existe une puissance h̃α de hα par un entier > 0 tel que
χ ∈ Xnr(M) vérifie χ(h̃α) = 1 si et seulement si χ ∈ StabM (O)Xnr(Mα).

Preuve. Soit m > 0 minimal tel que χ(hm
α ) = 1 pour tout χ ∈ StabM (O). Montrons

que h̃α := hm
α vérifie les propriétés de l’énoncé. Comme hα ∈ M1

α, on a évidemment
χ′(hα) = 1 pour tout χ′ ∈ Xnr(Mα), d’où l’une des deux implications. Soit χ ∈ Xnr(M)
avec χ(hm

α ) = 1. Ceci implique que χ(hα) est une racine mème de l’unité. Par minimalité
de m, il existe χ1 dans StabM (O) avec χ1(hα) = χ(hα). Il en suit que (χχ−1

1 )(hα) = 1.
Il en résulte alors par choix de hα et 1.2 que χχ−1

1 ∈ Xnr(Mα). �
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On écrira α̃ pour le multiple de α par un réel > 0 tel que 〈HM (h̃α), α̃〉 = 1.

Corollaire. Soit σ ∈ O. Alors, pour que χ ∈ Xnr(M) vérifie σ ⊗ χ ∈ Oσ,α, il faut et il
suffit que χ(h̃α) = 1.

Preuve. On a σ ⊗ χ ∈ Oσ,α, si et seulement s’il existe χ′ ∈ Xnr(Mα) tel que σ ⊗ χ �
σ ⊗ χ′. Ceci équivaut à χχ′−1 ∈ Stab(σ), d’où χ ∈ Stab(σ)Xnr(Mα), ce qui équivaut à
χ(h̃α) = 1 par le lemme. �

3.3.

Lemme. Soient A′ et A′′ deux sous-espaces affines de O, A′′ �⊆ A′. Alors il existe
une fonction polynomiale sur O qui est identiquement nulle sur A′ et qui n’est pas
identiquement nulle sur A′′.

Preuve. Notons M ′ et M ′′ les sous-groupes de Levi semi-standard de G associés à A′

et A′′ respectivement (cf. 1.4). Si M ′ �⊆ M ′′, il existe α ∈ Σred(TM ) avec Mα ⊆ M ′ et
Mα �⊆ M ′′. On en déduit l’existence d’un hyperplan Oσ,α avec A′ ⊆ Oσ,α et A′′ �⊆ Oσ,α.
On peut alors prendre le polynôme décrivant Oσ,α explicité dans 3.2.

Si M ′ ⊆ M ′′, on se ramène à M ′ = M ′′, en remplacant A′′ par un sous-espace affine de
O plus grand qui n’est pas contenu dans A′. Les arguments dans l’exemple 2 dans [MW1,
V.1.2] se généralisent alors et donnent un polynôme adéquat sur O. �

3.4.

Pour σ ∈ O, m ∈ M , posons pσ,m : O → C, σ ⊗χ 
→ (χ(m)−1), lorsque cette fonction
est bien définie. Si m = h̃α avec α ∈ Σ(TM ), on écrira pσ,α ou encore pOσ,α . Il résulte
de 3.2 que Oσ,α est l’ensemble des éléments de O en lesquels pσ,α s’annule.

Pour H = Hα,c un hyperplan affine radiciel de a∗
M et λ ∈ a∗

M , on pose pH(λ) =
pα,c(λ) = 〈α∨, λ〉.

Si ψ ∈ R(O,S), alors il existe pour tout S = Oσ,α ∈ S un unique entier d = dσ,α(ψ) =
dS(ψ), tel que σ′ 
→ pσ,α(σ′)dψ(σ′) soit régulière et non identiquement nulle sur (Oσ,α)reg.
Si dσ,α(ψ) � 1, on parlera d’un pôle d’ordre dσ,α(ψ). Si dσ,α(ψ) � −1, on parlera d’un
zéro d’ordre −dσ,α(ψ).

Si S contient tous les hyperplans singuliers de ψ et de 1/ψ, on appelle, pour σ ∈ O,
dσ(ψ) :=

∑
S∈S, σ∈S dS(ψ) l’ordre de ψ en σ. Si d = dσ(ψ) > 0, on parle d’un pôle d’ordre

d, et, si d < 0, d’un zéro d’ordre −d.

Définition. Pour σ′ ∈ (Oσ,α)reg, on pose (ResOσ,α ψ)(σ′) = Resz=0 ψ(σ′ ⊗ χzα̃) (en se
rappelant que Oσ,α est muni d’une orientation donnée par α). La fonction ResOσ,α ψ est
donc définie sur un ouvert Zariski dense de Oσ,α.

3.5.

Pour σ′ ∈ O et ψ ∈ R(O,S), notons ψσ′ la fonction méromorphe sur a∗
M,C, donnée

par λ 
→ ψσ′(λ) := ψ(σ′ ⊗ χλ). Notons Dα̃ la dérivée en direction de α̃.
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Lemme. Supposons que ψ ait un pôle d’ordre d � 1 sur Oσ,α. Alors, pour tout
σ′ ∈ (Oσ,α)reg, on a

(ResOσ,α
ψ)(σ′) =

1
(d − 1)!

(Dd−1
α̃ (〈λ, HM (h̃α)〉dψσ′(λ)))|λ=0.

En particulier, la fonction ResOσ,α
ψ est rationnelle.

Preuve. Par définition,

(ResOσ,α ψ)(σ′) = (Resz=0 ψ)(σ′ ⊗ χzα̃).

Comme χzα̃(h̃α) − 1 = q−z − 1 admet un zéro d’ordre 1 en z = 0, on trouve

(Resz=0 ψ)(σ′ ⊗ χzα̃) =
1

(d − 1)!

(
d
dz

)d−1

(〈zα̃, HM (h̃α)〉dψσ′(zα̃))|z=0.

Ceci est bien égal à l’expression dans l’énoncé. �

3.6.

Soient C1 et C2 deux composantes connexes adjacentes de �(O)reg. Notons Hα,c

l’hyperplan affine qui les sépare (cf. 1.4) muni de l’orientation donnée par α. On dira
que Ci est négatif (respectivement positif ) pour (l’orientation de) Hα,c, si les éléments
de Ci vérifient 〈α∨, λ〉 < c (respectivement 〈α∨, λ〉 > c).

Proposition. Soit ψ dans R(O,S). Soient C1 et C2 deux composantes connexes adja-
centes dans �(O)reg séparées par Hα,c et supposons C1 négatif et C2 positif pour Hα,c.
Pour r1 ∈ C1, r2 ∈ C2 et r12 dans la face commune de C1 et C2, on a alors, modulo une
constante κ > 0 qui ne dépend pas de ψ,∫

�(σ)=r2

ψ(σ) dO�(σ) −
∫

�(σ)=r1

ψ(σ) dO�(σ) = κ
∑
S

∫
�(σ)=r12

(ResS ψ)(σ) dS�(σ),

la somme portant sur les hyperplans S ∈ S de partie réelle Hα,c.

Preuve. Posons M ′ = Mα. Comme les intégrales ne dépendent pas du choix de rj ∈ Cj ,
on peut supposer que r2 − r1 soit un multiple de α̃ par un réel > 0 et que r12 soit sur la
droite reliant r1 et r2. Fixons σ0 ∈ O tel que la projection de �(σ0) sur a∗

M soit 0. Posons
rj,α = 〈HM (h̃α), rj〉. Par choix de r1, r2 et r12, ils ont la même projection sur a∗

M ′ que
l’on note r′. On obtient alors, avec κ une constante positive qui dépend uniquement du
choix des mesures que∫

�(σ)=r2

ψ(σ) dO�(σ) −
∫

�(σ)=r1

ψ(σ) dO�(σ)

= κ

(
log q

2π

∫ 2π/ log q

0

∫
Oσ0,M′,r′

ψ(σ ⊗ χ(r2,α+it)α̃) d�M ′(σ) dt

− log q

2π

∫ 2π/ log q

0

∫
Oσ0,M′,r′

ψ(σ ⊗ χ(r1,α+it)α̃) d�M ′(σ) dt

)

(cf. 1.6 pour la définition de Oσ0,M ′,r′ et celle de l’intégrale intérieure).
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Γr1 + i(θ + 2π / log q) r2 + i(θ + 2π / log q)

r1 + iθ r2 + iθ

r1,2 + iθ

Figure 1.

Choisissons θ tel que, pour tout σ ∈ Oσ0,M ′,r′ , σ ⊗ χ(iθ+r12)α̃ ne soit sur aucun hyper-
plan singulier de partie réelle Hα,c. La différence des intégrales est alors égale à

log q

2π

∫ θ+2π/ log q

θ+0

∫
Oσ0,M′,r′

ψ(σ ⊗ χ(r2,α+it)α̃) d�M ′(σ) dt

− log q

2π

∫ θ+2π/ log q

θ+0

∫
Oσ0,M′,r′

ψ(σ ⊗ χ(r1,α+it)α̃) d�M ′(σ) dt

Posons

f(z) =
∫

Oσ0,M′,r′

ψ(σ ⊗ χzα̃) d�M ′(σ)

pour tout z ∈ C pour lequel cette expression fait un sense. Ceci définit une fonction
méromorphe sur C. Comme f(r + iθ) = f(r + i(θ + 2π/ log q)) pour r1,α � r � r2,α,
l’expression ci-dessus est égale à l’intégrale de (1/i)f(z) le long du contour Γ ci-dessus,
le facteur 1/i venant du fait que l’on intègre ci-dessus le long du chemin t 
→ it.

Pour tout S ∈ S de partie réelle Hα,c, il existe un unique nombre complexe cS de
partie imaginaire dans ]θ, θ + 2π[, tel que S soit l’orbite de σ0 ⊗ χcSα̃ sous M ′. Suite à
nos hypothèses, �(cS) = r12,α.

L’expression ci-dessus devient alors

1
2πi

∫
Γ

(∫
Oσ0,M′,r′

ψ(σ ⊗ χzα̃) d�M ′(σ)
)

dz

=
1

2πi

∫
Oσ0,M′,r′

(∫
Γ

ψ(σ ⊗ χzα̃) dz

)
d�M ′(σ)

=
1

2πi

∫
Oσ0,M′,r′

2πi
∑
S

(Resz=cS
ψ)(σ ⊗ χzα̃) d�M ′(σ).

Pour trouver l’expression de l’énoncé, il reste à remarquer que

(Resz=cS
ψ)(σ′ ⊗ χzα̃) = (Resz=0 ψ)(σ′ ⊗ χ(z+cS)α̃) = (ResS ψ)(σ′).

�
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3.7.

Soit A ∈ A(S) et soit D = (S0, . . . , Sh) un ensemble ordonné d’éléments de A(S) avec
S0 = O, Si hyperplan affine radiciel de Si−1 pour i = 1, . . . , h et Sh = A, où on suppose
par ailleurs implicitement que Si soit muni d’une orientation en tant qu’hyperplan affine
de Si−1. On pose ResD(ψ) = ResSh

(ResSh−1(. . .ResS1 ψ)). L’opérateur ResD sera appelé
un opérateur résidu en A sur O relatif à S. Une donnée de résidu en A sur O relative à
S, notée ResA, sera alors une combinaison linéaire à coefficients réels d’opérateurs résidus
en A.

Remarque. A l’aide d’une récurrence, on déduit facilement de la définition d’un
opérateur résidu et du Lemme 3.5 que tout opérateur résidu en A définit une appli-
cation linéaire R(O,S) dans R(A,S(A)). Il en est alors de même d’une donnée de résidu
en A.

Pour d
¯

∈ NS , notons R(O,S, d
¯
) le sous-espace de R(O,S) formé des applications

rationnelles ψ telles que dS(ψ) � dS pour tout S ∈ S (cf. 3.4 pour la définition de
dS(ψ)).

Proposition. Soit A ∈ A(S) et soit ResA une donnée de résidu en A sur O relative à
S. Soit d

¯
∈ NS et soit M ′ = MA le sous-groupe de Levi associé à A. Alors il existe un

opérateur différentiel holomorphe D = Dλ sur aM ′

M,C à coefficients réels constants, tel que
pour tout ψ ∈ R(O,S, d

¯
) et tout σ ∈ Areg, on ait

(ResA ψ)(σ) = Dλ

(( ∏
S∈SA

pdS

�(S)(λ)
)

ψσ(λ)
)
|λ=0

(avec ψσ définie en 3.5).

Preuve. Il suffit de considérer le cas où ResA est un opérateur résidu en A. Il existe
donc un ensemble ordonné D = (S0, . . . , Sh) de sous-espaces affines dans O avec S0 = O,
Si hyperplan de Si−1 pour i = 1, . . . , h et Sh = A, tel que ResA = ResD. On va effectuer
une récurrence sur h. Si h = 0, il n’y a rien à montrer. Sinon, posons A′ = Sh−1

et D′ = (S0, . . . , Sh−1). On a donc ResA = ResSh
◦ ResD′ . Posons M ′ = MA′ . Soit α la

racine positive dans Σ(TM ′) telle que M ′
α soit le sous-groupe de Levi associé à A et qui

reflète l’orientation de A en tant qu’hyperplan de A′. Par hypothèse de récurrence, il
existe un opérateur différentiel holomorphe à coefficients réels constants D′ sur aM ′∗

M,C, tel
que, pour tout ψ ∈ R(O,S, d

¯
), on ait

(ResA′ ψ)(σ ⊗ χzα̃) = D′
(( ∏

S∈SA′

pdS

�(S)(λ)
)

ψσ(λ + zα̃)
)
|λ=0

pour σ ∈ Areg et z ∈ C tel que σ ⊗ χzα̃ ∈ A′
reg. Posons p(λ) =

∏
S∈SA−SA′ pdS

�(S)(λ) pour
λ ∈ a∗

M,C.
Par la règle de Leibniz, il existe des polynômes Qj à coefficients réels sur a∗

M et des
opérateurs différentiels Dj sur aM ′∗

M holomorphes à coefficients réels constants, tels que
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l’on ait pour z �= 0, mais près de 0, et toute fonction f méromorphe sur aM ′∗
M et holo-

morphe en 0, avec m un certain entier � 0,

D′(p(λ + zα̃)−1f(λ))|λ=0 = p(zα̃)−m
∑

j

Qj(zα̃)(Djf(λ))|λ=0.

On en déduit que

(ResA′ ψ)(σ ⊗ χzα̃) = p(zα̃)−m
∑

j

Qj(zα̃)Dj

(( ∏
S∈SA

pdS

�(S)(λ + zα̃)
)

ψσ(λ + zα̃)
)
|λ=0

.

On observe alors qu’il existe un entier m′ et une constante c ∈ R tels que p(zα̃) = czm′
,

et on trouve, puisque les fonctions de la forme Dj(·)|λ=0 dans l’expression ci-dessus sont
régulières en z = 0,

ResSh
(ResA′ ψ)(σ)

= Resz=0(ResA′ ψ)(σ ⊗ χzα̃)

=
1

(mm′ − 1)!

×
[(

d
dz

)mm′−1

c−m
∑

j

Qj(zα̃)Dj

(( ∏
S∈SA

pdS

�(S)(λ + zα̃)
)

ψσ(λ + zα̃)
)
|λ=0

]
|z=0

.

En appliquant de nouveau la règle de Leibniz, on obtient une expression du type voulu,
en se rappelant que les polynômes Qj sont à coefficients réels. �

3.8.

Les résultats techniques de ce numéro seront utiles avec ceux de 3.7 pour établir des
propriétés d’unicité des données de résidu.

Par ce qui a été expliqué en 1.2, on peut introduire des variables z1, . . . , zn sur Xnr(M)
déployant la suite exacte 1 → Xnr(M ′) → Xnr(M) → X(M ∩M ′1/M1) → 1, ainsi qu’une
base de aM ′∗

M,C formé d’éléments de aM ′∗
M , telles que

(i) les fonctions polynomiales sur Xnr(M) sont les polynômes de Laurent en z1, . . . , zn,
les fonctions polynomiales sur X(M ∩ M ′1/M1) correspondant aux variables
z1, . . . , zm pour un certain entier m, 0 � m � n;

(ii) pour tout vecteur k
¯

= (k1, . . . , km) formé d’entiers rationnels, les fonctions sur
aM ′∗

M,C qui sont les composées de monômes de Laurent sur X(M ′1 ∩ M/M1) de
degrés partiels donnés par le vecteur k

¯
avec l’application λ 
→ χλ, sont des produits

d’expressions de la forme qkjλj par une constante, les λj désignant les coordonnées
de λ.

La notion de degré et de monôme utilisée dans le reste de cette section sera celle
déterminée par le choix de base et de variables ci-dessus.
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Lemme. Soit D un opérateur différentiel holomorphe sur aM ′∗
M,C à coefficients constants

donné par un monôme unitaire non nul. Soit σ ∈ O. Il existe une fonction polynomi-
ale ψ sur O telle que (Dλψσ(λ))|λ=0 �= 0, mais (D′

λψσ(λ))|λ=0 = 0 pour tout opérateur
différentiel holomorphe à coefficients constants �= D venant d’un monôme unitaire de
degré total inférieur ou égal à celui de D.

Preuve. Soit ψ une fonction polynomiale sur O, invariante pour l’action par Xnr(M ′).
Il existe des fonctions pk

¯
sur aM ′∗

M,C qui sont les composées de monômes de Laurent sur
X(M ′1 ∩ M/M1) de degrés partiels donnés par le vecteur k

¯
avec l’application λ 
→ χλ,

tels que, pour tout λ ∈ aM ′∗
M , on ait ψ(σ ⊗ χλ) =

∑
k
¯
pk
¯
(λ). Par nos choix, si λ1, . . . , λm et

k1, . . . , km sont les coordonnées de λ et k
¯

respectivement, pk
¯

est un produit d’expressions
de la forme qkjλj par une constante.

A tout opérateur différentiel holomorphe à coefficients constants D correspond donc
un polynôme QD sur Rdim(aM′∗

M ), tel que (Dλψ(σ ⊗ χλ))|λ=0 =
∑

k
¯
QD(log qk

¯
)pk

¯
(0).

L’application D → QD est linéaire, et, si D vient d’un monôme, QD est un monôme du
même degré.

Tout revient donc à choisir une famille (ak
¯
) de nombres complexes dont presque tous—

sauf un nombre fini—sont nuls, telle que (ak
¯
) soit orthogonale à (QD′(log qk

¯
)) pour tout

D′ �= D de degré total inférieur ou égal à celui de D, et non orthogonal à (QD(log qk
¯
)).

Or, ceci est toujours possible, puisque des monômes de degrés partiels distincts sont
linéairement indépendants. �

Proposition. Soit D un opérateur différentiel holomorphe sur aM ′∗
M,C à coefficients con-

stants. Soit σ ∈ O, soit p un polynôme sur O qui n’est pas identiquement nul sur
A := Oσ,M ′ , et soit p̃ une fonction méromorphe sur aM ′∗

M,C qui est régulière et non nulle
dans l’origine de aM ′∗

M,C. Supposons∫
�(σ′)=�(σ)

Dλ(p̃(λ)pσ′(λ)ψσ′(λ))|λ=0 dA�(σ′) = 0

pour toute fonction polynômiale ψ sur O.
Alors D = 0.

Montrons d’abord le lemme suivant.

Lemme. Sous les hypothèses de la proposition, on a Dλ(p̃(λ)pσ′(λ)ψσ′(λ))|λ=0 = 0 pour
tout σ′ ∈ O avec �(σ′) = �(σ).

Preuve. On peut écrire

pσ′(λ)ψσ′(λ) =
∑

k
¯

mk
¯
(σ′)ψk

¯
(λ),

où mk
¯
(σ′) est un polynôme sur Oσ,M ′ dont les degrés partiels par rapport aux variables

de Xnr(M ′) sont donnés par le vecteur k
¯
, et où ψk

¯
est une fonction sur aM ′∗

M,C qui est
le composé d’un polynôme sur X(M ∩ M ′1/M1) avec l’application λ 
→ χλ. Il suffit de
prouver que Dλ(p̃(λ)ψk

¯
(λ))|λ=0 = 0 pour tout k

¯
avec mk

¯
�≡ 0.
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Or, par linéarité de Dλ, on trouve sous les hypothèses de la proposition par le théorème
de Cauchy avec κ une constante non nulle et 0

¯
le vecteur dont toutes les coordonnées

sont nulles,

0 =
∫

�(σ′)=�(σ)
Dλ(p̃(λ)pσ′(λ)ψσ′(λ))|λ=0 dOσ,M′ �(σ′) = κm0

¯
Dλ(p̃(λ)ψ0

¯
(λ))|λ=0.

Comme m0
¯

est constant, m0
¯

�≡ 0 implique (Dλ(p̃(λ)ψ0
¯
(λ)))|λ=0 = 0. Le résultat pour les

autres k
¯

se prouvent par le même argument, en remplacant la fonction ψ par m−1
k
¯

ψ pour
tout k

¯
tel que mk

¯
�≡ 0. �

Démonstration de la proposition. Supposons par absurde D �= 0. Notons Dk
¯

un
monôme non nul de degré total maximal dans D. Par hypothèse, il existe σ′ ∈ Oσ,M ′

tel que pσ′(0) �= 0. Choisissons ψ satisfaisant aux conclusions du premier lemme
relatif à Dk

¯
et σ′. Alors (Dk

¯
ψσ′(λ))|λ=0p̃(0)pσ′(0) �= 0, et, par les règles de Leibniz,

Dλ(p̃(λ)pσ′(λ)ψσ′(λ))|λ=0 = p̃(0)pσ′(0)(Dk
¯
ψσ′(λ))|λ=0 �= 0. Ceci contredit les conclu-

sions du deuxième lemme, d’où une contradiction, l’espace des fonctions holomorphes
sur aM ′∗

M,C étant invariant par translations. �

3.9.

Proposition. Soient Res(1)A et Res(2)A deux données de résidus en A telles que Res(1)A ψ =
Res(2)A ψ pour tout ψ ∈ R(O,SA). Alors Res(1)A = Res(2)A .

Preuve. Soit d
¯

∈ NS . Posons M ′ = MA et notons D(1) (respectivement D(2)) un
opérateur différentiel holomorphe à coefficients constants qui vérifie les conclusions de la
Proposition 3.7 par rapport à Res(1)A (respectivement Res(2)A ) et d

¯
. Il suffit de prouver que

D := D(1) − D(2) = 0.
Soit σ ∈ Areg. Par hypothèse, on a, avec p̃(λ) =

∏
S∈SA

(pdS

�(S)(λ)p−dS

S (σ ⊗ χλ))
(cf. 3.4), Dλ(p̃(λ)ψ(σ ⊗ χλ))|λ=0 = 0 pour tout ψ ∈ P(O, C). Par les arguments de
la preuve de la Proposition 3.8, ceci implique D = 0. �

3.10.

Supposons S stable par passage à la partie imaginaire, i.e. que Oσ,α ∈ S implique
O�M (σ),α ∈ S (chaque élément de H = H(S) est alors le translaté d’un hyperplan affine
de �(O) passant par l’origine r(O) de �(O) et appartenant à H).

Avant d’énoncer le théorème des résidus, nous allons choisir selon le procédé suivant,
pour tout L ∈ L = L(S), un ensemble de points de Lreg qui est contenu dans la réunion
des composantes connexes de Lreg dont la clôture contient l’origine r(L) de L: Remar-
quons d’abord que, l’ensemble L étant fini, il existe ε > 0 tel que pour tout L ∈ L la
boule B(r(L), ε) dans r(O) + a∗

M de centre r(L) et de rayon ε n’ait une intersection non
vide avec un hyperplan affine H ∈ H que si celui-ci contient r(L).

Fixons maintenant L ∈ L et notons ML le sous-groupe de Levi semi-standard qui lui est
associé. Par nos hypothèses, r(O) + a∗

ML
∈ L. Désignons par H0(r(O) + a∗

ML
) l’ensemble
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formé des H ∈ H(r(O) + a∗
ML

) avec H passant par r(O). Notons PS(ML) l’ensemble des
composantes connexes de

a∗
ML,0 := a∗

ML
−

⋃
H∈H0(r(O)+a∗

ML
)

(−r(O) + H).

Par choix de ε, la translation de vecteur r(L) dans a∗
0 envoie B(0, ε) ∩ a∗

ML,0 dans
B(r(L), ε) ∩ Lreg. Choisissons pour tout Q ∈ PS(ML) un élément εQ ∈ Q∩B(0, ε). Alors
les points r(L) + εQ, Q ∈ PS(ML), se trouvent dans des composantes connexes de Lreg

dont la clôture contient r(L).

Théorème. Soit C une composante connexe de �(O)reg. Il existe pour tout A ∈ A(S)
une donnée de résidu ResA = ResC

A qui ne dépend que du choix de C, telle que, pour
toute fonction ψ dans R(O,S) et tout r ∈ C, on ait

∫
�(σ)=r

ψ(σ) dO�(σ) =
∑
L∈L

∑
Q∈PS(ML)

|PS(ML)|−1

×
∑

A∈A(S), �(A)=L

∫
�(σ)=r(L)+εQ

(ResC
A ψ)(σ) dA�(σ).

Par ailleurs, ResO = id et, pour S ∈ S, ResC
S est un multiple de ResS par un réel (qui

peut être nul).

Remarque. On aurait évidemment pu prendre ci-dessus tout de suite la somme sur tous
les éléments A de A(S) (ce que l’on fera plus tard), mais à ce stade il nous a semblé plus
utile d’ordonner les éléments de A(S) par leur partie réelle.

Preuve. La preuve va suivre les lignes de celle du Théorème 1.13 dans [BS], en util-
isant les résultats préliminaires établis dans les numéros précédents. Rappelons que
l’article [BS] utilise une nouvelle approche inspirée de [HO1] et cite [A,MW1,L], la
preuve de l’unicité des données de résidus étant plus indirecte dans le travail de Langlands
(cf. [MW1, V.2.2 Remarques (2) et V.3.13 Remarques (ii)]).

Pour montrer l’existence, on va effectuer une récurrence sur la dimension m de a∗
M .

Si m = 0, il n’y a rien à montrer. Soit m > 0 et supposons l’existence établie lorsque
dim(a∗

M ) < m. On peut écrire∫
�(σ)=r

ψ(σ) dO(σ)

=
∑

Q∈PS(MO)

|PS(MO)|−1
∫

�(σ)=r(O)+εQ

(ResO ψ)(σ) dO�(σ)

+
∑

Q∈PS(MO)

|PS(MO)|−1
(∫

�(σ)=r

ψ(σ) dO�(σ) −
∫

�(σ)=r(O)+εQ

ψ(σ) dO�(σ)
)

.
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La première partie est identique à la somme des termes de l’énoncé correspondant à
L = �(O). Les termes entre parenthèses (·) se décomposent en somme de termes de la
forme ∫

�(σ)=r2

ψ(σ) dO�(σ) −
∫

�(σ)=r1

ψ(σ) dO�(σ)

avec r1 et r2 dans des composantes connexes adjacentes C1 et C2 de �(O)reg.
Notons Hα,c l’hyperplan de �(O) qui sépare C1 et C2. On applique la Proposition 3.6

à la différence de ces intégrales et on obtient que celle-ci est modulo une constante réelle
égale à ∑

S

∫
�(σ)=r12

(ResS ψ)(σ) dS�(σ),

la somme portant sur les hyperplans S ∈ S de partie réelle Hα,c. Fixons un tel hyperplan
S. Le sous-groupe de Levi associé à Hα,c étant Mα, l’hypothèse de récurrence s’applique
à l’intégrale

∫
�(σ)=r12

(ResS ψ)(σ) dS�(σ), et on obtient

∫
�(σ)=r

ψ(σ) dO(σ)

=
∑
L∈L

∑
Q∈PS(L)

∑
A∈A(S), �(A)=L

c(A)
∫

�(σ)=r(L)+εQ

(ResA ψ)(σ) dA�(σ),

où c(A) désigne une constante réelle qui peut éventuellement être nulle. Mais peu importe,
en multipliant ResA par une constante convenable qui peut être nulle, on obtient une
expression du type voulu.

Prouvons maintenant l’unicité. Il suffit de montrer que, si une famille (ResA)A∈A(S)

de données de résidu vérifie

∑
L∈L

∑
Q∈PS(ML)

|PS(ML)|−1
∑

A∈A(S), �(A)=L

∫
�(σ)=r(L)+εQ

(ResA ψ)(σ) dA�(σ) = 0

pour toute ψ ∈ R(O,S), alors ResA ≡ 0 pour tout A.
On va effectuer une récurrence sur la dimension de L = �(A). Soit 0 � m � dim(a∗

M )
et supposons ResA ≡ 0 pour tout A avec �(A) de dimension > m. (Pour m = dim(a∗

M ),
ceci est certainement vrai.) On a alors

0 =
∑

L∈L;dim(L)�m

∑
Q∈PS(ML)

|PS(ML)|−1
∑

A∈A(S), �(A)=L

∫
�(σ)=r(L)+εQ

(ResA ψ)(σ) dA�(σ)

pour toute ψ ∈ R(O,S). Fixons A ∈ A(S) avec L := �(A) de dimension m. D’après
le Lemme 3.3, il existe pour tout A′ ∈ A(S), A′ �= A, dont la partie réelle est de
dimension � m un polynôme pA′ sur O qui est identiquement nul sur A′, mais qui n’est
pas identiquement nul sur A.

Par suite, il existe, pour tout d
¯

∈ NS , un polynôme p sur O qui n’est pas identiquement
nul sur A, telle que ResA′(pψ) ≡ 0 pour tout A′ �= A et toute ψ ∈ R(O,S, d

¯
). On en
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déduit
0 =

∑
Q∈PS(ML)

|PS(ML)|−1
∫

�(σ)=r(A)+εQ

(ResA pψ)(σ) dA�(σ).

Ceci est en particulier vérifié pour tout ψ ∈ R(O,SA, d
¯|SA

) (ici d
¯|SA

désigne l’élément
de NSA de composante dS en tout S ∈ SA). Pour de telles ψ, ResA(pψ) est une fonction
régulière sur A, en sorte que l’on peut remplacer r(L) + εQ par r(L) par le théorème de
Cauchy pour tout Q ∈ PS(ML). On obtient donc

0 =
∫

�(σ)=r(A)
(ResA pψ)(σ) dA�(σ).

Posons M ′ = MA. D’après la Proposition 3.7, il existe un opérateur différentiel holomor-
phe D = Dλ sur aM ′∗

M,C à coefficients réels constants, tel que

(ResA(pψ))(σ) = Dλ

(( ∏
S∈SA

pdS

�(S)(λ)
)

pσ(λ)ψσ(λ)
)
|λ=0

pour tout ψ ∈ R(O,SA, d
¯|SA

), d’où, avec p̃(λ) =
∏

S∈SA
(pdS

�(S)(λ)p−dS

S (σ ⊗ χλ)),

0 =
∫

�(σ)=r(A)
Dλ(p̃(λ)pσ(λ)ψσ(λ))|λ=0 dA�(σ)

pour toute fonction polynomiale ψ sur O.
Comme p̃ est une fonction méromorphe sur aM ′∗

M,C qui est régulière et non nulle en 0,
on peut appliquer la Proposition 3.9 qui montre que D = 0, d’où ResA ≡ 0. �

4. La fonction µ de Harish-Chandra, son système de racines singulières et
son groupe de Weyl

On se fixe dans cette section un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU , et O
désignera l’orbite inertielle d’une représentation irréductible cuspidale de M .

4.1.

Proposition.

(i) Supposons M maximal. Si µ n’est pas constante sur O, il existe une représentation
unitaire σ ∈ O telle que µ(σ) = 0. Posons Σred(TM ) = {α,−α}. Alors il existe une
constante cα > 0 et des nombres réels strictement positifs k := kα et l := lα tels
que l’on ait, avec λ ∈ C (et α̃ défini dans 3.2), l’identité de fonctions rationnelles

µ(σ ⊗ χλα̃) = cαµ�(σ ⊗ χλα̃)µ�(σ ⊗ χλα̃)

avec

µ�(σ ⊗ χλα̃) =
(1 − qλ)(1 − q−λ)

(1 − qk−λ)(1 − qk+λ)
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et

µ�(σ ⊗ χ(πi/ log q+λ)α̃) =

⎧⎨
⎩

(1 − qλ)(1 − q−λ)
(1 − ql−λ)(1 − ql+λ)

si µ(σ ⊗ χ(πi/ log q)α̃) = 0,

1 sinon.

(ii) Soit σ ∈ O une représentation unitaire. L’ensemble des racines α ∈ Σred(TM ) telles
que µMα(σ) = 0 forme un système de racines Σsp(σ). Si α, β sont des racines dans
Σsp(σ) de même longueur, alors kα = kβ et lα = lβ (i.e. si l’un des deux nombres
est défini, l’autre l’est aussi, et les deux nombres sont égaux).

Preuve. L’assertion (i) est le Théorème 1.6 de [S2]. (Remarquons que la preuve de
ce théorème donnée dans [S2] repose sur la simplicité des pôles de µMα dont la preuve
dans [S1] est erronnée, comme cela nous a été rapporté par A. Silberger. L’auteur connâıt
une autre preuve de ce résultat qui lui a été communiqué par J.-L. Waldspurger.) Concer-
nant l’assertion (ii), le fait que Σsp(σ) est un système de racines est indiqué dans [S3, 3.5].
(La preuve est analogue à celle de la Proposition 4.2 ci-après.) Les autres assertions
de (ii) résultent alors du fait que le groupe de Weyl de Σsp(σ) est inclus dans W (M, O)
(cf. [S3, 3.5]) et que la fonction µ est invariante par W (M, O) (cf. 1.5). �

Définition. Notons Σ+
sp(σ) un ensemble de racines positives dans Σsp(σ) pour un certain

ordre. On définit
µsp,σ =

∏
α∈Σ+

sp(σ)

µMα

� et µnsp,σ = µµ−1
sp,σ.

Remarquons que �(σ) est un point régulier pour µnsp,σ et que µnsp,σ(�(σ)) �= 0.

4.2.

Notons ΣO l’ensemble des α ∈ Σred(TM ) tels qu’il existe wα ∈ WMα(M, O) vérifiant
wα(P ∩ Mα) = P̄ ∩ Mα. (L’élément wα est nécessairement unique (cf. [Cs, 7.1]).)

Lemme. L’automorphisme induit par wα sur a∗
M est une réflexion vérifiant wα(α) = −α.

Preuve. Comme wα(P ∩ Mα)w−1
α = P̄ ∩ Mα, il est clair que wα(α) = −α. L’espace

aMα∗
M étant de dimension 1, l’automorphisme induit par wα sur aMα∗

M est une réflexion.
Pour que l’automorphisme induit par wα sur a∗

M soit une réflexion, il reste à vérifier que
wα agit trivialement dans a∗

Mα
. Or, ceci est immédiat, puisque wα ∈ Mα et que a∗

Mα
a

une base formée de caractères de Mα. �

Notons WO le sous-groupe de W (M, O) engendré par les réflexions wα avec α ∈ ΣO.
La proposition suivante est analogue à celle sur les racines ω-spéciales dans le numéro 3.5
dans [S3].

Proposition. L’ensemble ΣO est un système de racines dans un sous-espace a∗
M,O de

a∗
M . Il est invariant par W (M, O). Son groupe de Weyl est engendré par les restrictions

des réflexions wα de a∗
M à ce sous-espace. Il est isomorphe à WO au moyen de cette

restriction. Le groupe WO est distingué dans W (M, O).
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Preuve. On va appliquer les Propositions 8 et 9 du paragraphe 2, chapitre VI de [B].
Notons a∗

M,O le sous-espace de a∗
M engendré par ΣO. Remarquons d’abord que ΣO

est stable pour l’action par W (M, O), puisque w−1(P ∩ Mα)w = wPw−1 ∩ Mwα et que
wwαw−1(wPw−1 ∩ Mwα) = (wP̄w−1 ∩ Mα). Notons W ′

O l’image de WO dans GL(a∗
M,O)

et w′ l’image d’un élément w ∈ WO par cette application.
Par ce qui précède, le groupe W ′

O est engendré par des réflexions. Il est essentiel,
i.e. aucun élément �= 0 de a∗

M,O n’est invariant par W ′
O: comme ΣO engendre a∗

M,O et que
v invariant par WO implique

∑
w∈WO

wv ∈ R∗v, il suffit de vérifier que Σw∈WOwα = 0
pour tout α ∈ ΣO. Or, on a∑

w∈WO

wα =
∑

w∈WO

w(wαα) = −
∑

w∈WO

wα,

d’où
∑

w∈WO
wα = 0.

Notons LM,O le Z-sous-module de a∗
M,O engendré par ΣO. Il est sans torsion et de type

fini, donc libre de même rang que a∗
M,O. On a vu que LM,O est invariant par W ′

O. La
Proposition 9 [B] prouve donc que W ′

O est le groupe de Weyl d’un système de racines dans
a∗

M,O. Il résulte alors des propositions 8 et de la preuve de l’assertion ((iv) implique (ii))
de la Proposition 9 [B] que ΣO est un système de racines de groupe de Weyl W ′

O.
Il reste à voir que la restriction WO → W ′

O est injective. Soit w ∈ WO d’image triviale
dans W ′

O. Alors wα = α pour tout α ∈ ΣO. Soit M ′ un sous-groupe de Levi minimal qui
contient ΣO. Alors, w ∈ M ′ et ΣO engendre aM ′∗

M . Comme w opère trivialement sur ΣO,
il s’en suit que w = 1. �

4.3.

Notons Sµ le plus petit ensemble qui contient les hyperplans affines de O qui sont
singuliers pour µ et qui est stable par passage à la partie imaginaire, i.e. que Oσ,α ∈ Sµ

implique O�(σ),α ∈ Sµ.

Proposition. L’ensemble Sµ est W (M, O) invariant. L’ensemble des α ∈ Σ(TM ) tels
qu’il existe σ ∈ O avec Oσ,α ∈ Sµ est contenu dans ΣO.

Preuve. La première assertion résulte de l’invariance de la fonction µ par W (M, O). La
deuxième assertion est due à Harish-Chandra (cf. [S1, Corollaire 5.4.2.3 et 5.4.2.2]). �

4.4.

Pour alléger les notations, on écrira dans la suite de ce paragraphe plus simplement S
au lieu de Sµ.

Lemme. Soit S0 le sous-ensemble de S formé des hyperplans affines dont la partie
réelle contient l’origine de a∗

M . L’opérateur rationnel σ 
→ µ(σ)JP |P̄ (σ) est régulier sur
O −

⋃
S∈S−S0

S.

Preuve. Par la formule du produit pour la fonction µ et pour les opérateurs d’entrelace-
ment, on se ramène au cas d’un sous-groupe parabolique maximal. Si �(σ) >P 0 ou
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−�(σ) >P 0, alors JP |P̄ est régulier en la représentation cuspidale σ par les résultats
de Harish-Chandra (cf. [S1, Th. 5.4.2.1]). Dans les autres cas, la régularité en σ de
l’application dans l’énoncé résulte de [W, Corollaire V.2.3]. �

4.5.

Notons ∆O la base de ΣO qui est formée de racines qui sont positives pour P . Si
Ω ⊆ ∆O, désignons par MΩ le plus petit sous-groupe de Levi semi-standard M ′ contenant
M tel que Ω ⊆ aM ′∗

M . Comme MΩ peut être obtenu en adjoignant successivement des
racines de Ω à M , Ω forme une base de aM ′∗

M . Un sous-groupe de Levi M ′ de G qui
contient M sera dit (P,S)-standard, si M ′ = MΩ pour un Ω ⊆ ∆O. On écrira Ω = ∆M ′

O .
Pour un sous-groupe de Levi (P,S)-standard M ′ on pose alors

W+
O,M ′ = {w ∈ WO | w de longueur minimale dans wWM ′

O },

W∆O = {w ∈ W (M, O) | w∆O = ∆O},

W∆O,M ′ = système de représentants de W∆OWM ′
(M, O)/WM ′

(M, O),
formé d’éléments de W∆O et contenant l’identité de W (M, O),

W+
M ′(M, O) = W∆O,M ′W+

O,M ′ .

Remarque. W∆O est un sous-groupe de W (M, O) qui vérifie WO ∩ W∆O = {1}. Il existe
bien des cas où W∆O �= {1}: les systèmes de racines de type An, Dn et E6 possède par
exemple des automorphismes ne venant pas d’un élément de leur groupe de Weyl (cf. [B])
et qui peuvent bien être réalisés par un élément du groupe de Weyl d’un système de
racines plus grand de même rang.

Lemme. Un système de représentants de W (M, O)/WM ′
(M, O) dans W (M, O) est

donné par W+
M ′(M, O).

Preuve. Soit w ∈ W (M, O). Alors il existe wO ∈ WO, tel que ww−1
O vérifie

ww−1
O ∆O ⊆ Σ(P ). Comme ΣO est invariant par W (M, O), il en suit que w∆ := ww−1

O ∈
W∆O . Écrivons w∆ = w∆,M ′wM ′

∆ avec w∆,M ′ ∈ W∆O,M ′ et wM ′

∆ ∈ WM ′
(M, O). Alors

w = w∆,M ′wM ′

∆ wO = w∆,M ′(wM ′

∆ wOwM ′−1
∆ )wM ′

∆ .

Comme wM ′

∆ wOwM ′−1
∆ ∈ WO, il est clair que tout élément de W (M, O)/WM ′

(M, O) est
représenté par un élément de W+

M ′(M, O).
Prouvons l’unicité de cet élément: soient w∆, w′

∆ ∈ W∆O,M ′ et w, w′ ∈ W+
O,M ′ et sup-

posons que w∆w et w′
∆w′ soient dans la même classe à droite modulo WM ′

(M, O). Il
existe donc w′′ ∈ WM ′

(M, O) tel que w∆w = w′
∆w′w′′. Alors w′

∆w′w′′w−1 ∈ W∆O , ce
qui implique w′w′′w−1 ∈ W∆O . Comme w et w′ sont de longueur minimale dans leur
classe à droite modulo WM ′

O , w′′ doit vérifier w′′∆M ′

O = ∆M ′

O et donc être un élément
de W∆O . On en déduit w′′−1w′w′′ ∈ W+

O,M ′ , WO étant distingué dans W (M, O), et
(w′′−1w′w′′)w−1 ∈ W∆O . Comme d’autre part (w′′−1w′w′′)w−1 ∈ WO, c’est l’élément
neutre de ce groupe, d’où w∆ = w′

∆w′′. Mais, comme w∆ et w′
∆ sont des représentants
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d’une même classe à droite modulo WM ′
(M, O), il en résulte w′′ = 1, d’où l’égalité

recherchée. �

4.6.

Continuons à supposer M ′ (P,S)-standard. Il existe alors A ∈ A(S) tel que M ′ = MA.
La composante connexe Q de PS(MA) qui contient les éléments λ de a∗

MA
avec 〈α∨, λ〉 > 0

pour tout α ∈ ∆O − Ω sera dite (P,S)-standard. On la notera PA.

Lemme. Soit A ∈ A(S). Pour tout élément w de WO, l’action par w sur a∗
M induit une

application de PS(MA) sur PS(MwA). Soit Q ∈ PS(MA). Il existe un unique sous-groupe
de Levi (P,S)-standard M ′ de G tel que Q soit conjugué à l’élément (P,S)-standard de
PS(M ′) par un élément de WO. La classe à droite modulo WMA

O de cet élément est
déterminée de façon unique.

Preuve. Soit M1 le sous-groupe de Levi contenant M , tel que ∆O engendre aM1∗
M ,

i.e. aM1∗
M = a∗

M,O. On a MA ⊆ M1 et tout élément de PS(MA) est uniquement déterminé
par son intersection avec aM1∗

M . L’intersection de a∗
MA

avec aM1∗
M étant aM1∗

MA
, on se retrouve

dans le contexte des chambres relevant d’un système de racines, où le résultat est connu
(cf. [Ca, Th. 2.5.8 et Prop. 2.6.1, 2.6.3]). �

4.7.

Posons, pour M ′ un sous-groupe de Levi de G contenant M ,

W(M ′,O) = {w ∈ W (M, O) | wM ′ = M ′}

et notons W (M ′,O) le groupe quotient W(M ′,O)/WM ′
(M, O).

Lemme. Soit M ′ un sous-groupe de Levi (P,S)-standard. Le nombre de sous-groupes
de Levi (P,S)-standard de G conjugués à M ′ par un élément de W (M, O) est égal à
|PS(M ′)| |W∆O,M ′ |/|W (M ′,O)|.

Preuve. Soit A ∈ A(S) avec M ′ = MA, et notons [A]P,S l’ensemble des A′ ∈ A(S) qui
sont conjugués à A par un élément de W (M, O) et qui sont tels que MA′ soit (P,S)-
standard. On voit que A′ ∈ [A]P,S , si et seulement si MA′ est (P,S)-standard et qu’il
existe w ∈ W+

MA
(M, O) tel que A′ = wA. Écrivons w = w∆wO avec w∆ ∈ W∆O,MA

et
wO ∈ W+

O,MA
. Comme W∆O envoie tout sous-groupe de Levi (P,S)-standard sur un sous-

groupe de Levi (P,S)-standard, il faut que wOA ∈ [A]P,S . Les éléments de [A]P,S sont
donc de la forme w∆wOA avec w∆ ∈ W∆O,MA

et wO ∈ W+
O,MA

tel que wOA ∈ [A]P,S .
Notons W+

O,MA
(P,S) le sous-ensemble de W+

O,MA
décrit par cette propriété.

Par le Lemme 4.6, on définit une application de W+
O,MA

(P,S) dans PS(MA), en
associant à un élément w l’élément w−1PwA de PS(MA), où PwA désigne l’élément
(P,S)-standard de PS(MwA). Le Lemme 4.6 prouve également que cette application
est surjective et qu’elle est injective. Par suite, |W+

O,MA
(P,S)| = |PS(MA)|. On en
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déduit que le sous-ensemble W+
MA

(M, O)P,S de W+
MA

(M, O) formé des éléments w tels
que wA ∈ [A]P,S est de cardinal |PS(MA)| |W∆O,MA

|. Il reste à voir que les fibres de
l’application W+

MA
(M, O) → {MA′ |A′ ∈ [A]P,S}, w 
→ wMA, sont tous en bijection avec

W (MA,O).
Fixons w ∈ W+

MA
(M, O) et considérons la fibre au-dessu de wMA. Si w′MA = wMA,

alors il existe un unique élément w′′ ∈ W (M, O) avec w′′MA = MA tel que ww′′ = w′,
d’où une application de la fibre au-dessus de wMA dans W (MA,O). Inversement, soit
w′ ∈ W (MA,O). Alors il existe un unique représentant w′′ de w′ dans W (M, O) tel que
ww′′ ∈ W+

MA
(M, O), et on a ww′′MA = wMA. Par construction, ces deux applications

sont inverses l’une de l’autre. �

4.8.

On va maintenant appliquer le théorème de résidus du paragraphe 3 au système fini
d’hyperplans affines S = Sµ. Rappelons (cf. 1.4) que l’on a noté, pour A ∈ A(S),
par MA le sous-groupe de Levi semi-standard de G associé à A. Il contient M . Fixons
ψ ∈ R(O,S).

Lemme. Pour tout w ∈ W (M, O), on a (ReswC
wA ψ) ◦ w = ResC

A(ψ ◦ w).

Preuve. Soit r un point de C. Alors wr ∈ wC. Comme w est une transformation qui
préserve les mesures, on a∫

�(σ)=r

(ψ ◦ w)(σ) dO�(σ) =
∫

�(σ)=wr

ψ(σ) dO�(σ).

L’ensemble S (et donc A(S)) étant invariant par w−1, on trouve par le Théorème 3.10∫
�(σ)=r

(ψ ◦ w)(σ) dO�(σ)

=
∑
L∈L

∑
Q∈PS(ML)

|PS(ML)|−1

×
∑

A∈A(Sµ), �(A)=L

∫
�(σ)=w−1(r(L)+εQ)

(ResC
w−1A(ψ ◦ w))(σ) dw−1A�(σ)

et ∫
�(σ)=wr

ψ(σ) dO�(σ)

=
∑
L∈L

∑
Q∈PS(L)

|PS(ML)|−1
∑

A∈A, �(A)=L

∫
�(σ)=r(L)+εQ

(ReswC
A ψ)(σ) dA�(σ).

Comme∫
�(σ)=r(L)+εQ

(ReswC
A ψ)(σ) dA�(σ) =

∫
�(σ)=w−1(r(L)+εQ)

(ReswC
A ψ)(wσ) dw−1A�(σ),

https://doi.org/10.1017/S1474748004000106 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748004000106
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le lemme résulte de l’unicité des données de résidu relatives à C et de l’invariance de
A(S) par les éléments de W (M, O) (cf. 4.3). �

4.9.

Rappelons que �(O) = a∗
M . Notons ResP

A la donnée de résidu en A correspondant à la
composante connexe de R(O)reg (cet espace a été défini en 1.4) contenant les λ ∈ a∗

M

avec λ 
P 0. Rappelons (cf. 4.3) que SµMA désigne le plus petit ensemble qui contient
les hyperplans affines de O qui sont singuliers pour la fonction µMA définie relative à MA

et qui est stable par passage à la partie imaginaire.

Lemme. Soit A ∈ A(S). La donnée de résidu ResP∩MA

A définie sur R(O,SµMA ) se
prolonge à R(O,S) et y est égale à ResP

A.

Preuve. Il est clair par définition d’une donnée de résidu que ResP∩MA

A se prolonge à
R(O,S). L’égalité avec ResP

A résulte alors de l’unicité des données de résidus et de 3.9:
les deux données de résidus cöıncident pour ψ ∈ R(O,SA), puisque∫

�(σ)=r�P 0
ψ(σ) dA�(σ) =

∫
�(σ)=r1�P ∩MA

0
ψ(σ) dA�(σ)

pour de tels ψ. �

4.10.

Lemme. Soit A ∈ A(S) et posons ΣMA

O (P ∩ MA) = ΣMA

O ∩ ΣMA(P ∩ MA). Si w ∈
W (M, O) vérifie wΣMA

O (P ∩ MA) ⊆ Σ(P ), alors ResP
A(ψ) = Resw−1P

A (ψ).

Preuve. Comme une donnée de résidu en A est uniquement déterminée par ses
valeurs sur R(O,SA) (cf. 3.9), il suffit de montrer que, si r ∈ a∗

M vérifie r 
P 0, alors
w−1r est dans la même composante connexe de �(O)SA,reg que r. Or, si r 
P 0 et
wΣMA

O (P ∩ MA) ⊆ Σ(P ), on a bien 〈(wα)∨, r〉 
P 0 pour tout α ∈ ΣMA

O (P ∩ MA). �

4.11.

Le résultat suivant est une généralisation à notre situation du résultat principal
de [BS].

Proposition. Notons ∆O la base de ΣO qui est formée de racines qui sont positives
pour P . Alors on a∫

�(σ)=r�P 0
ψ(σ) dO�(σ)

=
∑

Ω⊆∆O

∑
A∈A(S), MA=MΩ

∑
w∈W+

MA
(M,O)

|W∆O,MA
|−1|PS(MA)|−1

×
∫

�(σ)=r(A)+εPA

ResP
A(ψ ◦ w)(σ) dA�(σ).
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Preuve. Par 4.6, il existe pour tout A ∈ A(S) et tout Q dans PS(MA) un unique
sous-groupe de Levi (P,S)-standard M ′ de G tel que Q soit conjugué à l’élément
(P,S)-standard de PS(M ′) par un élément w de WO. La classe modulo WMA

O de w

est déterminée de façon unique. Remarquons que A(S) est W (M, O)-invariant (cf. 4.3).
On définit donc une bijection entre l’ensemble des couples (A, Q) formé d’un élément A

de A(S) et d’un élément Q de PS(MA) avec l’ensemble des couples (A, w) formé d’un
élément w de W+

O,MA
et d’un élément A de A(S) avec MA (P,S)-standard, en associant à

(A, w) le couple (wA, wPA), PA désignant la composante (P,S)-standard de PS(MA). De
plus, on voit que l’on peut choisir les εQ dans la Proposition 3.10 tels que wεPA

= εwPA

pour de tels w.
Avant d’appliquer ceci à la Proposition 3.10, ajoutons que, pour w ∈ W∆O,MA

et A ∈
A(S) avec MA (P,S)-standard, le sous-groupe de Levi wMA = MwA est également (P,S)-
standard. Comme wPA = PwA pour de tels w, on peut en outre choisirs les εPA

tels
que wεPA

= εPwA
. Il résulte alors de ces remarques et de la Proposition 3.10, ayant

W+
MA

(M, O) = W∆O,MA
W+

O,MA
par 4.5, que∫

�(σ)=r�P 0
ψ(σ) dO�(σ)

=
∑

Ω⊆∆O

∑
A∈A(S), MA=MΩ

∑
w∈W+

MA
(M,O)

|W∆O,MA
|−1|PS(MA)|−1

×
∫

�(σ)=w(r(A)+εPA
)
(ResP

wA ψ)(σ) dwA�(σ).

Il ne reste alors qu’à remarquer que∫
�(σ)=w(r(A)+εPA

)
(ResP

wA ψ)(σ) dwA�(σ) =
∫

�(σ)=r(A)+εPA

(ResP
wA ψ)(wσ) dA�(σ),

et que, pour w ∈ W+
MA

(M, O), (ResP
wA ψ) ◦ w = Res(w

−1P )
A (ψ ◦ w) = ResP

A(ψ ◦ w) par les
lemmes de 4.8 et de 4.10, pour en déduire l’expression dans l’énoncé de la proposition.

�

4.12.

En généralisant les méthodes de [BS] on pourra probablement montrer que ResP
A = 0,

si r(A) n’est pas une combinaison linéaire d’éléments de ∆MA

O := ∆O ∩ ΣMA(AM ) à
coefficients � 0.

5. Les dérivées d’un coefficient matriciel

Proposition. Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et D = Dλ

un opérateur différentiel holomorphe à coefficients constants sur aG∗
M,C. Soit (σ, E) une

représentation irréductible lisse de M et τ dans iKP∩KE ⊗ iKP∩KE∨.
Alors il existe une famille finie {(σ̃j , Ẽj)}j∈J de représentations admissibles lisses de

M de longueur finie et de sous-quotients irréductibles isomorphes à (σ, E) et une famille
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{τ̃j}j∈J d’éléments de iKP∩KẼj ⊗ iKP∩KẼ∨
j , telles que, pour λ0 ∈ aG∗

M,C,

(DλEG
P,σ⊗χλ

(τ))|λ=λ0 =
∑
j∈J

EG
P,σ̃j⊗χλ0

(τ̃j).

Par ailleurs, les restrictions à TG des représentations iGP σ̃j , j ∈ J , et iGP σ agissent sur leurs
espaces respectifs par le même caractère qui est égal à la restriction à TG du caractère
central de σ.

Avant de prouver le théorème, établissons le lemme suivant.

Lemme. Soit (σ, E) une représentation irréductible lisse de M , p1 un polynôme sur
aG

M,C et e1 ⊗ e∨
1 dans E ⊗ E∨. Alors l’application m 
→ p1(HG

M (m))〈σ(m)e1, e
∨
1 〉 est le

coefficient matriciel d’une représentation admissible de longueur finie σ̃ de M dont les
sous-quotients sont isomorphes à σ.

Preuve. Notons Ẽ l’espace vectoriel engendré par les applications lisses de M dans E

de la forme ẽp : m 
→ p(HG
M (m))σ(m)e avec e ∈ E et p polynôme sur aG

M,C. Faisons agir
M sur Ẽ par translation à droite et notons σ̃ la représentation lisse de M qui correspond
à cette action.

Notons l la dimension de aG
M,C. Munissons Nl de l’ordre lexicographique. Fixons une

base de aG
M,C. On a alors une notion de monôme sur aG

M,C correspondant aux coor-
données par rapport à la base choisie. Lorsque p est un tel monôme, notons deg(p)
le vecteur dans Nl dont les composantes sont les degrés partiels de p par rapport aux
différentes coordonnées. On l’appellera le degré de p. Lorsque p est un polynôme, on
désignera par deg(p) le degré du monôme non nul dans p de degré maximal pour l’ordre
lexicographique.

Pour d
¯

∈ Nl, soit Ẽ�d
¯

(respectivement Ẽ<d
¯
) le sous-espace de Ẽ engendré par les

applications ẽp avec deg(p) � d
¯

(respectivement deg(p) < d
¯
). Ce sous-espace est stable

pour l’action par σ̃. Notons σ̃�d
¯

(respectivement σ̃<d
¯
) la représentation de M dans cet

espace déduite de σ̃. Les représentations σ̃�d
¯

et σ̃<d
¯

sont admissibles, puisque σ l’est.
Soit p un monôme avec deg(p) = d

¯
. Tout élément de Ẽ�d

¯
/Ẽ<d

¯
est l’image d’une appli-

cation de la forme ẽp avec e ∈ E. Par ailleurs, on constate que l’application

m 
→ (p(HG
M (mm1)) − p(HG

M (m)))σ(m)(σ(m1)e)

est dans Ẽ<d
¯
, puisque deg(p(. + HG

M (m1)) − p(·)) < d
¯
. On en déduit que l’application de

E dans Ẽ�d
¯
/Ẽ<d

¯
qui associe à e la classe de ẽp définit un isomorphisme entre σ et la

représentation quotient σ̃�d
¯
/σ̃<d

¯
. Les représentations σ̃�d

¯
, d
¯

∈ Nl, sont donc admissibles
de longeur finie et leurs sous-quotients irréductibles sont isomorphes à σ.

Faisons correspondre à e∨ ∈ E∨ l’application ẽ∨ : Ẽ�d
¯

→ C, ẽ 
→ 〈ẽ(1), e∨〉. C’est un
élément du dual lisse de Ẽ�d

¯
: il faut vérifier l’existence d’un sous-groupe ouvert H qui

laisse ẽ∨ invariant. Comme e∨ est dans le dual lisse de E, il existe un sous-groupe ouvert
H contenu dans K qui laisse e∨ invariant. On a alors pour tout e ∈ E, tout polynôme p
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sur aG
M,C, et tout h ∈ H,

〈σ̃(h)ẽp, ẽ
∨〉 = 〈ẽp(h), e∨〉

= p(HG
M (h))〈σ(h)e, e∨〉

= p(HG
M (1))〈e, e∨〉

= 〈ẽp(1), e∨〉
= 〈ẽp, ẽ

∨〉.

Le lemme résulte alors du fait que (avec les notations de l’énoncé) l’application
m 
→ p1(HM (m))〈σ(m)e1, e

∨
1 〉 est égale au coefficient matriciel m 
→ 〈σ̃�d

¯
(m)ẽ1, ẽ

∨
1 〉 de

σ̃d
¯

avec d
¯

= deg(p1). �

Démonstration de la proposition. Il suffit de considérer le cas où τ = v ⊗ v∨.
Pour g ∈ G, on a

〈iGP (σ ⊗ χ)(g)v, v∨〉 =
∫

K

〈vχ(kg), v∨(k)〉 dk

=
∫

K

δ
1/2
P (mP (kg))χ(mP (kg))〈σ(mP (kg))v(kP (kg)), v∨(k)〉 dk,

où mP (kg) et kP (kg) désignent les composantes de kg selon la décomposition G = MUK.
Les applications étant lisses, l’intégrale est en fait une somme finie. L’opérateur

différentiel commute donc avec l’intégrale et on obtient

Dλ(〈iGP (σ ⊗ χλ)(g)v, v∨〉)|λ=λ0

=
∫

K

Dλ(δ1/2
P (mP (kg))χλ(mP (kg))〈σ(mP (kg))v(kP (kg)), v∨(k)〉)|λ=λ0 dk.

Le terme sous l’intégrale est une expression de la forme

p1(HG
M (mP (kg)))δ1/2

P (mP (kg))χλ(mP (kg))〈σ(mP (kg))v(kP (kg)), v∨(k)〉

avec p1 polynôme sur aG
M,C et k ∈ K.

D’après le lemme précédent, il existe une représentation admissible lisse de longueur
finie (σ̃, Ẽ) et des éléments ṽ(kP (kg)), ṽ∨(k) de Ẽ et de Ẽ∨, tels que cette expression
vaille δ

1/2
P (mP (kg))χλ0(mP (kg))〈σ̃(mP (kg))ṽ(kP (kg)), ṽ∨(k)〉. En prenant pour (σ̃, Ẽ)

la représentation explicitée dans la preuve du lemme, on voit par ailleurs que

(ṽ(kP (kg)))(m) = p1(HG
M (m))σ(m)v(kP (kg)) pour m ∈ M

et 〈ẽ, ṽ∨(k)〉 = 〈ẽ(1), v∨(k)〉 pour ẽ ∈ Ẽ.
On définit donc ainsi des applications k 
→ ṽ(k) et k 
→ ṽ∨(k). Montrons qu’elles sont

à valeurs dans iKP∩KẼ et iKP∩KẼ∨ respectivement: elles sont toutes les deux invariantes
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à droite par un sous-groupe ouvert de K, puisque iGP σ est lisse. Par ailleurs, on trouve
pour kM ∈ K ∩ M , kU ∈ K ∩ U et k ∈ K

ṽ(kMkUk)(m) = p1(HG
M (m))σ(m)v(kMkUk)

= p1(HG
M (m))σ(m)σ(kM )v(k)

= p1(HG
M (mkM ))σ(mkM )v(k)

= (σ̃(kM )ṽ(k))(m)

ainsi que pour tout ẽ ∈ Ẽ

〈ẽ, ṽ∨(kMkUk)〉 = 〈ẽ(1), v∨(kMkUk)〉
= 〈ẽ(1), σ∨(kM )v∨(k)〉
= 〈σ(kM )−1ẽ(1), v∨(k)〉
= 〈σ̃(kM )−1ẽ, ṽ∨(k)〉,

la dernière égalité résultant du fait que (σ̃(k−1
M )ẽ)(1) = σ(k−1

M )ẽ(1), puisque HG
M (k−1

M ) =
HG

M (1).
On déduit de ceci que Dλ(〈iGP (σ ⊗ χλ)(g)v, v∨〉)|λ=λ0 est une expression de la forme∫

K

δ
1/2
P (mP (kg))χλ0(mP (kg))〈σ̃(mP (kg))ṽ(kP (kg)), ṽ∨(k)〉 dk

=
∫

K

〈(iGP (σ̃ ⊗ χλ0)(g)ṽ)(k), ṽ∨(k)〉 dk

= 〈iGP (σ̃ ⊗ χλ0)(g)ṽ, ṽ∨〉,

d’où la proposition, puisque l’on a remarqué que ṽ ⊗ ṽ∨ ∈ iKP∩KẼ ⊗ iKP∩KẼ∨.
La dernière assertion de la proposition concernant la restriction des représentation à

TG se voit par une vérification directe, en remarquant que HG
M (t) = 0 pour t ∈ TG. �

6. Prolongement rationnel d’une identité polynomiale

6.1.

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard et soit O l’orbite inertielle
d’une représentation irréductible cuspidale de M . Soit M ′ un sous-groupe de Levi semi-
standard de G contenant M . Lorsque ξ̃M ′

est une application rationnelle sur O à valeurs
dans un sous-espace de dimension finie de

iK∩M ′

P̄∩K∩M ′EO ⊗ iK∩M ′

P∩K∩M ′E∨
O,

notons ϕξ̃M′ l’application rationnelle sur O à valeurs dans iK∩M ′

P∩K∩M ′EO ⊗ iK∩M ′

P∩K∩M ′E∨
O

définie par

ϕξ̃M′ (σ) =
∑

w∈W M′ (M,O)

(JM ′

P∩M ′|wP∩M ′(σ)λ(w) ⊗ JM ′

P∩M ′|wP∩M ′(σ∨)λ(w))ξ̃M ′
(w−1σ).
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Si ξ̃M ′
est polynomiale, ϕξ̃M′ est la composante en (P ∩M ′,O) d’un élément de l’espace de

Paley–Wiener PW (M ′) pour M ′ (cf. 2.2). Par abus de notation, cet élément de l’espace
de Paley–Wiener PW (M ′) sera également noté ϕξ̃M′ , ce qui permettra par exemple
d’écrire ϕξ̃M′ (P1 ∩ M ′, σ1), si P1 est un deuxième parabolique semi-standard de G de
Levi semi-standard M et σ1 ∈ O.

On notera par ailleurs, pour A ∈ A(S), Stab(A) = {w ∈ WMA(M, O) | wA = A}, et,
pour σ ∈ O, E2(M ′, σ) l’ensemble des représentations de carré intégrable de M ′ de
support cuspidal égal à la classe de WM ′

-conjugaison de σ. (Une condition nécessaire,
pour que σ soit dans le support cuspidal d’une représentation de carré intégrable de M ′

est évidemment que la restriction de σ à TM ′ agit par un caractère unitaire.)
Pour simplifier, on écrira parfois EG

P (J−1
P̄ |P , ξ, σ) à la place de EG

P ((J−1
P̄ |P (σ) ⊗ 1)ξ(σ)),

etc., et ResA(EG
P (J−1

P̄ |P , ξ, σ)(g)) désignera ResA(EG
P (J−1

P̄ |P , ξ, ·)(g))(σ), etc.
L’objet de ce paragraphe est la preuve de la proposition suivante.

Proposition. Soit P ′ = M ′U ′ un sous-groupe parabolique semi-standard contenant P

avec M ′ = MA pour un certain élément A de A(S). Fixons σ ∈ A avec �(σ) = r(A).
Supposons qu’il existe une donnée de résidu ResA en A, telle que, pour toute application

polynomiale ξM ′
sur O à valeurs dans un sous-espace de dimension finie de iK∩M ′

P̄∩K∩M ′EO⊗
iK∩M ′

P∩K∩M ′E∨
O et tout g ∈ G, on ait l’identité

∑
w∈W M′ (M,O)

γ(M ′/M) deg(σ) ReswA(EM ′

P∩M ′(JM ′−1
P̄∩M ′|P∩M ′ , ξ

M ′
, w(σ ⊗ χ′))(g))

= |Stab(A)|
∑

π∈E2(M ′,σ)

deg(π)EM ′

M ′ (ϕξM′ (M ′, π ⊗ χ′))(g) (6.1.1)

de fonctions rationnelles sur Xnr(M ′).
Soit ξ̃M ′

une application rationnelle sur O à valeurs dans un sous-espace de dimension
finie de iK∩M ′

P̄∩K∩M ′EO ⊗ iK∩M ′

P∩K∩M ′E∨
O telle que ϕξ̃M′ soit le produit de la composante en

(P ∩M ′,O) d’un élément de l’espace de Paley–Wiener PW (M ′) de M ′ par une fonction
rationnelle µ̃. Supposons qu’il existe un ensemble fini S̃ d’hyperplans radiciels de O de
la forme Oσ′,α avec α ∈ Σ(P ) − ΣM ′

(P ∩ M ′) tel que ξ̃M ′
et µ̃ soient régulières sur

O −
⋃

S∈S̃ S. Alors l’identité ci-dessus vaut pour ξ̃M ′
.

Preuve. Remarquons que, pour π ∈ E2(M ′, σ), ϕξ̃M′ (M ′, π ⊗ χ′) est bien définie pour
tout χ′ ∈ Xnr(M ′) avec σ ⊗ χ′ régulier pour µ̃. Le terme à droite de l’identité (6.1.1)
est donc une fonction rationnelle sur Xnr(M ′). La fonction à gauche est rationnelle par
définition des données de résidu. Par prolongement analytique, il suffit donc de montrer
qu’il existe rM ′ ∈ a∗

M ′ , tel que l’identité (6.1.1) vaut en tout χ′ ∈ Xnr(M ′) de partie réelle
>P ′ rM ′ . Remarquons que �(σ)M ′ = 0.

L’ensemble des sous-espaces affines radiciels A de O dans A(S) avec MA = M ′

étant fini, on peut choisir rM ′
dans la chambre de Weyl de P ∩ M ′ dans aM ′∗

M , tel
que tout point σ′ d’un tel sous-espace vérifie −rM ′

<P∩M ′ �(σ′)M ′
<P∩M ′ rM ′

. On
va alors prendre pour rM ′ un élément de la chambre de Weyl de P ′ dans a∗

M ′ tel
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que, pour tout Hα,c ∈ H(S̃) avec α ∈ Σ(P ) − ΣM ′
(P ∩ M ′), et tout λM ′ ∈ aM ′∗

M avec
−rM ′ �P∩M ′ λM ′ �P∩M ′ rM ′

, on ait 〈α∨, rM ′〉 > �(c) − 〈α∨, λM ′〉. (Ceci est possible,
puisque les formes linéaires 〈α∨, ·〉, α ∈ Σ(P ) − ΣM ′

(P ∩ M ′), sont non nulles sur a∗
M ′ ,

alors que λM ′
parcourt un compact.) Notons U le domaine des éléments de O dont la par-

tie réelle λ vérifie λM ′ >P ′ rM ′ et −rM ′
<P∩M ′ λM ′

<P∩M ′ rM ′
. Les fonctions ξ̃M ′

et µ̃

sont régulières sur U : en effet, par choix de rM ′ , on a, pour Hα,c ∈ H(S̃) avec α ∈ Σ(P ),
et σ′ ∈ U , 〈α∨,�(σ)M ′〉 > 〈α∨, rM ′〉 > �(c) − 〈α∨,�(σ′)M ′〉, et donc 〈α∨,�(σ)〉 �= �(c).

En particulier, la fonction χ 
→ ξ̃M ′
(σ ⊗ χ) est pour tout r >P ′ rM ′ analytique sur le

polydisque U ′
r de Xnr(M) formé des caractères χ vérifiant

−rM ′
<P∩M ′ �(σ ⊗ χ) <P∩M ′ rM ′

et rM ′ <P ′ �(χ) <P ′ r.

Par la théorie des fonctions analytiques en plusieurs variables, ξ̃M ′
(σ ⊗ ·) peut s’écrire

comme limite d’une suite d’applications polynomiales (ξn) convergeant uniformément
sur tout compact de U ′

r et prenant ses valeurs dans un même sous-espace de dimension
finie de iK∩M ′

P̄∩K∩M ′EO ⊗ iK∩M ′

P∩K∩M ′E∨
O que ξ̃M ′

. Pour obtenir des applications polynomiales
sur O, on les rend invariantes par Stab(O) (cf. 1.3). Ce procédé ne change rien à la
convergence uniforme sur tout compact de U ′

r vers ξ̃M ′
, puisque ξ̃M ′

est invariante.
Notons Ur l’ensemble des σ ⊗ χ avec χ ∈ U ′

r. Cet ensemble est égal au sous-ensemble
de U formé des σ′ avec �(σ′)P ′ <P ′ r. On a donc montré l’existence d’une suite (ξM ′

n )
d’applications polynomiales sur O qui converge uniformément sur tout compact de Ur

vers ξ̃M ′
. Remarquons que, comme σ a été choisie dans A, on a, par choix de rM ′

et
grâce à l’invariance de A(S) par les éléments de WM ′

(M, O), w(σ ⊗ χ′) ∈ Ur pour tout
w ∈ WM ′

(M, O) et tout χ′ ∈ Xnr(M ′), rM ′ <P ′ �(χ′) <P ′ r.
Suite aux hypothèses de la proposition, l’identité (6.1.1) est vérifiée pour ξM ′

n en tout
χ′ ∈ Xnr(M ′), et donc en particulier si rM ′ <P ′ �(χ′) <P ′ r. Il reste à voir, si la suite
des valeurs en σ ⊗ χ′ converge pour n → ∞ respectivement vers∑

w∈W M′ (M,O)

γ(M ′/M) deg(σ) ReswA(EM ′

P∩M ′(JM ′−1
P̄∩M ′|P∩M ′ , ξ̃

M ′
, w(σ ⊗ χ′))(g))

et

|Stab(A)|
∑

π∈E2(M ′,σ)

deg(π)EM ′

M ′ (ϕξ̃M′ (M ′, π ⊗ χ′))(g).

L’identité (6.1.1) en χ′ en résulte.
Étudions les deux cas séparément. Comme le calcul de la donnée de résidu ResA ne

fait intervenir que des combinaisons linéares réelles de dérivées en direction d’éléments
de aM ′∗

M,C et qu’une suite de dérivées de ξM ′

n converge par le théorème de la convergence
uniforme pour les fonctions holomorphes uniformément sur tout compact de Ur vers la
dérivée de ξ̃M ′

, on trouve pour tout w ∈ WM ′
(M, O), ayant w(σ ⊗ χ′) ∈ Ur,

lim
n→∞

ReswA(EM ′

P∩M ′(JM ′−1
P̄∩M ′|P∩M ′ , ξ

M ′

n , w(σ ⊗ χ′))(g))

= ReswA(EM ′

P∩M ′(JM ′−1
P̄∩M ′|P∩M ′ , ξ̃

M ′
, w(σ ⊗ χ′))(g)).
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Concernant le deuxième terme, il suffit de prouver que ϕξM′
n

(M ′, σ ⊗ χ′) converge vers
ϕξ̃M′ (M ′, σ ⊗ χ′). Notant µ+ un dénominateur pour la fonction rationnelle µM ′

qui est
invariant par WM ′

(M, O), on a une identité

ϕµ+ξM′
n

(σ′)

=
∑

w∈W M′ (M,O)

µ+(σ′)(JM ′

P∩M ′|wP∩M ′(σ′)λ(w) ⊗ JM ′

P∩M ′|wP∩M ′(σ′∨)λ(w))ξM ′

n (w−1σ′)

(6.1.2)

de fonctions rationnelles sur O. Choisissons un voisinage relativement compact et connexe
U ′ de σ ⊗ χ′ dans Ur tel que wU ′ ⊆ Ur pour tout w ∈ WM ′

(M, O). Comme l’opérateur

σ′ 
→ µ+(σ′)(JM ′

P∩M ′|wP∩M ′(σ′)λ(w) ⊗ JM ′

P∩M ′|wP∩M ′(σ′∨)λ(w))

est régulier sur O (cf. 4.4) et que µ+ est invariant par WM ′
(M, O), (6.1.2) converge

uniformément sur tout compact de U ′ vers ϕµ+ξ̃M′ (σ′). Par suite,

lim
n→∞

ϕξM′
n

(σ′) = lim
n→∞

ϕµ+ξM′
n

(σ′)

µ+(σ′)
=

ϕµ+ξ̃M′ (σ′)
µ+(σ′)

= ϕξ̃M′ (σ′)

en tout point σ′ de U ′ avec µ+(σ′) �= 0. Comme l’opérateur ϕξ̃M′ est régulier en σ ⊗ χ′

et que la limite définit un opérateur méromorphe sur U ′, on en déduit l’égalité en σ ⊗ χ′

par prolongement analytique. �

6.2.

La Proposition 6.1 sera utilisée dans la suite pour les applications rationnelles décrites
dans le lemme suivant.

Lemme. Soit ξ une application polynomiale sur O à valeurs dans un sous-espace de
dimension finie de iK

P̄∩K
EO ⊗ iKP∩KE∨

O. Soit P ′ = M ′U ′ un sous-groupe parabolique
(P,S)-standard, P1 = (P ∩ M ′)U ′ et P̃1 = (P ∩ M ′)Ū ′. Identifions

iG¯̃P1
EO ⊗ iGP1

E∨
O avec iGP ′iM

′

P̄∩M ′EO ⊗ iGP ′iM
′

P∩M ′E∨
O.

Soient g′, g ∈ G. L’application rationnelle ξ̃M ′

g′g,g′ : O → iK∩M ′

P̄1∩K∩M ′EO ⊗ iK∩M ′

P1∩K∩M ′E∨
O,

σ 
→ µP1|P̃1
(σ)

[ ∑
w∈W+

M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)(J ¯̃P1|w−1P
(σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (σ∨)λ(w−1))ξ(wσ)
]
(g′g, g′)

est régulière en dehors d’un ensemble fini S̃ d’hyperplans radiciels de O de la forme Oσ,α

avec α ∈ Σ(P1) − ΣM ′
(P ∩ M ′). Par ailleurs,

ϕM ′

ξ̃M′
g′g,g′

(σ) = µP1|P̃1
(σ)(ϕξ(P1, σ)(g′g, g′)).
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Remarque. L’application polynomiale σ 
→ ϕξ(P1, σ)(g′g, g′) du lemme est bien la
composante en P1 ∩ M ′ d’un élément de l’espace de Paley–Wiener de M ′, puisque
les hypothèses de 2.3 valent relatives à cette application (ce qui est une vérification
directe en utilisant la fonctorialité des opérateurs d’entrelacement vis-à-vis de l’induction
parabolique).

Preuve. La fonction µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′ est polynomiale sur O, si w ∈ W+
M ′(M, O): pour

que cette fonction ait un pôle, il faut par la formule du produit pour la fonction µ et 4.3
qu’il existe une racine α ∈ ΣM ′

O ∩ Σ(P ) qui est négative pour w−1P ∩ M ′. Or, comme w

est le produit d’un élément de W qui envoie ∆O dans lui-même par un élément de WO
de longueur minimale dans sa classe à droite modulo WM ′

O , α ∈ ΣM ′

O ∩ Σ(P ) implique
wα ∈ Σ(P ), i.e. α est nécessairement positif pour w−1P ∩ M ′.

Par la formule de décomposition pour les opérateurs d’entrelacement, on sait de
même qu’un hyperplan de la forme Oσ,α avec α ∈ ΣM ′

(P ∩ M ′) est singulier pour
J(M ′∩P̄ )U ′|w−1P (respectivement JP1|w−1P ), seulement s’il existe α ∈ ΣM ′

O ∩ Σ(P ) qui
est négative pour w−1P ∩ M ′. Or, on vient de voir qu’un tel α n’existe pas. Il est clair
que les hyperplans de cette forme ne sont pas non plus singuliers pour µP1|P̃1

. Ceci prouve
la première assertion du lemme.

Déterminons maintenant
ϕM ′

ξ̃M′
g′g,g′

en un point générique σ. Comme µP1|P̃1
est invariante par WM ′

(M, O) en tant que
quotient des fonctions WM ′

(M, O)-invariantes µ et µM ′
, le produit de µP1|P̃1

(σ)−1 avec∑
w′∈W M′ (M,O)

(JM ′

P1∩M ′|w′P1∩M ′(σ)λ(w′) ⊗ JM ′

P1∩M ′|w′P1∩M ′(σ)λ(w′))ξ̃M ′

g′g,g′(w′−1σ)

est l’évaluation en (g′g, g′) de∑
w′∈W M′ (M,O)

∑
w∈W+

M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′−1σ)

× (JP1|(w′P∩M ′)U ′(σ)λ(w′)J(P̄∩M ′)U ′|w−1P (w−1σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w′P1(σ
∨)λ(w′)JP1|w−1P (w′−1σ∨)λ(w−1))ξ(ww′−1σ)

=
∑

w′∈W M′ (M,O)

∑
w∈W+

M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′−1σ)

× (JP1|(w′P∩M ′)U ′(σ)J(w′P∩M ′)U ′|w′w−1P (σ)λ(w′w−1)

⊗ JP1|w′P1(σ
∨)Jw′P1|w′w−1P (σ∨)λ(w′w−1))ξ(ww′−1σ)

=
∑

w′∈W M′ (M,O)

∑
w∈W+

M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′−1σ)jM ′

w′w−1P∩M ′|w′P∩M ′(σ)

× (JP1|w′w−1P (σ)λ(w′w−1) ⊗ JP1|w′w−1P (σ∨)λ(w′w−1))ξ(ww′−1σ),
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où on a utilisé la formule du produit pour les opérateurs d’entrelacement. Comme

jM ′

w′w−1P∩M ′|w′P∩M ′(σ) id

= λ(w′−1)JM ′

w′w−1P∩M ′|w′P∩M ′(σ)JM ′

wP∩M ′|w′w−1P∩M ′(σ)λ(w′)

= JM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′−1σ)JM ′

P∩M ′|w−1P∩M ′(w′−1σ)

= jM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′−1σ) id,

on a
µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′−1σ)jM ′

w′w−1P∩M ′|w′P∩M ′(σ) = 1.

Remarquons que W (M, O) = WM ′
(M, O)(W+

M ′(M, O))−1 par 4.5. L’expression que l’on
a obtenu est donc égale à (JP1|P (σ) ⊗ JP |P1(σ

∨)−1)ϕξ(σ), ce qui vaut ϕξ(P1, σ), d’où le
lemme. �

7. L’élément ϕH
P,O de l’espace de Paley–Wiener

7.1.

Fixons un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU de G et l’orbite inertielle O
d’une représentation irréductible cuspidale de M . Fixons en outre un sous-groupe ouvert
compact distingué H de K admettant une décomposition d’Iwahori par rapport à tout
couple parabolique semi-standard de G et tel que EH∩M

O �= 0. On a défini dans [H1, B.4]
l’application polynomiale ϕH

P,O suivante sur O à valeurs dans iGP EO ⊗ iGP E∨
O.

Désignons pour une représentation lisse (π, V ) de G par VP son module de Jacquet
qui est une représentation lisse de M . L’espace VP est somme directe de deux sous-
espace M -équivariante VP (O) et VP (horsO) tels que tout sous-quotient irréductible
de la représentation de M dans VP (O) soit dans O et qu’aucun sous-quotient de la
représentation de M dans VP (horsO) ne le soit.

Pour H un sous-groupe ouvert compact de G admettons une décomposition d’Iwahori
par rapport à P = MU , le foncteur de Jacquet V H → V H∩M

P défini relatif aux invariants
par H et par H ∩M admet une section canonique sur un sous-espace noté SH

P (V ) de V H .
La valeur de ϕH

P,O en un point σ de O est alors égale à la projection de iKP∩KEσ sur
SH

P (iKP∩KEσ)(O) de noyau égal à l’intersection des éléments de SH
P̄

(iKP∩KE∨
σ )(O∨).

On a montré qu’il existe un élément ϕO de l’espace de Paley–Wiener de PW (G) tel
que (ϕO)P,O = ϕH

P,O et que (ϕO)P ′,O′ = 0, si O′ n’est pas conjugué à O.
Choisissons des éléments vi ∈ (iK

P̄∩K
EO)H (respectivement v∨

i ∈ (iKP∩KE∨
O)H), i ∈ I, à

support dans (P̄ ∩ K)H (respectivement (P ∩K)H), tels que ei := vi(1) (respectivement
e∨
i := v∨

i (1)) forment des bases de EM∩H
O (respectivement (E∨

O∨)M∩H) qui sont duales.
Posons c = mesUP

(H ∩ UP ) mesŪP
(H ∩ ŪP ). On a montré dans [H1, B.5] qu’une solution

polynomiale de la relation (#) de l’introduction relative à ϕH
P,O est donnée par

ξϕH
P,O

:= c−1
∑
i∈I

vi ⊗ v∨
i .

Notons fϕO l’élément de C∞
c (G) qui correspond à ϕO (cf. 2.3).
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Lemme. Soit π une représentation de carré intégrable de G dont le support cuspidal est
contenu dans la classe de W -conjugaison de O. Alors tr(π(fϕO )) est un entier strictement
positif.

Preuve. Notons Vπ l’espace de π. D’après [H1, B.3.4.1], on a (Vπ)P (O) �= 0. Par
réciprocité de Frobénius, il existe donc σ ∈ O, tel que π ↪→ iGP σ. Il en résulte en
outre que SH

P (iGP σ)(O) ∩ Vπ ⊇ SH
P (Vπ)(O) �= 0 (dans les notations de [H1, B.2]) et que

π(fϕO ) = ϕH
P,O(σ) |Vπ . L’endomorphisme π(fϕ) est donc comme restriction d’une projec-

tion une projection ou bien identiquement 0. Comme la trace d’une projection est tou-
jours un entier strictement positif, il reste à montrer que π(fϕ) �= 0. Or, d’après ce qui
précédait, il existe v ∈ SH

P (iGP σ)(O) ∩ Vπ, v �= 0, et on a π(fϕ)(v) = ϕH
P,O(σ)(v) = v �= 0,

d’où le lemme. �

7.2.

Lemme. L’application rationnelle

O → C, σ 
→ EG
P,σ((JP |P̄ (σ) ⊗ 1)ξϕH

P,O
(σ))(1)

est constante et > 0.

Preuve. Remarquons d’abord que, pour σ régulier,

EG
P,σ((JP |P̄ (σ) ⊗ 1)ξϕH

P,O
(σ))(1) = c−1

∑
i∈I

EG
P,σ(JP |P̄ (σ)vi ⊗ v∨

i )(1)

= c−1
∑
i∈I

〈JP |P̄ (σ)vi, v
∨
i 〉

= c−1
∑
i∈I

∫
K

〈(JP |P̄ (σ)vi)(k), v∨
i (k)〉 dk.

Soit p ∈ P ∩ K et h ∈ H. Notons mP (p)uP (p) la décomposition de p selon la décom-
position P = MU . On a

(JP |P̄ (σ)vi)(ph) = ((iGP σ)(h)JP |P̄ (σ)vi)(p)

= (JP |P̄ (σ)(iGP̄ σ)(h)vi)(p)

= (JP |P̄ (σ)vi)(p)

= σ(mP (p))(JP |P̄ (σ)vi)(1),

avec, d’après le Lemme B.5.2.1 de [H1],

(JP |P̄ (σ)vi)(1) = mesUP
(H ∩ UP )ei,

alors que v∨
i (ph) = σ∨(mP (p))v∨

i (1) = σ∨(mP (p))e∨
i .

Comme supp(v∨
i ) ⊆ (P ∩ K)H et que 〈ei, e

∨
i 〉 = 1, on en déduit que∫

K

〈(JP |P̄ (σ)vi)(k), v∨
i (k)〉 dk = mes((P ∩ K)H) mesUP

(H ∩ UP ).

Par suite, EG
P,σ((JP |P̄ (σ) ⊗ 1)ξϕH

P,O
(σ))(1) est constant et > 0 pour σ dans un ouvert de

Zariski de O, d’où le lemme par prolongement analytique. �
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8. La décomposition spectrale

Dans tout ce paragraphe, on fixe un sous-groupe parabolique semi-standard P = MU de
G et l’orbite inertielle O d’une représentation irréductible cuspidale de M . Par ailleurs,
le symbole S désignera dans tout ce paragraphe l’ensemble fini Sµ d’hyperplans affines
de O associé à la fonction µ de Harish-Chandra définie relative à O (cf. 4.3).

8.1.

Appelons un sous-espace affine radiciel A de O résiduel pour µ, s’il existe une fonction
polynomiale p sur O et une donnée de résidu ResA en A, tel que ResA(pµ) �= 0. Notons
Aµ(S) le sous-ensemble de A(S) formé des sous-espaces affines qui sont résiduels pour µ.

Notons rgss(H) le rang semi-simple d’un groupe réductif H. Si M ′ est un sous-groupe
de Levi de G, on appelle rgss(G) − rgss(M ′) le rang parabolique de M ′ (relatif à G).

Le lemme suivant est une reformulation de résultats combinatoires de Heckman–
Opdam et Opdam.

Lemme. Soit Σ′ un système de racines dans aG∗
M de dimension m de groupe de Weyl W ′,

soit q1 un réel > 1 et soit k
¯

= (kα)α∈Σ′ une famille de nombres > 0 tels que kwα = kα

pour tout w ∈ W ′. Posons pour λ ∈ aG∗
M,C

µ(λ, k
¯
) =

∏
α∈Σ′

1 − q
〈α∨,λ〉
1

1 − q
kα+〈α∨,λ〉
1

.

Pour qu’il existe une suite strictement croissante de sous-groupes de Levi

M ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mm−1 ⊂ Mm = G

et une fonction p méromorphe sur aG∗
M,C et holomorphe en un voisinage de λ telle que

les résidus successifs de pµ(·, k
¯
) par rapport aux sous-espaces λ + aG∗

Mi,C
soient non nuls,

il faut et il suffit que λ soit un pôle d’ordre m de µ(·, k
¯
) (l’ordre d’un pôle étant défini

comme dans (3.4)). Ces pôles de µ(·, k
¯
) sont d’ordre maximal.

De plus, si λ est un pôle d’ordre maximal m de µ(·, k
¯
), alors les résidus successifs de

µ(·, k
¯
) par rapport aux sous-espaces λ + aG∗

Mi,C
sont des fonctions non nulles qui ont des

pôles simples par rapport aux sous-espaces λ + aG∗
Mi+1,C.

Preuve. Il résulte de [HO1, Théorème 3.9 et identité (3.17)] que la condition est suff-
isante, pour que λ soit un pôle d’ordre m, et que les pôles des résidus successifs par
rapport aux aG∗

Mi,C
sont alors simples. La réciproque et la maximalité de l’ordre de ces

pôles résultent de [O2, Corollaire 7.10 et Remarque 7.11]. �

Proposition. Pour qu’un sous-espace affine radiciel A de O soit dans Aµ(S), il faut
et il suffit qu’un (ou tout) élément de Areg soit un pôle de µMA d’ordre égal au rang
parabolique de M défini relatif à MA. Ces pôles sont d’ordre maximal pour µMA .
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Preuve. Soit σ ∈ Areg. Considérons d’abord le cas MA = G. On a alors A = Areg.
En échangeant P le cas échéant, on peut supposer �(σ) �P 0. Si Oσ,α est un hyper-
plan singulier pour µ, alors µMα(�(σ)) = 0 par 4.1. Si µMα s’annule sur Oσ,α, alors
la projection �(σ)Mα de �(σ) sur aMα∗

M est nulle (cf. 4.1). Notons Σ+
sp(σ) le sous-

ensemble de l’ensemble Σsp(σ) (défini en 4.1), formé des racines qui sont positives pour
P . Écrivons µ = µnsp,σµsp,σ avec les notations de 4.1 et posons σ0 := �(σ). La fonction
λ 
→ µnsp,σ(σ0 ⊗ χλ) est alors régulière et non nulle dans la partie réelle de tout hyper-
plan affine qui appartient à S et qui contient A (i.e. qui est un élément de SA). On peut
écrire

µsp,σ(σ0 ⊗ χλ) =
∏

α∈Σ+
sp(σ)

(1 − q−mα〈α∨,λ〉)(1 − qmα〈α∨,λ〉)
(1 − qkα−mα〈α∨,λ〉)(1 − qkα+mα〈α∨,λ〉)

(8.1.1)

avec des nombres rationnels mα > 0 qui vérifient mwα = mα pour w ∈ W (M, O) (en fait
mα = 〈α∨, α̃〉−1, ce qui est clairement invariant par W (M, O)).

Posons m = rgss(G) − rgss(M), q1 = qmα et k′
α = kα/mα. Comme, par ce qui précède,

k′
α = k′

wα pour w ∈ W (M, O), on peut appliquer le lemme à l’expression (8.1.1).
Pour que A ∈ Aµ(S), il faut qu’il existe une suite strictement croissante M ⊂ M1 ⊂

· · · ⊂ Mm−1 ⊂ Mm = G de sous-groupes de Levi de G et un polynôme p sur O tel que
les résidus successifs de λ 
→ pµsp,σ(σ0 ⊗ χλ) par rapport aux sous-espaces �(σ) + aG∗

Mi,C

soient non nuls. On déduit alors du lemme que ceci implique que σ est un pôle d’ordre
m de µ.

Réciproquement, le lemme montre que, si σ est un pôle d’ordre m de µ, alors il
existe une suite strictement croissante M ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mm−1 ⊂ Mm = G telle que les
résidus successifs de λ 
→ µsp,σ(σ0 ⊗ χλ) par rapport aux sous-espaces �(σ) + aG∗

Mi,C

soient des fonctions non nulles qui ont des pôles simples par rapport aux sous-espaces
�(σ) + aG∗

Mi+1,C. Comme λ 
→ µnsp,σ(σ0 ⊗ χλ) est régulière et non nulle dans la partie
réelle de tout hyperplan affine de S qui contient A, ceci implique bien que A ∈ Aµ(S).

On déduit du lemme également que ces pôles sont d’ordre maximal.
Soit maintenant A ∈ A(S), MA �= G. Comme les hyperplans affines appartenant à

S \ SµMA sont définis par des racines n’appartenant pas à Σ(P ∩MA), ils ne contiennent
pas A. Tout élément A′ de A(S) qui contient A appartient par conséquence à A(SµMA ).
Appliquons ce que l’on vient de montrer à MA: pour que tout élément de Areg soit un
pôle de µMA d’ordre égal au rang parabolique de M relatif à MA, il faut et qu’il suffit
que A ∈ AµMA (SµMA ). Il reste donc à voir que A ∈ AµMA (SµMA ) équivaut à A ∈ Aµ(S).

Soit p une fonction polynomiale sur O et soit D une suite décroissante de sous-espaces
affines de O contenant A et définissant un opérateur résidu en A (cf. 3.7). Soit σ dans
Areg. Le point σ est alors régulier pour µ(µMA)−1, et on déduit du lemme ci-dessus
appliqué à µMA et à aMA∗

M que, pour que les résidus successifs de µMA par rapport aux
sous-espaces affines appartenant à D aient des pôles simples (par rapport à ces sous-
espaces), il suffit que ou bien ResD(pµ)(σ) �= 0 ou bien ResD(pµMA)(σ) �= 0. On a alors

(ResD(pµ))(σ) = (µ(µMA)−1))(σ)(ResD(pµMA))(σ).

https://doi.org/10.1017/S1474748004000106 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748004000106


368 V. Heiermann

Comme µ(µMA)−1 ne s’annule par définition de S pas sur Areg, il en suit que
ResD(pµ)(σ) �= 0 équivaut à ResD(pµMA)(σ) �= 0, d’où l’équivalence recherchée entre
A ∈ AµMA (SµMA ) et A ∈ Aµ(S). �

Remarque. Pour tous A ∈ Aµ(S), σ ∈ Areg et toute fonction rationnelle ψ sur O
régulière sur Areg, nous avons montré au cours de la preuve de la proposition l’identité

(ResP
A ψµ)(σ) = ψ(σ)(ResP

A µ)(σ). (8.1.2)

Nous avons également établi à la fin de la preuve de la proposition le résultant suivant.

Corollaire. Soit M ′ un sous-groupe de Levi semi-standard de G, M ′ ⊇ M . Soit
A ∈ A(SµM′ ).

Pour que A soit dans AµM′ (SµM′ ), il faut et il suffit que A appartienne à Aµ(S).

8.2.

On est maintenant en mesure d’énoncer et de prouver notre résultat principal.
Appelons sous-groupe parabolique (P,S)-standard de G tout sous-groupe parabolique
semi-standard de la forme P ′ = M ′U ′, où M ′ = MA est un sous-groupe de Levi (P,S)-
standard, tel que PA contienne la chambre de Weyl associée à P ′ dans a∗

MA
(cf. 4.6). Rap-

pelons que l’on a noté (cf. 6.1) Stab(A) = {w ∈ WMA(M, O) | wA = A} pour A ∈ A(S).
On désignera par [A] la classe de WMA(M, O)-conjugaison de A. On fixe un ensemble de
représentants [A(S)] dans A(S) de ces classes. On pose [Aµ(S)] := [A(S)] ∩ Aµ(S).

Rappelons également que E2(M ′, σ) désigne l’ensemble des représentations de carré
intégrable de M ′ dont le support cuspidal contient σ (cf. 6.1) et que, pour Ω ⊆ ∆O, MΩ

désigne le plus petit sous-groupe de Levi M ′ de G contenant M et tel que Ω ⊆ aM ′∗
M

(cf. 4.6).

Théorème. Pour toute application polynomiale ξ : O → iK
P̄∩K

EO ⊗ iKP∩KE∨
O à valeurs

dans un sous-espace de dimension finie et tout g ∈ G, on a

γ(G/M)
∫

�(σ)=r�P 0
deg(σ)EG

P ((J−1
P̄ |P (σ) ⊗ 1)ξ(σ))(g) dO�(σ)

=
∑

Ω⊆∆O

∑
A∈[Aµ(S)], MA=MΩ

|W∆O,MA
|−1|PS(MA)|−1γ(G/M)|Stab(A)|−1

×
∫

�(σ)=r(A)
deg(σ)

×
∑

w′∈W MA (M,O)

∑
w∈W+

MA
(M,O)

ResP
w′A(EG

P ((J−1
P̄ |P (ww′σ) ⊗ 1)

× ξ(ww′σ))(g)) dA�(σ). (8.2.1)

Par ailleurs, pour tout A ∈ [Aµ(S)], tout σ ∈ A vérifiant �(σ) = r(A) et tout g ∈ G, on
a, avec M ′ = MA et P ′ = M ′U ′ un sous-groupe parabolique (P,S)-standard, l’identité
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suivante de fonctions rationnelles en χ′ ∈ Xnr(M ′):

γ(G/M) deg(σ)|Stab(A)|−1

×
∑

w′∈W M′ (M,O)

∑
w∈W+

M′ (M,O)

ResP
w′A(EG

P ((J−1
P̄ |P (ww′(σ ⊗ χ′)) ⊗ 1)ξ(ww′(σ ⊗ χ′)))(g))

= γ(G/M ′)
∑

π∈E2(M ′,σ)

deg(π)µ(π ⊗ χ′)EG
P ′(ϕξ(P ′, π ⊗ χ′))(g).

(8.2.2)

De plus, pour que σ ∈ O vérifie E2(G, σ) �= ∅, il faut qu’il appartienne à un élément A

de Aµ(S) qui vérifie MA = G.

Preuve. Pour simplifier les notations (et économiser de la place), on va identifier
iKP ′∩KEO ⊗ iKP∩KE∨

O à un sous-espace de End(iKP∩KEO, iKP ′∩KEO), etc., via le plonge-
ment usuel. Ainsi (J−1

P̄ |P (σ) ⊗ 1)ξ(σ) s’identifie à J−1
P̄ |P (σ)ξ(σ).

Par le théorème des résidus 4.11,

γ(G/M)
∫

�(σ)=r�P 0
deg(σ)EG

P (J−1
P̄ |P (σ)ξ(σ))(g) dO�(σ)

=
∑

Ω⊆∆O

∑
A∈[A(S)],MA=MΩ

|W∆O, MA
|−1|PS(MA)|−1γ(G/M)

×
∫

�(σ)=r(A)+εA

deg(σ)|Stab(A)|−1

×
∑

w′∈W MA (M,O)

∑
w∈W+

MA
(M,O)

ResP
w′A(EG

P (J−1
P̄ |P (ww′σ)ξ(ww′σ))(g)) dA�(σ).

(8.2.3)

On va montrer que les contributions des termes venant d’un élément de [A(S)]− [Aµ(S)]
sont nulles, que les identités (8.2.2) sont vérifiées pour tout A ∈ [A(S)] et que la somme
sous l’intégrale (8.2.3) est régulière en tout σ avec �(σ) = r(A). A l’aide de la formule
de Plancherel, ceci prouvera le théorème.

On va effectuer une récurrence sur le rang semi-simple de G. Les différentes étapes
de la preuve (traitement de la partie ‘continue’ de (8.2.3) à l’aide de l’hypothèse de
récurrence, identification de la partie continue de (8.2.3) avec celle de la formule de
Plancherel, traitement de la partie ‘discrète’) sont reparties sur les numéros 8.3, 8.4
et 8.5 ci-après. �

8.3.

On va effectuer une récurrence sur le rang semi-simple de G. Si rgss(G) = 0, il n’y
a rien à montrer. Supposons le théorème prouvé pour tout groupe de rang semi-simple
plus petit que celui de G. Soit Ω ⊆ ∆O tel que M ′ := MΩ �= G. Soit A ∈ [A(S)] avec
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M ′ = MA et notons P ′ un sous-groupe parabolique (P,S)-standard de Levi M ′. Posons
P1 = (M ′ ∩ P )U ′. C’est un sous-groupe parabolique semi-standard contenu dans P ′ de
sous-groupe de Levi M . Comme ∆O ⊆ Σ(P ) et que P ′ est (P,S)-standard, tout élément
α ∈ ∆O vérifie ou α ∈ Σ(P ∩ M ′) ou α|M ′ ∈ Σ(P ′). On en déduit ∆O ⊆ Σ(P1).

On a alors pour σ ∈ O en position générique, en utilisant les règles de composition,
d’adjonction et de compatibilité vis-à-vis de l’induction parabolique pour les opérateurs
d’entrelacement (où on identifie iGP1

avec iGP ′iM
′

P1∩M ′) (cf. [W, ch. IV])

∑
w∈W+

M′ (M,O)

EG
P (JP |P̄ (wσ)ξ(wσ))(g)

=
∑

w∈W+
M′ (M,O)

EG
P (λ(w)λ(w−1)JP |P̄ (wσ)ξ(wσ))(g)

=
∑

w∈W+
M′ (M,O)

EG
P (λ(w)Jw−1P |w−1P (σ)λ(w−1)ξ(wσ))(g)

=
∑

w∈W+
M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)

× EG
P1

(λ(w)Jw−1P |P1(σ)JP1|(M ′∩P̄ )U ′(σ)

× J(M ′∩P̄ )U ′|w−1P (σ)λ(w−1)ξ(wσ))(g)

=
∑

w∈W+
M′ (M,O)

EG
P1

((JP1|(M ′∩P̄ )U ′(σ) ⊗ 1)

× [µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)(J(M ′∩P̄ )U ′|w−1P (σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (σ∨)λ(w−1))ξ(wσ)])(g)

=
∑

w∈W+
M′ (M,O)

EG
P ′(iGP ′(JM ′

M ′∩P |M ′∩P̄ (σ) ⊗ 1)

× [µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)(J(M ′∩P̄ )U ′|w−1P (σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (σ∨)λ(w−1))ξ(wσ)])(g)

=
∫

P ′\G

EM ′

P∩M ′

(
JM ′

P∩M ′|P̄∩M ′(σ)

×
[ ∑

w∈W+
M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)

× ((J(M ′∩P̄ )U ′|w−1P (σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (σ∨)λ(w−1))ξ(wσ))(g′g, g′)
])

(1) dg′.
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Posons P̃1 = (M ′ ∩ P )Ū ′. Comme l’intégrale est en fait une somme finie, il s’en suit
que, pour A′ dans [A] et σ ∈ A′ en position générique∑

w∈W+
M′ (M,O)

ResA′(EG
P (J−1

P̄ |P (wσ)ξ(wσ))(g))

=
∫

P ′\G

ResA′

(
EM ′

P∩M ′

(
JM ′−1

P̄∩M ′|P∩M ′(σ)

×
[
µP1|P̃1

(σ)
∑

w∈W+
M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)

× (J(P̄∩M ′)U ′|w−1P (σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (σ∨)λ(w−1))ξ(wσ)
]
(g′g, g′)

)
(1)

)
dg′. (8.3.1)

L’application rationnelle ξ̃M ′

g′g,g′ : O → iK∩M ′

P̄∩K∩M ′EO ⊗ iK∩M ′

P∩K∩M ′E∨
O,

σ 
→ µP1|P̃1
(σ)

[ ∑
w∈W+

M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(σ)((J(P̄∩M ′)U ′|w−1P (σ)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (σ∨)λ(w−1))ξ(wσ)
]
(g′g, g′)

vérifie d’après 6.2 les hypothèses de la Proposition 6.1. Le Lemme 6.2 montre par ailleurs
que

ϕξ̃M′
g′g,g′

(σ) = µP1|P̃1
(σ)(ϕξ(P1, σ)(g′g, g′))

(dans les notations de 6.2).
Fixons σ ∈ A avec �(σ) = r(A). On trouve alors par la Proposition 6.1 avec

l’hypothèse de récurrence, en utilisant l’égalité γ(G/M) = γ(G/M ′)γ(M ′/M), et en
posant σ′ = σ ⊗ χ′ l’égalité

|Stab(A)|−1
∑

w′∈W M′ (M,O)

γ(G/M) deg(σ)

× ResP∩M ′

w′A

(
EM ′

P∩M ′

(
JM ′−1

P∩M ′|P̄∩M ′(w′σ′)

×
[
µP1|P̃1

(w′σ′)

×
∑

w∈W+
M′ (M,O)

µM ′

w−1P∩M ′|P∩M ′(w′σ′)

× (J(P̄∩M ′)U ′|w−1P (w′σ′)λ(w−1)

⊗ JP1|w−1P (w′σ′∨)λ(w−1))ξ(ww′σ′)
]
(g′g, g′)

)
(1)

)
= γ(G/M ′)

∑
π∈E2(M ′,σ)

deg(π)µP1|P̃1
(σ′)EM ′

M ′ (ϕξ(P1, π ⊗ χ′)(g′g, g′))(1). (8.3.2)
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de fonctions rationnelles en χ′ ∈ Xnr(M ′). Remarquons que, par hypothèse de récurrence,
E2(M ′, σ) est vide, si A �∈ AµM′ (SµM′ ), ce qui équivaut par le Corollaire 8.1 à A �∈ Aµ(S).
La somme (8.3.2) est donc nulle, si A ∈ [A(S)] − [Aµ(S)].

En appliquant 4.9, en intégrant l’égalité ci-dessus sur P ′\G par rapport à g′, en insérant
le résultat dans l’identité (8.3.1) et en utilisant l’identité µP1|P̃1

(σ ⊗ χ′) = µ(π ⊗ χ′), on
en déduit l’identité

γ(G/M) deg(σ)|Stab(A)|−1

×
∑

w′∈W M′ (M,O)

∑
w∈W+

M′ (M,O)

ResP
w′A(EG

P (J−1
P̄ |P (ww′(σ ⊗ χ′))ξ(ww′(σ ⊗ χ′)))(g))

= γ(G/M ′)
∑

π∈E2(M ′,σ)

µ(π ⊗ χ′) deg(π)EG
P ′(ϕξ(P ′, π ⊗ χ′))(g),

(8.3.3)

de fonctions rationnelles sur Xnr(M ′), où E2(M ′, σ) = ∅, si A �∈ Aµ(S). Ceci implique
bien les identités (8.2.2) du théorème pour tout Ω ⊆ ∆O, MΩ �= G et que les termes
dans (8.2.3) indexés par [A(S)]− [Aµ(S)] sont nuls. Comme la fonction µ est régulière en
une représentation de carré intégrable (cf. [W, IV.3(6)]), la fonction définie par (8.3.3)
est régulière en tout χ′ avec �(χ′) = 0. On peut donc poser εA = 0 dans (8.2.3).

8.4.

On va maintenant montrer que la somme des termes dans (8.2.3) indexés par les sous-
ensembles Ω de ∆O, MΩ �= G, s’identifie à la partie continue de la formule de Plancherel.

Soit Ω ⊆ ∆O tel que MΩ �= G, et supposons qu’il existe A ∈ [A(S)] tel que MA = MΩ .
Désignons par [A]P,S l’ensemble des A′ ∈ [A(S)] qui sont conjugués à A par un élément
de W (M, O) et qui sont tels que MA′ soit (P,S)-standard. (L’ensemble [A]P,S n’est
qu’un sous-ensemble de celui désigné par le même symbole à l’intérieur de la preuve du
Lemme 4.7.) Fixons pour tout A′ de [A]P,S un élément σA′ de A′ avec �(σA′) = r(A′), et
un sous-groupe parabolique (P,S)-standard de Levi MA′ que l’on notera (abusivement)
PA′ . On peut supposer que les représentations σA′ sont mutuellement conjuguées. Comme
les identités (8.2.2) ont été établies pour les éléments de [A]P,S , la somme des termes
dans (8.2.3), indexés par les éléments de [A]P,S , est égale à

∑
A′∈[A]P,S

|W∆O,MA′ |−1|PS(MA′)|−1γ(G/MA′)

×
∑

π∈E2(MA′ ,σA′ )

∫
Oπ,0

deg(π′)EG
PA′ (ϕξ(PA′ , π′))(g)µ(π′) dπ′. (8.4.1)

Remarquons que les constantes |W∆O,MA′ |, |PS(MA′)| et deg(σA′) ne dépendent pas du
choix de A′ ∈ [A]P,S et que, par 4.7,

|{MA′ | A′ ∈ [A]P,S}| =
|PS(MA)| |W∆O,MA

|
|W (MA,O)| .
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Par ailleurs, on a, pour w ∈ W (M, O), E2(wMA, wσA) = {wπ | π ∈ E2(MA, σA)}
et γ(G/MA) = γ(G/wMA). On en déduit avec [W, V.3.1] que les termes dans la
somme (8.4.1) ne dépendent pas du choix de A′ ∈ [A]P,S . Par suite, (8.4.1) est égal à

γ(G/MA)|W (MA,O)|−1

×
∑

A′∈[A]P,S ,MA′=MA

∑
π∈E2(MA′ ,σA′ )

∫
Oπ,0

deg(π′)EG
PA′ (ϕξ(PA′ , π′))(g)µ(π′) dπ′.

(8.4.2)

Soit π ∈ E2(MA, σA). On peut identifier W (MA,Oπ,0) à un sous-groupe de W (MA,O):
soit w ∈ W (MA,Oπ,0). Alors wσA est dans le support cuspidal de wπ et, comme
wπ ∈ Oπ,0, il existe w′ ∈ WMA tel que ww′σA ∈ O, d’où ww′O = O. La classe à droite
modulo WMA(M, O) de w′ est déterminée de façon unique.

L’ensemble des Oπ′,0 avec π′ dans la réunion des E2(MA′ , σA′) avec A′ ∈ [A]P,S ,
MA′ = MA et Oπ′,0 conjugués à Oπ,0 par un élément de W est sans multiplicité, puisque
A′ ne peut être conjugué à A par un élément de WMA(M, O) (les éléments de [A]P,S étant
des représentants de ces classe de conjugaison). On vérifie par ailleurs que cet ensemble
est égal à l’orbite de Oπ,0 pour l’action par conjugaison par W (MA,O). Inversement,
toute orbite Oπ′,0 avec π′ dans la réunion des E2(MA′ , σA′), A′ ∈ [A]P,S et MA′ = MA,
est conjuguée par un élément de W à une orbite de la forme Oπ,0 avec π ∈ E2(MA, σA).

En rassemblant les représentations π′ dans la réunion des E2(MA′ , σA′) avec A′ ∈ [A]P,S
et MA′ = MA, dont les orbites Oπ′,0 sont conjuguées et qui ont par [W, V.3.1] la même
contribution dans (8.4.2), l’identité (8.4.2) devient donc

γ(G/MA)
∑

π∈E2(MA,σA)

|W (MA,Oπ,0)|−1
∫

Oπ,0

deg(π′)EG
PA

(ϕξ(PA, π′))(g) dπ′. (8.4.3)

Notons L2(G)[A]P,S le sous-espace de l’espace hilbertien L2(G) engendré par les com-
binaisons linéaires des fonctions de la forme

g 
→
∫

Oπ,0

EG
PA

(ϕξ(PA, π′))(g) dπ′, (8.4.4)

avec π ∈ E2(MA, σA). En comparant (8.4.3) avec (2.5.1), on voit en utilisant la Propo-
sition VII.2.2 de [W] que (8.4.3) est la projection orthogonale de fξ, considéré comme
élément de L2(G), sur L2(G)[A]P,S .

Si on change de classe [A]P,S , (8.4.3) définit une fonction qui est orthogonale à l’espace
L2(G)[A]P,S , puisque des fonctions de la forme (8.4.4) correspondant à des orbites uni-
taires non conjuguées sont orthogonales (cf. [W, Proposition VII.2.2]).

Pour conclure que la somme des termes dans (8.2.3) indexés par les Ω ⊆ ∆O, MΩ �= G,
est égale à la partie continue de la formule de Plancherel, il reste à vérifier que, pour
tout (P ′ = M ′U ′,O′

0) ∈ Θ2(O) avec M ′ �= G, il existe A ∈ [Aµ(S)], σA ∈ A et
π ∈ E2(MA, σA), tel que MA soit (P,S)-standard et que O′

0 soit conjugué à Oπ,0.
Par hypothèse de récurrence, pour que E2(M ′, σ) �= ∅ pour un σ ∈ O, il faut qu’il

existe A ∈ AµM′ (SµM′ ) ⊆ A(S) tel que M ′ = MA. Par le Lemme 4.6, M ′ est conjugué à
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un sous-groupe de Levi (P,S)-standard de G par un élément w de W (M, O). Soit π dans
wO′

0. Par hypothèse de récurrence, il existe alors A′ ∈ [AµM′ (SµM′ )] ⊆ [Aµ(S)], σA′ ∈ A′

tels que π ∈ E2(MA′ , σA′).
Tous les termes de la partie continue de la formule de Plancherel apparaissent donc

bien dans la partie continue de (8.2.3).

8.5.

Supposons maintenant M∆O = G et considérons les termes dans (8.2.3) qui sont
indexés par ∆O. La fonction

fξ : G → C, g 
→
∫

�(σ)=r�P 0
EG

P (J−1
P̄ |P (σ)ξ(σ))(g−1) dO�(σ)

est lisse à support compact, donc de carré intégrable. D’après [W, Proposition VI.3.1],
pour M ′ un sous-groupe de Levi ⊇ M , π′ ∈ E2(M ′), la fonction

g 
→
∫

Oπ,0

EG
P ′(ϕξ(π′, P ′))(g)µ(π′) dπ′

est dans l’espace de Schwartz–Harish-Chandra et donc également de carré intégrable. On
déduit alors de (8.2.3) et des identités (8.2.2) que l’on vient d’établir pour MΩ �= G que
la fonction sur G définie pour g ∈ G par

∑
A∈[A(S)],MA=G

γ(G/M)
∫

�(σ′)=r(A)+εA

deg(σ′)|Stab(A)|−1

×
∑

w′∈W (M,O)

ResP
w′A(EG

P (J−1
P̄ |P (w′σ′)ξ(w′σ′))(g)) dA�(σ′) (8.5.1)

est de carré intégrable pour toute application polynomiale ξ sur O et, comme la somme
des termes indexés par les Ω ⊆ ∆O, MΩ �= G, dans (8.2.3) s’identifie à la partie continue
de la formule de Plancherel, l’expression (8.5.1) est égale à

∑
(G,O′

0)∈Θ2(O)

∫
O′

0

deg(π′)EG
G(ϕξ(G, π′))(g) d(π′). (8.5.2)

Remarquons d’abord que, si MA = G, alors PS(MA) = {a∗
G}. Par suite, on peut choisir

εA = 0 dans (8.5.1).
Soit A ∈ [A(S)] et σ ∈ A avec �(σ) = r(A). Il faut établir les identités (8.2.2)

et montrer que la valeur de chaque côté est nulle, si A ∈ [A(S)] − [Aµ(S)]. Notons
χσ la restriction à TG du caractère central de σ qui est par choix de σ un caractère
unitaire. Rappelons l’application pχσ définie dans [W, VIII.4]: elle associe à une fonction
f de l’espace de Schwartz–Harish-Chandra la fonction pχσ (f) : G → C bi-invariante par
un sous-groupe ouvert compact définie par pχσ (f)(g) =

∫
TG

χ−1
σ (t)f(tg) dt. Elle vérifie

pχσ (f)(tg) = χσ(t)f(g) pour tout t ∈ TG et g ∈ G. Comme les fonctions définies sur G
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par les identités (8.5.1) et (8.5.2) sont dans l’espace de Schwartz–Harish-Chandra, on
peut leur appliquer la transformation pχσ .

Notons E2(G, O) l’ensemble des représentations de carré intégrable de G dont le support
cuspidal contient un élément de O, et E2(G, O)χσ (respectivement Aχσ ) le sous-ensemble
de E2(G, O) (respectivement d’un élément A de A(S)), formé des représentations π′

(respectivement σ′) dont la restriction à TG agit par le caractère χσ. En refaisant les argu-
ments de la preuve de [W, Théorème VIII.4.2], on voit que la fonction définie par (8.5.2)
devient, si on lui applique pχσ , égale à celle définie pour g ∈ G par∑

π′∈E2(G,O)χσ

deg(π′)EG
G(ϕξ(G, π′))(g). (8.5.3)

Remarquons que l’espace A est formé des σ ⊗ χ′ avec χ′ ∈ Xnr(G). Comme la valeur
de JP |P̄ en une représentation ne change pas si on tensorise celle-ci par un élément de
Xnr(G), les fonctions sous l’intégrale (8.5.1) sont polynomiales. On peut donc refaire de
nouveau les arguments de [W, Théorème VIII.4.2] pour montrer que la fonction définie
par (8.5.1) devient, si on lui applique pχσ , égale à celle définie pour g ∈ G par

γ(G/M)|Stab(A)|−1
∑

σ′∈Aχσ

deg(σ′)
∑

w∈W (M,O)

ResP
wA(EG

P (J−1
P̄ |P (wσ′)ξ(wσ′))(g)).

(8.5.4)
Choisissons un polynôme p sur O invariant pour l’action par W (M, O) et pour celle par
Xnr(G), non nul en σ et qui s’annule en un ordre élevé en tout σ′ ∈ O qui ne soit pas
conjugué à σ et qui appartienne ou au support cuspidal d’un élément π′ de E2(G)χσ

avec
ϕξ(G, σ′) �= 0 ou à Aχσ pour un A ∈ [A(S)] vérifiant MA = G. L’ensemble de ses σ′ ∈ O
est fini par définition de A(S) et par [W, VIII.1.1(1)]. On peut par ailleurs supposer
que les dérivées de p en σ s’annulent à un ordre suffisamment élevé. (L’existence d’une
fonction polynomiale p1 sur Xnr(M) invariante pour l’action par Xnr(G) s’annulant à
un ordre élevé en un nombre fini de points donnés et ne s’annulant pas sur l’ensemble
fini correspondant aux conjugués de σ est élémentaire, puisque le quotient de Xnr(M)
par Xnr(G) est un produit de tores C× (cf. 1.2). En prenant le produit de p1 avec ses
conjugués, on en déduit une fonction polynomiale p sur O qui est invariante pour l’action
W (M, O) et par Xnr(G) et qui a toutes les propriétés demandées sauf peut-être que ses
dérivées en σ ne s’annulent pas à un ordre suffisamment élevé. En remplacant p par son
produit avec −p + 2p(σ) qui est un polynôme W (M, O)-invariant sur O et en répétant
ce procédé un nombre suffisant de fois, on aboutit finalement à une fonction polynomiale
p qui possède toutes les propriétés demandées.)

On déduit de (8.5.3) et (8.5.4), en calculant ResP
wA à l’aide d’opérateurs différentiels

holomorphes à coefficients constants (cf. 3.7) en utilisant les règles de Leibniz, l’égalité∑
π′∈E2(G,σ)

deg(π′)EG
G(ϕpξ(G, π′))(g)

= γ(G/M) deg(σ)|Stab(A)|−1
∑

w∈W (M,O)

ResP
wA(EG

P (J−1
P̄ |P (wσ)((pξ)(wσ)))(g))

(8.5.5)
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pour toute application polynomiale ξ : O → iK
P̄∩K

EO ⊗ iKP∩KE∨
O à image dans un espace

de dimension finie, où on a utilisé que ϕpξ(π′, G) = p(σ′)ϕξ(π′, G) pour tout π′ dans
E2(G, σ′) et tout σ′ dans la réunion de Aχσ avec E2(G, O)χσ

, ainsi que le fait que les
dérivées de p en σ′ s’annulent à un ordre élevé. Les mêmes arguments montrent que l’on
peut ‘diviser par p’ pour obtenir l’identité (8.2.2) en σ avec M ′ = G (et χ′ = 1). On
en déduit que l’identité (8.2.2) est vérifiée relative à σ pour tout χ′ ∈ Xnr

0 (G) et donc,
puisque les deux applications dans (8.2.2) sont rationnelles, en tout χ′ ∈ Xnr(G).

Choisissons ξ = ξH
P,O (cf. 7.1). Comme l’application O → C,

σ′ 
→ EG
P (JP |P̄ (σ′)ξH

P,O(σ′))(1)

est constante (cf. 7.2) et que EG
P (J−1

P̄ |P (σ′)ξH
P,O(σ′)) = EG

P (JP |P̄ (σ′)ξH
P,O(σ′))µ(σ′), on

voit par définition de Aµ(S) que

ResP
A(EG

P (J−1
P̄ |P (σ)ξH

P,O(σ))(1)) = 0,

si A ∈ A(S) − Aµ(S). On en déduit que chacun des termes dans (8.2.2) évalués en g = 1
est nul si A ∈ [A(S)] − [Aµ(S)], i.e. que l’on a

∑
π∈E2(G,σ)

deg(π) tr(π(fϕO )) = 0,

avec fϕO = fξH
P,O

(cf. 2.2, 2.3 et 7.1 pour les notations). Comme tr(π(fϕO )) est par 7.1
un entier strictement positif pour tout π ∈ E2(G, σ), il s’en suit que E2(G, σ) = ∅. Ceci
prouve les dernières assertions du théorème.

8.6.

Corollaire. Pour qu’un élément σ de O appartienne au support cuspidal d’une
représentation de carré intégrable de G, il faut que σ soit un pôle de la fonction µ

de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M . Ces pôles sont d’ordre maxi-
mal. Réciproquement, un pôle σ de la fonction µ de Harish-Chandra d’ordre égal au rang
parabolique de M correspond ainsi à une représentation de carré intégrable de G, si et
seulement si l’espace affine A = Oσ,G vérifie

∑
w∈W (M,O)

(ResP
wA µsp,σ)(wσ) �= 0

et si �(σ) = r(A).

Preuve. La première partie est une conséquence directe de la dernière assertion du
Théorème 8.2 avec la caractérisation de Aµ(S) donnée par la Proposition 8.1. Concernant
la deuxième assertion, l’identité (8.2.2) du Théorème 8.2 et le Lemme 7.2 prouvent qu’avec
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les notations du paragraphe 7 et A = Oσ,G

γ(G/M) deg(σ)|Stab(A)|−1EG
P ((JP |P̄ (σ) ⊗ 1)ξH

P,O(σ))(1)
∑

w∈W (M,O)

(ResP
wA µ)(wσ)

=
∑

π∈E2(G,σ)

deg(π) tr(π(fϕO )),

(8.6.1)

si �(σ) = r(A). Comme EG
P ((JP |P̄ (σ) ⊗ 1)ξH

P,O(σ))(1) et tr(π(fϕO )) sont des nombres
> 0 par les Lemmes 7.1 et 7.2 respectivement, E2(G, σ) �= ∅ équivaut à∑

w∈W (M,O)

(ResP
wA µ)(σ) �= 0.

On peut finalement remplacer µ par µsp,σ suite à l’identité (8.1.2), puisque µnsp,σ est
régulière et non nulle en Areg et invariante par W (M, O) (cf. 4.1).

Il reste à remarquer qu’une condition nécessaire, pour que σ soit dans le support
cuspidal d’une représentation de carré intégrable de G, est que σ agit sur TG par un
caractère unitaire, ce qui équivaut à �(σ) = r(A). �

Remarque. La somme
∑

w∈W (M,O)(ResP
wA µsp,σ)(w·) comporte beaucoup de termes

qui sont en effet nuls. D’abord, comme on l’a déjà remarqué en 4.12, on devrait avoir
ResP

wA ≡ 0, si r(wA) n’est pas une somme d’éléments de ∆O à coefficients � 0. Si �(σ)
est dans la composante (P,S)-standard PA de PS(MA) (définie dans 4.6) (Silberger
appelle σ dans [S3] alors un point de Casselman), il est facile de voir (cf. par exemple les
arguments utilisés pour la Remarque 3.16 dans [HO1]) que ResP

wA µ = 0 si w �∈ Stab(A).
Par ailleurs, JP |P̄ est dans ce cas régulier en σ. Notons ι l’inclusion de l’image de JP |P̄ (σ)
dans iKP∩KE et p un projecteur de iKP∩KE sur l’image de JP |P̄ (σ). Par la relation (#) de
l’introduction, on trouve avec Stab(∆O) = W∆O et les identifications de 2.1

ϕξ(σ) ◦ ι =
∑

w∈Stab(∆O)

(JP |wP (σ)λ(w)ξ(w−1σ)λ(w−1)JwP |P (σ)) ◦ ι.

Remarquons que, pour w ∈ Stab(∆O), l’opérateur JP |wP (σ)λ(w) a la même image que
JP |P̄ (σ). On en déduit, puisque l’image de JP |P̄ (σ) est stable par ϕξ(σ) (cet endomor-
phisme venant d’un élément de l’espace de Paley–Wiener), que

EG
P (ϕξ(σ) ◦ ι) =

∑
w∈Stab(∆O)

EG
P ((pJP |wP̄ (σ)λ(w) ⊗ ι∨JP |wP (σ∨)λ(w))ξ(w−1σ))

=
∑

w∈Stab(∆O)

EG
P (JP |P̄ (wσ)ξ(wσ)).

Il résulte alors de l’identité (8.2.2) avec les Lemmes 4.8 et 4.10, compte tenu de (8.1.2)
et de l’invariance de µ par W (M, O), que∑
π∈E2(G,σ)

deg(π)EG
P (ϕξ(G, π)) = γ(G/M) deg(σ)|Stab(A)|−1EG

P (ϕξ(σ) ◦ ι)(ResP
A µ)(σ).
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Par suite, l’image de ι dans iKP∩KE correspond à une somme directe de représentations
de carré intégrable (ce qui a déjà été montré par Silberger (cf. [S3, Theorem 4.1.1])).
Si on note m(π, σ) la multiplicité d’une représentation irréductible de carré intégrable π

dans l’image de ι, on voit de plus que l’on a, par l’indépendance linéaire des coefficients
matriciels de représentations irréductibles non équivalentes,

deg(π) = γ(G/M) deg(σ)|Stab(A)|−1m(π, σ)(ResP
A µ)(σ).

En particulier, si �(σ) >P 0 (ce que Silberger appelle dans [S3] un point propre de
Casselman), il est facile de voir que l’image de JP |P̄ (σ) correspond à une seule sous-
représentation irréductible π de iGP σ qui est de carré intégrable par ce qui précédait. On
trouve donc dans ce cas deg(π) = γ(G/M) deg(σ)(ResP

A µ)(σ).
Si �(σ) n’est pas dans PA, on peut obtenir des expressions assez compliquées (voir

par exemple le cas de l’identité (2) + (7) + (10) dans A.3), dont il semble difficile de
déduire des informations précises sur le degré formel des sous-quotients de carré intégrable
ou sur leur position dans la représentation induite. Il semble toutefois éventuellement
possible de déduire de ces expressions une certaine propriété d’invariance des degrés
formels des représentations de carré intégrable ayant le même support cuspidal comme
cela a été fait dans [O2] pour des identités semblables dans le cas de la série principale non
ramifiée. Mentionnons également [HO2] où sont calculés les degrés formels de certaines
représentations de carré intégrable qui apparaissent dans la série principale non ramifiée
de G.

8.7.

Le résultat suivant est dû à E. Opdam.

Théorème (cf. [O2], Theorem 3.29). Soit σ ∈ O un pôle de la fonction µ de Harish-
Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M . Alors

∑
w∈W (M,O)

ResP
wA µsp,σ(wσ) �= 0.

Remarque. La convention 2.1 dans l’article [O2] qui n’a été faite que pour des raisons
de notations et qui ne joue aucun rôle dans [O2] est d’ailleurs dans notre situation
équivalente à la rationnalité des points de réductibilité pour les induites paraboliques de
représentations cuspidales. Elle a été démontrée pour les groupes classiques déployés par
C. Moeglin (cf. [M3]). Pour les représentations génériques, elle résulte des travaux de
Shahidi [Sh].

Corollaire. Soit σ ∈ O tel que �(σ)G = 0. Pour que σ appartienne au support cuspidal
d’une représentation de carré intégrable, il faut et il suffit que σ soit un pôle de la
fonction µ de Harish-Chandra d’ordre égal au rang parabolique de M . Ces pôles sont
d’ordre maximal.
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Annexe A. L’exemple d’un groupe déployé semi-simple de type G2

Dans cet annexe, on va traiter l’exemple de la série principale non ramifiée d’un groupe
semi-simple de type G2 en détail et ‘à la main’. C’est le groupe de rang semi-simple min-
imal pour lequel l’analyse des combinaisons linéaires de coefficients matriciels qui appa-
raissent dans le Théorème 8.2 n’est pas sans difficulté. Ce problème apparâıt également
pour des groupes classiques (déployé ou non) de rang plus élevé et d’autres groupes.
Comme on l’a déjà remarqué, c’est l’analogue local des analyses effectuées dans l’annexe 3
de [MW1]. Nous n’allons toutefois ici pas aussi loin dans le cas difficile des identités
(2) + (7) + (10) (cf. A.3) pour des raisons expliquées dans l’introduction.

Remarquons finalement que le cas d’un groupe de type An peut se traiter entièrement à
la main, comme cela a été fait pour la série principale non ramifiée dans le manuscrit [H3],
où on utilise un chemin d’intégration analogue à celui effectué dans [MW2]. Déjà pour
la série principale non ramifiée de Sp4, nous avons rencontré des pôles qui s’annulent, ce
qui paraissait compliqué à montrer par une méthode directe. Disons tout de suite que ce
dernier cas de figure n’apparâıt pas pour un groupe de type G2.

A.1.

Soit G un tel groupe. Fixons un sous-groupe parabolique minimal B = MU de G. Le
sous-groupe de Levi M est un tore déployé maximal de G. Remarquons que tout sous-
groupe de Levi Mγ de G obtenu en associant à M une racine γ est isomorphe à GL2.
On notera St2,γ la représentation de Steinberg de Mγ . L’ensemble des racines positives
simples associé à B sera noté ∆ = {α, β}, α désignant la racine courte. L’ensemble des
racines pour G relatives à M qui sont positives pour B, noté Σ+, est alors

{α, β, α + β, 2α + β, 3α + β, 3α + 2β}.

Remarquons que le système des coracines Σ∨ est également de type G2. L’ensemble Σ∨+

des coracines positives pour B s’écrit

{α∨, β∨, α∨ + β∨, α∨ + 2β∨, α∨ + 3β∨, 2α∨ + 3β∨},

en remarquant que α∨ est une racine longue.
Plus précisément,

(α + β)∨ = α∨ + 3β∨, (2α + β)∨ = 2α∨ + 3β∨,

(3α + β)∨ = α∨ + β∨, (3α + 2β)∨ = α∨ + 2β∨,

où on a utilisé que 〈β, α∨〉 = −3 et 〈α, β∨〉 = −1.
Le groupe de Weyl W correspondant à AM est engendré par les symétries sα et sβ .

C’est en fait le groupe diédral d’ordre 12 engendré par sβ et sαsβ avec s2
β = (sαsβ)6 = 1.

On a sα(β) = 3α + β, sβ(α) = α + β.
Notons {ωα, ωβ} la base de a∗

M qui est duale à {α∨, β∨}. On a ωα = 2α + β,
ωβ = 3α + 2β. Par suite,

sα(ωα) = ωβ − ωα, sα(ωβ) = ωβ , sβ(ωα) = ωα, sβ(ωβ) = 3ωα − ωβ .
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On en déduit que

µ(χzαωα+zβωβ
)

=
(1 − qzα)(1 − q−zα)(1 − qzβ )(1 − q−zβ )

(1 − q−1+zα)(−1 − q−1−zα)(1 − q−1+zβ )(−1 − q−1−zβ )

× (1 − qzα+zβ )(1 − q−zα−zβ )(1 − qzα+2zβ )(1 − q−zα−2zβ )
(1 − q−1+zα+zβ )(1 − q−1−zα−zβ )(1 − q−1+zα+2zβ )(1 − q−1−zα−2zβ )

× (1 − qzα+3zβ )(1 − q−zα−3zβ )(1 − q2zα+3zβ )(1 − q−2zα−3zβ )
(1 − q−1+zα+3zβ )(1 − q−1−zα−3zβ )(1 − q−1+2zα+3zβ )(1 − q−1−2zα−3zβ )

Les hyperplans affines radiciels dans O = Xnr(M) qui sont singuliers pour µ sont donnés
par Sγ := Oχγ/2,γ avec γ ∈ Σ+. (On munit ces hyperplans donc de l’orientation donnée
par le choix de Σ+.) L’ensemble S = Sµ est donc formé de ces hyperplans Sγ ainsi que
de leurs parties imaginaires (égales à O1,γ).

Les hyperplans singuliers pour l’opérateur d’entrelacement JB|B̄ se déterminent en
le décomposant en opérateurs d’entrelacement définis par rapport à des sous-groupes
paraboliques adjacents. Soient B′ et B′′ deux sous-groupes de Borel adjacents dont
l’intersection est un sous-groupe de Borel de Mγ . Rappelons que Mγ est isomorphe
à GL2. Pour ce groupe, les opérateurs d’entrelacement définis relatifs aux caractères
non ramifiés de M sont bien connus. On en déduit que JB′|B′′ est régulier en χλ, si et
seulement si q−〈λ,γ∨〉 �= 1. L’opérateur défini en χλ est alors bijectif, si et seulement si
q−〈λ,γ∨〉 �∈ {q−1, q}. Remarquons qu’un opérateur d’entrelacement qui est le composé de
plusieurs opérateurs d’entrelacement dont certains ont des pôles en χλ et d’autres ne sont
pas injectifs en χλ peut bien être défini en χλ.

A.2.

Notons E l’espace de la représentation unité de M . Pour calculer l’intégrale∫
�(χ)=r�B0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)µ(χ) d�(χ) (A.2.1)

pour une application polynomiale ξ : O → iK
B̄∩K

E ⊗ iKB∩KE∨ donnée, on va effectuer le
chemin C dans a∗

M dans la Figure 2 (p. 381) décrit dans [MW2, Appendice 3]. On
identifiera dans la suite parfois la valeur de ξ en un caractère non ramifié χ à un élément
de Hom(iKB∩KE, iK

B̄∩K
E).

A cette occasion, on trouve des pôles, lorsque l’on coupe les hyperplans Hγ,1 de a∗
M (qui

sont donnés par 〈λ, γ∨〉 = 1, γ ∈ Σ+). L’origine de ces hyperplans est le point 1
2γ. Soit

δ une racine dans Σ, tel que {γ, δ} soit un ensemble de racines simples pour un certain
ordre sur a∗

M . Soit {ωγ , ωδ} la base duale à la base {γ∨, δ∨} de aM . Tout point de Hγ,1

s’écrit alors sous la forme 1
2γ + tδωδ. Écrits sous cette forme, les points d’intersection du
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α

β

CS3α + β

Sα
Sβ

S2α + β

S3α + 2β

Sα + β3α + 2β

2α + β 3α + βα + β

Figure 2.

chemin C avec les éléments de H(S) sont:

γ = α, δ = β : 1
2α + tδωβ (tδ 
 0),

γ = β, δ = α : 1
2β + tδωα ( 3

2 < tδ < 5
2 ),

γ = 3α + β, δ = −(2α + β) : 1
2 (3α + β) + (−tδ)(−α − β) (− 3

2 < tδ < − 1
2 ),

γ = 3α + 2β, δ = −(α + β) : 1
2 (3α + 2β) + tδα (0 < tδ < 1

2 ),

γ = α + β, δ = −(3α + 2β) : 1
2 (α + β) + (−tδ)(−3α − β) (− 1

6 < tδ < 0),

γ = 2α + β, δ = −(3α + β) : 1
2 (2α + β) + tδβ (− 1

2 < tδ < 1
2 ).

Posons rδ = tδωδ. Comme Hγ,1 est la partie réelle d’un unique hyperplan singulier Sγ ,
le calcul de l’intégrale (A.2.1) le long du chemin C donne

∫
Sα,rβ

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResSα

µ)(χ) d�(χ)

+
∫

Sβ,rα

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResSβ

µ)(χ) d�(χ)

+
∫

S3α+β,r−2α−β

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResS3α+β

µ)(χ) d�(χ)

+
∫

S3α+2β,r−α−β

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResS3α+2β

µ)(χ) d�(χ)
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+
∫

Sα+β,r−3α−2β

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResSα+β

µ)(χ) d�(χ)

+
∫

S2α+β,r−(3α+β)

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResS2α+β

µ)(χ) d�(χ)

+
∫

�(χ)=0
EG

B (JB|B̄ , ξ, χ)µ(χ) d�(χ).

Il reste maintenant à rejoindre l’axe unitaire, i.e. à effectuer à chaque intégrale
un décalage vers rδ = 0. Pour déterminer les pôles qui apparaissent, posons B̃α =
(Mα ∩ B)Ūα et B̃β = (Mβ ∩ B)Ūβ . On a

µB|B̃α
(χα/2+zβωβ

) =
(1 − q1/2+zβ )(1 − q1/2−zβ )(1 − q2zβ )(1 − q−2zβ )

(1 − q−3/2+zβ )(−1 − q−3/2−zβ )(1 − q−1+2zβ )(−1 − q1−2zβ )

× (1 − q1/2+3zβ )(1 − q1/2−3zβ )
(1 − q−3/2+3zβ )(1 − q−3/2−3zβ )

et

µB|B̃β
(χzαωα+β/2) =

(1 − q3/2−zα)(1 − q3/2+zα)(1 − q2zα)(1 − q−2zα)
(1 − q−5/2−zα)(1 − q−5/2+zα)(1 − q−1+2zα)(1 − q−1−2zα)

.

Ces formules restent valables, si on remplace α par une racine courte ou β par une
racine longue, tout en remplacant ωβ ou ωα de façon appropriée, les constantes restant
les mêmes.

On remarque qu’avec Bγ un sous-groupe de Borel pour lequel γ est simple positif et
B̃γ = (Mγ ∩ B)Ūγ , on a

(ResSγ µ) = µBγ |B̃γ
(ResSγ µMγ ),

puisque les pôles de µMγ sont simples. Les pôles de ResSγ µ sont donc donnés par ceux
de µB|B̃γ

.
Effectuons maintenant à chaque intégrale ci-dessus le changement de contours de rδ

à 0. Le calcul de µBγ |B̃γ
ci-dessus montre qu’aucun pôle de JB|B̄ n’apparâıt lors de ce

procédé qui n’est pas également un pôle de la fonction µBγ |B̃γ
(compte tenu de ce qui a été

dit sur les hyperplans singuliers de JB|B̄ à la fin de A.1). Notons |ωδ| l’unique élément
de Σ+ ∩ {ωδ,−ωδ}, fixons z0 ∈ C et notons z′

0 l’unique nombre complexe qui vérifie
z0ωδ = z′

0|ωδ|. Alors on définit Res+γ/2+z0ωδ
comme étant l’opérateur R(Sγ ,S(Sγ)) → C

qui associe à ψ la valeur Resz=z′
0
ψ(χγ/2+z|ωδ|). (Remarquons qu’en notant δ1 la racine

dans Σ(AMγ ) qui est la restriction à AMγ de l’unique racine positive dans {δ, −δ},
l’élément de a∗

Mγ
que l’on a noté δ̃1 en 3.2 est égal à |ωδ|.)

Pour l’intégrale (A.2.1) on obtient alors

Res+α/2+3ωβ/2(E
G
B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSα µ)) (1)

+ Res+α/2+ωβ/2(E
G
B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSα µ)) (2)

+ Res+α/2+(1/2+πi/ log q)ωβ
(EG

B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSα µ)) (3)
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+ Res+α/2+(1/2+2πi/3 log q)ωβ
(EG

B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSα
µ)) (4)

+ Res+α/2+(1/2+4πi/3 log q)ωβ
(EG

B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSα µ)) (5)

+
∫

Sα,0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResSα

µ)(χ) d�(χ) (6)

+ Res+β/2+ωα/2(E
G
B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSβ

µ)) (7)

+ Res+β/2+(1/2+πi/ log q)ωα
(EG

B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResSβ
µ)) (8)

+
∫

Sβ,0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResSβ

µ)(χ) d�(χ) (9)

+ Res+(3α+β)/2+(α+β)/2(E
G
B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResS3α+β

µ)) (10)

+ Res+(3α+β)/2+(1/2+πi/ log q)(α+β)(E
G
B (JB|B̄ , ξ, ·)(ResS3α+β

µ)) (11)

+
∫

S3α+β,0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResS3α+β

µ)(χ) d�(χ) (12)

+
∫

S3α+2β,0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResS3α+2β

µ)(χ) d�(χ) (13)

+
∫

Sα+β,0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResSα+β

µ)(χ) d�(χ) (14)

+
∫

S2α+β,0

EG
B (JB|B̄ , ξ, χ)(ResS2α+β

µ)(χ) d�(χ) (15)

+
∫

�(χ)=0
EG

B (JB|B̄ , ξ, χ)µ(χ) d�(χ) (16)

A.3.

Il reste à rassembler les différents termes obtenus. Remarquons que, si ι est l’injection
d’une sous-représentation de iGBχ dans iKB∩KE, alors l’image de ϕξ(χ) ◦ ι est incluse dans
celle de ι. Soit p un projecteur de iKP∩KE sur l’image de ι. On va utiliser à plusieurs
reprises le fait suivant:

si J est un élément de iKB∩KE ⊗ iKB∩KE∨ tel que l’endomorphisme
de iKB∩KE correspondant ait l’image incluse dans celle de p,

alors EG
B,χ((p ◦ ι∨)J) = EG

B,χ(J).

⎫⎪⎬
⎪⎭ (A.3.1)

(16): Comme par un changement de variable,

(16) =
∫

�(χ)=0
EG

B (JB|B̄ , ξ, w−1χ)µ(χ) d�(χ),

pour tout w ∈ W , il résulte de la relation (#) de l’introduction que

(16) =
1

|W |

∫
�(χ)=0

EG
B (ϕξ(χ))µ(χ) d�(χ).
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(6) + (14) + (15): Notons ι l’injection de iGPα
(St2,α ⊗χzβωβ

) dans iGB(χα/2+zβωβ
) et p

la projection de iKB∩KE sur l’image de ι de noyau égal à Im(JB|sαB(χ−α/2+zβωβ
)). Si

w ∈ W vérifie l(sαw) < l(w), alors JwB|B(χα/2+zβωβ
) ◦ ι = 0. On en déduit pour zβ dans

un ouvert dense de C

ϕ(χα/2+zβωβ
) ◦ ι

=
∑

w∈W
l(sαw)>l(w)

pJB|wB(χα/2+zβωβ
)λ(w)ξ(w−1χα/2+zβωβ

))λ(w−1)JwB|B(χ∨
α/2+zβωβ

)ι.

Comme Im(JB|wB(χα/2+zβωβ
)) ⊆ Im(p), si l(sαw) > l(w), on en déduit par (A.3.1)

EG
B (ϕ(χα/2+zβωβ

) ◦ ι) =
∑

w∈W
l(sαw)>l(w)

EG
B (JB|B̄(w−1χα/2+zβωβ

)ξ(w−1χα/2+zβωβ
)).

En calculant les w−1χα/2+zβωβ
, on trouve alors

(6) + (14) + (15) = 1
2

∫
Sα,0

EG
B (ϕξ(χ) ◦ ι)(ResSα µ)(χ) d Im(χ).

(9) + (12) + (13): C’est analogue au cas précédent, en échangeant α et β.
(1): L’opérateur d’entrelacement JB|B̄(χα/2+zβωβ

) est régulier en zβ = 3
2 . On a

1
2α + 3

2ωβ = ωα + ωβ . Soit ι l’injection de l’image de JB|B̄(χωα+ωβ
). Il est immédiat par

la relation (#) de l’introduction que

ϕξ(χωα+ωβ
) ◦ ι = pJB|B̄(χωα+ωβ

)ξ(χωα+ωβ
)ι,

d’où l’on déduit par (A.3.1) que

(1) = EG
B (ϕξ(χωα+ωβ

◦ ι)) Res+α/2+3ωβ/2(ResSα(µ)).

La représentation iGBχωα+ωβ
possède (par exemple par la remarque de 8.6) un

unique sous-quotient irréductible de carré intégrable π(χωα+ωβ
) qui correspond à

l’image de l’opérateur d’entrelacement JB|B̄(χωα+ωβ
). Par l’identité (8.6.1), on trouve

deg(π(χωα+ωβ
)) = γ(G/M) Res+α/2+3ωβ/2(ResSα

(µ)).
(4) + (5): L’opérateur d’entrelacement JB|B̄(χα/2+zβωβ

) est régulier en zβ = 1
2 +

2πi/3 log q. On a
1
2α +

(
1
2

+
2πi

3 log q

)
ωβ = ωα +

(
2πi

3 log q

)
ωβ .

Soit ι l’injection de Im(JB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
)) dans iKB∩KE et p la projection de

iKB∩KE sur l’image de ι de noyau égal à celui de JB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
). On vérifie

que JwB|B(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
) ◦ ι = 0 sauf si w ∈ {1, sβ}. Par suite,

ϕξ(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
) ◦ ι

= pJB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
)ξ(χωα+(2πi/3 log q)ωβ

)ι

+ pJB|sβB(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
)

× λ(sβ)ξ(sβχωα+(2πi/3 log q)ωβ
)λ(sβ)JsβB|B(χωα+(2πi/3 log q)ωβ

)ι.
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Remarquons que l’opérateur JsβB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
) est bijectif. L’image de l’opéra-

teur JB|sβB(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
) est donc incluse dans Im(JB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ

)). On en
déduit par (A.3.1) que

EG
B (ϕ(χωα+(2πi/3 log q)ωβ

) ◦ ι)

= EG
B (JB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ

)ξ(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
))

+ EG
B (JB|B̄(sβχωα+(2πi/3 log q)ωβ

)ξ(sβχωα+(2πi/3 log q)ωβ
)),

d’où

(4) + (5) = EG
B (ϕξ(χωα+(2πi/3 log q)ωβ

) ◦ ι)(Res+α/2+(1/2+(2πi/ log q))ωβ
(ResSα

µ)),

les deux résidus qui apparaissent dans (4) et (5) étant égaux.
On peut montrer facilement (comparer [Mu, Proposition 4.2]) que la représentation

iGBχωα+(2πi/3 log q)ωβ
possède un unique sous-quotient irréductible de carré intégrable

que l’on notera π(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
) et que celui-ci correspond à l’image de l’opérateur

JB|B̄(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
). Par l’identité (8.6.1), on en déduit que

deg(π(χωα+(2πi/3 log q)ωβ
)) = γ(G/M)(Res+α/2+(1/2+(2πi/ log q))ωβ

(ResSα µ)).

(3) + (8) + (11): L’opérateur d’entrelacement JB|B̄(χα/2+zβωβ
) est régulier en zβ =

1
2 + πi/ log q. On a

1
2α +

(
1
2

+
πi

log q

)
ωβ = ωα +

πi
log q

ωβ .

Soit ι l’injection de Im(JB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ
)) dans iKB∩KE et p la projection de

iKB∩KE sur l’image de ι de noyau égal à celui de JB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ
). On vérifie que

JwB|B(χωα+(πi/ log q)ωβ
) ◦ ι = 0, sauf si w ∈ {1, sβ , sβsα}. Par suite,

ϕ(χωα+(πi/ log q)ωβ
) ◦ ι

= pJB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ
)ξ(χωα+(πi/ log q)ωβ

)ι

+ pJB|sβB(χωα+(πi/ log q)ωβ
)

× λ(sβ)ξ(sβχωα+(πi/ log q)ωβ
)λ(sβ)JsβB|B(χωα+(πi/ log q)ωβ

))ι

+ pJB|sβsαB(χωα+(πi/ log q)ωβ
)

× λ(sβsα)ξ(sαsβχωα+(πi/ log q)ωβ
)λ(sαsβ)JsβsαB|B(χωα+(πi/ log q)ωβ

))ι.

Remarquons que les opérateurs

JsβB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ
) et JsβsαB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ

)

sont inversibles. Par suite, les images de

JB|sβB(χωα+(πi/ log q)ωβ
) et de JB|sβsαB(χωα+(πi/ log q)ωβ

)

sont égales à celle de
JB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ

).
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On en déduit avec (A.3.1) que

EG
B (ϕ(χωα+(πi/ log q)ωβ

) ◦ ι)

= EG
B (JB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ

)ξ(χωα+(πi/ log q)ωβ
))

+ EG
B (JB|B̄(sβχωα+(πi/ log q)ωβ

)ξ(sβχωα+(πi/ log q)ωβ
))

+ EG
B (JB|B̄(sαsβχωα+(πi/ log q)ωβ

)ξ(sαsβχωα+(πi/ log q)ωβ
)),

d’où l’on déduit

(3) + (8) + (11) = EG
B (ϕξ(χωα+(πi/ log q)ωβ

) ◦ ι)(Res+α/2+(1/2+πi/ log q)ωβ
(ResSα

µ)),

les résidus de µ qui apparaissent dans (3), (8) et (11) étant égaux.
On peut montrer facilement (comparer [Mu, Proposition 4.1]) que la représentation

iGBχωα+(πi/ log q)ωβ
possède un unique sous-quotient irréductible de carré intégrable

que l’on notera π(χωα+(πi/ log q)ωβ
) et que celui-ci correspond à l’image de l’opérateur

JB|B̄(χωα+(πi/ log q)ωβ
). Par l’identité (8.6.1) on en déduit alors que

deg(π(χωα+(πi/ log q)ωβ
)) = γ(G/M)(Res+α/2+(1/2+πi/ log q)ωβ

(ResSα
µ)).

(2) + (7) + (10): Ce cas est bien plus compliqué, puisque l’opérateur d’entrelacement
JB|B̄(χα/2+zβωβ

) n’est pas régulier en zβ = 1
2 . Remarquons que 1

2α + 1
2ωβ = ωα.

Il est connu (cf. [Mu]) que la représentation iGBχωα possède exactement deux sous-
quotients qui sont de carré intégrable. Ils sont non isomorphes. Notons St2,α et St2,β

respectivement les représentations de Steinberg de Mα et de Mβ . Alors la sous-représenta-
tion semi-simple maximale de iGPα

(St2,α χωβ/2) est de longueur 1 et de carré intégrable.
Notons-la π1(χωα). La sous-représentation semi-simple maximale de iGPβ

(St2,β χωα/2) est
somme directe de deux représentations irréductibles de carré intégrables dont l’une
est isomorphe à π1(χωα). Désignons l’autre par π2(χωα

). Le degré formel de ces deux
représentations est calculé dans [R] (avec une normalisation des mesures différente de la
nôtre). On a deg(π1(χωα

)) = 1
2 deg(π2(χωα

)).
On peut retrouver ces résultats par calcul direct en prenant pour ξ l’application poly-

nomiale constante de valeur λ(w0)1Iw0I ⊗ 1I , I désignant le sous-groupe d’Iwahori qui
correspond à B. Pour déterminer les termes (2), (7) et (10), on peut alors utiliser la
description de Bernstein et Rogawski des opérateurs d’entrelacement définis relatifs à
l’algèbre d’Iwahori–Hecke, comme cela est expliqué dans l’annexe 3 de [MW1]. Tout est
alors explicite et on retrouve les résultats ci-dessus par calcul (éventuellement à l’aide
d’un logiciel).

Il serait probablement possible de simplifier les calculs et de rendre le tout un peu
plus intelligible, en employant une méthode semblable à celle utilisée dans l’annexe 3
de [MW1].

Nous renoncons ici à aller plus loin dans l’analyse de ce cas, d’une part puisque les
résultats sont déjà connus, et d’autre part puisque l’on n’a pas trouvé de méthode vrai-
ment intelligente pour traiter la somme des trois termes qui serait par ailleurs susceptible
de se généraliser.

https://doi.org/10.1017/S1474748004000106 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1017/S1474748004000106
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Annexe B. Preuve du théorème de Opdam

B.1.

Pour la commodité du lecteur, nous donnons ci-après avec l’autorisation de l’auteur
une preuve du Théorème 8.7 qui est—comme déjà signalé dans le texte—dû à E. Opdam
(cf. [O2, Theorem 3.29]). La preuve ci-dessous est essentiellement la sienne. La motivation
pour l’insérer ici vient du fait que la preuve de ce résultat dans l’article [O2] est assez
concise et rédigée dans un langage différent du nôtre.

Remarquons que, comme nous travaillons dans le cadre des groupes p-adiques, notre
résultat concerne la fonction µ de Harish-Chandra, alors que Opdam s’intéresse aux
fonctions µ venant des algèbres d’Iwahori–Hecke.

B.2.

Par le théorème des résidus 3.10, la Proposition 4.11 et les notations de 8.1 et 8.2, il
existe une unique famille de données de résidus ResP

A, A ∈ A(S), vérifiant

ReswA(ψ ◦ w−1) = (ResA ψ) ◦ w−1 pour tout w ∈ W (M, O), wΣMA

O (P ∩ MA) ⊆ Σ(P )

(cf. Lemmes 4.8 et 4.11), telles que, pour toute fonction rationnelle ψ dans R(O,S), on
ait∫

�(σ)=r�P 0
ψ(σ) d�(σ)

=
∑

Ω⊆∆O

∑
A∈[A(S)], MA=MΩ

|W∆O,MA
|−1|PS(MA)|−1|Stab(A)|−1

×
∫

�(σ)=r(A)+εA

∑
w′∈W MA (M,O)

∑
w∈W+

MA
(M,O)

(ResP
w′A ψ(w.))(w′σ) dA�(σ)

(cf. 8.2.3).
La première partie de la preuve du Théorème 3.10 donne par ailleurs un procédé

récursif de calcul de ces données de résidu: appelons point singulier d’un sous-espace affine
L ∈ L(S) tout point de L − Lreg. Fixons r 
P 0. Choisissons pour tout Q ∈ PS(M) un
chemin de r à r(O) + εQ qui ne contient qu’un nombre fini de points singuliers de a∗

M ,
chacun se trouvant sur un unique hyperplan affine H ∈ H(S). (Rappelons que r(O) = 0.)
Chaque point singulier traversé donne lieu à des opérateurs résidus ± ResS , correspondant
aux S ∈ S dont la partie réelle contient ce point.

On continue alors ce procédé avec chaque point singulier rencontré sur les chemins
ci-dessus relatif à l’hyperplan affine H ∈ H qui le contient, en remplaçant, pour tout
S ∈ S de partie réelle H, r(O), M et PS(M) respectivement par r(H), MH et PS(MH).
On obtient alors de nouveaux opérateurs de résidu relatifs à des hyperplans affines A de
S. On compose ceux-ci avec ResS pour obtenir des opérateurs résidus ResA relatifs à O.
On continue ce procédé jusqu’à ce que l’on aboutisse à des sous-espaces affines vérifiant
A = Areg. (C’est certainement vérifié si A est un singleton.)
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La donnée de résidu ResP
A en un élément A ∈ A(S) se déduit alors, après normalisation

par la constante |PS(MA)|−1 (cf. 3.10), de la somme des opérateurs résidus en A qui
apparaissent lors du procédé ci-dessus.

Remarquons que, pour tout A ∈ A(S), toute donnée de résidus ResA en A, tout
ψ ∈ R(O,S) et tout σ ∈ Areg, la fonction λ 
→ (ResA ψ)(σ ⊗ χλ) est régulière sur a∗

G.
Pour le calcul des données de résidu ResP

A, seule importe donc la projection du chemin
sur a∗

G.

B.3.

L’objet de cette annexe est la preuve du théorème suivant.

Théorème. Soit A ∈ [Aµ(S)] tel que MA = G. Alors

∑
w∈W (M,O)

(ResP
wA µ)(wσ) �= 0

pour tout σ ∈ A.

Remarque. Le résultat figurant dans le Théorème 8.7 concerne la fonction µsp,σ, σ ∈ A,
et non pas la fonction µ. Les deux assertions sont équivalentes grâce à (8.1.2), puisque
µnsp,σ est régulière sur A et invariant par W (M, O). La formulation du Théorème 8.7
avait été motivé par le fait que le Théorème 3.29 de l’article [O2], où on travaille avec
des fonctions µ venant des algèbres d’Iwahori–Hecke, s’y applique directement.

B.4.

On réduira d’abord la preuve du théorème à celle de la proposition suivante.

Proposition. Il existe un sous-groupe parabolique P ′ de sous-groupe de Levi M et
τ ∈ A tel que (ResP ′

A µ)(τ) �= 0.

B.5.

Il faut donc prouver la proposition suivante.

Proposition. Supposons la Proposition B.4 vérifiée. Alors le Théorème B.3 est vraie.

Comme les chambres dans a∗
M relatives à H(S) sont conjuguées par les éléments de

W (M, O), il existe w ∈ W (M, O) tel que Resw−1P
A = ResP ′

A . Par 4.8, on a donc

0 �= (ResP ′

A µ)(σ) = (Resw−1P
A µ)(τ) = (ResP

wA µ)(wτ).

Le lemme suivant est élémentaire:

Lemme. Il existe une fonction polynomiale ψ sur O qui ne s’annulle pas en wτ et qui
vérifie ψ(w′τ) = 0 pour tout w ∈ W (M, O) tel que w′τ �= wτ .
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Soit ψ une fonction sur O vérifiant le lemme et appliquons le Théorème 8.2 à
ξ = ψξH

P,O et g = 1. Le terme de gauche de l’égalité (8.2.2) de ce théorème vaut alors∑
w′∈W (M,O)(ResP

w′A(ψµ))(w′τ). Comme (ResP
w′A(ψµ))(w′τ) = ψ(w′τ)(ResP

w′A µ)(w′τ)
par (8.1.2), cette expression est non nulle par choix de ψ. L’ensemble E2(G, τ) est donc
non vide, d’où

∑
w′∈W (M,O)(ResP

w′A µ)(w′τ) �= 0 par 8.6.

B.6.

La preuve de la Proposition B.4 se fait en plusieurs étapes par récurrence sur le rang
parabolique de M . Si dim(aG∗

M ) = 1, on se trouve dans le cadre des fonctions complexes
d’une variable où la proposition est élémentaire.

Supposons donc dim(aG∗
M ) > 1. Comme par la remarque à la fin de B.2, seule la pro-

jection des chemins sur aG∗
M importe, il suffit de considérer le cas où G est semi-simple

(et donc aG∗
M = a∗

M ). Notons Sτ l’ensemble des hyperplans affines de S passant par τ ,
Hτ l’ensemble des parties réelles des éléments de Sτ et S la sphère dans a∗

M de centre
rτ := �(τ) passant par l’origine de a∗

M . (Le symbôle S ne désignera donc plus un sous-
espace affine de O.) Toute droite L qui appartient à L(Hτ ) est partagée par rτ en deux
demi-droites. Le lemme suivant (qui est analogue à la Remarque 3.14 de [HO2]) montre
qu’une et une seule des deux demi-droites contient r(L).

Lemme. On a r(L) �= rτ .

Preuve. Soit A ∈ A(Sτ ) avec L = �(A). Notons µMA
la fonction rationnelle égale

à µ(µMA)−1. Alors, par les résultats du paragraphe 8, l’hypothèse de récurrence, et
l’holomorphie de la fonction µ de Harish-Chandra en une représentation de carré
intégrable, la fonction∑

w∈W MA (M,O)

(ReswA µ)(wσ) = µMA
(σ)

∑
w∈W MA (M,O)

(ReswA µMA)(wσ)

est régulier pour �(σ) = r(L), d’où r(L) �= rτ . �

Dessinons en blanc la demi-droite qui contient r(L) et l’autre en noir.
Choisissons un point r1 sur la sphère S qui se trouve sur une demi-droite noire et qui

est de distance à 0 minimale avec cette propriété. Notons B la boule dans a∗
M de centre

0 passant par r1.
La droite l passant par r1 et rτ peut s’écrire sous la forme r1 + a∗

M1
avec M1 un sous-

groupe de Levi maximal de G. Notons A1 l’élément de A(Sτ ) de partie réelle r1 + a∗
M1

.
(Il est déterminé de façon unique, puisque ses éléments sont nécessairement de la forme
τ ⊗ χλ, λ ∈ a∗

M1
.) Par hypothèse de récurrence, il existe un sous-groupe parabolique P ′

de G tel que l’on ait (ResM1∩P ′

A1
µM1)(σ) �= 0 pour tout σ ∈ A1. On peut choisir P ′ de

telle sorte que P ′M1 soit un sous-groupe parabolique de Levi M1 et que r1 − rτ >P ′M1 0.
Remarquons que l’opérateur ResP ′

A est déterminé, grâce à 3.9, par sa restriction à
l’espace R(O,Sτ ). En particulier, les hyperplans de la forme O�(σ),α, Oσ,α ∈ Sτ (cf. 3.10)
peuvent être négligés lors du calcul des résidus. (Ils apparaissent toutefois ci-dessous dans
la définition des ensembles PS(ML) et des points εQ (cf. 3.10).)
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B.7.

Avant de décrire un procédé qui calcule les données de résidus relatives à R(O,Sτ )
et à P ′ et qui montre que (ResP ′

A µ)(τ) �= 0, on va expliciter dans cette section certains
points de a∗

M . La proposition simple suivante nous servira à plusieures reprises.

Proposition. Soit L ∈ L(Sτ ) et p ∈ Lreg. La demi-droite partant de rτ et passant par p

(et privée du point rτ ) est contenue dans une et une seule composante connexe de Lreg.

Preuve. Sinon, cette demi-droite contiendrait un point singulier p′ qui serait donc con-
tenu dans un hyperplan H ∈ H(Sτ ) qui ne contient pas L. Mais alors, comme rτ ∈ H,
la droite passant par p′ et rτ serait incluse dans H. Ainsi p serait singulier, d’où une
contradiction. �

Pour tout L ∈ L(Sτ ), notons r̃(L) le point d’intersection de S avec la demi-droite
partant de rτ et passant par r(L). On vérifie facilement que r̃(L) est le point de L ∩ S

à distance minimale de 0. Si dim(L) > 1, L ∩ S est connexe, et on appelle r̃(L) l’origine
sphérique de L ou de L ∩ S. Si L est une droite, alors L ∩ S est formé de deux points
que l’on appelle des origines sphériques. Le point r̃(L) est blanc et l’autre noir d’après
la convention faite au numéro précédent.

Pour tout Q ∈ PS(ML), soit r̃(L) + ε̃Q le point d’intersection de S avec la demi-droite
partant de rτ et passant par r(L) + εQ. La proposition ci-dessus montre que r̃(L) + ε̃Q

et r(L) + εQ sont dans une même composante connexe de Lreg.
Pour tout L ∈ L(Sτ ) d’origine sphérique dans l’intérieur de B et tout Q ∈ PS(ML),

on peut supposer εQ choisi suffisamment près de 0, pour que r̃(L) + ε̃Q soit à l’intérieur
de B.

On observe alors que, si p est un point à l’intérieur du segment de rτ à r1, l’intersection
de S avec l’hyperplan affine p + aM1∗

M est une sphère SM1
p de centre p. On peut choisir p

de telle sorte que les hyperplans affines H ∈ H(Sτ ) qui ont une intersection �= {rτ} avec
le cône fermé de centre rτ contiennent tous l (où, rappelons-le, l désigne la droite passant
par r et rτ ).

Supposons p choisi avec cette propriété. Remarquons que r1 + aM1∗
M est le plan tangent

à S en r1. Notons SM1
1 la projection orthogonale de SM1

p sur r1 + aM1∗
M et 0M1

1 celle
de 0. Pour L ∈ L(Sτ ), L ⊇ l, soit r(L)M1

1 la projection orthogonale de r(L) et, pour
Q ∈ PS(ML), r(L)M1

1 + εM1
Q,1 celle de r(L) + εQ. Il en suit que r(L)M1

1 est le point de
L ∩ (r1 + aM1∗

M ) de distance minimale à 0M1
1 .

Par ailleurs, le résultat suivant vaut:

Lemme. Le point r(L)M1
1 + εM1

Q,1 n’est contenu dans aucun hyperplan H ∈ H(Sτ ) qui
contient l et non pas L.

Preuve. Supposons que H soit un tel hyperplan. Alors H contiendrait également la
droite par r(L)M1

1 + εM1
Q,1 parallèle à l, et, par suite, r(L) + εQ ∈ H ∩ Lreg, ce qui est

impossible. �
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B.8.

Fixons un point 0′ de la demi-droite allant de r1 à 0M1
1 et qui se trouve à l’intérieur

de la sphère SM1
1 . Considérons la projection centrale de centre r1 et de rapport

λ = d(r1, 0′)d(r1, 0M1
1 )−1. Notons, pour L ∈ L(Sτ ), L ⊇ l, et Q ∈ PS(ML), r(L)′ et

r(L)′ + ε′
Q respectivement les images de r(L)M1

1 et de r(L)M1
1 + εM1

Q,1 par cette projection.
Remarquons que r(a∗

M )′ = 0′ et que r(l)′ = r1.

Lemme. Le point r(L)′ est le point de L ∩ (r1 + aM1
M ) à distance minimale de 0′. Il

appartient à l’intérieur de SM1
1 et à l’intérieur de B. Quitte à remplacer éventuellement

εQ par un point de norme absolue plus petite, r(L)′ + ε′
Q se trouve à l’intérieur de SM1

1
ainsi qu’à l’intérieur de B. Il appartient alors également à Lreg.

Preuve. La première assertion est une conséquence immédiate du fait qu’une projec-
tion centrale laisse invariant les arcs et multiplie les distances par son rapport. Comme
L ∩ (r1 + aM1∗

M ) contient r1 et que r(L)′ est donc plus près de 0′ que r1, r(L)′ se trouve par
le théorème de Pythagore à l’intérieur de SM1

1 . En appliquant le théorème de Pythagore
au triangle d’extrémités r1, r(L)M1

1 et 0M1
1 , on en déduit également que r(L)′ est plus

proche de 0M1
1 (et donc de 0) que r1, si L �= l. Par suite r(L)′ se trouve à l’intérieur de

B. Il est alors clair que l’on peut également supposer r(L)′ +ε′
Q à l’intérieur de SM1

1 ainsi
qu’à l’intérieur de B, quitte à remplacer εQ par un point de norme absolue plus petite.
Par choix de SM1

1 , ce point n’appartient donc à aucun hyperplan affine H ∈ H(S) qui ne
contient pas l. Suite à la proposition et le Lemme B.7, il ne se trouve pas non plus sur
un hyperplan contenant l et non pas L. Il est donc régulier. �

B.9.

Lemme. Soit r un point régulier de SM1
1 tel que la projection orthogonale de r − r1 sur

aM1∗
M soit dans la chambre de Weyl positive de P ′ ∩ M1. Alors, r se trouve dans la même

composante connexe de a∗
M,reg que tout élément de a∗

M qui est suffisamment positive
dans la chambre de Weyl de P ′.

Preuve. Considérons la demi-droite partant de rτ et passant par r. Les points �= rτ

sont tous régulier grâce à la Proposition B.7, puisque r l’est, et ils correspondent aux
valeurs de l’application r(t) = r + t−→rτr, t > 0. Il suffit donc de montrer que 〈r(t), α∨〉
est strictement croissante en t pour toute racine α qui est ou dans Σ(P ′ ∩ M1) ou dans
Σ(P ′M1).

Si α ∈ Σ(P ′∩M1), 〈r−rτ , α∨〉 = 〈r−r1, α
∨〉 et donc 〈r(t), α∨〉 = 〈r, α∨〉+t〈r−r1, α

∨〉.
Comme 〈r − r1, α

∨〉 > 0 par choix de P ′, la fonction r(t) est donc strictement croissante
dans ce cas. Si α ∈ Σ(P ′M1), 〈r − rτ , α∨〉 = 〈r1 − rτ , α∨〉 et donc 〈r(t), α∨〉 = 〈r, α∨〉 +
t〈r1 − rτ , α∨〉. Comme 〈r1 − rτ , α∨〉 > 0 par choix de P ′, on conclut de même que la
fonction r(t) est strictement croissante. �
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B.10.

Choisissons r ∈ a∗
M vérifiant les hypothèses du Lemme B.9. On déduit de ce lemme que

l’on peut choisir r comme point de départ pour calculer les données de résidus relatives
à P ′ et Sτ .

Rappelons (cf. B.6) que l’on a noté A1 l’unique élément de A(Sτ ) de partie réelle l

et que L(SA1) est alors égal à l’ensemble des L ∈ L(S) qui contiennent l. Obser-
vons que, si L ∈ L(SA1), tout élément Q ∈ PSτ (ML) est un sous-ensemble d’un élément
Q′ ∈ PSA1

(ML). Choisissons pour tout Q′ ∈ PSA1
(ML) un Q ∈ PSτ (ML) vérifiant

Q ⊆ Q′, et posons εQ′ := εQ. (On écrira alors en particulier ε′
Q′ := ε′

Q.)
Commencons par effectuer le procédé décrit en B.2, partant de r, mais relatif au choix

de 0′ comme origine et relatif aux points r(L)′ + ε′
Q′ , L ∈ L(SA1), Q′ ∈ PSA1

(ML), en se
rappelant que r(L)′ est le point de L à distance minimale de 0′. (On commence donc par
relier r aux points 0′ + ε′

Q′ , Q′ ∈ PSA1
(M), et ainsi de suite. Tous les chemins peuvent

donc être pris à l’intérieur de SM1
1 , en sorte que l’on ne rencontre en effet que des sous-

espaces affines L ∈ L(SA1), et ainsi de suite.) Le lemme suivant montre que suite à ce
procédé la donnée de résidus ResP ′

A1
a déjà été calculée:

Lemme. Il existe un chemin de r(L)′ + ε′
Q′ à r(L) + εQ′ qui ne rencontre aucun point

singulier de L relatif à H(SA1).

Preuve. Supposons d’abord L �= l. Notons r̃(L)′ + ε̃′
Q la projection de r(L)′ + ε′

Q sur S

parallèle à la droite l. Ce point est donc plus proche de 0 que r(L)′ + ε′
Q, et il appartient

donc à B grâce au Lemme B.8. Relions r(L)′ + ε′
Q à r̃(L)′ + ε̃′

Q par la droite passant
par ces deux points. Par choix de SM1

1 , ce chemin ne contient aucun point singulier de L

relatif à SA1 (et d’ailleurs pas non plus relatif à Sτ ). Par ailleurs, il reste à l’intérieur de
B, puisque tout point sur ce chemin est plus près de 0 que r(L)′ + ε′

Q.
On remarque alors que le point r̃(L) + ε̃Q est à l’intérieur de B, puisque r̃(L)′ + ε̃′

Q

y est et que r̃(L) + ε̃Q est (quitte à changer éventuellement εQ par un point de norme
absolue plus petite) nécessairement plus proche de 0.

L’hyperplan affine qui contient r1 et qui est orthogonale à la droite passant par 0 et rτ

partage l’espace a∗
M en deux régions. On observe que l’intersection de S avec la région qui

contient 0 est précisément B ∩S. Une des deux arcs sur S reliant r̃(L)′ + ε̃′
Q à r̃(L) + ε̃Q

est donc contenue dans B.
Par ailleurs, cet arc ne rencontre aucun hyperplan affine H ∈ H(SA1) ne contenant pas

L: sinon, il en serait de même de sa projection orthogonale sur r1 + aM1∗
M . Rappelons que

r̃(L) + ε̃Q′ est sur la demi-droite partant de rτ et passant par r(L) + εQ′ . La projection
orthogonale de r(L) + εQ′ sur r1 + aM1∗

M étant r(L)M1
1 + εM1

Q′,1 et celle de rτ étant r1,
l’image de r̃(L) + ε̃Q′ par cette projection orthogonale se trouve sur la droite passant
par r1 et r(L)M1

1 + εM1
Q′,1. Cette droite contient également le point r(L)′ + ε′

Q′ qui est la
projection orthogonale de r̃(L)′ + ε̃′

Q′ . Il en suit que la projection orthogonal de l’arc est
un segment de la demi-droite partant de r1 et passant par r(L)M1

1 + εM1
Q,1. Ce segment

ne contient pas r1. Comme r(L)M1
1 + εM1

Q,1 est régulier relatif à SA1 par le Lemme B.7,
suite à la Proposition B.7, aucun point de ce segment ne peut appartenir à un hyperplan
affine H ∈ H(SA1) ne contenant pas L.
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On relie alors le point r̃(L) + ε̃Q′ à r(L) + εQ′ par la droite passant par ces points. La
Proposition B.7 montre que celle-ci ne contient aucun point singulier relatif à SA1 . On
fait de même pour L = l. Ceci prouve le lemme. �

B.11.

Lemme. Soient L ∈ L(SA1), Q′ ∈ PSA1
(ML) et Q ∈ PS(ML) tel que Q ⊆ Q′. Alors

r(L)′ + ε′
Q et r(L)′ + ε′

Q′ sont dans une même composante connexe de Lreg.

Preuve. Par définition de PSA1
(ML) et de εQ′ , r(L) + εQ et r(L) + εQ′ sont dans une

même composante connexe de L relatif à H(SA1). Cette composante connexe contient
par un raisonnement analogue au Lemme B.7 également r(L)M1

1 + εM1
Q,1, et par suite elle

contient les projections centrales r(L)′ + ε′
Q et r(L)′ + ε′

Q′ de ces points. Ils peuvent
donc être reliés par un chemin à l’intérieur de SM1

1 qui ne peut donc, par choix de SM1
1 ,

recontrer aucun hyperplan H ∈ H(Sτ ) qui contient L et qui ne contient pas l. �

B.12.

Effectuons maintenant un procédé suivant B.2 pour calculer les données de résidus
relatives à Sτ . Il faut donc prendre en compte tous les hyperplans affines de Sτ et con-
sidérer, pour L ∈ L(SA1) les éléments de PSτ (ML) et pas seulement ceux de PSA1

(ML).
Soit d’abord L ∈ L(SA1), L �= l, et Q ∈ PSτ (ML). Il existe alors Q′ ∈ PSA1

(ML) avec
Q ⊆ Q′. Comme r(L)′ + ε′

Q et r(L)′ + ε′
Q′ se trouvent par B.11 dans la même composante

connexe de Lreg, on peut les relier sans rencontrer de point singulier. Ensuite, on relie
r(L)′ + ε′

Q à r(L) + εQ par le même procédé que r(L)′ + εQ′ à r(L) + εQ. (En effet, εQ′

et εQ sont interchangeable.) Ce chemin reste à l’intérieur de B.
Ce chemin ne rencontre seulement un nombre fini de points singuliers: s’il y en a, ils se

trouvent, par ce qui a été dit dans la preuve du Lemme B.10, sur l’arc de r̃(L)′ + ε̃′
Q à

r̃(L) + ε̃Q. S’il existait une infinité de points, au moins deux d’entre eux se trouveraient
sur un même hyperplan affine. La droite passant par ces deux points serait donc contenue
dans cet hyperplan et donc, comme cet hyperplan contient rτ , également la droite passant
par r̃(L)′ + ε̃′

Q et r̃(L) + ε̃Q, ce qui contredit le fait que r̃(L) + ε̃Q est régulier. Quitte à
déformer le chemin dans un très petit voisinage, on peut également supposer que tout
point singulier de ce chemin se trouve sur un et un seul hyperplan affine singulier de L,
sans que les autres propriétés de ce chemin n’aient changé.

On continue alors le procédé avec chacun des points singuliers relatif à l’hyperplan
affine singulier de L qui le contient. Comme ces points se trouvent à l’intérieur de B,
l’origine sphérique de cet hyperplan affine de L se trouve également à l’intérieur de B.
On peut donc prendre les chemins à l’intérieur de B. Et ainsi de suite.

On aboutit alors à des points r̃(L) + ε̃Q, L ∈ L(S), L �= l, Q ∈ PS(ML), à l’intérieur
de B (sans rencontrer des origines sphériques noires d’une droite L), auxquels il faut
ajouter le point r1.

Par nos choix et par la Proposition B.7, on peut relier les points r̃(L) + ε̃Q, L �= l, à
r(L) + εQ par la droite passant par ces points, sans rencontrer de point singulier. Si on
va de r1 à r(l) par la droite l, on rencontre un unique point singulier qui est rτ . (On
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peut ensuite continuer vers les points r(l) + εQ, Q ∈ PS(Ml), sans rencontrer de point
singulier, puisque r(l) est nécessairement régulier pour Sτ ).)

Pour terminer la preuve de la Proposition B.4, il reste donc à vérifier qu’en traver-
sant rτ , on trouve une donnée de résidu ResP ′

A qui vérifie (ResP ′

A µ)(τ) �= 0. Suite
à B.7 et ce qui précédait, on a ResP ′

A = ± Resτ ResP ′

A1
, où Resτ désigne l’opérateur

qui associe à une fonction méromorphe sur la droite affine A1 dans O son résidu
en τ . En notant µMA1

la fonction méromorphe µ(µMA1 )−1 définie sur A1, on trouve
par (8.1.2) (ResP ′

A1
µ)(σ) = µMA1

(σ)(ResP ′

A1
µMA1 )(σ) pour σ ∈ A1. Par 4.9, l’hypothèse

de récurrence et la remarque à la fin de B.2, ResP ′

A1
µMA1 = ResP ′∩M1

A1
µMA1 est une fonc-

tion constante non nulle sur A1. Comme, par le Lemme 8.1, (Resτ µMA1
) �= 0, la Propo-

sition B.4 est prouvée.
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