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Résumé Par une méthode entierement nouvelle utilisant les déformations p-adiques de pentes positives
de représentations automorphes pour GSp4/@, nous prouvons que le p-groupe de Selmer H} (Q, V¢ (k)
associé a une forme modulaire f de poids 2k et ordinaire en p est infini si 'ordre d’annulation & ’entier
k de la fonction L de f est impair.

Abstract By an entirely new method that makes use of p-adic deformations of automorphic represen-
tations of GSp, g, we prove that the p-adic Selmer group H} (Q, V¢ (k)) associated to a modular form f
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Introduction

Dans cet article, nous donnons une nouvelle application de la théorie des familles p-
adiques de formes modulaires a la construction d’extensions de représentations galoisi-
ennes. Le fait que des congruences entre formes modulaires fournissent de telles extensions
est maintenant un phénomene bien connu. Ribet a appliqué ce principe pour la premiere
fois en 1976 en montrant la réciproque du théoreme de Herbrand [Ri]. La méthode a
ensuite été développée par Mazur et Wiles [MW] et Wiles [Wil] pour démontrer la
conjecture principale d’Iwasawa.

Notre approche qui est basée sur ce méme principe comporte deux éléments relative-
ment nouveaux par rapport aux travaux évoqués ci-dessus. Le premier est que nous con-
struisons des extensions de représentations galoisiennes sur un corps de caractéristique
zéro et non avec des coefficients de torsion. C’est essentiellement parce qu’on travaille
avec des familles p-adiques de formes modulaires au sens de Hida—Coleman. Nous partons
d’une certaine forme modulaire et nous en trouvons une déformation p-adique non ordi-
naire. Cette derniere pouvant étre vue comme un ensemble compatible de congruences
modulo des puissances de p arbitrairement grandes. Cependant, 1'utilisation de la théorie
des familles p-adiques de formes modulaires ne consiste pas simplement en le passage
de I’étude d’une congruence isolée a celui de familles de congruences comme c’est le cas
pour les travaux de Mazur—Wiles vis a vis du théoreme de Ribet. Le deuxiéme point est
que 'existence de la forme modulaire de départ et par conséquent de la famille p-adique
est controlé par 'annulation (avec un ordre impair) d’une valeur spéciale de fonction L
au lieu de ce que dans 'approche originale de Ribet, c’est la divisibilité par p d’une telle
valeur spéciale qui entrainait ’existence d’une congruence entre une forme cuspidale et
une certaine série d’Eisenstein.

Avant d’aller plus loin dans cette introduction, nous énoncons le résultat principal
de cet article. Soit f = 270;;1 anq™ une forme modulaire elliptique cuspidale nouvelle de
poids k = 2m de caractere trivial et conducteur N. Sa fonction L(f,s) = 0" a,n™*
satisfait une équation fonctionnelle de la forme

L(fas) = Ef(S)L(ka - S)'

On pose ef = Ef(%k) = =1. On fixe p un nombre premier et on note Vy la représen-
tation galoisienne p-adique associée a f construite par Eichler—Shimura et Deligne.
Elle est de poids motivique k — 1. Bloch et Kato ont défini un groupe de Selmer
H}(Q,Vf(m)) C H'(Q,Vf(m)) classifiant les extensions ayant «bonne réduction »
partout. Une généralisation de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer par Bloch
et Kato pour le motif associé a f peut s’écrire comme suit.
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Conjecture (Bloch—Kato). L’ordre d’annulation de L(f,s) a I’entier s = m est égale
a la dimension du groupe de Selmer H}(Q, Vi(m)).

Dans cet article, nous démontrons le théoreme suivant.

Théoréme A. On suppose que f est ordinaire en un nombre premier impair p (i.e. a,
est une unité p-adique). Alors sie; = —1. On a

dim H}(Q, Vy(m)) > 1.

Gréce aux travaux de Wiles, Taylor—Wiles et leurs développements [Wi2], [TW] et
[BCDT], on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire B. Soit E une courbe elliptique sur Q ayant réduction ordinaire (bonne ou
semi-stable) en un nombre premier impair p. Alors si L(E,s) s’annule avec un ordre
impair en s = 1, le groupe de Selmer Selg(E)[p™>] de E est infini.

Remarque. Ce résultat est un théoreme de Greenberg [Gr] pour les courbes elliptiques
a multiplication complexe. C’est aussi une conséquence de la conjecture de parité prouvée
par Nekovar [Ne] lorsque E a bonne réduction ordinaire en p.

Pour démontrer ces énoncés, nous utilisons la théorie des familles p-adiques de formes
modulaires de Siegel pour construire des congruences entre des formes stables et une cer-
taine forme dite de Saito-Kurokawa SK,(f) minimalement ramifiée associée & f qui existe
grace a ’hypothése faite sur le signe (i.e. ¢y = —1). La representation galoisienne associée
a SK(f) est de semi-simplification isomorphe & Vy ®Q,(—m) ®Q, (1 —m). L’existence de
congruences de SK(f) avec certaines formes stables nous permet de construire une classe
d’extension dans Exte,g/q)(Qp(—m), V). Il n’est pas automatique d’obtenir une telle
extension a partir des congruences sus-évoquées, il convient de controler la ramification
en p essentiellement. Nous utilisons crucialement un résultat de Kisin [Ki] pour ce point.

La construction de familles p-adiques de formes modulaires de Siegel occupe donc une
bonne moitié de cet article. Dans cette théorie, certains opérateurs de Hecke en p joue
un role fondamental. Pour le groupe GSp,, il s’agit des opérateurs associés aux classes
doubles

Uy = Idiag(1,1,p,p)I et U = Idiag(l,p,p? p)l.

Cette théorie p-adique était déja établie par Hida [Hi] dans le cas ordinaire (i.e. lorsque
les deux opérateurs operent de fagon inversible (apres une adéquate normalisation)).
Malheureusement, bien que f soit ordinaire (ainsi que sa représentation galoisienne),
SK(f) n’admet pas de p-stabilisation (i.e. forme invariante par I'Iwahori et propre pour
les opérateurs de Hecke Uy et Uy pour des normalisations canoniques) qui soit ordinaire.
Cela résulte du fait que la representation locale sphérique en p associé & SK(f) (si par
exemple p ne divise pas N) n’est pas égale a toute l'induite d’un caractére non ramifié.
Par contre, il existe une p-stabilisation semi-ordinaire, c’est a dire pour laquelle la valeur
propre de Uy est une unité p-adique. En fait, il s’avere que cette condition est suffisante
pour adapter la théorie ordinaire. Comme 'opérateur Uy est celui donné par la trace de
Iopérateur « Frobenius » sur la cohomologie du lieu ordinaire de la variété de Siegel, il
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n’y a pas besoin d’utiliser la surconvergence du sous-groupe canonique. On montre alors
que sur 'espace des formes semi-ordinaire, I'opérateur U; est compact ce qui permet
d’utiliser la théorie de Riesz—Fredholm a la Serre—Coleman.

En méme temps que ce travail a été réalisé Abbes et Mokrane ont montré 1’existence
de la surconvergence du sous-groupe canonique en toute généralité. Il est vraisemblable
que l'on puisse appliquer leur théorie pour traiter le cas non-ordinaire au moins pour
construire des familles a une variable de formes de Siegel en utilisant un relevement a
la caractéristique zéro d’une puissance de I'invariant de Hasse scalaire. Par contre le cas
de deux variables semble plus difficile car il n’existe pas de relevement en caractéristique
zéro des invariants de Hasse vectoriels. Ash et Stevens ont développé une téchnique coho-
mologique pour construire des espaces de Banach p-adique interpolant la cohomologie des
systémes locaux pour GL(n). Leur méthode ne permet pas de construire des familles pour
GL(n) a cause de la présence de torsion dans la cohomologie. En revanche, leur téchnique
s’adapte sans difficulté aux groupes symplectiques ou unitaires pour lesquels la présence
de torsion est moins problématique.

L’idée d’utiliser les formes de Saito-Kurokawa (et méme les formes non tempérées en
général) pour construire de telles extensions est originellement dtie & Harder dans [H]
dans lequel il ambitionne de construire des motifs mixtes dont la realisation p-adique
est du type de ce que nous construisons. Dans sa thése [Be|, Bellaiche a également
étudié indépendament des congruences entre une forme modulaire non tempérée pour
un groupe unitaire a trois variables et des formes stables par la méthode d’élévation du
niveau. Méme si nous ne nous sommes pas inspiré de son travail, I’exclusion de certaines
extensions dans son travail se retrouve dans le notre et nous a certainement influencé.
Enfin, en s’inspirant de notre méthode et du travail de cette these, Bellaiche et Chenevier
ont redonné dans [BC] une démonstration d’un cas particulier de notre théoreme pour
certaines formes CM de poids au moins 4.

La preuve du résultat principal de cet article a été annoncée et décrite dans [SU].

Notations

On note respectivement Z, Q, R, C et Q; 'anneau des entiers naturels, les corps des
nombres rationels, réels, complexes et f-adiques pour tout nombre premier £. On note Z
la complétion profinie de Z, Ay = Q ® Z l'anneau des adeles finies et A = A  x R. Pour
tout entier N non nul, on pose également

Av=T]Q. AY= & @ zZn=]]z.

(N #fN 00 (N

On note | - | la norme f-adique normalisée par [¢|; = £=1 et | - |4 la norme adélique
induite. On note parfois v le caractére de A* défini par v(a) = |a|a.
Pour g un entier positif, on note GSp,, le groupe des similitudes symplectiques de rang

2g :
a b
GSpy, = {7 = (C” d”) € GLag; "yigv = l/g(v)bg}
Y Y
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0 1
= GLo, .
o (19 Og) © 2

Le caractere vy de GSp,, & valeurs dans le groupe multiplicatif G, est appelé le multi-
plicateur de GSp,,. On note G = Sp,,, = Ker(ry) le sous-groupe dérivé de GSpy,.
Pour tout v € GSp,, on pose Y =147t 5 v — Y est clairement une involution.
Soient nq, ..., n,, m des entiers positifs et (x1,...,x.,7) € GLy, X---x GL,, X GSp,,,,
on pose

avec

1 t

(21,205 g = diag(z, ..o 2,y 2 (), e () € GSpa,

avec g =Ny + -+ Ny + M.

On précise nos notations maintenant pour ¢ = 2. On note G = GSp, et Z C G son
centre. On désigne par B le sous-groupe de Borel standard de G constitué par les matrices
7 telles que ¢, = 0 et a., soit triangulaire supérieure. On note BT son radical unipotent
et T(C B) le tore déployé maximal de G constitué des matrices diagonales.

Soit P le parabolique de Siegel standard et P* son radical unipotent. On plonge
H = GL; dans P C G via g — diag(g,%g™!) et pour tout sous-groupe X C G, on pose
Xy = XNH ;par exemple By est le sous-groupe de Borel standard de H = GL; et B};
son radical unipotent.

Les notations introduites précédement pour g quelconque restent valable pour G =
GSp,. Par exemple, pour tout a,b,c € G,,, on a [a, b; ¢] := diag(a,b,ca™t,cb™ ) € T(A).

Soit R* le systéme de racines positives pour la paire (B,T). On a

R = {ay,as,a1 + ag,2a1 + as}

avec o la racine simple courte et oy la racine simple longue, i.e. ay([a, b;c]) = ab™! et
as([a,b;c]) = b%c™L. On note W le groupe de Weyl de G pour le tore T'. 1l est d’ordre 8
et engendré par les reflexions s; et so associées respectivements aux racines simples a;
et Q9.

En général, K désignera un sous-groupe ouvert compact de G(Ay). Il sera dit de niveau
N un entier positif, s’il contient le sous-groupe

Ky ={y€G(Z)|~v(mod N) =1,}.

Pour tout premier ¢, on considére également le sous-groupe paramodulaire de G(Qy)
défini par

a1 az by by

az ay by by

Ap:=<y= € GSp4(Q5); as,C1,Co,C3,do € L.Zy et by € Z_IZg

c1 c2 di da
c3 ¢4 d3 dy

Tout au long du texte, p est un nombre premier fixé. On désignera souvent par Ky un
sous-groupe ouvert compact de niveau premier a p (i.e. contenu dans G(A?)). Pour tout
entier > 1, on note I, le sous-groupe d’Iwahori standard de G(Q,) défini par

I :={y € G(Zp) | y modp" € B(Z/p"Z)}
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et son équivalent dans H(Q)) :
Iy, =1, NH(Q,).

Pour 7 = 1, on notera simplement I = I et Iy = I 1.

Pour tout algebre de Tate A sur un corps p-adique, on note Sp(A) I'affinoide défini par
le spectre maximal de A. Les affinoides et les espaces rigides analytiques seront en général
désigné par des lettres gothiques U, U, X, etc. On notera O(4) anneau des fonctions
réguliere sur 'espace rigide i sur lequel on prendra la norme sup. Lorsque i est un
affinoide, on notera O°(4) le réseau de O(4) constitué des fonctions de norme inférieure
ou égale a 1. Pour un espace rigide quelconque X, on notera Ax la limite projective des
O°(U) lorsque 4 parcourt ’ensemble des sous-domaine affinoide de X. Noter que c’est
en général (lorsque X n’est pas un affinoide) un sous-anneau strict de celui des fonctions
rigides analytiques de X bornée par 1.

Pour toute représentation p, on notera pV sa contragrédiente.

1. Formes modulaires de Siegel

1.1. Point de vue modulaire

1.1.1. Soit K un sous-groupe ouvert compact de niveau N avec N > 3. Sous cette
hypothese, il existe un schéma Sk, dit schéma de Siegel, lisse et de type fini sur Z[1/N],
construit par Mumford [Mu] et dont nous rappelons ci-apres le probléeme de module qu’il
représente. Pour tout Z[1/N]-schéma T, on considere les triplets (4, A, ¢) 7 tels que :

(i) Ajp est un schéma abélien sur T de dimension relative 2,
(ii) A est une polarisation principale A : A — A%
(iii) ¢ est une K-structure de niveau ¢, c’est & dire un isomorphisme symplectique entre

¢:TAy =lim A[N"] = Z3,(1) & Z3, (1)

défini modulo K ; la structure symplectique de T' Ay est ici donné par ’accouple-
ment de Weil et la polarisation principale de A tandis que la matrice de celle de
Z3(1) ® Z3; dans la base canonique est donnée par ¢o.

Deux triplets (A, A, ¢),7 et (A’, N, @), sont dits équivalents et on note (A, \, @),7 ~
(A", N, ¢")r 8l existe un T-isomorphisme entre les T-schéma abéliens f : A,p — A’/T
tel que f*N = X et f*¢' = ¢. Alors Sk représente le foncteur :

Z[1/N] — Sch — Ens
T = A{(A A\ 0)/r}/~.
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1.1.2. Description de Sk c
Rappelons la définition du demi-espace de Siegel Ho,

Ho :={z € Ma(C) | *2 = 2, Im(z) > 0}.

Soit G(R)™ le sous-groupe de G(R) constitué par les éléments v tels que vg(y) > 0. 11
opere sur Ho par la formule bien connue :

7.2 := (ayz +0y)(ey2 +dy) 7

pour tout z € Hs et v € G(R)*. Pour tout z € Hy et v € G(R)™, on rappelle également
le facteur d’automorphie a valeurs dans GL2(C) :

J(7,2) == cyz 4+ d,y.

Sur C, la variété de Siegel admet la description suivante. Fixons un ensemble fini
d’éléments g1,...,q € G(Ay), tel que

l
G(A) =| | G(@g:. K.GT(R)

i=1

et, pour tout ¢ = 1,...,1, posons [k ; := G(Q)" ﬂg[l.K.gi. Alors, on a un isomorphisme
canonique :

l
Sk (C) = GQNG(A))/Kow = | | Tie.\Mo.

i=1

1.1.3. A la suite des travaux de Mumford sur les compactifications toroidales, Chai et
Faltings ont construit des compactifications arithmétiques du schéma de Siegel [CF].
Dans cette section et la suivante, nous fixons S = Sk une compactification toroidale lisse
de Sk sur Z[1/N]. Soit A une Z[1/N]-algtbre. Pour tout schéma X sur S, 4, on notera
Dx T'image reciproque par le morphisme X — 5,4 du diviseur a I'infini D = S\S.

La construction de Sk fournit en méme temps un schéma semi-abélien G sur Sk dont
I'image inverse au dessus de Sk est la variété abélienne universelle définie par le probleme
de module représenté par Sk .

Soient 7 : G — Sk le morphisme structural du schéma semi-abélien G et e : Sk =G
la section unité de w. On définit le faisceau des différentiel relatives :

w:=e"g3,-

C’est un faisceau cohérent localement libre de rang 2 sur Sk. La compactification mini-
male de S est définie par

S* = Proj ( é H(S, det(w)k)) .

k=0

Le faisceau inversible det(w) s’étend par construction en un faisceau inversible de S*. Ce
dernier est ample (cf. [CF)).
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1.1.4. Fibrés automorphes sur la variété de Siegel

Pour toute paire d’entiers positifs ou nuls k = (k1, k2) avec k1 > ko, soit Ly (R) I’espace
des polynémes homogenes de degré ki — ko de deux variables (x,y) a coefficients dans
un anneau unitaire R. On le munit de 'action a gauche de H = GLy définie par :

(o (h).P)(z,y) = (h.P)(z,y) := P((z,y).h) det(h)"*

pour tout h € H et P(z,y) homogene de degré ki — ko. On vérifie facilement que c’est
la représentation de plus haut poids x}, pour la paire (Bg,Ty) avec P(X,Y) = Xk k2
comme base des vecteurs de plus haut poids et

1 * k1 ,k
= {7152,

On associe a cette représentation py, le faisceau automorphe

ki—k v
wi = Sym”™ ™" (w) ® det(w).

L’espace des formes automorphes de Siegel de poids k est par définition I’espace des
sections globales de wy/c. On a une structure rationnelle et méme entiere sur cet espace.
Plus précisément, pour toute Z[1/N]-algebre R, on pose

My(K,R) = H°(Sk,w, ® R) = H°(Sk,wi @ R).
Autrement dit, par la seconde égalité connue sous le nom de principe de Koecher [CF,
V.1.5], une forme modulaire de Siegel f est une regle fonctorielle assignant a tout

quadruplet (A/g, A, 1,w) avec w une base de HO(A, 24/s), un vecteur f(A;g, A\, p,w) €
Li(I'(Og)) telle que

f(A/Sv )\,’l/},w.h_l) = pE(h)f(A/Sa Avwvw)

pour tout h € GLy(I'(Og)).
Soit D le diviseur a I'infini de S, on pose wi' = wg(—=D). L'espace des formes cuspidales
est défini par Sp(K, R) := H(Sk,wi" @ R).

1.1.5. Sur C, on retrouve aisément la définition classique des formes modulaires de Siegel
holomorphes. Pour une fonction f : Ha — Li(C) et v € G(R) tel que v(y) > 0, on pose

Fliy(2) = pr(v(7)-3(7, 2)71)-F (7-2)-

Pour tout sous-groupe de congruences I" de Sp,(Z), on note My (I"; C) 'espace des fonc-
tions holomorphes f & valeurs dans Ly, vérifiant f|,y = f pour tout v € I'. En fixant une
trivialisation du pull-back de wy sur Ho, on vérifie facilement que :

1
H°(Sk,wiyc) = Mi(K, C) = @ My(I'ki,C).
i=1
Lorsque k1 = ko = k, il s’agit des formes modulaires de Siegel scalaires de poids k. On a

un isomorphisme analogue pour ’espace des formes cuspidales.
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1.1.6. Opérateurs de Hecke

Soit £ € GSp,(Q) N M4(Z) tel que v(€) soit premier & N. Pour tout triplet (A,g, A, @)
comme au (1.1.1), il existe un triplet (A¢/g, Ae, ¢¢) et une unique isogénie t¢ : A — Ag
telle que LZO)\ =MXeotg et peore =&V op. Soit K/ C Ke =EVK(EY) et pe : Sk — Sk
le morphisme défini au niveau des foncteurs par (A,g, A, ¢) — (A¢/s, Ae, ¢¢). On note ¢
I’isogénie universelle de type £V sur

Sk Ax — SDE-AK = A/K X Sper Sk.

Pour la description de Ag, le lecteur peut par exemple consulter [CF, VIL3]. Par ailleurs,
il résulte des propriétés de fonctorialité des compactifications toroidales [Ha] que ces
morphismes se prolongent a certaines compactifications toroidales* et aux variétés semi-
abéliennes correspondantes ¢¢ : S — Sk, et Gg, — @EQ% que 'on notera encore ¢¢.
On en déduit un morphisme de faisceaux cohérents (f :w,5 , — ¢¢w/g, . Pour tout
quadruplet (A, \, ¢,w) avec w une base de H°(4, 24)5), s0it we € HO(A, Q4. /s) telle

que t{we = w. Pour tout f € HO(SKUu@), f ] € est la forme modulaire définie par

(f | E)(A/S7>\a¢7w) = f(AS/Sv)‘E7¢an£)'

Sur C, on retrouve la formule classique du §1.1.5.

On considere la correspondance des isogénies de type ¢ définie par Ty = T¢ k :
SKﬂKg — Sk X Sk induit par (WK,KOKUT‘—K,KHng o (pgv) ou TK,K' avec K > K'
est la projection canonique Sk — Sk. Notons respectivement p; et po les projections
de c¢ k sur les premier et deuxieme facteurs de Sk x Sk . La correspondance opere sur
les formes modulaire de Siegel via la composition des fleches suivantes :

1 (Lgv)* % tr(p3)
HO(SK,L«J&) p—1> HO(SKQKE,LUE) E—> HO(SKmKs,pQWE) &) HO(SK7wk).

Noter que pjwi = ¢¢vwg. On normalise action en divisant I’action précédente par v(€)3.
On peut décrire également ’action de T¢ en écrivant la décomposition de la classe double
K¢K =], K¢&;. Alors pour tout f € H(Sk,wy), on a :

FITe=v©7 ) f & (1.1.6.q)

1.1.7. Algébre de Hecke

On note Ry l'algebre de Hecke abstraite engendrée sur Z par les opérateurs T avec
v(€) premier & N. Pour tout nombre premier ¢ ne divisant pas N, on pose

do(q) =[1,1;q] et b1(q) = [1,q;¢°].

On considere les opérateurs T;(q) = Ty, (q) avec i = 0,1 et Sq = Tg.1,.

* La décomposition en cones rationnels polyhédraux correspondant & la compactification S,KE est
différente mais dépend de celle correspondant & Sk .
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Si F' est de poids k, niveau N et propre pour les opérateurs de Hecke de Ry, on note
Ar le caractére de Ry tel que F | T = Ap(T).F pour tout T € Ry. Le centre Z(A}V) de
G(Ajfv ) est engendré par Z (Ajcv ) N K et les matrices ¢q.14 avec ¢ premier ne divisant pas
N. 1l existe donc un caractere de Dirichlet wr d’ordre fini et de conducteur divisant N
tel que*

A () = dM 0 (q)

pour tout ¢ premier ne divisant pas N.

1.1.8. Polynéme de Hecke—Andrianov et fonction L

Pour tout ¢ 1 N, on rappelle que le polynéme de Hecke-Andrianovt est donné par la
formule :

Py(X) :=1—=To(q)X +€(T1(q) + (1 + ¢*)Sg) X* — ¢°To(q)S¢- X > + ¢°S2X*.

Soit F' une forme de Siegel de niveau N holomorphe de poids k et propre pour les
opérateurs de Hecke de Ry . Pour tout ensemble fini S de nombres premiers contenant
les diviseurs premiers de N, on pose

L5(s, F,spin) := [ Ar(Py(q*)) "
q¢s

Cette fonction L introduite par Andrianov lorsque F' est de niveau 1 converge pour
Re(s) > 0 et admet un prolongement méromorphe au plan complexe (voir [PS3]).
Lorsque S = Sy est l'ensemble des diviseurs premiers de N, on notera parfois
LN (s, F,spin) & la place de L~ (s, F,spin). Cette remarque s’appliquera & toutes les
fonctions L qui interviendront dans cet article.

1.2. Représentations cuspidales de GSp,(A)

Le but de cette partie est d’énoncer sous une forme appropriée quelques définitions et
certains résultats locaux et globaux sur les représentations de GSp,.

1.2.1. Pour toute représentation irréductible 7 des points adélique d’un groupe
réductif, on note ™ = ®; 7, la décomposition de m en composantes locales et on pose
T = ®;<OO 7. On note w, son caractere central.

Pour tout poids k = (k1, ko) avec k1 > ko > 3, on note 77,? la représentation unitaire de
GSp,(R) de la série discrete holomorphe de parameétre k.1 Il s’agit de la représentation
de la série discrere unitaire, holomorphe dont le K-type minimal est donné par la
représentation pj, restreinte a U(2). On note aussi 7" la représentation unitaire de
GSp,(R) de la série discrete générique appartenant au méme L-paquet que ’/Tg . Dans

* La puissance ki1 + k2 — 6 se calcule en regardant I’action du centre de G(R) sur la représentation
automorphe engendrée par F.

t Cette terminologie non classique tend a rappeller que Py(X) est analogue du polynéme de Hecke

classique et qu’il a été découvert par Andrianov.
1 Dans le §1.2.3, nous rappelerons le lien de ﬂ,ﬁl avec le poids k de la section précédente.
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ce travail, on considerera seulement des représentations cuspidales irréductibles telles
que T est dans la série discrete holomorphe ou générique.

Une représentation cuspidale m = 7y ® o, avec mo, dans la série discrete de parametre
k est dite stable* si et seulement si 777 = T ® 7r,€1 et 7V = T ® 71',?/ sont automorphes.

1.2.2. Représentations locales non archimédiennes

Soit F' un corps local non archimédien et A un anneau unitaire. Dans ce paragraphe,
A sera une algebre integre sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle.
Pour tout groupe réductif X sur F, on note R4(X) le groupe de Grothendieck des
représentations lisses admissibles définies sur A de X (F'). Grace & 'hypothese sur la
caractéristique et U'intégrité de A, la théorie pour A = C se transporte sans difficulté a
ce cadre légerement plus général.

Rappelons quelques unes des notations de Sally—Tadié¢ que nous utiliserons librement
(cf. [ST]). Si &1, & et & sont des caracteres lisses de F*, on note &; x & 'image de la
représentation induite lisse normalisée Indgéi2 &1 ® & dans Ry (GLse). Ici Bgr, désigne
le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures de GLg et &1 ® & est le caractére

défini de B défini par
£®& ((‘“ )) = &1 (a1)éa(an).
0 as

Soient o1, ...,0, (respectivement 7) des représentations lisses admissibles de
GL,,(F),...,GL, (F)

(respectivement de GSp,,, (F')) définies sur A. On note o1 X --- X o, x 7 I'image dans
R (Gszg) avec g =ni + - - - + n, + m de I'induction parabolique Indlcj??;g(F) o avec P

le parabolique standard de GSp,, de Levi isomorphe a GL;, X --- x GLj;, X GSp,,, via
la fleche (z1,..., 2, 9) = [T1,...,2,; 9] € GSpy, et

o([z1,...,2r;9]) ==01(x1) @ - @ op(zr) @ T(9).

La définition s’étend par linéarité pour tout o; € R4(GL,,) pour i = 1,...,7 et 7 €
R4(GSps,,)- Enfin, on notera aussi L(o; X -+ X 0, x 7) le quotient de Langlands de
I’induite Indp(;ig(F) o lorsque o est dans la position de Langlands.

1.2.3. Lien avec le language classique

Soit F' une forme de Siegel cuspidale de poids k et niveau K. On note Fj la forme
automorphe correspondante sur G(A) définie par

Fu(Ygocky) = pre(v(g00)?(cq A+ dg ) ™").F(goo 3)

* Certains auteurs disent stable a l’infini. Notre terminologie n’est pas nécessairement standard.
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avec 7 € G(Q), goo € G(R)" et ks € K. Alors F vérifie les propriétés suivantes :
e Fu(19) = Fa(g) pour tout 7 € G(Q) ;
o Fy(gkso) = pr(j(koo,?)) "1 Fa(g) pour tout ko, € KL = Koo NGH(R) ;
o Fu(gks) = Fa(g) pour tout ky € K.

Lorsque Fj engendre sous G(A) une représentation cuspidale irréductible, cette derniére
est notée m(F) ; elle est unitaire. Réciproquement, toute représentation cuspidale dont
la composante archimédienne appartient & la série discrete holomorphe est obtenue de
cette maniére. Pour une place ¢, on note m,(F') la représentation de G(Q,) engendrée
par Fj sous-I'action de G(Qy). Lorsque K est maximal en g, m4(F') est la représentation
sphérique associée & un caractére non ramifié x de 7'(Q,) et on a

Ap(Py(X)) = (1 — ¢~ 3 *x([L,1; ) X)(1 — ¢~ *x([1, ¢; ¢]) X)
< (1= ¢ x([q, 1:a)X)(1 — ¢ **x([¢, ¢ 4)) X).  (1.2.3.a)

1.2.4. Fonctions L de Langlands

Soit 7 une representation cuspidale de GSp,(A). Pour toute représentation o de
GSp,(C), on considére pour toute place v en laquelle 7 est non ramifiée la fonction
L locale

L(s,my, 0) := det(l — p(Er0) - 45 °) 7
ol &, est un représentant de la classe de conjugaison de GSp,(C) associé & m, par la
correspondance de Langlands locale pour les représentations non ramifiées. Pour tout
ensemble fini S contenant la place archimédienne et les places de ramification de 7, on
définit, suivant Langlands, la fonction L globale S-primitive associée a ¢ qui converge
lorsque Re(s) > 0,
L5(s,m,0) == H L(s,my, 0).
vgS

1.2.5. Lorsque p = spin est la representation spinoriel de GSp,, on déduit de la formule
(1.2.3.a) que l'on a la relation

L% (s, m,spin) = LN (s — (k1 + k2 — 3), F, spin).

Lorsque 7 est la representation cuspidale irréductible unitaire associée a une forme de
Siegel cuspidale F' de poids k, niveau N et propre pour Ry.

1.2.6. Soit st 'unique représentation irreductible de GSp,(C) de degree 5. La fonction
L standard de 7 est la fonction L de degré 5, L°(s, 7, st). Elle vérifie la relation

L9(s,m, A2 ospin) = L (s,w?)L5(s, 7, st)

L¥(s,w2) == [[(1 —w2(@)g™)

a¢s
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pour Re(s) > 1. Les propriétés de cette fonction L ont été étudiées par Piatetski-Shapiro
et Rallis [PSR].

1.2.7. Représentations endoscopiques

Une représentation cuspidale m de GSp,(A) est dite endoscopique s’il existe des
représentations cuspidales o1, 02 de GL2(A) de caracteére central w, et un ensemble
fini de nombres premiers S tels que L°(s,m,spin) = L%(s,01)L%(s,02). En fait, les
représentations locales o1 4 et 02 4 pour g € S déterminent également ;. Cela résulte du
fait que les représentation endoscopiques sont dans 'image de la correspondance théta
globale pour les paires duales GSp, x GO(X) avec X un espace quadratique de rang 4.

Avant d’expliquer ce fait, nous introduisons quelques notations. Soit GO(2,2) le
groupe des similitudes orthogonales pour un espace quadratique (Va2 o, (-,-)) isomor-
phe a la somme de deux plans hyperboliques sur un corps local ou global F. Soit
m : GO(2,2) — Gy, le morphisme multiplieur, i.e. défini par (g.v, g,v") = m(g)(v,v’).
On note GSO(2,2) la composante neutre (d’indice 2) de GO(2,2). Rappelons que 'on a
une suite exacte :

1= G, — GL2 x GLy — GSO(2,2) — 1

avec G, se plongeant diagonalement dans le centre de GLo x GLg par z — (z,2~1). Une
représentation irréductible de GSO(2,2) est donc caractérisée par une paire (o1, 02) avec
01 et oo des représentations irréductibles de GL, de méme caractére central. On note
01 ® o9 la représentation correspondante.

Soit 7 = 01 ® o2 une représentation de GSO(2,2) sur un corps local non archimédien
F. Si 7 est invariante par GO(2,2) (i.e. 01 = 09, 7 est dite distinguée dans la ter-
minologie de [Ro2]), elle s’étend en une représentation de GO(2,2) de deux fagons
différentes. D’apres [Rol], une seule de ces extensions admet une relevement théta non
nul & GSp,(F). Lorsque 7 n’est pas invariante, la representation induite Indgg&’;é) T
est irréductible et est 'unique représentation prolongeant 7 & GO(2,2). Son relevement
théta est alors non trivial. Dans tous les cas, on notera 7 'unique représentation de
GO(2,2) prolongeant 7 et dont le relevement théta 6(7) & GSp, est non nul.

Lemme 1.2.8. Soit m une representation endoscopique de GSp,(A) et o1, o9 les
représentations cuspidales de GLy(A) telles que L°(s,m,spin) = L% (s,01)L" (s, 04) pour
un ensemble fini de premier S assez grand. Alors pour tout nombre premier q, on a
Tg 2 0((01,¢ ® 02,4)7).

Démonstration. Pour alléger les notations, on suppose ici que 7 est de caractere central
trivial.* Soit L°(s, 7, st) la fonction L standard S-primitive de 7 dont la définition est
rappelée au §1.2.6. Par nos hypotheses, on a

L(s,m,st) = L5 (5,01 x 03 )¢5(s)

avec L9(s,01 x 0y) la fonction L de Rankin-Selberg associée & la paire oy x oy. Elle
a donc un pole simple en s = 1. Il résulte d’un théoreme de Kudla, Rallis et Soudry

* Dans le cas général, il faut considérer des fonctions L tordues par I'inverse du caractéere central de 7.

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

642 C. Skinner et E. Urban

[KRS] que 7 est I'image par la correspondance théta d’une représentation cuspidale de
GSO(2,2)(A) = (GLy X GL2 /Gy, )(A), i.e. il existe o] et o, des representation cuspidales
de GLj de caractere central wy telle que g, (a) et 8((0] ® 05)¥)|sp,(a) ont au moins
un facteur commun. Il existe donc un caractere x tel que m = 0((0} ® 04)™) ® x. Posons
7, = o, ® x de telle sorte que ™ = 0((11 ® 72)*). On en déduit que pour S suffisament
grand, on a

L9(s,m,spin) = L¥(s,01)L° (s, 04) = L5 (s, 71) L5 (s, 72).

On a donc
L¥(s, 7 x 0y )L (5,75 x 0)) = L(s,01 x 0y ) L5 (s, 09 x a}).

Puisque le membre de droite de cette égalité a visiblement un pole en s = 1, il resulte
que l'une des deux fonctions L de gauche en admet un également. Par un théoreme de
Gelbart—Jacquet [GJ] et le théoréme de multiplicité un fort, cela entraine que oy est
isomorphe & 71 ou & 75. On conclut alors aisément que {01,023} = {71, 72} et le lemme
résulte alors de la compatibilité de la correspondance théta globale avec la correspondance
thétal locale. ([

1.2.9. Avant d’effectuer le calcul de I'image par la correspondance théta de certaines de
ces représentations locales, nous rappelons quelques une des notations de la classification
de Sally—Tadi¢ [ST]. Précisons d’abord que 'on note 1j la representation triviale d’un
groupe H et par Stgr, la repréentation de Steinberg de GLo(F'). On désigne par v le
caractere de F* donné par la valeur absolue sur F' normalisée par v(wp) = ¢~ 1. On
note alors 7(5, #'/?) I'unique constituant générique ou tempéré de la représentation (de
longueur deux) 1px X Stgr,. Elle est aussi caractérisée par le fait qu’elle est le constituant
commun de 1px % Star, et vY/2Stqr, xv~1/2. Soient & et p deux caracteres de F*
avec & quadratique. Alors on note §([£p, v&p], o) I'unique représentation (essentiellement)
tempérée (et en fait essentiellement de carré intégrable) intervenant comme constituant
de v/2¢, Stgr, X p (voir [ST, Lemma 3.6]).

Le lemme suivant nous sera utile au cours de la preuve du Théoreme 4.2.7. Nous
remercions Roberts (B. Roberts, Lettre aux auteurs, 20 janvier 2004) pour son aide dans
la preuve de celui-ci.

Lemme 1.2.10. Soit o une representation irréductible tempérée de PGLy(F) et soit
StgL, la représentation Steinberg de GLo(F). Alors 6((StgL, ®0)") = x @ m avec x un
caractére quadratique et w une représentation irréductible tempérée, générique et donnée
par :

1 1

(i) a®StgL, Xxa ' sioc=axa ! avec o un caractére de F’*,

(i) 7(S,v=?) si o = Star,,
1/2

)
)

(iii) &([&o, &oV], v ) sioc=¢6® Star, avec & un caractére quadratique non trivial,
)

(iv) I'unique sous-représentation de v'/2g x v='/2 si o est supercuspidale.
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Démonstration. Soit 7= (Stgr, ®0)T. Cette représentation est tempérée par nos
hypotheses, donc 0(7) l'est également par le Théoréme 4.2 de [Ro3]. Par le §3 de [GRS],
0(T) est générique puisque 7 lest. Par le Lemme 4.2 de [Rol], il existe une sous-
représentation 71 de 7|o(2,2) telle que 6(71) est I'unique sous-représentation irréductible
générique de 0(7)[gp, 7y Soit P le stabilisateur dans O(2,2) d’un plan isotrope de
Va,2. Sa décomposition de Lévi s’écrit P = MU avec M = GLjy. En remarquant que
Star, — V12 x y=1/2_ on voit facilement que 7 est une facteur de la suite de composi-

tion de

Indg%)z)(}?) o' @u'/?

avec
e o/ = o dans les cas (i) et (iv),
e o/ =12 x v=1/2 dans le cas (ii),
o o' = &ut/? x /2 dans le cas (iii).

Par le Théoreme 2.5.(ii) de [Ku], 8(71) est donc 'unique facteur générique de v*/2@0” x 1.
Soit 7 le facteur de Jordan-Hélder générique de v/? ® o’ x v~/2. Puisque 7sp, et 0(r)
ont un facteur commun et ont le méme caractére central, on a 6(r) = ™ ® x avec x
quadratique.

Il nous reste maintenant a déterminer w. Lorsque o est supercuspidale, Shahidi a
démontré que v'/2®0 xv~1/2 admet une unique sous-représentation et que cette derniere
est générique. D’ou le cas (iv). Dans le cas (i), on a

200" 2 = 120 x 1271 5 /2

=1 2axv1axa v /2

=lgrL, ®axa ' +a®Stgr, xa™ '

Comme o # v*! a®Stqgr, xa~! est générique puisque irréductible par [ST, Lemmes 3.3
et 3.7] et induite de générique ; le (i) est donc prouvé. Pour les points (ii) et (iii),
onav'/?2®c xv V2 = ¢u x & x v Y2 Lorsque & = 1, le facteur générique de
v x 1 x v~ Y2 est celui de v'/2 @ Stgr o) x v™1/2, c’est done 7(S,v7/2) ; d'ott le (i).
Lorsque & # 1, d’apres [ST, Lemme 3.6], 'unique facteur tempéré de o x &y X y~1/2
est 8([&o, &ov], v 1/?) ; d’on le (iii). O

1.3. Formes de Saito—Kurokawa

Soit ¢ = & 0, la représentation cuspidale de PGLy(A) avec 0o, dans la série discréte
holomorphe de poids 2k — 2 avec k un entier supérieur ou égale a 2. Soit f la forme modu-
laire elliptique cuspidale normalisée propre et nouvelle associée. Par la suite, on notera
parfois 0 = o(f) lorsque f aura été introduit avant o. Considérons le g-développement
de f: f(q) =>_,°, ang™. Alors rappelons que l'on a

Lis—k+32,0)=L(s, f) = Zann_s
n=1
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et que L(s, o) satisfait une équation fonctionelle du type
L(s,0) =¢(0,8)L(1 — s,0).
On a &(0, 3) = £1. Le théoréme suivant est & la base de ce travail.

Théoréme 1.3.1. On suppose que (o, %) = —1. Alors, il existe une representation cus-
pidale m = SK(o) de PGSp,(A) telle que pour tout v < oo, on ait m, = SK(o,) =
L(l/l/2 R 0y X 1/’1/2) et ms appartienne a la série discréte holomorphe de parameétre
(k, k). Soit S I’ensemble des places de ramifications de o, en particulier, on a

L% (s, m,spin) = (¥ (s — %)Cs(s + %)LS(O', s).

Si o, est spéciale, 7, admet des vecteurs fixes par le sous-groupe paramodulaire A,.*
N’importe quelle forme modulaire de Siegel de poids (k, k) propre pour les opérateurs de
Dalgébre de Hecke Ry et engendrant (au sens du §1.2.3) la représentation SK(o) sera
dite de Saito—Kurokawa.

1.3.2. Remarques

Lorsque o est non ramifiée, la forme classique de ce théoreme est die a Maass, Kohnen
et Zagier. L’étude de ce type de représentation a ensuite été développée par Piatetski-
Shapiro [PS1,PS2]. La condition sur le signe permet d’obtenir des conditions de rami-
fication minimale pour la représentation 7. Ce point résulte d’une étude fine de la cor-
respondance théta du groupe metaplectique a deux feuillets S‘Ijg vers PGLy & SO3 et
PGSp, = SO;5 qui est diie & Walspurger [Wa2]. Ce théoréme lui est donc essentiellement
di. A la demande du rapporteur et pour la commodité du lecteur, nous detaillons ci-
dessous comment on obtient le résultat ci-dessus & partir de I’article de Walspurger [Wal].
Pour une généralisation de ce théoreéme, on peut consulter [S1].

1.3.3. Preuve du Théoréeme 1.5.1

Pour expliquer comment on démontre le théoreme ci-dessus a partir de ceux de
Walspurger, nous introduisons maintenant quelques notations et rappelons certaines
définitions.

Pour toute place v de Q, on note H, = SLy(Q,) (respectivement Hj = SLy(A)) le
revétement métaplectique a deux feuillets de SLa(Q,,) (respectivement de SLo(A)). Rap-
pelons que la théorie de la correspondance Théta fournit un diagramme

Gs = S0(3,2) = PGSp,

G, =S0(2,1) = PGL,

* Erratum. Dans la note [SU], le sous-groupe de congruence Ay doit étre le sous-groupe paramodu-
laire et non le sous-groupe parahorique de Klingen comme il a été défini.
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Pour un caractere additif ¢ de A et pour 7 une representation de H A, on note O;(7, )
I'image de 7 par la correspondance @; associé au caractere ¢ pour i = 1 ou 2. On utilise
une notation similaire pour la correspondance Théta locale.

Pour toute représentation o, de PGL2(Q,), on note 6 (o, ,) la représentation de H,
par la correspondance Théta inverse de ©1(—, v,).

Pour tout £ € QX soit 1% le caractere de A défini par ¢¢(z) := () et x¢ le caractere
quadratique associé & 'extension Q(v/€)/Q.

On commence par examiner la correspondance entre H et Gy dite de Shimura-Shintani.
D’aprés [Wal, Proposition 28], pour toute representation @ de Hy, il existe £ € Q% tel
que O1(7,9°) ® x¢ soit non nul. De plus cette représentation est indépendante de &
(quand elle est non nulle) et on la note alors Sy (7).

Pour chaque représentation locale 7, de H, et caractere additif ¢, de Q,, il est possible
d’associer un signe e(7,, ¥,) € {£1} (par exemple voir [Wal, I.4.c]) valant 1 pour presque
tout v lorsque 7, et 1, proviennent d’objets globaux 7 et ¥. De plus, dans ce cas, on a
[T, (o) = 1.

Soit maintenant o la représentation de G7(A) = PGL2(A) de I’énoncé du Théoreme
1.3.1. Notons X I’ensemble des places v telles que o, ne soit pas dans la série principale
irréductible et X’ I'ensemble des places v ¢ X telles que £(0,, 3) = —1. Remarquons que
par notre hypothese sur o, la place archimédienne co appartient a 2. Enfin, on considere
le sous-ensemble X" de X défini par :

S = € S\{oo} | e(ow. 1) = 1} U {{oo} sie(00,5) =1 (ie. sik est impair),
: v 3) =

0 sinon (i.e. si k est pair).

Soit Xy = X’ U X”. Dans tous les cas, la condition (o, 1) = —1 assure que le nombre
d’élément de Xy est pair. D’apres la Proposition 19 de [Wal] et sa preuve, il existe donc
une représentation automorphe 7 de Hy telle que Sy () = o et telle que &(7y,,9¥,) = —1
si et seulement si v € Xy. En particulier, on a

&, 1hy) =

{€<U”’ ) siv#oo (1.3.3.0)

—e(0y, %) siv=oo.

Lemme 1.3.4. La représentation 7o, est dans la série discréte holomorphe de poids
k— % et O1(Too; ¥oo) = 0. Pour toute place finie v, on a ©1(7,,y) = 0y.

Démonstration. Soit £ € Q* tel que
01 (7,9°) ® xe = 0. (1.3.4.q)

D’apres la Proposition 17 de [Wal], on en déduit déja que 7, = 0;(0y, %, ) pour toute
place finie v n’appartenant pas & Y. Dans le cas général, d’apres la relation (1.3.4.a), on
a pour toute place v :

6(Uv @ Xe, %) = E(ﬁvﬂ/f) = X&(_l)g(ﬁmwv)' (1'3~4'b)
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Si maintenant v € X\{oo}, d’aprés (1.3.3.a), on en déduit que £(c, ® Xxe,3)

Xe(—1)e(oy, 3) et d’apres [Wal, Théoreme 2] que (77, =)01(0y ® x¢) = 01(04, ). Dot
o, = O1(7y, 1y) pour toute place finie v. Pour v = oo, par (1.3.3.a) et (1.3.4.b), on obtient
£(0oc ®Xes 5) = —Xe(—1)e(000, 3 ). Ce qui entraine d’apres [Wal] que 7o = 01 (o), 1o0)
avec ol la representation irreductible de dimension 2k — 4 du groupe multiplicatif H*
des quaternions de Hamilton (i.e. associée & o, par la correspondance de Jacquet—
Langlands archimédienne) et 0] la correspondance de Shintani entre les représentations
de H* vers celles de SLy(R). On en déduit le premier point par [Wal, Proposition 9].
Par ailleurs, le principe de dichotomie de la correspondance de Shimura—Shintani entraine
que O1(Too, Yoo) = 0. O

1.3.5. Fin de la preuve du Théoréeme 1.5.1

11 résulte du lemme précédent que @1(c) = 0. On est alors en mesure d’appliquer une
variante de la Proposition 23 de [Wal] dans laquelle 'Hypothese (Hii) (respectivement
la Conclusion (Cii)) de [Wal] est remplacée par la méme condition (respectivement la
méme conclusion) mais pour v en dehors d’un ensemble fini S.

Grace au lemme précédent, on en déduit la conclusion du théoréme en prenant
S = {oo} une fois que l'on a remarqué que pour v finie, 'unique sous-représentation
de l'induite parabolique de Ind(c,®, | -|~*/2) (de [Wal]) s’identifie au quotient de Lang-
lands L(v'/? ® o, x v~/2). Pour les places v en lesquelles o, est non-ramifié, on en en
déduit que

L(s,SK(0),,spin) = (1 — q;S'H/Z)_l(l — qv_s_l/g)_lL(s, o).

Lorsque o, est spéciale, le fait que L(v'/? ® o, x v~1/?) ait des vecteurs invariants par
le sous-groupe paramodulaire A, est di & Schmidt [S1, Corollaire 3.4.6]. Pour v = oo,
d’apres [Li|, on a O (fe) = w,f & est dans la série discréete holomorphe de parametre (k, k).

O

1.3.6. Remarque

La famille des représentations SK(o,,) = L(v'/? ® o, x v~1/2) est disjointe des familles
(i), (ii) et (iii) de représentations du Lemme 1.2.10. On peut le voir par exemple en
remarquant que SK(o,) n’est ni générique ni tempérée et que les représentations du
Lemme 1.2.10 le sont. Ce point sera tres utile dans la preuve du Théoreme 4.2.7.

1.3.7. Représentations de type CAP

Le lecteur aura remarqué que la représentation de Saito-Kurokawa SK(o) a un systéme
de valeur propre de type « Eisenstein » et en particulier ne vérifie pas la conjecture de
Ramanunjan. On dit qu’elle est non tempérée. En étudiant les formes de Saito-Kurokawa,
Piatetski-Shapiro a dégagé une classe de représentation du méme type. Selon sa termi-
nologie, une représentation m = ®/ m, est dite CAP, signifiant « cuspidal associated to
parabolic » s’il existe un sous-groupe parabolique rationel Q C G de Levi M et une
représentation cuspidale 7 = ®! 7, de M(A) tels que pour presque toute place v, 7, soit
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un sous-quotient de la représentation induite Ig((g)) Ty. Lorsque ) vaut le sous-groupe

parabolique de Siegel ou le sous-groupe de Borel de GG, ces représentations ont été étudiée
par Piatetski-Shapiro dans [PS1,PS2]. Le cas de l'autre sous-groupe parabolique a été
considéré par Soudry dans [So].

2. Familles p-adiques de formes modulaires

2.1. Formes modulaires de Siegel p-adiques

On fixe p un nombre premier et on reprend les notations du § 1.1 avec K un sous-groupe
ouvert compact de niveau IV premier a p. On rappelle dans ce paragraphe la théorie des
formes modulaires p-adiques & la Katz développée par Hida dans [Hi].

2.1.1. Invariant de Hasse

Rappelons qu’il existe une forme modulaire de Siegel H de poids (p—1,p—1) de niveau
1 appelée invariant de Hasse et définie comme suit. Soit A,g un schéma semi-abelien sur
S un Fp-schéma et n = (11, 72) une base du dual de H°(A4, 24/5). Soit F' le Frobenius
absolu défini sur A et soit H(A,n) € H(S,Og) tel que F*(m An2) = H(A,n).(n1 An).
Par construction, on voit que H(A, g.n) = det(g)'"PH(A,n) et donc que H définit une
section globale de det(w)®”

On fixe un reléevement en caractéristique zéro E € HO(S’K,wa(p,l)’a(p,l) ® Z,) de
H® pour un entier a suffisament grand et on pose S,z = Sk ® Z,[1/E] ainsi que
Sm=SQZL/p™L.

2.1.2. Tour d’Igusa

Si H désigne un schéma en groupe fini et plat sur une base 7', on désigne par H® la
composante neutre de H. Pour tout entier n > 1, soit P, le dual de Cartier de G[p"]°
sur S. Pour toute paire d’entiers n,m > 1, on considere le schéma T}, ,, représentant le
faisceau étale Isomg (Py/s,,, (Z/p"Z)?Sm), i.e. pour tout S,,-schéma X, on a

Tom(X) = {1 Pryx = (Z/p"L)7x}/~

D’apres [CF], on sait que T, ,, est irréductible. De plus Gal(T}, ,,,/Sm) est canonique-
ment isomorphe & H(Z/p"Z) = GL2(Z/p"Z) via l'action : g.(X,v) := (X, g o ¢) pour
toute paire (X, %) telle que ¢ € T), (X)) et tout g € H(Z/p"Z). Une fonction réguliere
sur T}, ., est une regle fonctorielle assignant a tout couple (X,v) comme ci-dessus un
élément f(X,vy) € I'(Ox) et laction & gauche d’un élément v € Gal(T, 1, /Sm) sur
f € H Ty m,Or, ) est donnée par

(v-NX, %) = F(X, 77 o). (2.1.2.0)

Soit J C H(Z,) un sous-groupe ouvert compact contenant 1 + p"Ms(Z,) (i.e. J est
de niveau p™). On pose Ty, = Ty m/Jn avec J, l'image de J dans H(Z/p"Z). 1l est
facile de voir que cette définition ne dépend pas du choix de n. Le plus petit entier n
tel que 1+ p"Ms(Z,) C J sera noté my. On notera K le sous-groupe des éléments
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de K dont la composante en p modulo p"’ s’écrit par blocs sous la forme (¢ z) avec

a,d € J/14p" Ms(Z,). Pour tout entier n > 1, on pose K,, := K avec J = 1+p"Ms(Z,)

Lemme 2.1.3. Supposons que n > m > 0, alors sur 1), ,,, on a un isomorphisme
canonique H(Z/p"Z)-équivariant :

Wi/ Ty = Li(Zp) @2, O, -
Démonstration. Lorsque n > m, nous avons
LieG/r, ,, = LieG[p"]/1, , = Lie g[p"]ij.
L’isomorphisme universel P, 7, = = (Z/p"Z)? /7, . induit
LieG[p" )7, . = Liepnr, = (Z/p"2)*® Or, .

En passant au Or, ,, dual, on obtient donc un isomorphisme canonique Gal(7T}, ;. /S )-
équivariant :

g/,Tn,afrz = (Z/an)Q ® OT = O%n,m7

n,m

Paction de Gal(Ty,,m/Sm) = GLo(Z/p"Z) sur (Z/p"Z)* @ Or, ,, étant action standard
de GLj sur le premier facteur et 'action naturelle de Gal(T, ,,/Sy,) sur le dernier. On
conclut en remarquant que Ly(Z,) := Sym* ~*2 72 ® deth2. O

2.1.4. Soient S , T, et T les schémas formels obtenus par limite inductive respective
des Z/p™Z-schemas Sy, Tn.m et Tym. A tout S-schéma formel X — 5', il correspond
une variété abélienne formelle AX munie d’une polarisation Ay et d’une structure de
niveau ¢ ¢. Le schéma T,, classifie les paires (X , 1) avec X un S-schéma formel et P un
isomorphisme entre P, ¢ le dual de Cartier de Alp"° et (Z/ p”Z)? - Pour des entiers
positifs m et n, on pose

Vn,m = HO(Tn,ma OTn,m (_DTn,7n))'

Soit V la limite inductive des V,, ,,, lorsque m tend vers l'infini. Un élément de V est
donc regardé comme une fonction f sur les paires (X , 1) ou X est un schéma formel
sur AS‘ et ¢ est un isomorphisme de Py avec Zi /X et prenant une valeur f (X ) €
I'(X,0%). L’action de H(Z/p™Z) sur Vp, n, induit donc une action de H(Z,) sur V par

(9-F)(X, ) = f(X,g~" 01) pour tout g € H(Z,).

Corollaire 2.1.5. Pour tout J C H(Z,), on a un isomorphisme canonique

li_n}HO(TJ,m,wg’) = H(J, Li(Z,) @ V).

Démonstration. A la demande du rapporteur, nous précisons les fléches de transition
~Y

de cette limite inductive. Pour tout m positif, on a un isomorphisme canonique Or, ,, =
Of, @ p~™Zy/Zp. S m’ > m, le morphisme naturel de Or,,, dans Or, , (et donc
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le morphisme de transition de m & m’ de la limite inductive ci-dessus) est celui induit
par cette isomorphisme et l'inclusion naturelle p~™Z,/Z, — p’m,Zp /Z,. Passons a la
preuve du corollaire. Sin > m > ny > 0, on déduit du Lemme 2.1.3 un isomorphisme
canonique :

HO(TJ’mvwzu) = HO(J7 LE(ZP) ® Vn,m)a
ou l'action de h € H(Z/p"Z) sur P ® f € Ly(Z,) ® V,, m est définie par

(h.(P @ (X, ) = pi(h).P & f(X,h™").

On en déduit que f € H O(TJym,wgl) est une fonction assignant & tout couple (X, )
un élément f(X,v) € Ly, @ I'(Ox(—Dx)) tel que f(X,g0v) = pr(g).f(X, ) pour tout
g € J. En passant a la limite sur m, on obtient 'isomorphisme voulu. O

2.1.6. Compactifications sur Zy

Soit J C H(Z,) un sous-groupe ouvert compact. Rappelons que l'on a défini des
compactifications SKJ/QP et S}“(J/Qp au §1.1.3. On note S‘KJ/ZP (respectivement S}‘(J/Zp)
la normalisation de Sk, /g, (respectivement Sk, /Qp) au dessus de S (respectivement S*).

Proposition—définition 2.1.7. Il existe une immersion ouverte de schémas 5}’{] Jz,
Sk, yz, (respectivement S;{j/zp — S}‘(J/Zp) qui induit un isomorphisme sur la fibre
générique et dont la réduction modulo p™ est irréductible et telle que si I'on pose Ty =
5}){'} [1/E] alors on a Ty @ Z/p"Z = Ty . Pour J =1+ p"M(Z,), T sera noté T,.

Démonstration. La fibre spéciale de Sk, /z,[1/E] contient plusieurs composantes
irréductibles dont l'une s’identifie & T);; dans cette fibre spéciale. Les autres seront
appelées les composantes ramifiées car elles contiennent les composantes du bord qui
sont ramifiées au dessus de S /F,- Par définition, S’%J /Z, est le sous-schéma ouvert de
Sk, )z, auquel on a oté les composantes ramifiées de sa fibre spéciale. On opere une
construction semblable pour Sp°. g

2.1.8. Considérons les quintuplets (A,g, A, ¢, ¥,w) tels que

e A est un S-schéma abélien ordinaire sur S un Z,-schéma de réduction ordinaire en
p de dimension relative 2 ;

e \: A — A% est une polarisation principale ;

¢ est une K-structure de niveau ;

e ¥ est un homomorphisme injectif de schémas en groupes de uf}n /s Alp")s 5

w est une base de H(A, 24/s).
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Lorsque p est inversible dans Og, on voit grace a la polarisation A que la donnée de ¥

est équivalente & celle d’un isomorphisme défini (modulo K,) : pj. @ (Z/p"7Z)9 = A[p"].
Une forme de Siegel f € H(T),,w;, /z,) peut étre considérée comme une fonction sur

les classes d’équivalence de quintuplets (A,g, A, ¢,¥,w). De plus, on a un morphisme

HO(TH7WE/Zp @ QP/ZP) - HO(Tn,mvwE)
fe f

Avant d’expliciter cette fleche, notons que lorsque n > m, un couple (X,v) comme
au §2.1.2 détermine une base wy de HO(A/X, 24/x) par image réciproque de la base
canonique de Lie ugoo via l'isomorphisme Lie uf,oo = Lie A/x. Soit X un Z,-schéma tel
que X = X ® Z/p™Z et (A/x, \x,¢x) un triplet comme au §1.1.1 sur &X' tel que
(A x, Ax,0x) ® Z/p™Z corresponde a X — S,,. On choisit également Wy est un
relevement de I'isomorphisme 1 : pg. = Ax[p"]° sur X. Alors on a :

Lemme 2.1.9. Pour tout sous-groupe J C H(Z,) ouvert compact et tout entier positif

m,ona:

HOTy w0 © Qp/Zy) = ling HO(Ty )
m
et ce module est divisible.

Démonstration. On démontre ce résultat pour J = 1 + p"M>(Z,) pour un entier n
arbitraire. L’isomorphisme résulte du fait trivial que

H (T, wi" @ Qp/Zy)[p™] = H* (T, wi @ Z/p"Z) = H (T, wi).

Pour montrer que ce module est divisible il suffit de vérifier que pour tout m > 0,
I'injection canonique

H(Tpmi1,ws") @ Z)p™Z — HO(Tyy 1, wi)

est surjective. Soit  : Ty m — T}; ,, avec T ) le sous-schéma de Si 7,7 [1/E] obtenu
en retirant les composantes ramifiées de la fibre spéciale. Notons que T, est affine

puisque c’est une composante de Sg /z /pmz[l /E] et que ce dernier est la normalisation
de S*[1/E] qui est affine. D’apres le Corollaire 3.2 de [Hi],

cu m o cu
7T* (wE/Tn,'m,«#l ) ® Z/p - ﬂ-* (WE/Tn,WL)’
donc ce que nous avons a démontrer n’est autre que la surjectivité de

HO(T*mH, mwit) ® Z/p™Z — H (T}

cu
n n,m77‘r*wﬁ )

Pour cela, il suffit de voir que H'(T}; 1, mwit) = 0. Mais cela résulte de ce que T}, . 14

est affine. Lorsque n = 0, ce lemme est démontré par Hida dans [Hi, Corollaire 3.3].
Noter également que le Corollaire 3.2 de [Hi] n’est plus vrai si 'on remplace Wi par wg ;

voir [Hi| pour ce point. O
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Il résulte du Lemme 2.1.9 que le module V est divisible. On notera V* son dual de
Pontryagin qui est p-adiquement complet.

Corollaire 2.1.10. Pour tout sous-groupe J C H(Z,) ouvert compact, on a Iisomorph-
isme suivant de Z,-modules divisibles :

HO(TvaE;Zp ® Qp/Zp) = HO(Jv Li(Zp) @ V).
Démonstration. C’est la combinaison du Corollaire 2.1.5 et du Lemme 2.1.9. O

2.1.11. Projection sur le vecteur de plus haut poids

Soit k = (ki,k2) € Z? comme au §1.1.4. Pour tout anneau A, on a un morphisme
canonique

ZE : LE(A) — A

défini par P(z,y) — P(1,0). Soit By, C H le sous-groupe des matrices triangulaires
inférieures. Il est aisé de vérifier que

le(pi(0).P) = Xk (0)lx(P)

pour tout b € By (Z,) avec

Pour toute Z,-algebre p-adique A, on a un plongement canonique
Or 2 Lp(A) = Cont(Up (Zp)\H(Zy), A)

défini par P — (¢p : h— I (pr(h).P)). Ici, Cont désigne espace des fonctions continues
avec A muni de la topologie p-adique et U est le radical unipotent de B;.
Soit -
Wn,m - VnU,#z(Z/p Z) et W= hﬂwm,m

Considérons les triplets (X, fil;£) o X est un schéma sur S,,, «fil» est une filtration
sur P,/ x et & est un isomorphisme Gr(fil) 2 (Z/p"Z)?*. On peut voir un élément f € W
comme une reégle assignant a tout triplet (X, fil,£) un élément f(X,fil,€) € I'(X,Ox).
De plus, W est muni naturellement d’une action de Ty (Z,) par

(t./)(X, 6L €) = f(X, Lt 0 g).

Soit f € H(T},m,wi). C’est une fonction sur les paires (X,1)). Si on compose f avec
l, on obtient un élément de V,, ,,, invariant par By (Z/p"Z). C’est donc une fonction
assignant a tout triplet (X,fil,¢) un élément f(X,fil,€) € H(X,Ox) et qui vérifie
F(X il t o &) = xx(t).f(X,fil,€) pour tout t € Ty (Z,). Pour tout n > m > 0, on obtient
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donc un plongement HO(T, 1, wk) < Wi.m[Xx]. Pour tout entier n, on a donc une inclu-
sion canonique :

HO (T, © Qp/Z,) = limg HO(Tr oy 05 > Wikl

avec Iy, C H(Z,) le sous-groupe Iwahori standard de profondeur n. Il résulte des
travaux de Hida [Hi], que 'injection de H O(T[H,wgl ® Q,/Z,) dans W devient un iso-

morphisme lorsqu’on se restreint a la partie ordinaire.

2.1.12. Variante

Un polynéme P € Lj(A) peut étre considéré comme un polyome & une variable en
spécialisant 'une des deux variables homogenes en la valeur 1. Si I’on regarde P comme
une section globale d’un faisceau cohérent sur la droite projective, cela revient a restrein-
dre ce polynome a la droite affine. A P, on associe donc la fonction fp sur Z, définie
par :

fP(Z) = P(l, Z)

On vérifie sans peine que pour tout

a b
= I
Y (c d) clmy,

fr.p(2) = det(y)*2 (a+ c2)"* fp (Hd)

a—+ cz

on a

Soit Ap . le monoide des matrices

Y= <(cZ Z) € M(Zy)

telles que a € Z,; et ¢ € p"Zy,. Pour r = 1, on écrit juste Ap. Soit C I'espace des fonctions
continues de Z, dans lui-méme. On écrit C = Cj, avec un indice k pour spécifier qu’il est
muni de laction & droite de Ay définie par

(:£)(2) 1= (det() Jdet(3) (0 + ca)fr e (L2,

Le facteur |det(v)|> supprime la puissance de p introduite par det(y)"* lorsque vy ¢ Iy.
L’inclusion canonique Ly (Z,) ® V < C, ® V induit l'injection :

HY(Ty,w* ® Qp/Zy) < HO(J,Cy).

Ce morphisme devient un isomorphisme sur la partie ordinaire. Au lieu de plonger Lj
dans Ci, on le plongera dans ’espace des fonctions localement analytiques sur un disque
centré en zéro. Cela nous permettra d’étendre la théorie de Hida au cas semi-ordinaire.
Ce sera 'objet de la §2.3.3. Avant de procéder a cette construction, nous explicitons
I’action des correspondances de Hecke en p sur les espaces que nous avons définis.
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2.2. Opérateurs de Hecke en p
2.2.1. p-isogénies

Soit A un schéma abélien ordinaire de dimension relative 2 sur une Z,-algébre locale
artinienne R. On a pour tout entier n > 0, une suite exacte

0 — A[p"]® — Ap"] — A[p"]* =0

en notant H° la composante neutre d’un schéma en groupe H fini et plat et H¢' le
quotient étale correspondant. Via la polarisation principale, on a un isomorphisme entre
A[p™® et le dual de Cartier de A[p"]°. Ce dernier est isomorphe & (Z/p"Z)? sur une
extension étale convenable de R. La donnée d’un tel isomorphisme permet de classifier
les isogénies.

Soit a € Ms(Z) tel que det(a) soit une puissance de p et soit v une puissance de p
telle que *a=t.v € My(Z). Soit i : (A, \) — (A’, \) une isogénie entre variétés abéliennes
ordinaires principalement polarisées sur R. On dit que cette isogénie est de type (a,v) si

o N = v\,

e il existe des bases de A[p"]¢* et A'[p"]* sur une extension étale de R telles que la
matrice de i : A[p"]¢ — A'[p"]¢* soit donnée par a.

Pour un tel couple (a,v) posons &, , = diag(a,v*a~!). On suppose que ’hypothese suiv-
ante est satisfaite pour £ =&, .,

& PT(Z,)E C PT(Zy). (2.2.1.q)

Soit J C GL2(Z,) un sous-groupe ouvert compact contenant 1 + p™My(Z,) et tel que
aJa™' C GLy(Z,), on va définir un morphisme fonctoriel de T, dans Toja—1,m dela
facon suivante. Soit (X, ¢ modJ) € Ty,,(R) et (A, \) la variété abélienne correspon-
dante. D’apres [Ka, Théoreme 2.1.4], il existe un couple (X, ,,%, mod aJa™!) et une
isogénie (unique & isomorphisme pres)

Z.(1171/) : (AXa /\X) - (AXa,u7>\Xa,u)

de type (a,v) telle que lon ait le diagramme commutatif suivant :

Ax [pn]c ot AXW, [pn]c

P

t —1

(i )* ——— (pn)?
Ici )" est lisomorphisme A[p"]® = (y,n)? déduit canoniquement de ¢ : P, ,x =

(Z/p"Z) /x et 1, est défini similairement par rapport a 9.
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2.2.2. Sachant que i*\ = v.)\, on a également un diagramme commutatif sur les parties
étales :

Ax[p")® —— Ax, , [p"]*

\L¢ l%
(Z/p" L)} —— (Z/p" L)}
Il faut prendre garde cependant & ce que 'action induite par les isogénies sont différentes

sur Ax [p"]% et sur P,/ x. Ici ¢ est obtenu & partir de 1 et de la dualité entre A[p"]*" et
A[p"]° via la polarisation A. La fleche ¢, se définit pareillement.

2.2.3.  On définit le morphisme de T, (R) dans Tj, j,-1 , (R) par
(X, mod J) + (Xa., e modaJa™t).

Le morphisme @q 1, : Trm — Ty 5411, ainsi défini est fini de degré
[PH(Z) : ;1P (Z)€as] = (vdet(a) ™))"

Si on pose Vj,, = HO(TJJn,OTJ,m), on a un morphisme trace V., — V,j4-1,,. En
passant a la limite sur J puis sur m. On obtient un endomorphisme de imm li J Vim
que l'on peut diviser par le degré (v det(a)~1)3. On peut vérifier en calculant son effet
sur le g-développement que ce morphisme reste entier (voir [Hi] pour ce point). Apres
réduction modulo p™ et limite inductive sur m, on obtient alors un endomorphisme

ta V= V.

Ces assertions se vérifient aisément grace a la description via Serre-Tate de ’espace des
déformations d’un point (ordinaire) de la tour d’Igusa. Notons que si x € H(Z,), on
vérifie aisément que

tap O =tezy € Toty, =1lgze.. (2.2.3.a)

Un cas particulier inportant est celui ot @ = 1 et v = p. Les isogénies de types (1,p)
sont celles dont le noyau est la composante neutre A[p|°, c’est & dire I'isogénie relevant
Frobenius. L’opérateur de Hecke Uy = t1, , que l'obtient est alors 'opérateur de Hecke
dont leffet sur le g-développement est donné par : a(f | Uy, S) = a(f,pS) pour toute
matrice symétrique S positive semi-entiere.

2.2.4. Correspondances

Soit A le semi-groupe constitué des éléments § € B(Q,) N My(Z,) tels que
E1BT(Z,)¢ C BT (Zy). Pour € € A, on considere Z¢ ; le schéma représentant le foncteur
associant a tout schéma S sur Z, I’ensemble

S = {((Ayr 5 Ag/R), A1y A2, O1, o, W1, W)}~
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avec pour j = 1,2, (A;/s,Aj, ¢j, ¥;) un quintuplet comme au §2.1.8 et 7 une isogénie de
(A1, A1) dans (Az, A2) de type (ag,v(€)) telle que Wa 00 = &Y o Wy. Ici ¥; est considéré
comme un isomorphisme de A;[p™],g avec (pp=)? & (Qp/Zy)* modulo K.

Pour J = Iy, en considérant le morphisme de foncteurs

(Aijs 5 Agys) v (Arys, Azys),

on obtient donc une correspondance de Hecke Z¢ . = Z¢ 1, — Tr, . ¥ T, . On note
respectivement pr; et pry les projections sur la premiere et la seconde composante. Par
ailleurs, on vérifie facilement que

(Ai/r RN Az Ry A1, A2, §1, G2, W1, Wa) = (A1, A1, ¢1, 1)

définit un isomorphisme de Zg  sur g ey -1 [1/E].

Etant donné un couple (a, ) comme au paragraphe précédent, on considére également
la correspondance Z, ,, ; classifiant les isogénies de type (a,v) de Ty X Ty . On peut
en donner une description fonctorielle comme ci-dessus mais il est plus rapide de la
définir comme l'image du morphisme de 1,14, & valeurs dans Ty, x T, défini

par X — (X, ¢4, (X)) pour tout X € Ty-174n7,m(S) et Z/p™Z-schéma artinien S.

Proposition 2.2.5. Soit ¢ satisfaisant la condition (2.2.1.a) et soit ci-dessous la
décomposition en classes a gauche de K ;€K :

KK, =] | L] K j€a, vt

t uePH(2) /€2 P (Zp)Ea, v

avec v = v(§) et JaJ =, J.a;. Alors la réduction modulo p™ de Zg ; est la réunion
topologiquement disjointe

Ze g QLIP"L =| | Zay .

Démonstration. La preuve de cette proposition est semblable a celle de Chai—Faltings
[CF, p. 263]. O

2.2.6. Pour tout poids k, on peut donc définir des faisceaux automorphes wi" sur Zg .
et Sin I, tels que

pff wg/lzﬁm = wzl;g%mlr ’
De plus, comme au §1.1.6, on a un morphisme naturel

cu * cu
Wiz, — Pra wE/S?mzr ,

i.e. via le pull-back par l'isogénie duale de I'isogénie universelle ¢z de type £ au dessus
de Z¢,. La correspondance Zg , opere sur 'espace des formes modulaires p-adiques ou
classiques [Z¢ ] = tr(pr3) o ()" o pri et on définit Vopérateur Uy par

Ue(f) = tr(pr3) o (1g)™ o pri(f)-
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Lemme 2.2.7. Soient m un entier positif, £ = diag(a,v*a™!) et J un sous-groupe ouvert
de GLy(Z,,) tels que aJa™' C GLa(Z,) et 1 + p™Ms(Z,) soit contenu dans J et aJa™?.
Alors, on a le diagramme commutatif suivant :

HO(T‘Lm,wE) HO(TJ7m7LE®OT‘],m)

l(z@)* J/pua)@id

HO (TJ,m7 SOZ,VO‘)E) - HO (TJ,HH LE ® OT‘]Ym)

ltr(apaﬂy) J{id Rta,v

HO(TaJafl,ma W&) —— Ho(TaJa_1,7rL7 LE ® OTJ_’m)

Démonstration. Il s’agit d’expliciter le morphisme (LE)* en tenant compte de la triv-
ialisation de w sur 7' ,,. Par définition de l'isogénie de type £ = &,,., on a en posant
X = TJ,m et Xa,u = TaJafl,m :

Ax[p") —— ¢aAx,,. [P

F TR

()2 — 5 ()

TL}C

L’isogénie duale satisfait le diagramme

ei,Ax,, [P"]° ——= Ax[p"°

FEF
t

(l‘p")2 — (.up" )2

Ce qui induit le diagramme commutatif

(i) *
W/Tsm ' wa,V(w/TaJafl,m)

| |

Puz;,, @ O1,y 0y —> 00, (Pyyr,, oy ) ® 01y,

iw/* l'[b’z

(z/p"2)*® Or,,, —— (Z/p"2)* ® O, ,

Le diagramme commutatif du lemme s’en déduit aisément. O
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2.2.8. Action sur les formes p-adiques

Dans 'expression de l'action de Z¢, ® Z/p™Z sur Tt,  m, opérateur tr(pr3) se fac-
torise par pg(a) ® t,,, et on a le diagramme commutatif suivant :

ta,v 0
—lig pam> wg) ———— H (TIH,TQO‘IH,T@_l ’ 99:,1/“)&) —— HO(TIH,TN’J&)

| |

H(Ig,»Na 'y ra, Ly ® Veo,m) —> H(Ig,r Nalp,ra™ ", Ly ® Voo,m) —> H°(In,r, Lk ® Voo,m)

0
H (TIHYTﬁa

ou les fleches horizontales de droites sont données par le morphisme de co-restriction de
IHﬂnﬁthwa*1 a I . Décomposons I, en classes a droite I, = Uuu.(IH,TﬁaIH.rafl).
On a:

Us(f) = (vdet(a)™)* Y (pu(w) @ ) o (pia) © ta)(f)

u

= (vdet(a)™)* Y (pr(ua) ® tua,)(f)

u

= (vdet(a)™)* Y (pu(b) @ t,)(f)

b

si |, Ir,rb est la décomposition en classe a droite de Ig ralp,,.

2.2.9. En caractéristique 0, I'action de Us du §1.1.6 est normalisée de telle sorte que
Ue(f) = v(€)®f | Ue. Elle peut s’écrire de la fagon suivante. Considérons la décomposition
de la classe double

Ue = BJF(Zp)gBJr(Zp) = |_|B+(Zp)§t~

Soit (A/g, A, ¢,¥) un quadruplet avec S un Z,-schéma. Supposons que pour tout § € A,
il existe un quadruplet (A¢/g, A¢, de,1¢) et une unique isogénie t¢ : A — A¢ de type £
tels que A\¢ oig = zg oAet ggoig =E0¢. On a le diagramme commutatif :

Ap) Aelp™)
iw J{ws
(ﬂp“’)z @ (Qp/Zp)2 45) (Np”)z D (@p/Zp)2

En considérant le diagramme ci-dessus sur la composante connexe des schémas en
groupes, on voit que if(wy, ) = wyag. Par conséquent, si f € HO(S}’mIn,wE/Zp), on a

(f | §)(A’>\7¢7ww) = f(A57)‘57¢5’ (wd))f)
= f(Ag, Me, de, (wyeag 1))
= pr(ag) ™" f(Ag, Ae, de, ). (2.2.9.a)
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Une forme f e H O(S’fm 1, »Wk) peut étre regardée comme une régle fonctorielle assig-
nant a tout quadruplet (A,g, A, ¢,%) un élément f(A,5,\, ¢,9) € Lg(I'(Os)). D’apres
la définition de I’action des correspondances de Hecke du §1.1.6, on a :

(f | Uf)(A/S7>\a¢71/)) = V(g)_l Zpﬁ(a,g:l)'f(A&/S7)‘Etv(bﬁmw&)-

De sorte que le morphisme
HO(S;{ﬂInvwE/Zp) — HO(TIH,n’wE)
commute a 'action de Ug pour tout £ € A.

2.2.10. Normalisation

Au §2.1.12, on a normalisé action de v € Ay sur Ci et a fortiori sur Ly par le facteur
|det(v)|*2. On note v.m cette action. On va normaliser 'action de Ug en tenant compte
de cette nouvelle action pour optimiser I'intégralité de ces opérateurs. On pose

Ue.f = det(a)® F2 f | Ue = v(€) 3 det(a)®* F2Ue(f).

En voyant f comme une fonction continue de z € Z, a valeurs dans V, on a donc la
formule suivante :

. Ay + Cy.2
a, b
Cy Oy

de méme déterminant que a dans cette décomposition. Dans la suite, on s’intéressera
principalement aux opérateurs U; = Uy, avec & = diag(1,1,p,p) et & = diag(1, p, p?, p).
Comme on I’a précisé plus haut, on a Uy = t1, ,. On considere en particulier I'idempotent

avec Iy ralp, = |_|,Y Ipr 7y et les

ep = lim,, o tg! et Uopérateur U; :
p—1
(U1)(2) = Y ta, 2 (f(p2 + 1))
t=0
avec a; = () pour tout ¢ € {0,...,p—1}.
2.2.11. Formes p-adiques semi-ordinaires

Le module V,.q = €9.V est le module des formes semi-ordinaires de V, c’est a dire, le
sous-module de V sur lequel 'opérateur Uy opere de fagon inversible.
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2.3. Formes de Siegel p-adiques analytiques
2.3.1. Rappels et notations

Pour un espace de Banach M sur un corps p-adique L, on note MP son dual
topologique, i.e. MP = Homy (M, L). Ici Hom désigne les homomorphismes continus. Si
M et N sont deux espaces de Banach, on note M @ N leur produit tensoriel topologique.
On étudiera dans cette section la théorie spectrale de certains opérateurs compleétement
continus (voir [Se]).

Pour toute espace rigide analytique 4 défini sur Q,,, on note O(l) Panneau des fonctions
rigides analytiques sur Y définies sur Q,, c’est a dire les sections globales du faisceau
structural de 4. On note aussi O°(4) C O(44) le sous-anneau des fonctions de norme sup
inférieure ou égale a 1 sur 4.

2.3.2. Voisinages analytiques de Z,, et 7

Soit 7 un entier positif. Soit B, (respectivement B,¢) I’affinoide rigide analytique défini
sur Q, tel que

B, (Cp) ={2€Cp | €Zy ||z - <p "}
(respectivement B (Cp) :={z € Cp|3IC € Z, ||z — (| <p~"}).

Soit v = (2%) € Ay, La transformation z — 7.z envoie B, _ya1,(q) dans B,.. On en
déduit une action de Ay, sur O(B,) par la formule

(10)(2) = (1det(3)- det(7)** (a + CZ)’“"“Qf(berz)

a—+cz
pour tout f € O(B,). On peut en fait remarquer, Paction de v envoit O(B,) dans
O(Brfvalp(d)) - O(BT)

2.3.3. Formes p-adiques r-analytiques

Soit L un corps de nombres p-adiques et Op, son anneau d’entiers. Pour tout sous-
groupe ouvert compact J C If ., on pose

8;(J;01) = Homg, (H°(J,0°(B,) ®V)*,0y).

Il est aisé de vérifier que ce module est complet pour la topologie p-adique et que I'on
peut munir
S, (J;L) :=8,(J;0L) ®o, L

d’une structure canonique d’espace de Banach sur L dont le réseau des éléments de
norme inférieure a 1 est exactement S} (J;O0r). On définit I'espace des formes modu-
laires p-adiques localement analytiques de poids k comme ’espace de Frechet

SL(J, L) :=lim S} (J, L).
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Proposition 2.3.4. Pour tout sous-groupe J C Ig,,, on a une injection canonique :
H°(Ty,wyyq,) < Si(J,Qp).

Démonstration. Li(Z,) C O°(B,), induit une injection

Homy, (H°(J, Li(Z,) @ V)*, Z,) = Sp(J, Zp).
D’apres la Proposition 2.1.10, on a un isomorphisme canonique

HO(Ty,wi' ® Qp/Zy) = H°(J, Ly(Zp) ® V).
Par ailleurs, on a

HO(TJ,wg‘) = Homyg, (HO(TJ,CUEJ ®@Qp/Zy)", ZLy).

On conclut aisément. O

2.3.5. Action de Uy
L’action de to sur V induit canoniquement une action sur 8 (J; L). On pose Vorq =
eo.V et
wora (S5 Zp) = 0.8} (J; Zy) = Homg, (H°(J,0°(B,) © Vora)*, Zy).-

Les ¢léments de Sj 4 seront appelés formes p-adiques r-analytiques semi-ordinaires.
Plus généralement, une forme p-adique ou classique vérifiant eg.f = f sera dite semi-
ordinaire.

2.3.6. Action de U

On définit une action de Uy sur 8y ,4(J, L) en s’inspirant de la formule du §2.2.10.
Soit my : Br—1 — B, défini par m:(z) = pz + t. On note m; 'opérateur qu’il induit de
0°(B,.) dans O°(B,._1). Pour tout f € O°B,.) ® Vord, on pose

p—1
0 = S 8 ) ).
t=0

Par dualité, U” induit un opérateur de ngd(J ) dans ngoid(J, L) que 'on note encore
U” et on définit Uy := 4, oU" ol i, est 'inclusion de Sg:)id((], L) dans 8}, ,4(J; L) induit
par l'injection canonique de O°(B,._;) dans O°(B,.). Par construction, on voit d’apres le
§2.2.10, que l'injection de la Proposition 2.3.4 commute a l’action de Uj.

Proposition 2.3.7. Pour tout entier naturel r, 'action de Uy sur 8}, 4(J, L) est com-
plétement continue.
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Démonstration. Dire que U; est completement continu, revient a dire que 'image de

%.ora(J, Zp) par Uy modulo p™ est finie pour tout entier naturel m suffisament grand. Par
Z;—dualité et dualité de Pontrjagin, cette finitude est équivalente a celle de 'image par U,
de H(J,0°(B,) ® €0-Voo,m) avec Voo m 1= @n Vi,m. Cette derniere image est contenue
dans H°(J,0°%(B,) N Qp[2]m ® €0.Voo,m) ot Qp[z], désigne I'espace des polynémes en z
de degré au plus m. On voit aisément que si J D 1+ p™M(Z,), on peut plonger ce
module dans un nombre fini de copies de ey.V,, m qui est de rang fini sur Z/p™Z. D’ol

le résultat. U

2.3.8. Pentes

Par la théorie de Fredholm, puisque U; est completement continu sur Sy ,.4(J, L), on
peut définir la série entiere

P(T) :=det(1 — U T} e.SLmd(J, Qp)) € Q{{T}}.

Cette derniere ne dépend pas de r > 0. En effet, pour tout entier r, notons U7 1'opérateur
agissant sur 8} 4(J,Qp). D’apres la définition de Uy, on a U = 4, o U". En fait, on
peut également montrer facilement que Ul = U™ o0i,,1. D’apres la Proposition A.2.3
de [Col, la série de Fredholm de U"*! 0, 1 = U] et de i,41 o U™ = U sont donc
égales.

Supposons que P'on ait une factorisation Py (T) = Q(T)S(T) ou @ est un polynéme
tel que Q0) = 1 et Q et S sont premiers entre eux dans Q,{{T}}. On pose
Q*(T) := T98(@)Q(1/T). D’aprés Serre [Se|, on a une décomposition (de Fredholm—
Riesz) en somme directe de sous-espace fermés stables par 1'action de Uy :

kora() L) = Niq © Rj.q
telle que
o det(1—UL.T;Nf (1, Q) = Q*(T),
e Q*(U1) est inversible sur Ry .

2.3.9. On a une factorisation Py(T) = [[2, (1 — a;T)™ avec a; € Q, et m; € Z~. Pour
tout rationel a > 0, on pose

Qur) = [ a-am)™

a;
val, (a;)=a

et SP(T) = Pi(T)/Qp(T). Alors Q3 (T') et Si(T') sont premiers entre eux dans Q,{{7}}.
On pose

(1 L) = N go C8powa(LL) et SL0, (L) =lim8pe, (], L).

T

L’opérateur U; admet la pente v sur ces sous-espaces, i.e. les valeurs propres généralisée
de U; sont de valuation a. Plus généralement, on écrira M® pour désigner le sous-espace
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d’un espace de Banach M muni d’une action complétement continu de U; sur lequel U;
agit avec la pente «.

Lemme 2.3.10. Pour tout entier naturel r, tout sous-groupe ouvert J C I, tout poids
k := (k1, k2) et tout rationel positif « tels que o < k1 — ko + 1, on a

SEe g(J. L) =872 4(J, L) = Homg, (H(J, Lg(Zy) & Vora)*, L)™.
Démonstration. Soit s un entier naturel supérieur a r. Puisque
det(1 —T.Uy | 8 ora(J))

ne dépend pas de s, on a8y 4(J, L) = Szjoi’da(:], L). En effet, soit f € 8'0.4(J, L) propre
pour U; de valeur propre A. Donc f = A71U;.f = i, 1(A71U;.f) provient d'un élément
AU f de SZ;(’;X(J, L). On vérifie aisément que cet argument se généralise & tous les
noyaux Ker(Uf — A\.1d)™. La premiere égalité en résulte. Soit maintenant @) le conoyau
de I'injection canonique de Ly(Z,) dans O°(By). On a une suite exacte

0 — Homg, (H(J, Li(Zy) © Vora)*, Zp)™ — 8 ora(Js Zp)®
— Homgz, (H°(J,Q ® Vora)*, Zy)".
L’isomorphisme du lemme resulte du fait que la norme de 'opérateur U; sur
H(J,Q & Vora)*

™ avec m = k; — ko + 1. En effet, en considérant la base

est inférieure ou égale a p~
2™, 2™t de Q. On voit aisément que les valeurs propres de lopérateur induit par
my sur @ sont simples et valent p™,p™*1 ... Donc m; induit un opérateur m; de
norme p~ ™ sur (). Comme t,, ,» respecte l'intégralité, U; est donc de norme inférieur
a p~™ sur Homg, (H°(J,Q ® Vora)*, L). Le troisiéme terme de la suite exacte ci-dessus
qui est la partie de pente o du L-dual ce module est donc triviale, ce qui termine la

m
9

démonstration. O

On en déduit le théoréeme suivant.

Théoreme 2.3.11. Pour tout entier A > 0, il existe un entier B tel que si 0 < a <
k1 — ko + 1< A et ks > B, le morphisme canonique suivant est un isomorphisme

e0-Sp(Ky, L)* 2852 ((J,L).

Démonstration. Ce morphisme est évidement injectif. Rappelons que T'; = 5‘}}‘] [1/E].
C’est un sous-schéma ouvert de Sk, /7, Fixons A comme dans I'’énoncé. D’apres le lemme
précédent, le théoreme résultera de ce que le morphisme suivant est surjectif pour tout
i < p— 2 sib est suffisament grand :

eo.-H(Sk,,wi @ det(w) P~V © Q,/Z,) — 0. H*(Ty,w® @ det(w) P~V © Q,/Z,).

Cela résulte d’un argument dit & Hida [Hi, Proposition 3.6], sous-I’hypotheése que la
dimension de eg.Sg(i+b(p—1))(1,1) (K7, C) est bornée indépendament de b > 0. Or la
vérification de cette dernieére hypothese résulte du Théoréme 3.2 de [TU] dans le cas ou
F =Q et Q est le parabolique de Siegel. O
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2.4. Familles

Le but de cette section est de mettre en famille la construction de la section précédente
et de construire la variété de Hecke semi-ordinaire.

2.4.1. Espaces de poids

Pour tout tore S sur Z,, on note Xg l'espace rigide analytique sur Q, tel que
Xs(Cp) = Homeont (S(Zp),C\) et X3 la composante connexe du caractere trivial.
Pour tout entier ¢ > 1, on pose X; = Xgg,. Si R est une extension finie d’une
algebre d’Iwasawa A, = Z,[z1,...,2,], on note Xp lespace rigide analytique tel
que Xgr(Cp) = Homeont (R, Cp). Noter que Xgn = X4, X (u;_1)" et en particulier que
X7 = X,,. Pour tout poids w € X2(C,), on note P, le noyau du morphisme d’évaluation
en w de O(X3) dans C,,.

Pour tout ¢t € S(Z,) et toute sous-variété analytique U de X%, on note (t)g la fonction
analytique sur U telle que (t)(x) = x(t) pour tout x € U(Cp) C Homeont(S(Zy), Cy).
Pour U = (GI},)°, on voit aisément que (t)g; € A, on le note alors (t)4,. Si R une
extension finie de A,, on note aussi (t)g son image dans R.

2.4.2. Poids ou caractéres arithmétiques

Pour tout k = (k1,k2), xx € ¥1,(C,) = %X2(C,) est appelé un poids ou caractére
algébrique. Un poids ou caractere arithmétique est le produit d’un caractere d’ordre fini
de Tg(Zy) et d'un caractere algébrique. Un tel poids w est donc donné par sa partie
algébrique k et sa partie finie ¢ = (g1,€3). Si p” est un multiple commun des conducteurs
de €1 et €3, on peut construire le faisceau automorphe correspondant w,, sur la variété
Ty, . comme la g partie de I'image directe de wy, sur le revétement canonique de Ty, , de
groupe Ty (Z/p"Z). Tous les résultats des parties précédentes s’étendent sans difficultés
au cas olt on remplace un poids algébrique k par un poids arithmétique w = (k, ).

2.4.3. Voisinage analytique de Ty

Pour tout entier r, on pose Tx,, I'affinoide rigide analytique tel que
Tu,r(Cp) = {diag(t1,t2) € Tu(Cp) tel que t1,t5 € B} (C,)}.

On a un isomorphisme canonique Tz, = (B)X)?. Pour tout w € X2(C,), on note alors w =
(w1, wsy) ot wy (respectivement wq) désigne la restriction de w & la premiére composante
de Ty (respectivement la seconde). Le lemme suivant est laissé au lecteur.

Lemme 2.4.4. Soit ${ C X5 un affinoide de X5. Alors, il existe un entier rg > 0 tel que
pour tout caractére arithmétique x € $4(C,), x se prolonge en un caractére analytique
de Ty, pour tout r > ry. De plus, pour tout r > ry, (x,t) — x(t) définit une fonction
analytique sur 4 X Tg .

2.4.5. Pour tout ouvert affinoide connexe 4l C X5 et un entier r > rg, on en déduit qu’il
y a une action analytique de Ty, sur O°(l) par

(t.9)(w) :== w(t)p(w).

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

664 C. Skinner et E. Urban

Pour tout v € Ay, on considere le cocycle a valeur dans T,
t(y, 2) == diag((a + c2), |det(y)], det(y)(a + c2) 7).
Cela permet de définir une action O(Y)-linéaire de v € Ap . sur
Homgz, (0°(40), O(B,) ® Vora)

par

(D)) = 1t z>.f>(

pour tout I € Homy, (O°(U), O(B,)? @ Vora) et f € O°(4l) en identifiant canoniquement
t(7y, z) comme une fonction analytique sur 4 par w — w(t(y, z)). Soit J C Iy ., on pose

S ora(J) == Homoo ) (H"(J, Homz, (O° (1), O°(B;) @ Vora))*, O(1)).

b+ dz
a+cz

C’est clairement un module sur O(4l).

Lemme 2.4.6. Pour tout r > ry, 8f ,.4(J) est muni d’une structure de O(4)-module
de Banach orthonormalisable. Pour tout corps p-adique L et tout poids arithmétique
w € (L), on a un isomorphisme canonique :

Sg,ord(‘]) ®O(il),m L= Sr&,ord(‘]v L)
Démonstration. Il est aisé de voir que
SO = Homgo () (HO<J> HomZp (OO (ﬂ), OO(BT) ® Vord))*; o° (u))

est O°(U)-module complet pour la topologie p-adique. 8f; .4 (J) est donc un O(4)-module
de Banach pour la norme pour laquelle S° est le réseau des éléments de norme inférieure
a 1. Soit w, € U(Q,) tel que U soit contenu dans une boule fermée de rayon strictement
inférieur a 1 de centre wy. On a alors

H°(J, Homg, (0°(40), O°(B;) @ Vora))[P]
= H°(J,Homg, (0°(U4), 0°(B,) ® €9.V1,1))
= H'(J,00, (B:) ® e0.Vi.1) ® (0" (W) ® Z/pZ)*.
On en déduit que 8° @ Z/pZ est libre sur O°(8) ® Z/pZ et donc 8Y ,,.4(J) est un O(L)-
module de Banach orthonormalisable.
Pour démontrer 'isomorphisme, notons ¢ une variable locale de i en w que ’on peut

supposer telle que O%(4) /t.0°(U4) = Or. On voit donc que 8 ,.4(J) @o(uyw L est iso-
morphe a

®
a
2
e
W >
Q
B
=

=8 (L),

w,ord

Noter que P'on a écrit OF (B,) pour souligner que l'action de J sur O%(B,) dépend
de w. O
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2.4.7. Série de Fredholm

De méme que pour Sz,ord(J7 L), on dispose pour tout affinoide s C X5 d’une
action complétement continue et O(4)-linéaire de I'opérateur U; sur S ora telle que
I’isomorphisme du lemme précédent commute a U;. Nous laissons aux soins du lecteur la
vérification de ce point. Puisque ce 8§ ,4(J) est un O(U)-module de Banach orthonor-
malisable, on peut définir la série de Fredholm associée & Uy :

Py(T) := det(1 — T.U1; €87 ora) € O°(S){{T}}.

Cette série de Fredholm ne dépend pas de r par un argument semblable a celui de la
§2.3.8. Si U est un sous-affinoide de U, 'homomorphisme de restriction de U a i induit
un isomorphisme qui généralise celui du Lemme 2.4.6 :

S%.ora(J) ®ou) OY) = 8¢ 5ra(J).

Ce dernier commute & U; et par conséquent on voit que Py(T') s’envoit sur Py (7). On
obtient donc une série entiere

Pry(T) := lim Py(T) € Ax, {{T}}.
U

Elle ne dépend que du niveau auxiliaire K C G(Ay). Nous la noterons parfois Px, (w,T)
pour souligner que c’est une fonction rigide sur X, x Aﬁig.

2.4.8. Variété de Hecke semi-ordinaire

La méthode pour construire la variété de Hecke a partir de la série de Fredholm et des
espaces de familles de formes modulaires est assez formelle. Elle est die a Coleman et
Mazur [CM] dans le cas des formes modulaires elliptiques et elle a été généralisée par
Chenevier au case des groupes unitaires compacts & l'infini [Ch)].

On fixe K et on considere la variété spectrale correspondante. Il s’agit de la sous-variété
analytique 3 C X x A};, déterminée par 'équation Px,(w,T) = 0. 3 est une surface et on
considére le morphisme de projection p; : 3 — X5. Rappelons que ’on peut construire un
recouvrement admissible de 3 de la fagon suivante. On a une bijection entre ’ensemble des
paires admissibles (4, Q) ou U est un affinoide de X5 et Q(T") € O(LU)[T] est un polynéme
tel qu’il existe une factorisation Py(T) = Q(T)S(T) avec @ et S premiers entre eux dans
OW{{T}} et 'ensembe des sous-domaines affinoides 20 de 3 tels que p; : W — X,
est fini d’image 4 et tels que 20 est une réunion de composantes connexes de py*(1).
De plus, (4, Q) correspond & 20 si et seulement si 20 = Wy o = Sp(OW)/(Q*(T)))
avec Q*(T) := T98@Q(1/T). De plus la famille {2y o; (U, Q) admissible} forme un
recouvrement admissible de 3.

Fixons une paire admissible (4, Q) et soit Py(T) = Q(T)S(T) la factorisation cor-
respondante. D’apres [Co], on a une factorisation Hecke équivariante de l’espace des
familles de formes semi-ordinaires paramétrisées par 4

Sﬁ,ord = NH’Q @ R)J’Q
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pour tout r = r(4) telle que
(i) det(1 —T.Us; Ny ,q) = Q*(T),
(ii) Q*(U1) est inversible sur Ry q.

Soit Nij o C Niq le O°(U4)-module des éléments de norme inférieure ou égale a 1.
On considére hg o 'algebre de Hecke opérant sur Ng o (i.e. la sous O°(4h)-algebre de
Endoo(y (Vg o) engendrée par limage de Ry, := Rup[Uop, Ui]). Clest une algebre
projective de rang fini sur O%(4l). On pose aussi hy g = h{ o ® O(4). On considere
31,0 = Sp(hy,g). Il est de dimension 2 et sa projection sur il est finie. On a un dia-
gramme

Ni1,Q

| ™\

=< Qﬂ&Q

Lemme 2.4.9. Soit (U,Q) une paire admissible comme ci-dessus et soit ' C 4l un
sous-domaine affinoide induisant une paire admissible (W', Q") avec Q' Iimage de @ par
I’homomorphisme de restriction de O(M)[T] dans O(W)[T], alors on a

N;.,Q ®O(ﬂ) O(ﬂ/) = N&’,Q’,ord
avec r > ry. De plus, le morphisme canonique surjectif suivant est de noyau nilpotent
hu’Q ®O(U.) O(ﬂ/) — huva/.

Démonstration. La preuve du premier point résulte essentiellement dans notre con-
texte des mémes arguments que [CM, 7.2]. Il est bien connu que le deuxieme point en
découle aisément. (|

Par ce lemme, on vérifie sans difficulté que les affinoides $¢, o se recollent et forment
le recouvrement admissible d’un espace rigide réduit $ = Hx muni de projections sur
X9 et sur 3 = 3. Par construction, on a le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.10. Les points de $k (C,) sont en bijection avec les systemes de valeurs
propres a valeurs dans C, de I'algébre de Hecke R, opérant sur les formes p-adiques de
Siegel semi-ordinaires. Chacun composante irréductible de $)i est de dimension 2. Tout
sous-domaine affinoide purement de dimension 2 de )i contient un ensemble Zariski
dense de points classiques (i.e. associés a des formes modulaires de Siegel classiques
semi-ordinaires de pente finie par rapport Uy et de niveau K N I,.).

Démonstration. Soit x € $(C,) et w sa projection sur X,. Il existe un couple (U, Q)
admissible tel que z € Hy g et w € YU(C,). Notons Q,, 'image de @ € OM)[T] dans
C,[T] obtenu par I'évaluation au point w. Pour tout r > r(4), on a

NH,Q(IH,T) @y Cp = N{&LQ&(IH,T)-
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Le morphisme surjectif suivant a donc un noyau nilpotent
hi@ ®ow).w Cp — Piw}.Qu-

Les points de $(C,) qui se projetent sur w sont donc en bijection avec les homomor-
phismes de l'algebre de Hecke hyy) g, opérant sur S, gin ; l'indice «fin» signifiant le
sous-espace de S, sur le quel U; opere avec une pente finie.

Fixons U un sous-domaine affinoide de dimension 2 de $). Soit « un rationel positif
ou nul et z € H(C,) dont la projection dans 3 est égale & (w, A1) avec || = p~©
et w localement algébrique de poids (ki,k2) avec o < k1 — ko + 1 et ko > 0. Par le
théoreme 2.3.11 le point = correspond & un caractere de 1’algebre de Hecke opérant sur
les formes classiques de poids k. Les C,-points de U(C,,) dont la projection sur i satisfont
les conditions o < k1 — ko + 1 et ko > 0 sont donc associés & des formes de Siegel semi-
ordinaires classiques. Comme ces conditions forment un ensemble Zariski dense dans
I’espace des poids 4 de la projection de U dans X5, le théoréme en résulte. O

2.4.11. Notations

Pour toute paire admissible (i, Q), on a un homomorphisme canonique d’algebre
Rnp — h&Q. En passant a la limite projective sur toute les paires admissibles, on
obtient un homomorphisme de Ry, dans Ag (voir le début de Particle pour la notation
Ag) que 'on note Ag. Pour tout sous-espace rigide {4 C §, on note Ag le morphisme Ag
composé avec le morphisme de restriction Ag — Ay.

2.4.12. Terminologie

Un point = € $(C,) sera dit respectivement algébrique, régulier ou arithmétique si sa
projection sur l'espace des poids X2(C,) est un poids respectivement algébrique, régulier
ou arithmétique.

Lemme 2.4.13. Soit 4 un sous-domaine affinoide de X, et une décomposition Py =
Q(T)S(T) admissible. Alors il existe un voisinage affinoide strict Y de i et une
décomposition Py = Q'(T)S’(T') qui s’envoit sur la décomposition Py = Q(T)S(T) via
I’homomorphisme de restriction de 4 a 4. De plus 20’ = Wy ¢ et Hy ¢ sont respec-
tivement des voisinages affinoides strict de 20y ¢ et Hy.q et Ny o — Y a le méme degré
que 95.q — L.

Démonstration. La preuve est similaire & celle de la Proposition A5.9 de Coleman [Co].
O

Pour tout rationel @ > 0, on note 3% = 3N Xy X {x; |x| = p~ %} et H™ = H x3 3°.
Le théoreme suivant est un corollaire des résultats précédents. C’est le théoreme énoncé
dans [SUJ que nous énoncons dans un language plus classique.

Théoreme 2.4.14. Soit F' une forme modulaire de Siegel semi-ordinaire de poids k
pour K NI, et de pente finie a pour ’action de U;. Alors il existe 20 un voisinage
génériquement étale de k € X2(Cp), un homomorphisme Ay : h{ . q(K N I,,) = O(V)
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et un ensemble Zariski dense ¥ C U(C,) de points arithmétiques tels que pour tout
x € X, il existe une forme modulaire de Siegel classique F, de niveau K N I,, et poids
k, = (k1,z, k2,2) telle que si 'on note A, = x o Ay pour tout z € B(C,), on ait :

Fo | Te = A\ (T¢).F, pour tout & tel que (v(§), Np) =1,
F, | Uy = Xo(Up).Fy et F, | Uy =pr2==3)\,(U).F,

et il existe xg € B(C,) au dessus de kg tel que Ay, = Ap.

Démonstration. Soit 4 l'affinoide réduit a {k,} et considéront la décomposition
Py, (T) = Q3 (T)Sg (T'). On applique le Lemme 2.4.13. On obtient donc un voisinage
affinoide strict ' de U = {k;}, une décomposition Py = Q'S’ et un voisinage stricte
W de {(kg, \r(U1)™)} C 3 que l'on peut supposer contenu dans 3%. 1l est facile de
vérifier, compte tenu du Théoreme 2.4.10, que U := §y o satisfait les conclusions du
théoreme. O

Lemme 2.4.15. L’algébre Ag est profinie.
Démonstration. Pour tout affinoide 20 C $. Soit

Am} = @ OO(QIT’)
W CW

ou 2’ parcourant les sous-domaines affinoides stricts de 20 et les morphismes de transi-
tions étant les morphismes de restrictions. On peut vérifier facilement que Agy est finie
sur une algebre de séries formelles & deux variables. Elle est donc profinie. Par ailleurs,
on voit facilement que

g = lim O°(20) = lim Agy.
2 2
Ag est une limite projective d’algebre profinie. Elle est donc profinie. O

2.4.16. p-stabilisation

Soit F' une forme modulaire de Siegel de poids k et de caractere central wg, de
niveau K maximal en p et propre pour les opérateurs de Hecke de Ry. Notons m,(F)
la représentation locale de G(Qy) correspondante. On appelle p-stabilisation de F', une
forme modulaire de Siegel G telle que Gy € 7w(F)! (invariante & droite par le sous-groupe
d’Iwahori I C G(Z,)) qui soit une forme propre pour les opérateurs Uy et U;. Si tel
est le cas, il est aisé de vérifier que les valeurs propres respectives de Uy et Uy peuvent
s’ecrire sous la forme o et p~lypy1 avec o et y1 des racines de Ap(Q,(X)) telles que
Yoy1 # PP 1230w (p). On dira que la p-stabilisation est associée & la paire (yo,71).

Lemme 2.4.17. Soit F' une forme modulaire de Siegel de poids k pour KNI, propre pour
les opérateurs de Hecke Uy et Uy de valeurs propres 7o et p~'y9y1. Si les valeurs 1 /7o,
Yonp* MR (p), A3pP TR R W (p) et 2R R2w Lt (p) sont toutes différentes de p

et de p~!, F est la p-stabilisation d’une forme de niveau premier a p.
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Démonstration. Soit 7, la représentation de G(Q,) engendrée par F'. C’est un con-
stituent de ay X ag x 3 avec a1, ap et B des caracteres non ramifiés de Q. Quitte

a permuter convenableme{lt ces caractéres on peut supposer que v = p /23(p),
n =p"Pai(p)Bp) et 77 PR Pwp(p) = p~* 2 as(p)B(p). On a donc
a1(p) =1/, a2(p) = (yom) P T Pwr(p),
aray ' (p) = 7> T RWE (p) et aran(p) =95 MR wp (p).

Ces quatre valeurs sont différentes de p*! par hypothese. Par le Lemme 3.2 de [ST],
oy X ap X 3 est donc irréductible et 7, est non ramifiée. Cela entraine clairement que F
est la p-stabilisation d’une forme de niveau premier a p. O

2.4.18. Familles de représentations cuspidales

L’action de 'algebre de Hecke Ry, ne donne aucune information locale en les premiers
divisant N sur les formes de Siegel qui interviennent dans les familles. Le but de cette
section est de remédier a cet inconvénient. Rappelons que les constructions des sections
précédentes dépendent d’un sous-groupe ouvert compact K de niveau N premier & p. Soit
Ay = quN Qq et soit Ky C G(An) la composante de K supportée aux places divisant
N. Nous fixons 4 C X5, 7 = ry et J C Iy, un ouvert compact. Nous allons désigner par

$(ord (K ) le O(th)-module que nous avons noté Sy ora(J) dans les section précédentes.
On pose
Sﬁ,ord = hgl S{l,ord(v)'
VCG(AnN)

Ce module est clairement muni d’une action de G(Ay). Noter qu’il n’est pas admissible.
Soit (4, @) une paire admissible pour la série de Fredholm de niveau Ky. On note
Ny.g(Kn) le facteur direct de Sy ord(Kn) correspondant. On considere Ny ¢ le sous
O(W)[G(An)]-module de Sﬁ,ord engendrée par Ny (K ). Comme ce dernier est de type
fini sur O(4), on voit par construction que N&Q est une représentation lisse admissible
de O(U)[G(AN)] et que (Ny ) N = Ny o(Kn).

Soit ¥ un sous-domaine affinoide irréductible de 9y o (K n) le sous-domaine affinoide
de la variété de Hecke semi-ordinaire correspondant & la paire admissible (4, Q) et Ay le
caractere de Ry, correspondant. On pose Ny le sous-module de Nu,Q Roy) O(T) sur
lequel Ry, opere via Ag;. C’est une représentation lisse admissible et donc de longueur
finie de O(V)[G(An)]. On note I (W) l'ensemble (fini) des sous-quotients irréductibles
(pour P'action de G(Ay)) de Ny @ F() avec F(L) une cléture algébrique de F() le
corps des fractions de O(). Soit O(V) la clotiire intégrale de O (L) dans F (V). L’actions
de G(Ay) étant définie sur le O(W)-module Ny, on peut voir que les représentations
7 € Il (D) sont des représentations O(U)-entieres. C'est & dire qu’elles contiennent des
O()-réseaux au sens du paragraphe 1.9 de [Vi]. On rappelle qu'une représentation de
longueur finie de G(Ay) est dite my-isotypique si tous ses facteurs de composition sont
isomorphes & my. Alors Ny @ F (0) se décompose en la somme de ses composantes

isotypiques Ng(m) pour 7 variant dans ITy (). On a le théoréme suivant.
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Théoréeme 2.4.19. Soit Y, un affinoide irréductible de 9y, o(Kn) et mo € IIn(Dy).
Alors il existe une composante irréductible U contenant Uy et une représentation m €
IIN (V) muni d'un O(V)-réseau L, de V. tel que L, ® F(Vp) ait un unique quotient
irréductible et que ce dernier soit isomorphe a .

Démonstration. Soit vy un élément de ]\7950 (mp) engendrant un réseau d’une sous-
représentation irréductible. Cette derniere est isomorphe a my. Soit ) la réunion des
composantes irréductibles de £y o contenant V. Alors ) est connexe et le module
Ny := Ny.g ®Ry.p O(9) est un facteur direct de Ny.o. On a donc

NQJ ®@(u) O(‘Bo) = N‘Uo-

On choisit alors un élément vy € N@ ® F(4) se projetant sur vy. Pour chaque composante
irréductible U C 9, soit ey € O() ® F () l'idempotent correspondant a la projection
sur la Y-composante. Puisque la somme des eg vaut 1, il existe au moins un U tel
que I'image de v = eg.v; dans Ng,(mp) soit un multiple non nul de vg. On considere
alors le O(Y)-réseau Ly (v) de Ny ® F(D) engendré par cet élément. Enfin, il existe
m € I () tel que la projection L, (v) de Ly (v) sur la composante isotypique de Ny ()
soit non nulle. Celle-ci est un O(0)-réseau d'une représentation irréductible puisqu’elle
est isotypique et monogene. Par construction de L. (v), on sait que L,(v) ® F(Bp) se
projéte canoniquement sur la représentation engendrée par un multiple non nul de vy qui
est isomorphe a mg. D’ou le théoreme. O

3. Représentations galoisiennes

3.1. Représentations galoisiennes associées aux formes modulaires de Siegel

On rassemble dans cette section les résultats connus sur les représentations galoisiennes
associées aux formes de Siegel. On démontre également un résultat d’irreductibilité qui
sera essentiel pour la démonstration du Théoréeme A de l'introduction.

3.1.1. Rappels et conventions

On rappelle ici quelques définitions et résultats classiques sur les représentations galoisi-
ennes. Le lecteur pourra consulter [FP] pour plus de précision. On pose Gg := Gal(Q/Q).
On note ¢ le caractere cyclotomique de Gg dans Z) et w le caractere de Teichmiiller.
Pour tout nombre premier ¢, on fixe D, C Gg un sous-groupe de décomposition
en ¢ et un Frobenius géométrique Frob, (i.e. tel que e(Frob,) = ¢~'). On note
I, C Dy = Gg, = Gal(Q,/Qy) le sous-groupe d’inertie de D,,.

Soit p un nombre premier et L une extension finie de Q. Par un théoreme de
Grothendieck, on sait que toute représentation p-adique p de Gg, dans GL,(L) avec
q # p est potentiellement semistable. C’est a dire qu il existe un élément nilpotent
N dans lalgebre de Lie gl telle que p(g) = exp(t,(g)IN) pour tout g dans un
sous-groupe d’indice fini de I, et ol ¢, est ’homomorphisme de I, dans Z, défini par
(¢/P")9 = C[t)’fn(g).ql/pm pour tout entier m > 1, {(pm; m > 1} étant un systéme compat-
ible de racines de 1'unité suivant les puissances de p. Lorsque ¢ = p, les représentations
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locales se décrivent avec des anneaux de Fontaine. Soient Beyis, Bst et Bgr les anneaux
de périodes p-adiques de Fontaine [Fo|. Ils sont tous munis d’une action de Gq,- De
plus, By et Bepis sont munis d’une action du Frobenius que I'on note @ et qui commute
a celle de Gq,. De surcroit, il existe un opérateur de monodromie N sur By tel que
®o N =p.N od. L’anneau Bqr possede une filtration séparée et exhaustive (Fil® Bgr);.
Pour toute représentation p de Gg, sur un espace vectoriel V' sur un corps de nombres
p-adiques K, on note
D, (V) = H'(Gq,,V ®q, B.)

avec x = cris,st,dR. Ce sont des espaces vectoriels sur K de dimension finie et
on note (Dig(V)); la filtration de Dgr (V) déduite de celle de Bar (i.e. Dig(V) =
H%(Gg,,V ®q, Fil' Bgr)). On dit que (p, V) est cristalline (respectivement semi-stable,
de Rham) si le morphisme canonique B, ® D, (V) — B, ® V est un isomorphisme pour
x = cris (respectivement x = st, z = dR). Rappelons enfin que 7 est un poids de Hodge—
Tate de V si et seulement Dig(V) # DiE'(V). Par exemple, Q,(m) est de poids de
Hodge—Tate —m conformément & la convention géométrique que nous avons adoptée.

3.1.2. Soit m = ms ® my une représentation cuspidale cohomologique de G(Ag) de
caractere central w, et de poids k (i.e. mo & 77,51 ou e = ’/TZV) Par « cohomologique »,
il est entendu ici que 7y intervient dans (la limite inductive sur K de) la cohomologie
de de Rham de la variété de Siegel Sk,c pour un certain systéme de coefficients. Une
condition nécessaire et suffisante pour que cela soit vérifié est que k1 > ko > 3.

Soient N le plus petit entier tel que 7%~ # 0 et S I'ensemble des nombres premiers
de ramification de 7 (i.e. divisant N). On désigne par A, le caractére de l'algebre de
Hecke abstraite Ry associé & l’action de cette derniere sur 7%~ et on note E; le corps
de nombres engendré par I'image de A;. On a le théoreme suivant.

Théoréme 3.1.3. Pour tout idéal premier p de E,. au dessus d’un nombre premier p,
il existe une extension finie K de la complétion E, , de E. en p et une représentation
galoisienne semi-simple p ., : Gg — GL4(K) continue, non ramifiée hors de S, = SU{p}
et telle que pour tout ¢ ¢ S, on ait

det(X' Id _Pw,p(FI"Obé)) = Pﬂ,Z(X) = /\W(PE(X))v

ot Py(X) est le polynéme de Hecke-Andrianov introduit au § 1.1.8. Soit w, , le caractere
galoisien p-adique associé a wr, alors pr , satisfait la relation :

Py = prp Qwy ) (3.1.3.a)

Démonstration. Ce théoréme est dii essentiellement & Laumon [La] et Weissauer [We]
(voir également le paragraphe 3 de [U1]). Remarquons d’abord qu’il résulte du théoréme
de Deligne sur l'existence des représentations galoisiennes associées aux formes cuspi-
dales elliptiques propres lorsque 7 est de type CAP ou de type endoscopique. Lorsque
lon ne se trouve pas dans I'un de ces cas, Laumon [La] et Weissauer construisent une
représentations galoisiennes dans la cohomologie étale de la variété de Siegel. En utilisant,
une classification de Taylor on peut alors isoler un morceau de dimension 4 qui vérifie les
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conclusions du théoréme ci-dessus pour ¢ en dehors d’un ensemble fini de nombres pre-
miers. Voir [We] dans le cas général et la section 3 de [U1] lorsque 7 est non ramifiée en p
et que Py, admet quatre pentes distinctes.” Un argument pour obtenir une information
sur tous les premiers ¢ ¢ S, est donné dans [U1]. La derniére partie de I’énoncé provient
du fait que les valeurs propres de Frob, sont de la formes {ay,w.(£)a™?t, Be, wr(£)371}.
Voir également [U1] ou [We]. O

Les propriétés locales en p sont décrites dans le théoréeme suivant.

Théoréme 3.1.4. On conserve les notations et hypotheses précédentes. On a les pro-
priétés suivante sur la représentation p-adique rr , de Gg, obtenue par restriction de
Pro & Dy = Go,.

i) La représentation r,, est de Hodge—Tate de poids d’égale multiplicité contenus
P &g g

dans 'ensemble {0, ks — 2, k1 — 1, k1 + ko — 3}. Plus précisément, {0, k1 + k2 — 3}

(respectivement {ky — 2,k1 — 1}) sont des poids de Hodge-Tate pour p , si I'on

sait que o = TF® wg (respectivement W = TF® WE/) est automorphe.

(ii) Sim est non ramifiée en p, rr , est cristalline. De plus, le polynéme caractéristique
du Frobenius ¢ opérant sur Deis(rx,p) vaut Pr p(X).

Démonstration. La remarque concernant les représentations CAP et endoscopiques
du théoreme précédent s’applique également ici. Dans ces cas, les résultats énoncés ci-
dessus résultent des théoréemes de comparaisons de Faltings entre les réalisations étale et
cristalline ou de de Rham des motifs construit par Scholl et pour le point (ii) du théoréme
de Katz—Messing appliqué & ces motifs. Dans les autres cas. Le point (i) résulte de Chai—~
Faltings [CF, Théoreme VI.6.2] et des calculs explicites de Taylor [T2]. La premiere
partie de (ii) résulte également de [CF, Théoréme VI1.6.2]. La seconde partie de (ii) est
prouvée par Urban dans [U2]. O

3.1.5. Remarque

Lorsque 7 n’est pas endoscopique, m est stable si et seulement si tous les poids de
Hodge-Tate apparaissent dans la 7 -partie de la cohomologie étale de la variété de Siegel.

3.1.6. On dispose de tres peu de résultats sur les propriétés locales en ¢ # p et ¢ € S.
Les seuls connus étant ceux établis par Genestier—Tilouine [GT]. Par leurs résultats, on
sait déja que l'opérateur de monodromie en ¢ est d’ordre 2 si m; admet des invariants
par un sous-groupe parahorique de type Klingen. C’est malheureusement insuffisant pour
démontrer la conjecture ci-dessous qui est inspirée par les tables de Schmidt [S1].

Conjecture 3.1.7. Soit 7 telle que 7, admette exactement une droite fixe par le sous-
groupe paramodulaire A,. Alors, I'opérateur de monodromie correspondant est de rang
un.

* Ceci est génériquement satisfait lorsque 7 varie dans une famille semi-ordinaire.
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3.2. Irréductibilité

Un ingrédient essentiel & la démonstration du Théoreme A de l'introduction est
I'irréductibilité de pr , lorsque m n’est pas endoscopique ou de type CAP. Des résultats
partiels dans cette direction on été démontré dans [U1] et [Ra]. Rappelons qu’une
représentation p de degré deux de Gg est dite impaire si 'image p(c¢) d’une conjugaison
complexe ¢ est de déterminant —1. Nous allons prouver le théoréeme suivant.

Théoréme 3.2.1. Soit m comme ci-dessus et p un nombre premier tel que k1 + ko — 3 <
%(p + 1). Supposons que p, , est réductible et que ses sous-quotients irreductible de
dimension 2 soient impairs. Alors m est CAP ou endoscopique.

3.2.2. Remarques

(i) La représentation pr est impaire (i.e. wrp(c) = —1). En particulier, pr ,(c)
admet la valeur propre —1 avec une multiplicité deux. De cette observation, il
résulte aisément que lorsque pr , est somme de deux représentations irréductibles
de dimension 2, si 'une d’elle est impaire, 'autre le sera également.

(ii) Ce résultat est conjecturé sans aucune hypothese sur p. Nous démontrons d’ailleurs
une autre version de ce théoreme ou I’hypothese k1 +ko —3 < %(er 1) est remplacée
par une hypothese de semi-ordinarité en p.

3.2.3. Nous dirons qu’'une représentation f-adique o de Gg est de poids motivique w si
pour presque tout nombre premier ¢, o est non ramifiée en ¢ et les valeurs propres de
o(Froby) sont algébriques et de norme q"/? pour tout plongement complexe de Q dans C.
La démonstration du Théoreme 3.2.1 repose sur le théoreme suivant qui est un corollaire
de l’élégant Théoreme 4.1 de Ramakrishnan [Ra).

Théoréeme 3.2.4 (Ramakrishnan). Soient o et o’ deux representations galoisiennes
p-adiques de Gg irréductibles impaires de dimension 2 et de méme poids w. On suppose
en outre que chacune d’entre elles est cristalline de poids de Hodge—Tate distincts dans
un intervalle de longueur plus petit que %(p + 1) et non ramifiées en dehors d’un ensemble
fini de nombres premiers. Alors il existe un ensemble fini de nombres premiers S tel que :

orde—y L% (0¥ ®@ 0, 5) = —dim(c" @ o’)°,

L%(o,1+ 3w) #0.

3.2.5. Remarques

Rappelons que Taylor a démontré dans [T2, T4] le prolongement méromorphe de
L%(0,5) en prouvant la modularité de la restriction de ¢ & un corps totalement réel
F suffisament grand (et malheureusement pas forcément résoluble sur Q). En s’inspirant
de la méthode de Taylor, Ramakrisnan a démontré la modularité simultanée des
représentations o et ¢’ restreintes & une méme extension totalement réelle. Il en a déduit
l'existence d’un prolongement méromorphe au plan complexe de L° (e ®ad',s) et le
théoreme ci-dessus a l'aide d’un élégant argument invoquant le théoréeme de Brauer
(voir [Ral).
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3.2.6. Preuve du Théoreme 3.2.1

Supposons que pr, soit réductible. Nous allons montrer que 7 est CAP ou endo-
scopique. Le fait que p, satisfasse (3.1.3.a) nous permet de diviser I’étude de sa
réductibilité suivant les possibilités ci-apres.

Cas A. Si p, , contient un facteur de dimension 1, on voit facilement que I'on est dans
I'un des cas suivants.

(1) prp =& BE @& BE avec & et & des caracteres tels que & = wr p.

i) pro =& DE @ o avee &, & deux caracteéres et o une représentation irréductible
Pr,p 1 S| p
de dimension 2 impaire tels que det(o) = 1€ = wr p.

(ili) pro =7 @& avec T un facteur irréductible de dimension 3 vérifiant 7 ® wy p = 7
et £ un caractere de carré égal & wy .

On commence par traiter les cas (i) et (ii). On choisit un caractére y intervenant dans
la. décomposition de pr de poids motivique maximal parmi les consituants de pr .
C’est possible méme dans le cas (ii) par la condition det(c) = &€ = w. En utilisant
le Théoréme 3.2.4 lorsqu’on se trouve dans le cas (i), on voit aisément que LS (s, 7 ®
x~!,spin) admet un pole en s = 1. On en déduit que 7 est une représentation CAP
d’apres les travaux de Piatetski-Shapiro [PS2, Théoréme 2.2].

Considérons maintenant le cas (iii). Les conditions £? = w, , et 7V ®w, , = T entrainent
que les poids de Hodge-Tate de p; , sont de la forme {p, ¢, 2g—p} avec ¢ apparaissant avec
la multiplicité au moins deux. Or ceci est incompatible avec le point (i) du Théoreme 3.1.4.
Ce cas n’apparait donc jamais.

Cas B. On suppose maintenant que p, , est somme de deux representations irréductibles
o et ¢’ de dimension 2, impaires, cristallines. Par nos hypotheéses, leurs poids de Hodge—
Tate sont respectivement dans un intervalle de longueur strictement inférieure a %(p—i— 1).
D’apres (3.1.3.a), deux possibilités peuvent alors se présenter.

(iv) o' 2oV ® wy.
(v) det(o) = det(o’).

Supposons d’abord que nous sommes dans le cas (iv). On a alors pour tout caractere de
Hecke x sur Q et S un ensemble fini suffisament grand de nombres premiers :

L%(s,m, x,st) = L¥(ad’(0) ® x, s) L% (s, Ex) L7 (5, x¢7")

avec £ = det(o)w, 1. D’autre part, par le Théoreme 3.2.4 appliqué a 0’ = oc®@pu ™1, on voit

facilement que L°(ad’(c) ® p~1, s) ne s’annule pas pour Re(s) > 1 si u est un caractéere
de Hecke tel que |u(x)| = |z|; avec Re(z) < 0. Avec un bon choix de x, on voit donc
que L(s,m ® x,st) admet un pole. Les propriétés de L(s,,x,st) et plus précisément
la position des poles éventuels de cette fonction L (voir Théoréme 2.4 de [So] qui est
essentiellement dii & Piatetski-Shapiro) permettent de conclure comme dans la preuve
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p. 105 du Théoreme 4.1 de Soudry [So] que x est quadratic et que le pole est en s = 2.
Par la réciproque du Théoréme 4.1 de [So], on en déduit que 7 est CAP associé au
sous-groupe parabolique de Klingen.

Dans la deuxieéme situation (le cas (v)), c’est a dire lorsque det(c) = det(¢’), on a
L3(0Y ®¢’,1) # 0 par le Théoréme 3.2.4. Par conséquent, puisque

L¥(s,m,5t) = (5(s)L% (0¥ @ o', 5),

L5(s,,st) admet un pole en s = 1 et 7 est donc endoscopique par le théoreme de Kudla,
Rallis et Soudry [KRS]. O

Pour 'application que nous avons en vue, nous avons en fait besoin d’un théoréeme plus
général. En effet, nous voudrions appliquer un tel résultat pour un membre arbitraire
d’une famille p-adique semi-ordinaire. Pour une telle représentation, I’hypothése ki +
ko—3 < %(p—!— 1) n’est donc plus satisfaite. Le Lemme 3.2.8 va nous permettre cependant
de se ramener au cas du Théoreme 3.2.1.

Lemme 3.2.7. Soient E et F' des corps de nombres. Soit £ un nombre premier totalement
décomposé dans E. Soit p,; (respectivement o) une représentation galoisienne ¢-adique
de G = Gal(F/F) semi-simples de dimension n (respectivement de dimension m) et de
Hodge-Tate en toutes les places finies de F' au dessus de £. On suppose qu’elles sont non
ramifiées en dehors d’un ensemble fini de nombres premiers disons S et que les polynémes
caractéristiques des Frobenii en dehors de S sont a coefficients dans le corps de nombre
FE et tels que la condition suivante est satisfaite.

(PC) Pour tout q ¢ S, det(X.Id —oy(Frob,)) divise det(X.Id —pe(Frob,)) dans E[X].

Alors, il existe un morphisme algébrique ¢ de la composante neutre G° de I’adherence
de Zariski G C GL,, g, de p¢(Gp) dans la composante neutre K® de I'adherence de Zariski
K C GL,,/q, de 0¢(GF) et une extension finie I/ F tels que o¢(g) = ¢ o p¢(g) pour tout
g € Gal(F'/F").

Si de plus Tg g, et Ty g, désignent des tores maximaux respectifs de G?@e et K(/’Q(
tels que ¢(T¢) C Tk alors pour tout poids € pour Tk /g, de la représentation canonique
pk de K?@z dans GLm/@N le caracteére o ¢ est un poids pour Ty g, de la représentation
canonique pg de GO@( dans GLTL/Q@’ De plus, la multiplicité de £ o ¢ dans pg est au moins
égale a celle de £ dans py .

Démonstration. On introduit la représentation 7, = o4y ® p; a valeurs dans GL,, (Qy) x
GLn(Qé) - GLn+m(Q€)~ Soient K C GLn(@Z)v G C GLm(QK) et X C GLn-‘rm(Ql) les
images respectives de oy, py et 7p. Par le Théoréme 2 de [Bo, Chapitre III, §8], K, G et
X sont des groupes de Lie (compacts) f-adiques. Soient K o, C GL,,/q,, G/qg, C GLy,/q,
et X9, C GLy4n/q, les adhérences de Zariski respectives de K, G et X dont on note
G°. KO et X° les composantes neutres. Les groups algébriques K, G et X sont réductifs
puisque oy et py sont semi-simples et on note respectivement py et pg les représentations
algébriques de K et G dans GL,, et GL,, induites respectivement par o, et p,. Grace
a un théoreme de Serre (voir [Se2, §2] ou [Hé, Théoreme 5]), on sait de plus que les
algebres de Lie de K, G et X s’identifie canoniquement aux algebres de Lie de K°, G°

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

676 C. Skinner et E. Urban

et X°. Passons & la démonstration du lemme. Remarquons d’abord que par la condition
(PC) et le théoreme de densité de Tchebotarev, on a la divisibilité :

pour tout g € Gp, det(X.Id —o,(g)) divise det(X.Id —p,(g)) dans Q[ X]. (3.2.7.a)
Nous allons maintenant montrer 1’inclusion suivante :
Ker(ps) C Ker(oy). (3.2.7.0)

En effet, par la divisibilité (3.2.7.a), le polynome caractéristique d’un élément quelconque
de J := gy(Ker py) C GL2(Qy) vaut (X —1)™. L’adherence de Zariski J de J est donc un
sous-groupe unipotent de K. Or J est normal dans K. Par conséquent J est normal dans
K et unipotent ; il est donc trivial puisque K est réductif. D’ou notre assertion. L’inclusion
(3.2.7.b) induit donc un morphisme ¢** de G dans K tel que ¢*" o py = 04. Ce dernier est
continu puisque p; induit un homéomorphisme de G/ Ker p; sur G. Par le Théoreme 1
de [Bo, Chapitre III, § 8], ¢*" est donc un morphisme analytique (surjectif) de groupes de
Lie f-adiques. On en déduit immédiatement que la projection de GL,, (Q¢) x GL,,(Qy) sur
GL,,(Qy) induit un isomorphisme de groupes de Lie f-adiques de X sur G (le morphisme
reciproque étant donné par g — (¢(g),g)). Par conséquent, le morphisme de 7y : X° C
KO x G° sur G° induit par la seconde projection de GL,, x GL,, /0, sur GL,, g, induit un
isomorphisme sur les algebres de Lie, c’est donc une isogénie. Montrons que 75 est en fait
injectif. Notons que Ker 7 est fini. Soit (k,1) € Kermy, C K% x G°. D’apres la condition
(3.2.7.a), on sait que le polynéme caractéristique de pg (k) divise celui de pg(1) = id,
comme k est d’ordre fini cela entraine que pg (k) =1 (i.e. k=1).

On en déduit que X" s’identifie & G° (via ) et qu’il se projete sur K via la premiere
projection. Via l'identification de X° avec G°, on obtient donc un morphisme que nous
appelerons ¢ de G° sur K°. Par ailleurs, il est clair que ¢** coincide avec ¢ sur un voisinage
de I’élément neutre de G, c’est & dire sur un sous-groupe d’indice fini G’ = py(Gal(F/F"))
de G avec F'/F une extension finie. On a donc démontré la premiére partie du lemme.

Soient maintenant &1, ...,&,, les poids (comptés avec leur multiplicité) de px pour
Tk comme dans 1’énoncé de la seconde partie du lemme. Par (3.2.7.a), pour tout
g € G'NTe(Qy), le polynéme [T, (X — &(g)) divise le polynome caractéristique de pg(g).
Cette condition étant algébrique et G’ N T (Qy) étant Zariski dense dans Tg, on en déduit
la derniere partie du lemme. O

Lemme 3.2.8. On reprend les notations et hypothéses du lemme précédent avec m = 2
et n = 4 et on suppose en outre que les conditions suivantes sont satisfaites.

i) Les racines des polynémes caractéristiques det(X.Id —p,(Frob,)) sont de la formes
P q
{a,we(q)a™t,b,we(q)b~ 1} pour tout q ¢ S et w, = det(ay).

(ii) Les représentations p; et o, restreintes a un sous-groupe de décomposition de G g
en une places au dessus de { est de Hodge—Tate et les poids de Hodge—Tate de p;
en cette place ne sont pas de la forme {3n + m,2n +m,n + m,m} avec m,n € Z.
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Alors py est réductible et peut se décomposer sous la forme
pe=op® oy
avec o, une représentation (-adique de dimension 2.

Démonstration. On reprend les notations du Lemme 3.2.7 et de sa preuve. Soit G’ :=
G?Qe et K = KO—Z. Soit §o := detop. D’apres 'hypothese (i), les poids de pg /g,
sont de la forme {/51,505171} et ceux de pg /g, sont de la forme {€1, 60671, €9, &065 1} (en
identifiant les poids de pg /g, avec leur image par ¢ dans l'ensemble des poids de pg /g ,)-
Par conséquent, le rang de G’ est inférieur ou égal & 3 et on peut utiliser la classification
de Taylor pp. 298, 299 de [T2]. Soit R la restriction de p¢ /g, & G’ : on est donc dans
I'un des cas suivants.

(1) G¥r =1: R=1.
(2) G'der = SL, :

(a) R=St®St, or
(b) R = St®Sym°(St)?, or
(¢) R=Sym®(St).

(3) G'der = PSL, : R = Sym?(St) @ Sym’(St).
(4) G'der = SLy x SLy : R = Sty @ Sto.

(5) G’ = SLy x SLy /{£1} : R = St; ® Sto.
(6) G'dr =Sp, : R = Stgp,.

Dans le tableau ci-dessus, St désigne la représentation standard de SLs. Sty (respective-
ment Sto) est la représentation standard du premier facteur (respectivement du second
de SLy) de SLy x SLy /{£1}. Enfin Stg;,, est la représentation standard de Sp,.

Par lirréductibilité de pg : K — GLy,q,, on a Kder = SL, ou alors K’ est le normal-
isateur d’un sous-groupe de Cartan KO—Z de GLs.

Dans le premier cas, on voit que les seules possibilités de la liste ci-dessus sont (2a), (2b)
et (4). Dans le second cas, G’ est contenu dans le noyau de pg /@, On voit aisément
que l'on se trouve dans 'un des cas (1), (2b) ou (3). A nouveau, une analyse au cas par
cas permet de conclure que pg /g, = Prg, P p’ avec p’ une représentation algébrique de
dimension 2 de G'.

11 résulte de cette discussion que pour une extension finie galoisienne convenable F’,
la représentation py|g,, contient un facteur direct isomorphe a o4|q,,. Par réciprocité de
Frobenius, cela entraine aisément que py est réductible avec un facteur direct isormorphe
a oy ®mn avec 1 un caractere quadratique. On peut écarter la possibilité 1 #£ 1 en utilisant
une derniére fois la condition (PC). O
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Théoréme 3.2.9. Soit m une représentation cuspidale cohomologique de GSp,(A). Soit
p un nombre premier impair tel que pr , soit réductible somme de deux représentations
o1, €t 02, de dimension 2 avec o1, impaire, ordinaire, p-distinguée (i.e. les caractéres
intervenant dans o1 ,|p, sont résiduellement distincts) et irréductible. Alors 7 est CAP
ou endoscopique.

Démonstration. On va se ramener a la situation du Théoreme 3.2.1. D’aprés nos
hypotheses et un théoreme de Taylor [T3] si o1, est résiduellement irréductible ou de
Skinner-Wiles [SW] sinon, il existe un corps totalement réel F' galoisien sur Q et une
forme modulaire de Hilbert g de conducteur C pour F telle que 01 p|c, est isomorphe
a la représentation galoisienne p-adique associée a g. Soit (k1, k2) le poids de 7 et soit ¢
un nombre premier supérieur a 2(k; + ko — 2) et totalement décomposé dans l’extension
E de Q engendrée par les valeurs propres de Hecke pour 7 et g. On va démontrer que
pr.e est réductible. Pour étre en mesure d’utiliser le Lemme 3.2.8, on suppose d’abord
que k1 — 1 # 2ky — 4. Si on note o4 ¢ la représentation ¢-adique associée & g, on voit donc
que pg = prelcy €t 0¢ = 04|, satisfont les hypotheses du Lemme 3.2.8. On en déduit
que o4 ¢|lap est un facteur direct de pr ¢|g,. Pour tout 7 € Gal(F/Q) et toute place q
de F' ne divisant pas plCy, les polynomes de Hecke de g en q et en q” sont identiques
puisqu'ils sont égaux respectivement aux polynémes caractéristiques de o p(Frobg) et

de o1 ,(Frobg) qui sont eux mémes identiques puisque o1, est définie sur Q. On en
déduit & l'aide d’un argument di & Taylor et Dieulefait (voir §5.3.3 de [T5]) que la
représentation o4, descend & Q et donc que pr ¢ est réductible. On peut alors conclure
grace au Théoreme 3.2.1.

Nous supposons maintenant que la condition ky — 1 # 2ks — 4 n’est plus satisfaite et
que pr ¢ n’est pas réductible. D’apres la preuve du Lemme 3.2.8 cela entraine que p, ¢ est
isomorphe au cube symetrique Sym3(02) ® w;} avec 0, une représentation irréductible
de degré deux. Si tel était le cas, par le théoreme de Taylor ou Skinner-Wiles, o serait
associée a une forme de Hilbert cuspidale ¢’ sur un corps totalement réel F’. Ici £ est plus
grand que la longueur de I'intervalle des poids de Hodge—Tate et peut étre choisi de telle
sorte que tous les poids soient distincts modulo [ — 1 assurant ainsi & o la condition d’étre
¢-distinguée. Notons également que o est nécessairement impaire pour que pr ¢ le soit.
On en déduit aisément que pr olq,, = Sym3(pg1,p) ® w;j) et que pr , est irréductible car
les conditions de réductibilité de Sym®(p, ) Quwy et Sym®(pyr ¢) ® w;% sont identiques
car elles ne dépendent que de ¢’ (i.e la condition sur ¢’ étant d’étre de type CM). On
obtient donc une contradiction. Ce qui acheéve la preuve du théoreme. (]

3.3. Familles de représentations galoisiennes

Le but de cette section est d’étudier les familles p-adiques de représentations galoisi-
ennes associées aux familles semi-ordinaires, 'ingrédient de départ étant la théorie des
pseudo-représentations (voir [T1]) que l'on utilise pour interpoler p-adiquement les
représentations galoisiennes associées aux points classiques d’une famille p-adique. On
reprendra les notations du §2.4. On fixe un nombre premier p et K un sous-groupe
ouvert de G(Ay) de niveau N premier a p. On note $ la variété de Hecke semi-ordinaire

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

Sur les déformations p-adiques de certaines représentations automorphes 679

en p. Rappelons que 'opérateur Tj(g) apparaissant dans 1'énoncé ci-dessous est introduit
au §1.1.7.

Proposition 3.3.1. II existe une pseudo-représentation continue ty de G a valeurs
dans l'algebre Ag non ramifiée en dehors de Np et telle que tg(Frobg) = Ag(To(q)) pour
tout g premier a Np.

Démonstration. Cela résulte par un argument assez formel et maintenant bien connu
(voir [Ch, Proposition 7.1] par exemple) de la théorie des pseudo-représentations, de
la densité des points classiques dans ), de I'existence des représentations galoisiennes
associées aux représentations cuspidales de GSp4(A) et de la compacité de Ag. Ce dernier
point résulte de ce que cette algebre est profinie par le Lemme 2.4.15. O

Pour tout espace rigide réduit 25, on note F(20) Panneau total des fractions de O(20).

Corollaire 3.3.2. Pour tout sous domaine affinoide { de §, il existe un revétement fini
génériquement étale U de i, et une représentation continue py de Gg dans GL4(F (D))
non ramifiée hors de Np telle que pour tout ¢ ¥ Np, on ait

det(1 — X.pg (Frobg)) = Ay (FPy(X)).

L’image de py est contenu dans un O(i)°-module de My(F(0)) de type fini. En part-
iculier, py laisse stable des O(U)°-réseau de F(0)*. La spécialisation en un point clas-
sique x € U(Q,) de action de Gg sur un tel réseau quand elle est définie (c’est & dire
pour un ensemble Zarisiki dense) est de semi-simplification isomorphe a la représentation
galoisienne pp, ,, associée a la forme classique F.

Démonstration. On donne seulement les grandes lignes de la preuve qui est standard.
En composant tg avec le morphisme de restriction Ag — O(4)° on obtient une pseudo-
représentation ty associée au sous-domaine affinoide 4 de $. On applique la Théoreme 1
de [T1], afin d’obtenir une représentation galoisienne semi-simple de Gg de degré 4 sur
une extension algébrique F(U) de F (). D’apres Pargument de [T1, Lemme 6], 'image
de Gg dans My(F(0)) est de type fini sur O(4)°. En particulier, il existe des O()°-
réseaux stables sous I'action de Gg dans 'espace vectoriel de dimension 4 sur F (). Le

dernier point est une conséquence directe de la construction. O

3.3.3. Familles analytiques de représentations de Gg,

Soit Y un affinoide défini sur Q, et M un module projectif de rang fini sur O() muni
d’une action O(U)-linéaire continue de Gg, lorsqu’on munit Ende gy (M) de la topologie
de la norme sup. Pour € 4(Q,), on pose My = M ®, Q,. C’est une représentation p-
adique de Gq,, on peut donc voir M comme une famille analytique de représentations
de GQP'

D’apres un théoreme de Sen, il existe un opérateur oy € Endpgy(M) tel que
l'action d’un sous-groupe d’indice fini de Gg, sur M ®q, C, est donné par s +
exp(log(xp(s))en). Lorsque O(LL) est réduit & une extension finie de Q,, dire que @as
est semi-simple avec des valeurs propres entiéres (i.e appartenant & Z) revient a dire que
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la représentation est de Hodge—Tate. De plus ces valeurs propres sont ce qu’on appelle
les poids de Hodge—Tate de la représentation. Cela justifie la définition suivante. On dit
que M est une famille analytique de représentations de Hodge—Tate au sens de Sen ou
de Hodge—Tate—Sen si les conditions suivantes sont satisfaites :

e o) est semi-simple avec des valeurs propres dans O(4l),

e il existe un ensemble Zariski-dense X' tel que pour tout x € X, M, est de Hodge—
Tate.

Lemme 3.3.4. Soit M une famille analytique de représentation de Hodge—Tate—Sen sur
. On suppose qu'’il existe un ensemble Zariski dense X C ﬂ(@p) tel que pour tout x € X,
M, est de Hodge—Tate de poids positifs ou nuls et que M, contienne un sous-espace N,
de dimension dy sur @p fixe point par point sous l'action de I, et tel que M, /N, soit
de poids de Hodge—Tate strictement positifs. Alors il existe un facteur direct N C M de
rang dy fixe point par point sous I’action de I,,.

Démonstration. C’est un cas particulier de [TU, Lemme 7.2] O

Le lemme suivant da a Kisin sera essentiel pour controler la ramification en p de
certaines extensions que nous construirons dans le dernier paragraphe de cet article.

Lemme 3.3.5. On suppose que $ une courbe affinoide et M un O(4)-module projec-
tif de rang 2 muni d’un action de Gg,. On suppose qu’il existe une fonction rigide
analytique A\ € O(M) et un ensemble Zariski dense X C ${(Q,) tels que pour tout
e X, M,=Me®, @p est cristalline de poids de Hodge-Tate {k,,0} avec k, > 1
et Deyis (M, )P=*®) £ 0. Alors pour tout x € U(Q,) tel que M,, soit de Hodge—Tate de
poids {ko,0} avec kg > 1, on a Dcris(MxO)QSZA(IO) #0.

Démonstration. Voir [Ki, Corollaire 5.15]. O

Proposition 3.3.6. On conserve les notations et hypothéses du Corollaire 3.3.2. On sup-
pose que i C H* avec o € Q. On suppose en outre que il est purement de dimension 2
et qu’il contient un point algébrique.

(i) La restriction de py a Gg, agit de fagon non ramifiée sur une droite de F(0)* et
avec la valeur propre de Frobenius égale a Ay (Uy).

(ii) Pour tout O(U)-réseau L de rang 4 stable par Gg, il existe un ensemble Zariski dense
XY C il(@p) de points arithmétiques tels que pour tout x € X, la semi-simplification
L¥ de Ly =L ®; Qp est isomorphe a pr, , avec F, la forme modulaire de Siegel
classique F, de niveau K N I,, et poids k,, = (k1,4, ka,z) associée & A\, = x o Ay.

(iii) Il existe un ensemble Zariski dense X de points algébriques tels que pour tout
x € X, la restriction de L3 est cristalline. Ses poids de Hodge—Tate sont contenus
dans {0,k2 4 — 2,k1,5 — 1, k1,2 + koo — 3} et les valeurs propres de ¢ agissant sur
Deyis (L) sont

{’VO(:E)7 st (x)pklz_2> Y1 (x)—lpk1,1—17 Vo(m)_lpklym-i_klm_e’}?
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Y0, € O(Y) étant définie par vo = Ay(Up) et 1 = Au(U1) u(Up)~t. En part-
iculier, les pentes du polygones de Newton sont {0,ke o, —2+ o, k1,5, — 1 —a, k1 5 +
k2. — 3}.

Démonstration. Soit L un O(U)-réseau stable de la représentation pg. On peut le
supposer projectif (de rang 4) quitte & restreindre 4. Par ailleurs, comme i est purement
de dimension 2 et contient un point algébrique, il contient un ensemble Zariski dense de
points algébriques et donc de points classiques X d’apres le Théoreme 2.4.10. Le point
(ii) est alors une conséquence directe de la propriété de Ay du Théoréme 2.4.14 et des
définitions de py et pp, p. Pour montrer le point (iii), d’apres le Lemme 2.4.17, il suffit
de remplacer X par son sous-ensemble des points se projetant sur des poids algébriques
dominants suffisament réguliers. Pour tout x € X, par le Lemme 2.4.17, F, est donc
la p-stabilisation d’une forme de Siegel G, de niveau premier a p. La représentation
pPG..p = PF,p €St donc cristalline en p et le polynéme caractéristique de @ agissant sur
Deris(pr, p) vaut Ag, (P,(X)). Enfin, le point (i) résulte du point (iii) et du Lemme 3.3.4.

O

La preuve du corollaire suivant est immédiate (voir par exemple la Proposition 3.2
de [U1)).

Corollaire 3.3.7. On garde les hypothéses de la proposition précédente. La représen-
tation py admet deux ou quatre poids de Hodge-Tate—Sen. Elle en admet deux (respec-
tivement quatre) si et seulement si pour au moins un point arithmétique x € 4(Q,) (et en
fait pour tous), la spécialisation arithmétique py; , admet deux (respectivement quatre)
poids de Hodge—Tate.

3.3.8. Rappels sur les familles de Hida—Coleman et leur représentations galoisiennes

Nous supposerons que le lecteur est familié de cette théorie. Le but de ce paragraphe
est de préciser les notations et conventions que nous utilisons. Nous renvoyons le lecteur
aux articles de Hida, Coleman et Mazur pour de plus amples détails.

Soit N un entier positif premier a p. Rappelons qu’on peut définir des opérateurs de
Hecke U, = It (Np) diag(1,p)I1 (Np) et T(q) = It (Np) diag(1, ¢) 1 (Np) pour tout g pre-
mier & Np et avec I'1 (Np) le sous-groupe de SLo(Z) des matrices unipotentes supérieures
modulo Np. Notons By, I’algebre de Hecke abstraite engendrée sur Z par ces opérateurs.

Coleman et Mazur ont construit dans [CM] une courbe €p au dessus de X3
paramétrisant les formes modulaires propres surconvergentes de pentes finies et de niveau
N. A vrai dire, leur construction est écrite seulement pour N = 1. Mais elle se généralise
a n’importe quel niveau mutatis mutandis si on remplace « formes modulaires propres
surconvergentes de pentes finies » par systémes de valeurs propres de Hecke pour By,
agissant sur ’espace des formes surconvergentes de pentes finies. En d’autres termes, €y
est une courbe muni d’un morphisme localement fini w : €y — X; munis d’un systeme
de fonctions analytique a(n) pour n premier & N tels que pour tout point x € €5 (C,)
il existe un entier r et une forme modulaire surconvergente g de niveau Np" et poids
w(x) tels que U,.g = a(p)(z) - g et T(q).g = a(q)(x) - g pour tout nombre premier ¢
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ne divisant pas Np. Pour une telle forme, on notera aussi a(p,g) la valeur propre de
Popérateur d’Atkin U,. Il existe également pour tout x € €, un caractere de Dirichlet
Xz de niveau Np défini par x.(q) = [a(¢)*(z) — a(¢?)(z)]w(z)(¢)~! pour tout nombre
premier g premier a Np. Il est aisé de vérifier que x — X, est un morphisme localement
constant.

Pour tout affinoide 4 C &y, on dit 4 est une famille de Hida—Coleman de formes modu-
laires surconvergentes de pente « et nebentypus x si respectivement x +— Valp(a(p) (x)) et
x > X sont des fonctions constantes valant respectivement a et x sur (C,). A une telle
forme, on peut associer une forme O(4)-adique primitive® surconvergente. Elle admet un
développement de Fourier :

G=Gy= Z a(n,G)q"
n=1

tel que a(1,G) =1 et a(gq, G) la valeur propre de T'(¢) pour tout premier ¢ # p et a(p, G)
la valeur propre de Up,. A une telle famille, on peut associer une famille de représentations
galoisiennes pg & valeurs dans GLo(F(U)) qui sont non ramifiées hors de Np et telles
que pour tout ¢ ne divisant pas Np, on ait :

det(1 — Xpg(Froby)) = X2 — a(4,G)X + £~ x(Dw(l).

Pour tout entier k, notons [k] le caractére (ou poids) de G, défini par [k](z) = z*.

Alors pour tout point algébrique x tel que w(z) = [k] avec k un entier supérieur & 2,
strictement plus grand que « + 1 et tel que x|z/pz)x = w®, la spécialisation de pg au
point x est cristalline en p et le polynome caractéristique du Frobenius @ agissant sur
le module filtré correspondant vaut X2 — a(p)(z)X + xw *(p)p*~! et en particulier les
pentes de celui-ci sont 0 et .

3.3.9. Familles endoscopiques

Soit o un nombre rationel positif ou nul et U C H un sous-domaine affinoide de la
courbe de Hecke semi-ordinaire. Nous dirons que U est globalement endoscopique s’il
existe un ensemble X C U(C,) Zariski dense de points algébriques T tel que pour tout
x € X, le caractere de ’algebre de Hecke correspondant A, : Ry, — C, est associé a une
représentation endoscopique ;. On a le théoréeme suivant.

Théoréme 3.3.10. Soit U C H* une famille globalement endoscopique de formes semi-
ordinaires comme ci-dessus telle que la représentation galoisienne pg; posséde quatre poids
de Hodge—Tate—Sen. On suppose en outre qu’il existe un caractére de Dirichlet ygi tel
que wy, Soit associé a xq pour tout x appartenant a I’ensemble X' introduit au § 3.3.9.

Alors il existe des familles de Hida—Coleman $1; et s de nebentypus xs de la courbe
de Hecke de Coleman—Mazur et un morphisme j = (j1,j2) de U dans ; x $ly tels que
les conditions suivantes soient satisfaites.

* Clest a dire que la spécialisation en un point algébrique de poids &k > Sup{2,a + 1} de ce
développement de Fourier est celui d’une forme primitive au sens classique.

1 On pourrait remplacer « algébrique » par « arithmétique ».
1 xa désigne alors le caractére de Dirichlet vérifiant Agy(Se) = wiwa(£2)€ x5 (£).
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(i) On a le diagramme commutatif suivant :

% J=(j1,J2) 6y X Uy

| e

}:24).%1XX1

avec wy (K1, ko) = K1ka-[—2] et wa(k1, k2) = K1k, ' -[2] pour tout (k1, k2) € Xa(C,)
ol pour tout entier n, [n] désigne le caractére x — x™.

ii) Pour tout x € et tout nombre premier ¢ ne divisant pas Np, on a
i) Pour tout z € (C,) et tout nomb ier { ne divisant pas N

Ao (Qe(X)) = (X* = a(f) (j1(2)) X + ™ wy (@) (O)xw(€))
X (X2 = k2 (2) ()02 a(0)(j2(2)) X + € w3wa () (O)xw(0))

et
Az(Uo) = a(p)(j1(x)) et Az(Ur) = a(p)(j2()) - a(p)(j1(z)).

(iii) 44 est ordinaire (i.e. de pente 0) et Ly est de pente «.

(iv) Soit p; pour i =1 et 2, la représentation galoisienne associée & la famille de Hida—
Coleman ;. Alors

kg 06).

tr(pg) = j*(tr(p1) + tr(p2) - €
Démonstration. Soit X' C 2(C,) un ensemble de points algébriques endoscopiques.
Pour tout z € X, soit m, la représentation automorphe endoscopique associée a A,
de poids (ki1 4,k24). Par nos hypotheses et un argument élémentaire sur les poids de
Hodge-Tate, pour chaque = € X, il existe des formes modulaires f; , et fs, de poids
lig=kigt+hkes—2etlo, =k ,—koy+2 telles que

tr(pg.r.) = tr(pp ) + e 2tr(py, ) (3.3.10.a)

ou ¢ désigne le caractere cyclotomique et ou on note p; la représentation galoisienne
p-adique associée a une forme elliptique propre f par Deligne. Comme z est algébrique,
7, est non ramifiée en p et p, , est cristalline. On en déduit que les représentations py, ,
sont cristallines et donc que les formes f; ;, peuvent étre choisies de niveau premier a p.
En particulier, en comparant les valeurs propres de Frobenius agissant sur les modules
filtrés des représentations p-adiques py, , et p, ., on voit que I'on peut remplacer fi .
(respectivement fs ,) par une forme p-stabilisée g1 , de pente 0 (respectivement g, , de
pente «). De plus, on a

)\I(UO) = a(pv gl,az) et )\Ul,:b = a(p7 92,z - a(pv gl,x))~ (3310b)

Par ailleurs, en examinant les représentations locales en des premiers ¢ divisant N, le
conducteur de la famille 2, il apparait clairement que les niveaux modérés des formes g; ,
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et g2, sont bornés indépendement de z € X' (i.e. par le conducteur (modéré) d’Artin
de la représentation pg et donc par une puissance de N). Soit 91 C X; un affinoide
contenant tous les poids [l1 ;] et soir M une puissance de N bornant le niveau modéré
des formes ¢ 5. Puisqu’il existe un nombre fini de composantes irréductibles de pente 0
dans €3 xx, D1 (voir [CM)), on en déduit qu'il existe Uy C €y X5, YD1 tel que pour un
sous-ensemble X’ de X les formes (g1 4 )zex correspondent & des points de ;. On peut
faire de méme pour les formes gy , et obtenir o C X; et une famille de Hida—Coleman
Uy C &pr Xx, P2 de pente o contenant tous les points correspondant aux formes go , pour
x dans un sous-ensemble X" C X’ Zariski dense. On déduit de (3.3.10.a) et (3.3.10.b),
que la relation du (ii) est vrai pour & dans un ensemble Zariski dense X" de points de 0.

Considérons le morphisme (x1, fg) = (w1, ws) := (k1k2-[—2], k1ky *-[2]). On considere
le morphisme A; de

A, x9, = (Bup @ O(D1)) @ (Barp © O(2))

dans O(U) défini par

2j(Qe(X)) = (X2 = T(O)X + ¢ w1 (£)xu(0))
® (X2 — ka(OL2T ()X + £ 5K3wo (O xw(f)).  (3.3.10.¢)

Soit J le noyau du morphisme canonique de Ag), xg, dans O(i;) ® O(Usy). Pout T € J,
Ay 40, (T) = 0 modulo 'idéal maximal définissant = pour tout € X" d’apres le para-
graphe précédent. On en déduit que A;(T) = 0 et que A; définit un morphisme d’espace
affinoide de U dans 4l; x s. Les points (i), (ii), (iil) et (iv) découlent immédiatemment
de notre construction. O

3.3.11. Irréductibilité générique

Avant dénoncer le résultat réciproque de la proposition précédente, nous introduisons
une définition. Un poids (ki, ko) sera dit tres régulier si k; — 3 > ko > 0. Un point
z € $H(C,) sera dit algébrique tres régulier si sa projection sur X2(C,) est un poids
algébrique tres régulier. On a alors le théoréeme d’irréductibilité suivant.

Théoréme 3.3.12. Supposons p impair. Soit L C $ un sous-domaine affinoide purement
de dimension* deux contenant un point algébrique de poids (ki1,ks) tel que p—1 ne
divise pas k1 + ko — 3. Supposons que la représentation galoisienne ps soit la somme de
deux représentations de dimension 2 de méme déterminant dont I'une est irréductible et
contient le poids de Hodge—Tate 0. Alors la famille 4 est globalement endoscopique.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 3.3.6, du Corol-
laire 3.3.2 et du Théoreme 3.2.9. Puisque i est de dimension 2, il contient des points
classiques de poids tres réguliers. Cela permet d’écarter la possibilité d’avoir une famille
globalement CAP. En effet une représentation 7 de poids trés régulier n’est pas CAP

* On peut remplacer cette hypothese par la suivante : « 4l contient un ensemble Zariski dense de points
classiques et un point classique de poids tres régulier ».
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(voir par exemple la Proposition 3.3 de [U1]). Soit X' I'ensemble des points classiques
tres régulier de la famille . 11 est Zariski dense et par notre hypothese, la remarque ci-
dessus et le Théoreme 3.2.9, les points de X' sont endoscopiques. Noter que les hypotheses
du Théoreme 3.2.9 sont remplies pour n’importe quel point de Y. En effet, la condition
que p — 1 ne divise pas ki + ks — 3 entraine que la sous-representation de dimension 2 con-
tenant le poids de Hodge—Tate 0 est ordinaire et p-distinguée et I’hypothese sur I'égalité
des determinants assure que les deux représentations de dimension 2 sont impaires. [J

4. Groupes de Selmer

4.1. Enoncé des résultats

Rappelons qu’'un groupe de Selmer est un sous-groupe d’un groupe de cohomologie
galoisienne défini par des conditions locales. Avant d’énoncer les résultats principaux de
cette section, nous commencgons par rappeler la description de Bloch—-Kato des groupes
de Selmer. Dans le paragraphe qui suit, nous appliquerons la construction des familles
p-adiques semi-ordinaires aux formes de Saito-Kurokawa convenablement p-stabilisées.

4.1.1. Généralités

Soit K un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle £. On note Gg
son groupe de Galois absolu et Ix C G le sous-groupe d’inertie de G . Pour toute
représentation V de Gk, on note H*(K,V) := H*(Gk,V).

Soient V et V' des représentations sur un corps p-adique L de G telles que 'on ait
une suite exacte

0>V =V - L—=0.

L’image de 1 € L par le morphisme de connexion L = H°(K, L) — H'(K, V) définit une
classe cy dans H' (G, V). Sil # p, on note H (K, V) le noyau du morphisme de restric-
tion de H(K,V) dans H'(Ix, V). Si V est non ramifiée, ¢y € Hjlc (K, V) si et seulement
si V/ est non ramifiée. On pose également H!(K,V) =0et H)(K,V) = H'(K,V).Si{ =
p et que V est cristalline, alors ¢y a une image triviale dans H'(Gg,, V ® Beyis) (respec-
tivement dans H'(Gg,,V ® Bar)) si et seulement si V” est cristalline (respectivement de
de Rham). Suivant Bloch-Kato, pour toute représentation V', on note donc H} (Qp, V)
(respectivement H}(Q,, V), H}(Q,,V)) le noyau du morphisme de H'(Gg,,V) dans
HY(Q,,V ® Beis) (respectivement H'(Q,,V ® B2Z1), HY(Qp, V ® Bar))-

4.1.2. Soit f une forme modulaire de poids 2m > 2 et de niveau Np et caractere trivial.
Soit L une extension de @Q, contenant les coefficients de Fourier de f et soit (py, Vy) la
représentation galoisienne p-adique associee a f sur le L-vectoriel V;. Rappelons qu’elle
est non ramifiée en dehors des premiers divisant Np et que le polyndéme caractéristique
de tout Frobenius géométrique Frob, est donné par le polynome de Hecke en ¢ :

X? —alq, )X +¢m .
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On note g et By les racines de ce dernier. On suppose que N = Nop® avec i valant 0 ou
1 et que f est ordinaire en p, c’est a dire :

la(p, f)lp = 1. (Ord p)

Remarquons que si p | N, la condition sur le nebentypus impose que la représentation
locale de GL2(Q,) de la representation cuspidale de GL2(A) engendrée par f est de type
spéciale et dans ce cas, on a a, = a, = £1.

La représentation galoisienne restreinte au sous-groupe D), est donc ordinaire :

1 *
pf|1p ~ 0 El—2m

et laction de Frob, sur la droite non ramifiée est la multiplication par a,. Sip | N la
représentation est ordinaire non cristalline.

Pour tout entier n € Z, on considere dans ce qui suit le groupe de Selmer défini par
Bloch-Kato :

H}(Q,Vf(n)) = Ker ( (Q7Vf ) — @ H HQe, V¢ N)))

(Qe, Vi (n))
Le lemme suivant montre que lorsque n < m, seule la condition locale en p est pertinente.

Lemme 4.1.3. Soit m’ un entier naturel. Pour tout nombre premier ¢, on a

H}(Qg, Vi(m')) = H;(Qg, Vi(m')) (respectivement H}(Qg7 Vi(m')) = HX(Qq, Vi(m')))
sim’ < m (respectivement si m’ = m).

Démonstration. Soit V = V;(m'). Comme V*(1) = V;(2m — m/), le résultat pour
m’ < m résulte de celui de m’ > m par dualité de Tate locale. On traite donc seulement
le cas m’ > m. Posons

P(V.X) = det(1 — X.Froby | VI¢) sil #p,
7 ldet(1 — X.® | Dyis(V)) sil=p

Sif=p,ona P(V,X)=(1- app’m/X)(l — Bpp~™ X) si N premier a p et P(V,X) =
1-— app_m/X si f de poids 2 et ¢ =1 (de type Steinberg en p). Comme «,, et (, sont de
normes p /2 on voit dans tous les cas que P(V,1) # 0. Donc Deyis (Vi (m/))?=! = 0 et
d’apres le Corollaire 3.8.4 de [BK], on en déduit que

He (Qp, Vi (m')) = Hp(Qp, Vy(m)).

Sil #p, P(V,X) = (1 —a ™ X)(1— "™ X) si ¢ premier & N. D’aprés la
compatibilité de ps avec la correspondance de Langlands locale démontrée par Carayol,
on a P(V,X) = 1 si la representation locale associée a f en ¢ est une série principale
ramifiée ou supercuspidale. Si f est de type Steinberg en ¢, on a a; = ¢f™ ! avec ¢ = +1
et P(V,X)=1- e0™=m'=1 Dans chaque cas, on voit encore que P(V,1) # 0, ce qui
entraine que H(Q, V') = 0 par le Théoreme 4.1 (i) de [BK]. O

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

Sur les déformations p-adiques de certaines représentations automorphes 687

Le résultat principal de ce travail est le théoreme suivant.

Théoréme 4.1.4. Soit f comme ci-dessus de poids 2m > 2 et niveau N et soit p un
nombre premier impair satisfaisant (Ordp). Alors si ey = —1, on a

dim H}(Q, Vy(m)) > 1.

4.1.5. Remarques

(i) Le cas p = 2 est exclus & cause des Théoremes 3.2.9 et 3.3.12 dans lesquels on
n’est assuré de la modularité de certaines représentations galoisiennes de dimension
deux par des arguments a la Taylor—Wiles ou Skinner—Wiles seulement lorsque p est
différent de 2. Tout le reste des arguments conduisant a la preuve du Théoreme 4.1.4
ne nécessite pas que p soit impair.

(ii) L’Hypotheése (Ordp) est nécessaire pour que lon soit en mesure d’appliquer le
théoreme d’existence des familles semi-ordinaires. On pourrait certainement s’en
passer en utilisant la méthode de Stevens de constructions de familles p-adiques.

(iii) La condition sur le signe est incontournable car elle assure l’existence d’une forme de
Saito—-Kurokawa holomorphe. Cette hypothese se retrouve également dans la these
de Bellaiche sur l’existence de certaines formes non tempérées pour un groupe
unitaire defini & trois variables [Be]. Harder semble avoir été le premier & avoir
remarqué l'importance de cette condition sur le signe pour ce type de questions.

4.1.6. Cas d’une courbe elliptique

A titre d’exemple, on peut considérer le cas d’une courbe elliptique E sur Q ayant
réduction (bonne ou semi-stable) ordinaire en un nombre premier p impair. Dans ce cas,
le groupe de Selmer Selg(E), en p a une interprétation plus concréte dans la mesure ol
il s’insere dans la suite exacte bien connue suivante :

0— E(Q)®Qy/Z, — Selg(E), — W(E), — 0.

Corollaire 4.1.7. Si L(FE, s) s’annule avec un ordre impair en s = 1, alors Selg(E), est
infini.

Démonstration. Cela résulte du Théoreme 4.1.4 et de la modularité de E par [ BCDT].
O

4.1.8. Remarques

Lorsque l'ordre d’annulation est 1, rappelons que Gross et Zagier ont démontré que
le rang de E(Q) est 1 et donc notre résultat est une conséquence de leur théoreme. Ce
corollaire résulte aussi de la conjecture de parité démontrée par Nekovdr [Ne].

4.2. Déformation des formes Saito—Kurokawa

Les propositions suivantes constituent le point de départ de la construction d’extensions
qui conduit au théoreme principal de ce travail.
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4.2.1. On reprend les hypotheses et notations du § 1.3. Soit o la représentation cuspidale
de GLy(A) associée & une forme modulaire f de poids 2k —2 et conducteur N. On suppose
que 5 = €,(4) = —1. On choisit Ko C GSp,(A}) tel que m = SK(o) admet des vecteurs
invariant par Ky et tel que (Kp)¢ = Ay pour tout ¢ divisant exactement N (i.e. ¢ divise
N mais ne divise pas N/?).

Proposition 4.2.2. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Soit « 'une des
racines du polynéme de Hecke X2 — a(p, f)X + p?*=2 de f en p. Alors il existe une
forme de modulaire de Siegel holomorphe SK,(f) de poids (k, k) et niveau Ky.I tel que
LNP(SK,(f),s) = ¢NP(s — k+ 1)(NP(s — k + 2)LNP(f, s) et

SKa(f) | Uop = aSKy(f),
SKa(f) | Urp = ap" 2 SKa(f),

et dont la forme adélique correspondante engendre sous 'action de G(A) la représen-
tation SK(o).

Démonstration. Soit 7 = SK(o) et 7, la représentation locale sphérique en p. C’est
le quotient de Langlands L(V1/2X x /2y =1 % V’l/z) avec x le caractere non ramifié
unitaire de Q5 tel que x(p) = ap3/2=F . Soit 1q1,, la représentation triviale de GLa(Q,).
Par les Lemmes 3.3 et 3.7 de [ST], on a donc m, = (x o det ®1gr,) x x~'. Soit I le
sous-groupe d’Iwahori de GSp,(Q,). On a

G(Qp) = |_| P(Qp)wl avec W' = {id, sq, 5951, 525152}
weW?P

(voir le début de l'article pour la définition de s; et s3). Pour w € WP, soit f, €
((xodet ®1gr,) x x 1! tel fu,(w) =1 et fi,(w') =0 pour w # w'. Ces quatre éléments
forment une base B dans laquelle on ordonne les f,, selon l'ordre croissant pour la
longueur de w € W¥. Soit t = [a,b;c] € T(Qp)\T(Zy) tel que 0 > 2v,(a) > 2v,(b) >
vp(c). Un simple calcul montre que la matrice de laction de l'opérateur de Hecke u; =
I.t.I sur ((xodet®lgr,) X x~1)! est triangulaire inférieure dans la base B et les valeurs
propres ordonnées dans I'ordre croissant pour la longueur de w € W données par

aw = (x®x@x pp(wtw™) 11 61)],"
9 R+Nw—1(R+)

= (x @ x® X (wtw H|a¥ " (1)t

avec les notations précisées au début de 'article. Lorsque ¢ est régulier, ces valeur propres
sont distinctes et puisque les opérateurs u; commutent, ils sont simultanément diagonal-
isables. Pour w = id, il existe donc un vecteur propre pour les u; avec ¢t ayant comme
valeurs propres x(p)p*/? et x(p)p°/? respectivement pour t = [1,1;p] et t = [1,p; p?] .
Soit F, la forme automorphe correspondante de 7/%”. On obtient les valeurs propres
correspondantes pour les opérateurs agissant sur les formes classiques en multipliant par
lva(t)]5~3. On obtient donc respectivement o et c.pF~2. O

Si f est ordinaire en p, on notera SK,,(f) la forme SK, (f) avec a la racine du polynéme
de Hecke de valuation p-adique nulle.
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4.2.3. Familles de Hida

Soit F une famille de Hida primitive normalisée de niveau modéré Ny et de
g-développement F =3 a(n,F)q" € I[g] avec I une extension finie normale de
Ay 2 Z,[T]. On suppose que F est de nebentypus ex de niveau p i.e. ex = w?® avec a
un entier et w désignant le caractere de Teichmiiller.

Elle vérifie la propriété que pour tout idéal P C I tel que PN A; = (1+T —uF) (avec
k > 2) la réduction de F modulo P est le g-développement d’une forme propre fj de
poids k, niveau Nyp et nebentypus w?*~*. De plus f;, est nouvelle en Ny et normalisée
(i.e. a(l, fr) = 1).

Soit Ky le corps des fractions de I. Notons py la représentation galoisienne a valeurs
dans GLy(Ky) associée & la famille F ; on notera Vi le Ky vectoriel muni de I’action
de Gg correspondante. Cette représentation est non ramifiée hors de Np et pour tout
q 1 Nop, on a* :

det(X.1d —pr(Frob,)) = X2 — a(q, F)X + w**(¢){q) 1"

De plus, cette représentation est ordinaire en p. C’est a dire que 1’on a :

| 1 *
P 0 w2el(e);t)’

Pour tout premier ¢ divisant Ny le niveau modéré de F, on pose o4(F) la représentation
lisse irréductible de GL2(Q,) asssociée a la restriction de pr & un sous-groupe de
décomposition en gq.

On a trois possibilités.

(1) (Spéciale.) q|| Ny et o¢(F) = £ ® Star, avec § le caractere quadratique non ramifié
tel que &(q) = a(g, F)g~ ()7

(ii) (Série principale ramifiée.) v,(No) > 1 et pr|p, est réductible isomorphe a
e e e Y
avec £ un caractére d’ordre fini. On a 0,(F) = (§ x £ ® <l/>}/2.

(iii) (Supercuspidale.) v4(No) > 1 et pr|p, = po ® <5>}/2 avec po irréductible d’image
finie. Alors 04(F) = o(po) @ <1/>}/2 avec o(po) la représentation cuspidale associée
a po par la correspondance de Langlands locale.
Dans chaque cas, on peut écrire o,(F) = op(F) @ (|det |q>}/2 avec of(F) une
représentation lisse unitaire irréductible. On voit également sans difficultés que la
spécialisation en poids k de o4(F) s’identifie & la représentation locale en ¢ de o(f%).

* Voir §2.4.1 pour la notation () r
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4.2.4. Familles de formes de Saito—Kurokawa

Etant donnée une famille de Hida comme ci-dessus, on peut vérifier aisément que
le signe €5, pour f; une forme de poids 2k — 2 intervenant dans la famille avec k£ =
a mod p—1 est constant. On le note 5. Sous I’hypothese que ey = —1, on peut construire
une famille p-adique de formes de Saito-Kurokawa. On fixe Ky un sous-groupe ouvert
compact de G(Ay) tel que SK,(fx) soit de niveau Ky.I pour tout k.

Soit Xy l'espace rigide analytique tel que X;(C,) = Homeont(I,C,). On a un mor-
phisme canonique d’espace rigide w7 : X7 — X%® induit par I'extension A; < I avec X3¢
la composante connexe de X; contenant le caractéere w?®. On note aussi

a+1l,a+1 ~ Ara+1 a+1
xe o o+l xo

la composante connexe contenant (w“+1,w“+1).

Proposition 4.2.5. On garde les hypotheses et notations précédentes. Il existe une
immersion fermée /\’}’SK de X1 dans ' = 9 X3 3! d’image notée Di1,sk telle que le
diagramme suivant soit commutatif :

A\
:*:I I,SK 57)1

4

x%a A Xq
ot A'/2 est le plongement X2¢ — X310t ¢ %, défini par AV2(2k — 2) = (k, k). Le
morphisme de \f sk de O(H') — I = O(X1) est défini par :

Arsk (Qq(X)) = (X — (@) (X — ()7 ¢ (X2 — a(q. F)X + q(g) 10%(q))

pour ¢ # p, Arsk(Uo) = ap(F) et Arsk(U1) = p.ap(F). De plus la représentation
SKn (F) définie par

SKn(F) == R) SK(02(F)) @ (Jvele)y”

q|No

appartient & IIn(Dr,sk)-

Démonstration. Soit k£ un entier congru a 2a¢ modulo p — 1. En posant &k, := k +
(p — 1)p™, on peut trouver Py, € Xy tels que f,, = F mod Py, forment une famille de
formes modulaires ordinaires de poids 2k,, — 2, niveau Nyp, conducteur Ny et nebentypus
trivial. Le morphisme A'/2 est induit sur les Cp-points par le morphisme qui associe a
¢ € Hom(Z),CX) le caractere de Ty (Zy) défini par diag(t1,t2) — ¥(t1ta)'/2(t1t2)/>.
Soit I le noyau du morphisme de I’algebre de Hecke abstraite Ry, = Rnp[Uo, U1] dans
Ag1. Soit A le morphisme de Ry, dans I défini par la relation

AMQq(X)) = (X — (@)X — ()¢ )(X? — alq, F)X + (g)q)
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pour g premier & Np et A(Up) = a(p,F) et A(U1) = p.a(p, F). On doit démontrer que
A(I) = 0. Soit T une relation dans I. Par Pexistence de SK,(f%, ) de la Proposition 4.2.2,
on sait que A(T) = 0 mod Py, . Comme ceci est vrai pour tout n et que les P sont
denses dans Xy, on en déduit que A\(I) = 0. Rappelons que 'action de U; sur les formes
p-adiques est normalisée différemment que dans la Proposition 4.2.2. C’est & dire que
I’on a ici

Ur.SKp(fr,) = P> 7% - SKp (i )k U = p - alp, fr.,) - SKp(f, )-

Montrons maintenant le dernier point de la proposition. Par le Théoreme 2.4.19 et la
Proposition 4.2.2, il existe, pour chaque entier n, une représentation irréductible 7(n) €
ITn(D1,sk) ayant une spécialisation en Py, se surjectant sur SK(o(fg, )n). Comme ce
dernier ensemble est fini, il existe un ensemble infini S d’entiers n tel que la representation
m = m(n) est indépendant de n € S et tel que m mod Py, est irréductible donc isomorphe
a SK(o(fk,)n) pour tout n € S. Le caractére de 7 est donc congru au caractere de
SKn(F) modulo Py, pour tout n € S. Ils sont donc égaux puisque S est infini et on a
7w = SKy (F). O

4.2.6. D’apres le Théoreme 2.4.19, il existe une composante irréductible Z de $' con-
tenant Yr sk et une représentation locale 7 € Iy (Z) contenant un réseau L de I'espace
de my tel que 'on ait un morphisme surjectif

L ®xgc; K1 — SKn(F) = SKn (" (F)) @ (v) 1. (4.2.6.a)

Théoréme 4.2.7. La famille Z n’est pas globalement de type endoscopique. De plus,
tout point classique de x € Z(C,) correspond & un paquet de représentation(s) cuspi-
dale(s) stable(s) de G(A).

Démonstration. Soit 4 C Z un sous-domaine affinoide de dimension deux contenant
des points algébriques et s’intersectant non trivialement avec la composante de Saito—
Kurokawa 27 sk.

Par le point (i) du Théoréme 3.1.4 et la Proposition 3.3.6, il suffit donc de démontrer
que la famille de représentations galoisiennes py pour tout affinoide ${ C C contenant le
point algébrique xz; admet quatre poids de Hodge—Tate—Sen. Soit xg de poids (I,) un
point algébrique de l'intersection de N sk. La représentation spécialisée en 2y admet
les quatre poids de Hodge-Tate {0,1—2,1—1, 2] —3}. En particulier, la stabilité des points
classiques de la composante Z résulte de leur non endoscopie et de la Remarque 3.1.5.

Il nous reste & prouver que Z n’est pas globalement endoscopique. On démontre ce
résultat par contradiction. Supposons donc que Z soit endoscopique. Il en sera de méme
de U et puisque py admet quatre poids de Hodge—Tate—Sen, on est donc en mesure
d’appliquer le Théoreme 3.3.10. Par conséquent, il existe deux familles de Hida—Coleman
i et Y’ de pentes respectives 0 et 1 et un morphisme j de U dans 4 x Y’ satisfaisant les
propriétés du Théoreme 3.3.10. Notons G et G’ les formes O(4)-adique et O(')-adique
correspondantes.
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Soient o/ (G) et oy (G") les représentations locales en g | Ny associées aux familles G' et
G' comme dans le §4.2.3. On va montrer que pour tout ¢ | No, o/ (G') n’est pas spéciale.
En effet, si tel était le cas, d’apres les Lemmes 1.2.8 et 1.2.10, la composante locale
7 de chaque representation semi-locale mn € ITn (), devrait étre d’un des types (i),
(ii) ou (iii) du Lemme 1.2.10. Pour obtenir cette assertion «en famille », on applique un
raisonnement semblable & celui de la fin de la preuve de la Proposition 4.2.5. Cependant,
par la condition (4.2.6.a) sur Z, il existe un O(Y)-réseau dans wy dont la spécialisation en
xo est une représentation mx (o) qui se surjecte sur SK(on(f)) pour f une forme modu-
laire ordinaire de poids 2ky — 2 intervenant dans la famille F. En particulier, SK(o4(f))
est un quotient de la spécialisation m4(x¢) d'un O(U)-réseau stable de 7, en zq. Or celle-
ci doit étre du type (i), (ii) et (iii) du Lemme 1.2.10 et donc ne posséde pas de quotient
isomorphe & SK(o,4(f)). On obtient donc une contradiction.

Par conséquent o (G’) n'est pas spéciale et la représentation galoisienne locale pg/|p,
a une monodromie triviale.

Soit (yo,yp) V'image de zo par le morphisme j : U — 4 x . Alors, yo est un point
classique ordinaire de poids 21 — 2. Si gg est la forme elliptique ordinaire correspondante,
xo n’est autre que le point corespondant & la forme de Saito—Kurokawa semi-ordinaire
SK,(g0). Le point y, € LW (C,) est de poids 2 et la spécialisation de pg en ¥, donne
une représentation dont la semi-simplication est isomorphe & 1 @ £~!. Puisque pg est
absolument irréductible (par exemple en considérant une spécialisation en un point clas-
sique de Y’ de poids plus grand que 2 car la pente de G vaut 1), il existe un O(0)-réseau
stable £ dont la spécialisation, en yf, fournit une extension W non scindée de e~1 par 1
définissant une classe ¢ dans H'(Q, Q,(1)). Cette classe est non ramifiée en hors de Ny et
également en les premiers divisant Ny puisque la monodromie de pgs est triviale en tous
les premiers ¢ divisant Ny. En fait, 'extension définissant cette classe qui est ordinaire
donc semi-stable doit également étre cristalline. Cela résulte du Lemme 3.3.5 du a Kisin
en prenant A = a(p, G) € O(Y) qui montre que Deis(W)P=P # 0 puisque

a(p, G)(yp) = p-a(p, go)/a(p, 90) = p

(d’apres la propriété (i) du Théoreme 3.3.10 et le fait que z¢ corresponde a SK,(go)).
Or ceci est impossible car la théorie de Kummer nous dit que H} (Q,Q,(1)) =0.

Il est donc impossible que U soit une famille globalement endoscopique et le théoreme
est démontré. (]

4.3. Preuve du Théoréme 4.1.4

4.3.1. Soit k = m+1 > 2. On garde les notations de la section précédente avec F € I[q]
la famille de Hida se spécialisant en f pour le point zy € X1(C,) avec mr(z9) € X1(C,) =
Hom(Z),C)) défini par ¢ — ¢2572,

Soit Z D Nt sk une composante irréductible de $! contenant la composante de Saito—
Kurokawa associée & F et vérifiant les conclusions du Théoreme 4.2.7. On note tz la
pseudo représentation associée a Z.
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4.3.2. Construction d’un réseau

Soit U un ouvert affinoide de Z contenant le point xg. Par les Théoremes 4.2.7 et 3.3.12,
la représentation galoisienne pgy est absolument irréductible. Soit Py 'idéal de O(U)
correspondant au point zq et soit A le localisé complété de O(Y) en I'idéal Py. On note
encore Py I'idéal maximal de A et L le corps résiduel qui est une extension finie de Q.
Soit J C A P'ideal engendré par 'ideal de O(%0) des fonctions s’annulant sur B N Yr sk
et on pose B = A/J D I. Quitte & restreindre U, on peut supposer que J est principal
(par exemple si U NYr sk — UV est une immersion fermée réguliere).

En composant tg avec Uinclusion O(U) — A, on obtient une pseudo-représentation
t4 et une représentation irréductible ps & valeurs dans GLy4(F4) avec Fy le corps des
fractions de A (quitte & étendre les scalaire de O()). De plus,

ta modJ = tr(pr) +w(e)"Y2 + we(e) V2,
ta mod Py = tr(ps) + 7% 4275,

C’est une somme de trois traces de représentations non isomorphes deux a deux. On peut
donc trouver un élément ro € A[Gg) tel que les quantités ag = e 7% (7o) et By = 2% (1)
et les valeurs propres o, dp de ps(ro) sont deux & deux distinctes. Par le lemme de Hensel,
le polynéme caractéristique de p4(ro) admet des racines «, 3, v, 6 dans A et respective-
ment congrues a «g, Bg, Yo, 0o modulo J ; elles sont deux a deux distinctes également.
On choisit un vecteur vs de l'espace de la représentation p4 tel que pa(rg).vs = d.v5
et on considére L4 le A-module de type fini engendré par p4(r).vs lorsque r parcourt
A[Gg]. Par irreductibilité de pa, £4 est un A-réseau (i.e.ona Lo Q@ Fa = Fj). On a une
décomposition

La=La(a) DLAB) D LA(Y) B LA(S) (4.3.2.a)

ou L(a) (respectivement L£4(8),...) est le module de £ 4 sur lequel rg agit par multi-
plication par « (respectivement [, ...). Pour montrer que cette décomposition est bien
en somme directe on utilise le méme argument que dans la preuve du Théoréme 1 de [U1]
(Phypothese sur les anneaux dans [U1] d’étre de valuation discréte est superflue pour ce
point). Avant de poursuivre, remarquons que le réseau L4 n’est pas a priori libre sur A.
On doit donc localiser la construction. Soit A; la localisation de A en l'idéal premier J.
On pose L l'image de L4 ® B dans L4 ® Ay/J et Lo = L @ B/Py.B. Ils sont respec-
tivement libres de rang quatre sur B et sur L. Cela se voit en remarquant que A;/J
s’identifie a Kp le corps des fractions de B et que A; et B sont de valuation discrete.
On considere les décompositions pour Lp et Ly analogues & (4.3.2.a) :

Lp=Lp(a)® Lp(B)® Le(y) ®LB(S) et Lo=Lo(a)DLo(B) D Lo(y) D Lo(6).
De plus, on a des isomorphismes canoniques
Lp(a)®p L= Lo(a), Lp(B) @ L= Ly(B),.... (4.3.2.b)
On a naturellement une action de Gg sur Lo et Lp et de semi-simplifications respectives

(ﬂB Xp ICB)SS = K:B(wa<6>_1/2) D ’CB(wa€<E>1/2) VI Kg
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et
(ﬁo)ss = L(El_k) ) L(€2_k) D Vf.

L’image du vecteur vs dans respectivement Ly et Lp est propre de valeur propre I'image
de 0 dans respectivement B et L = A/ Py pour 'action de rg. On en déduit qu'une sous-
représentation irréductible de L£p (respectivement de L) est necessairement de rang 1
sur B (respectivement sur L) de caractere w®(e)~'/? ou w?(e)!/? (respectivement de
caractere €' =% ou £27%). De plus le quotient €5 de Lp par cette sous-representation est

nécessairement une extension non triviale (pour 'action de Gg) du type :
0— B(w*(e)"V?) 5 VI ®B =0

avec s = 0 ou 1 et sa réduction modulo Py donne une extension non triviale & de la
forme suivante

0—>LE") =& —Vy—0 (4.3.2.¢)

avec r = 2—k ou 1—k. On voit en effet que la fleche surjective de cette suite exacte induit
un isomorphisme de Lo(7) @ Lo(J) sur Vy. On conclut en se rappelant que I'image de v;
dans Ly engendre le module £y sous l’action de L[Gg]. Le méme argument s’applique
pour Lp.

L’extension &, détermine une classe cg, non triviale dans

HY(Q,Vy'(r)) = H'(Q,V;(2k — 3 +7)).

Pour terminer la démonstration, il nous reste a voir que cette classe appartient au groupe
de Selmer H}(Q,Vy(2k —3 + 7)) et que r =2 — k.

4.3.3. cg, appartient au groupe de Selmer

D’apres le Lemme 4.1.3, comme 2k —3 —r < k— 1 = m, il suffit de vérifier la condition
locale en p. Soit D4 la droite de L4 ® F4 sur laquelle le sous-groupe d’inertie en p agit
trivialement par la Proposition 3.3.6. Soit Dy I'image de D4 N L4 dans Lp. Son image
dans V;® B est non triviale puisque, par la forme de la semi-simplification de Lp, le noyau
de Lp — Vi ® B ne contient aucune droite non ramifiée. Par conséquent la projecton
de Dp dans & est une L-droite Dy non ramifiée de & qui se projete non trivialement
sur V;. Comme Vy est ordinaire de poids de Hodge-Tate 0 et 2k — 3 cela entraine que
Pextension £ est ordinaire en p au sens de Fontaine—Perrin—Riou [PR], du moins lorsque
k # 2 ou bien k = 2 et r = —1. Lorsque k = 2 et r = 0, comme la projection de Dp sur
V} est non nulle, on voit que Dy n’est pas égale a la sous representation triviale de &
et par conséquent, dimL(Sé") = 2 et & est ordinaire en p. Puisque toute représentation
ordinaire de Gg, est également semi-stable, on en déduit que

ce, € Hy(Qp, Vi(2k — 3 — 1)) = H{(Qp, V5 (2k — 3 —1)).
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434. Onar=2-k

En effet sir = 1—k, on obtient que H} (Q,Vy(k—2)) # 0. D’apres un profond théoréme
de Kato, ce groupe de Selmer est nul : voir le Théoréme 14.2 de [K]. Donc r = 2 — k.

Comme largument précédent utilise un résultat difficile, nous donnons une autre
preuve lorsque le niveau NN est sans facteur carré mais qui a l'inconvénient d’étre con-
jecturale au moment ou nous rédigeons ce travail. Elle repose en effet sur une propriété
locale des représentations galoisiennes énoncée dans la Conjecture 3.1.7.

S’il n’existe pas de quotient de £y avec une extension du type (4.3.2.c) avec r = 2 — k,
cela signifie que L(£27%) est la seule sous-représentation irréductible de Ly et qu’il existe
une sous-représentation de Ly qui soit une extension de L(e'=%) par L(s27%). Apres une
torsion a la Tate, on obtient une extension de Kummer non scindée

0—+L—=K—=LEe ) —o0. (4.3.4.a)

On va aboutir a une contradiction, comme dans la fin de la preuve du Théoreme 4.2.7.
D’apres la Conjecture 3.1.7, il est facile de voir que cette extension est non ramifiée aux
premiers ¢ divisant le niveau. On va montrer que cette extension qui est d’emblée ordi-
naire est en fait cristalline. On obtiendra donc une contradiction puisque par la théorie de
Kummer, on sait que H }(Q, Q,(1)) = 0. Pour montrer que cette extension est cristalline,
il nous faut voir que Dis(K)?=P # 0. Cela va & nouveau résulter du Lemme 3.3.5. Pour
nous mettre dans la situation de ce lemme, revenons a la représentation pgyg. On sait
par la Proposition 3.3.6 et que U est génériquement stable (par le Théoréme 4.2.7) et
sa preuve que py admet un sous-quotient de dimension 2 que l'on note p vérifiant la
propriété suivante. Pour tout point algebrique € U(C,) suffisament régulier, remar-
quons au passage que 'on peut toujours choisir la courbe affinoide U de telle sorte
qu’elle contienne un ensemble infini de tels points, la spécialisation ¢, de o en z est
cristalline de poids de Hodge-Tate (k1 — 1, k2 — 2) et tel que les valeurs propres de
& sur Deyis(0,) sont vy (z)pF2==2 41 (x) " tpFr=—1 avec v = Ay (U1)Au(Up)~!. En faisant
une torsion ( la Tate) par g — (g(g9))x,672(g) en plongeant O(X;) dans O(¥) par
O(%1) = O(%3) = O(V) ou la premiere fleche est déterminée par la seconde projection
de X5 — X1, on obtient une famille ¢/, qui se spécialise en K lorsque = = 1z et telle que
o), est cristalline de poids de Hodge-Tate (k1 , — k2.4, 0) et tel que les valeurs propres de
@ sur Deyis(0l,) sont 1 (z), v1 (x) " tpFre—F22+1 Comme 7 (z0) = p, on obtient le résultat
désiré grace au Lemme 3.3.5.

4.3.5. Remarque finale

Il résulte de la preuve ci-dessus que les extensions construites pour chaque forme dans
la famille de Hida provient de ’extension £g. On obtient donc en fait un élément dans
le groupe de Selmer I-adique H}(Q, pr @ w4 (xp)"?).

Remerciements. Nous remercions A. Abbes, P. Colmez, M. Harris, D. Ramakrishnan
et B. Roberts pour d’utiles correspondances ou conversations. Nous sommes également
reconnaissant envers le rapporteur pour les améliorations qu’il nous a fait apporter et sa
lecture attentive d’une version antérieure du manuscrit.

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

696

C. Skinner et E. Urban

Les travaux de C.S. ont été partiellement financé par la NSF et une bourse de la
fondation David et Lucile Packard. Les principaux résultats de ce travail ont été obtenus
alors que E.U. était membre du laboratoire UMR 7539 du CNRS.

Références

[Be]
[BC]

[BK]

[Bo]
[BCDT]
[CF]

[Ch

(GJ]

(GT]
[GRS]

J. BELLAICHE, Congruences endoscopiques et représentations galoisiennes, These de Doc-
torat de 1'Université d’Orsay (Janvier, 2002).

J. BELLAICHE ET G. CHENEVIER, Conjectures de Bloch—Kato et formes non-tempérée
pour U(3), preprint.

S. BLocH ET K. KATO, L-functions and Tamagawa numbers of motives, in The Grothen-
dieck Festschrift, Volume I, pp. 333-400, Progress in Mathematics, Volume 86 (Birkhauser,
Boston, MA, 1990).

N. BOURBAKI, Eléments de mathématique : groupes et algébres de Lie (Hermann, Paris,
1972).

C. BreuiL, B. CoNrAaD, F. DIAMOND ET R. TAYLOR, On the modularity of elliptic
curves over Q: wild 3-adic exercises, J. Am. Math. Soc. 14(4) (2001), 843-939.

C. CHAI ET G. FALTINGS, Degeneration of Abelian varieties, Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete (3), Volume 22 (Springer, 1990).

G. CHENEVIER, Familles p-adiques de formes automorphes pour GL,, J. Reine Angew.
Math. 570 (2004), 143-217.

R. COLEMAN, P-adic Banach spaces and families of modular forms, Invent. Math. 127
(1997), 417-479.

R. COLEMAN AND B. MAZUR, The eigencurve, in Galois representations in arithmetic
algebraic geometry (Durham, 1996), pp. 1-113, London Mathematical Society Lecture
Notes, Volume 254 (Cambridge University Press, 1998).

J.-M. FONTAINE, Représentations p-adiques semi-stables, Astérisque 223 (1994), 113—
184.

J.-M. FONTAINE ET B. PERRIN-RIOU, Autour des conjectures de Bloch et Kato : coho-
mologie galoisienne et valeurs de fonctions L, in Motives, Part 1, pp. 599-706, Proceedings
of Symposia in Pure Mathematics, Volume 55 (American Mathematical Society, Provi-
dence, RI, 1994).

S. GELBART ET H. JACQUET, A relation between automorphic representations of GL(2)
and GL(3), Annls Scient. Ec. Norm. Sup. 11(4) (1978), 471-542.

A. GENESTIER ET J. TILOUINE, Systéme de Taylor—Wiles pour GSp,, preprint (2004).
D. GINZBURG, S. RALLIS ET D. SOUDRY, Periods, poles of L-functions and symplectic-
orthogonal theta lifts, J. Reine Angew. Math. 487 (1997), 85-114.

R. GREENBERG, On the Birch and Swinnerton-Dyer conjecture, Invent. Math. 72(2)
(1983), 241-265.

G. HARDER, Fisensteinkohomologie und die Konstruktion gemischter Motive, Lecture
Notes in Mathematics, Volume 1562 (Springer, 1993).

M. HARRIS, Functorial properties of toroidal compactifications of locally symmetric vari-
eties, Proc. Lond. Math. Soc. 59(1) (1989), 1-22.

G. HENNIART, Représentations I-adiques abéliennes, dans Séminaire de Théorie des Nom-
bres, Paris 1980-1981, pp. 107126, Progress in Mathematics, Volume 22 (Birkh&auser,
Boston, MA, 1982).

H. Hipa, Control theorems for coherent sheaves on Shimura varieties of PEL-type, J.
Inst. Math. Jussieu 1 (2002), 1-76.

K. KATO, p-adic Hodge theory and values of zeta functions of modular forms, Cohomolo-
gies p-adiques et applications arithmétiques, III, Astérisque 295 (2004), 117-290.

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

[Rol]
[Ro3]

[Ro2]

Sur les déformations p-adiques de certaines représentations automorphes 697

N. KA1z, Serre—Tate local moduli, Séminaire d’Orsay sur les Surfaces Algébriques, Lecture
Notes in Mathematics, Volume 868 (Springer, 1978).

M. KisiN, Overconvergent modular forms and the Fontaine-Mazur conjecture, Invent.
Math. 153 (2003), 373-454.

S. S. KubLA, On the local theta-correspondence, Invent. Math. 83(2) (1986), 229-255.
S. S. KubpLA, S. RALLIS ET D. SOUDRY, On the degree 5 L-function for Sp(2), Invent.
Math. 107 (1992), 483-541.

G. LAUMON, Fonctions zéta des variétés de Siegel de dimension trois, Astérisque 302
(2005), 1-66.

J.-S. L1, Theta lifting for unitary representations with nonzero cohomology, Duke Math.
J. 61(3) (1990), 913-937.

B. MAZUR AND A. WILES, Class fields of abelian extensions of Q, Invent. Math. 76(2)
(1984), 179-330.

D. MUMFORD, Geometric invariant theory (Springer, 1965).

J. NEKOVAR, On the parity of ranks of Selmer groups, II, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I
332(2) (2001), 99-104.

B. PERRIN-RIOU, Représentations p-adiques ordinaires, Astérisque 223 (1994), 185-220.
I. I. PIATETSKI-SHAPIRO, On the Saito—Kurokawa lifting, Invent. Math. 71 (1983), 309—
338.

I. I. PIATETSKI-SHAPIRO, Some example of automorphic forms on Sp,, Duke Math. J. 50
(1983), 55-106.

I. I. PIATETSKI-SHAPIRO, L-functions for GSp,, Olga Taussky-Todd: in memoriam, Pac.
J. Math. 181(3) (1997), 259-275.

I. I. PIATETSKI-SHAPIRO ET S. RALLIS, A new way to get Euler products, J. Reine
Angew. Math. 392 (1988), 110-124.

D. RAMAKRISHNAN, Irreducibility of ¢-adic representations associated to regular cusp
forms on GL(4)/Q, preprint (2003).

K. RIBET, A modular construction of unramified p-extensions of Q(up), Invent. Math.
34(3) (1976), 151-162.

B. ROBERTS, The theta correspondence for similitudes, Israel J. Math. 94 (1996), 285—
317.

B. ROBERTS, Tempered representations and the theta correspondence, Can. J. Math.
50(5) (1998), 1105-1118.

B. ROBERTS, The non-Archimedean theta correspondence for GSp(2) and GO(4), Trans.
Am. Math. Soc. 351(2) (1999), 781-811.

P. J. SALLY JrR ET M. TaDI¢, Induced representations and classifications for GSp(2, F')
and Sp(2, F'), Mém. Soc. Math. France (N.S.) 52 (1993), 75-133.

R. SCHMIDT, The Saito-Kurokawa lifting and functoriality. Am. J. Math. 127(1) (2005),
209-240.

J.-P. SERRE, Endomorphismes complétement continus des espaces de Banach p-adiques,
Publ. Math. IHES 12 (1962), 69-85.

J.-P. SERRE, (Buvres, Volume III, 1972-1984 (Springer, 1986).

C. M. SKINNER ET E. URBAN, Sur les déformations p-adiques des formes de Saito—Kuro-
kawa, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I 335(7) (2002), 581-586.

C. M. SKINNER ET A. J. WILES, Residually reducible representations and modular forms,
Publ. Math. THES 89 (1999), 5-126.

D. SOUDRY, The CAP representations of GSPs(A), J. Reine Angew. Math. 383 (1988),
87-108.

R. TAYLOR, Galois representations associated to Siegel modular forms of low weight, Duke
Math. J. 63 (1991), 281-332.

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

698 C. Skinner et E. Urban

[T2] R. TAYLOR, On the l-adic cohomology of Siegel threefolds, Invent. Math. 114(2) (1993),
289-310.
[T3] R. TAYLOR, Remarks on a conjecture of Fontaine and Mazur, J. Inst. Math. Jussieu 1
(2002), 125-143.
[T4] R. TAYLOR, On the meromorphic continuation of degree two L-functions, preprint (2001).
[T5] R. TAYLOR, Galois representations, Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. (6) 13(1) (2004),
73-119.
[TW] R. TAYLOR ET A. WILES, Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras, Ann. Math.
(2) 141(3) (1995), 553-572.
[TU] J. TILOUINE ET E. URBAN, Several variables p-adic families of Siegel-Hilbert cusp eigen-
systems and their Galois representations, Annls Scient. Ec. Norm. Sup. 32 (1999), 499—
574.
[U1l] E. URBAN, Selmer groups and the Eisenstein—Klingen ideal, Duke Math. J. 105 (2001),
485-525.
[U2] E. URBAN, Sur les représentations p-adiques associées aux représentations cuspidales de
GSpy,q, Astérisque 302 (2005), 151-176.
[Vi] M.-F. VIGNERAS, Représentations l-modulaires d’un groupe réductif p-adique avec | # p,
Progress in Mathematics, Volume 137 (Birkh&user, Boston, MA, 1996).
[Wal] J.-L. WALDSPURGER, Correspondance de Shimura, J. Math. Pures Appl. 59(1) (1980),
1-132.
[Wa2] J.-L. WALDSPURGER, Correspondances de Shimura et quaternions, Forum Math. 3 (1991),
219-307.
[We] R. WEISSAUER, Four dimensional Galois representations, Astérisque 302 (2005), 67150
[Wil] A. WILES, The Iwasawa conjecture for totally real fields, Ann. Math. (2) 131(3) (1990),
493-540.
[Wi2] A. WILES, Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem, Ann. Math. (2) 141(3)
(1995), 443-551.

https://doi.org/10.1017/5147474800600003X Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S147474800600003X

