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Hauteur de Faltings et hauteur de Néron—Tate
du diviseur théta

Pascal Autissier

ABSTRACT

In this paper we prove a formula relating the Faltings height of an abelian variety A over
Q and the Néron—Tate height of a theta divisor on A.

RESUME

On montre dans ce texte une formule reliant la hauteur de Faltings d’une variété abélienne
A sur Q et la hauteur de Néron—Tate d’'un diviseur théta sur A.

1. Introduction

On étudie dans ce travail le lien entre la hauteur de Faltings d’une variété abélienne A et la hauteur
de Néron—Tate d’un diviseur théta sur A. Introduisons d’abord quelques notations :

Dans toute la suite, on note kg la constante xo = In(wv/2). Soit g un entier > 1. On désigne par
A, le schéma de modules (grossier) des schémas abéliens de dimension relative g et principalement
polarisés.

Soit K C Q un corps de nombres de degré N. Notons G ’ensemble des plongements o : K < C.
Pour tout idéal maximal b de Ok, on pose N, = #(Ox /b).

Soit A une variété abélienne de dimension g sur K. On désigne par E(AQ) la hauteur de Faltings
(stable) de A@. Lorsque L est un faisceau inversible symétrique et ample sur A, on note h’ la
fonction hauteur de Néron—Tate sur A.

Observons que h’; et h ne sont pas de méme nature a priori : h est une hauteur sur A, tandis
que h est une hauteur sur A (@) On montre cependant la relation suivante :

THEOREME (Théoréme 3.1). On suppose que A a potentiellement bonne réduction partout.
Soit © un diviseur effectif symétrique et ample sur A, définissant une polarisation principale A
de A. En posant L = O4(0), on a alors I'égalité suivante :

h(Ag) = 2h7,(©) — kog + 2 3 (40 0)

O'EGK

Dans cet énoncé, I est une fonction continue explicite A,(C) — R4 (cf. §2.1), que I'on peut voir
comme une hauteur locale en la place archimédienne. On prouve au §4 que I(A;\) tend vers 400
lorsque (A; \) tend vers l'infini dans A4 (C).

La démonstration du théoréme 3.1 repose sur la ‘formule clef’ de Moret-Bailly (cf. [Mor85, §8.1]
t [Mor90]) et sur les propriétés élémentaires des hauteurs d’Arakelov (cf. [BGS94)).
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Ce résultat suggere que fl(AQ) —2gh’; (©) admet peut-étre une décomposition en termes locaux,
méme sans hypothese de bonne réduction :

Question. Soit A une variété abélienne semi-stable de dimension g sur K. Soit © un diviseur effectif
symétrique et ample sur A, définissant une polarisation principale A de A. On pose L = O4(0).
A-t-on une formule du type

~ , 1 2 '
h(AQ) = 2ghL(@) + N zb:ablan + N EU:I(A(ﬂ)\U) — Kog,

ou pour tout idéal maximal b de O, oy est un rationnel positif ou nul calculable en fonction de la
réduction de A modulo b (et ap, = 0 si A a bonne réduction en b)?

THEOREME 1.1. La réponse est positive si g < 2, et plus généralement si (AQ; AQ) est un produit
de courbes elliptiques et de surfaces abéliennes principalement polarisées.

Pour démontrer ce théoreme, il suffit, par additivité, de considérer les deux cas suivants :

e A est une courbe elliptique; le résultat est alors connu (cf. théoreme 7 de Faltings [Fal84]) avec
les précisions suivantes: on a h’; (©) = 0 et 12¢y, vaut le nombre de points singuliers de la fibre
X3 du modele régulier minimal X de A ;

e (A;\) est une surface jacobienne; c’est 'objet du §5 (cf. théoreme 5.1).

Remarque. La formule de I’énoncé 3.1 précise I'inégalité de Bost suivante (cf. [Bos96]) : avec les
meémes notations, on a la minoration

B(AQ) Z — Z I(Az; As) — Kog- (*)

ceGi

2. Préliminaires

2.1 Contribution locale

Soit A une variété abélienne complexe de dimension g > 1. Soit A : A — AY une polarisation
principale de A. Notons p la mesure de Haar sur A(C) de masse 1.

DEFINITION. On choisit un faisceau inversible L ample sur A définissant A (on a donc h°(A; L) = 1),
une métrique du cube || - || sur L, et une section s € I'(A; L) — {0} (une métrique du cube sur L est
par définition une métrique sur L a courbure invariante par translations). On pose

1
1 = - | ol g / o sl

On vérifie aisément que ce nombre réel ne dépend pas du choix de (L;|| - ||; ). De plus, 'inégalité
de convexité de Jensen montre que I(A;\) > 0. On vient en fait de définir une fonction continue
I: Ag((C) — R+.

Etudions de plus pres le cas des courbes elliptiques :
On désigne par H; le demi-plan supérieur. Pour 7 € Hj, on pose ¢ = €™ et A(1) =
q[ L (1 = q")** (rappelons que A est une forme modulaire de poids 12).

Soit E une courbe elliptique sur C. On note X la polarisation canonique de E. Prenons un 7 € Hjy
tel que E(C) ~C/(Z + 7Z).

PROPOSITION 2.1. Avec ces notations, on a la formule suivante :

I(B:\) = —im[m(f)\(zlm 9.
1452
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Démonstration. La section neutre O de E définit un faisceau inversible L = Og(0g) et une section
globale 17, de L (de diviseur Og). On munit L de la métrique du cube || - || telle que fE I1L]?n =

1/v/2. Notons gg la fonction de Green pour O normalisée par la condition f B(C) Yok = 0

D’apres Faltings (cf. lemme p. 417 de [Fal84]), on a la relation suivante :
1
¥z € BE(C) = {05}, g0(2) = =2In [1L]|(2) + 5 [ A(7)](Tm 7)°).
On en déduit le résultat en intégrant cette égalité sur E(C) contre pu. O

2.2 Hauteurs

Lorsque V est une variété de dimension d sur un corps K et p un entier dans {0;--- ;d}, on désigne
par Ef, (V') I'ensemble des p-cycles effectifs non nuls sur V', et par Ef(V') la réunion Efo(V)U--- U
Efy(V).

Soit A une variété abélienne sur Q de dimension g > 1. Pour tout entier n > 2, notons [n] : A — A
le morphisme de multiplication par n. Soit L un faisceau inversible symétrique et ample sur A.

On désigne par h, : Ef(A) — R la fonction hauteur de Néron-Tate. Rappelons que c’est la
hauteur de Weil pour L caractérisée par la propriété suivante :

Vn >2, VEcEf(A), h}([n].E)=n?h}(E).

On sait de plus que b, est & valeurs positives ou nulles.
Faisons maintenant quelques rappels de la théorie des hauteurs d’Arakelov :

Soit X une variété arithmétique (ie un schéma integre, projectif et plat sur Z, tel que la fibre
générique Xq soit réguliere) de dimension (absolue) d. Pour tout p € {0;--- ;d}, on désigne par
Zp(X) le groupe des p-cycles sur X.

On note f’l\c(X ) le groupe des classes d’isométrie de faisceaux inversibles hermitiens sur X.
Lorsque £ = (L; || - ||) € Pic(X), on note wz la (1;1)-forme de courbure de £ sur X(C).

Bost, Gillet et Soulé (cf. §3.1 de [BGS94]) construisent pour tout p € {0;--- ;d} une application
(p+1)-linéaire f’i\c(X)p XZp(X) — R, quia (Ly;- Lp, D) associe la multihauteur (L, - - Ep|D> de
D relativement a (21; e ;Ep). Ces applications multilinéaires sont caractérisées par les propriétés
suivantes :

e Lorsque Y est un point fermé, on a (|Y) = In #k(Y) ;

e Lorsque Y est un fermé integre de dimension p > 1 et s une section rationnelle non nulle de
Lyy,on a

#)

p—1"

(Lr- e LYY = (Lo Ly |div(s)) — /Y sl

DEFINITIONS. Soient £ € Pic(X) et p € {0;--- ;d}. La hauteur d’Arakelov de D € Zp(X) relative-
ment & £ est le nombre réel hz(D) = (L L'\D>

Lorsque Lg est ample sur Xqg et p > 1, la hauteur normalisée de E € Ef,_;(Xq) relativement
a L est le réel

ou E désigne I’adhérence de FE dans X.
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3. Formule de hauteur

Lorsque A est une variété abélienne sur Q, on note fl(A) la hauteur de Faltings de A ; rappelons sa
définition :

On prend une variété abélienne A’ semi-stable sur un corps de nombres K C Q telle que A(’@ = A.
On désigne par X le modele de Néron de A’ sur B = Spec(Ofk ), par Ox € X (B) sa section neutre,
et par wx le faisceau inversible wx = 0% AYQ /g sur B.

On munit W x de la métrique ||-||r, telle que pour tout 0 € B(C) = Gk et tout w € I'(By; Wxo) =
F(AIU, AgQA:j/(C), on ait

.q2

Zg
wll2 (o) = —/ WAD.
e 29 Jay(c)

h(4) = deg(fE‘;{X:; \(\2] [|Fa)

Alors

(cela ne dépend pas du choix de (K; A")).

DEFINITION. Soit (A4; \) une Q-variété abélienne de dimension g > 1. On choisit un corps de nombres
K C Q et une K-variété abélienne principalement polarisée (A’; \') telle que (A(’@; A{@) = (4; ).
On pose

I(A) = e 3 14,
ceGg

Il est facile de voir que ce réel ne dépend pas du choix de (K; A’; \').

On montre ici une formule reliant la hauteur de Faltings, la hauteur de Néron—-Tate du diviseur
théta, et I'invariant I :

THEOREME 3.1. Soit A une variété abélienne de dimension g > 1 sur Q ayant partout bonne
réduction. Soit © un diviseur effectif symétrique et ample sur A, définissant une polarisation
principale A de A. En posant L = O 4(0©), on a alors 1'égalité suivante :

h(A) = 291 (©) + 2I'(A; \) — kog.

Démonstration. On fixe un corps de nombres K C Q de degré N, une variété abélienne A’ sur K
et un diviseur effectif © symétrique et ample sur A’ tels que (Ab; 9(’@) = (4;0).

Désignons par f : X — B le modele de Néron de A’ sur B = Spec(Og) et par T Padhérence de
©" dans X. Le diviseur T' définit un faisceau inversible Ly = Ox (T') (symétrique et ample) et une
section globale 17 de Ly.

Pour tout o € Gk, notons p, la mesure de Haar sur A/ (C) de masse 1. Munissons Ly de la
métrique du cube ||-[|o vérifiant fXU(C) 171310 = 279/2 pour tout o € G¢. On pose Lo = (Lo; || -|lo)

et Wx = (Wx;cl - ||ra) OU ¢ est une constante qui sera choisie dans un instant.

En notant £; = L&® @ f*@0% ‘et Op = (Op;|-]), la ‘formule clef’” de Moret-Bailly
(cf. théoremes 0.2 et 3.3 de [Mor90]) produit un isomorphisme 0% £; ~ Op qui est une isométrie
Oxﬁl ~ Op lorsque ¢ = (2m)~9

Par le théoreme du cube, on en déduit naturellement une isométrie [n]*fl o~ E?”Q sur X pour
chaque entier n > 2, ou [n] désigne la multiplication par n sur le Og-schéma abélien X.

La formule de projection (cf. proposition 3.2.1(iii) de [BGS94]) donne b’z ([n]. E) = h’[ [E (E) =
1 n 1
n2h’21 (E) pour tout E € Ef(A’) et tout n > 2.
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Ola en déduit que la hauteur d’Arakelov coincide avec la hauteur de Néron—Tate, ie que
h’El(E) = hjes(Eg) = 8h}(Eg) pour tout E € Ef(A). On a en particulier hz (X) = 0 et

hz (T) = g!87gNh (©) (observons que degy (©) = g!).

Farr. Pour tout p € {0;--- ;9 + 1} et tout D € Z,(X), on a la relation suivante :

iz, (D) = g (D) — deg, (Dg) P20 [3(4) ~ Inc] 1)

Prouvons ce Fait. En utilisant la multilinéarité, on obtient
ZCJ HLP(f*@x)|D).

Puisque (Wx vit sur B qui est de dimension 1, on a (cf. prop051t10n 2.3.1(iil) de [BGS94, p. 938])
Végalité (L8 (f*@x)i|D) = 0 pour tout j > 2, ainsi que (L2 f*Dx|D) = degL(DQ)N[h(A) In¢].
D’ott le fait énoncé.

Maintenant, on écrit la relation (1) pour D = T et pour D = X, puis on soustrait membre &
membre; on trouve alors

1
! X)=h

L (T) = ——hg (X) = hg (T) — hg, (X) + ¢! [5(4) — Ind].
]9 ]9

2

Par ailleurs, grace a la propriété (I) des hauteurs d’Arakelov, on a

by (T)—hg (X) = 3 / 1n||1T||o>g!ug:—g!N[I'<A;A>+§1n2]

ceGg

Z!

On obtient donc 'égalité

=

g'gNh (©) = —g!N [I’(A; )+ %ln 2} +g!=[h(A) —Ind].

On conclut en divisant par g!N/2. O
Remarquons que cette formule précise I'inégalité de Bost suivante (cf. théoréme §3 de [Bos96]).

THEOREME (Bost). Soit (A;)\) une Q-variété abélienne de dimension g > 1, principalement
polarisée. On a alors la minoration h(A) > 2I'(A; \) — kog.

4. Etude asymptotique

Soit g un entier > 1. On note Hy I'espace de Siegel des matrices 2 € My(C) symétriques telles que
Im Q soit définie positive. A tout Q € H, on associe la fonction théta deﬁme par

Vze CI fba(z) = Z exp(im'mQm + 2im'mz).
mezZ9I

Soit (A;\) une C-variété abélienne de dimension g, principalement polarisée. Choisissons un
2 € Hy tel que A(C) ~ C9/(Z9 + QZ9), que X soit induite par © = div(fq), et que ¥ = Im Q soit
réduite au sens de Minkowski (cf. § V.4 de [Igu72]).

En notant a1;--- ;a4 les coefficients diagonaux de Y, on a en particulier a; > \/g/ 2 pour tout
ke{l;--- g}

PROPOSITION 4.1. II existe deux constantes €, > 0 et ¢, > 0 ne dépendant que de g telles que
I(A;X) =2 e,Tr(Y) — ¢
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Démonstration. On désigne par p la mesure de Haar sur A(C) et par v la mesure de Lebesgue
sur RY. On pose L = O4(0) et on note # la section globale de L définie par ©. On munit L de la
métrique || - || définie par

Vz=a+iy € Cl ||0)|(z) = v/det(Y)exp(—n'yY ~1y)|0a(2)|.

C’est une métrique du cube sur L (cf. §3 de [Mor90]) et on a
ln/ 0] = —Z n 2.
A(©) 2

Maintenant, majorons le terme [ A I |0]|11. Posons F' = [—3;3]9. En utilisant I'inégalité de
Jensen puis la formule de Parseval, on obtient pour tout y € R9:

/mnen (x + Qv ln/ 1012z + Q) (z)
=In [\/det(Y) Z exp[—27'(m + y)Y (m + y)]} :
mezZ9

On pose D = Diag(ai;--- ;a4). D’apres la théorie de la réduction (cf. corollaire 2 de [Igu72,
p. 193]), il existe ¢ > 0 ne dépendant que de g tel que 'y Yy > cly Dy pour tout y € RY. On en déduit

! t
2 [ ol i) < [ ] 3 eol-2ewin + p)DGm + )] ()

meZI

1/2 ,
_ Z / m[z ¢ 2ema(m+) } dy.

1/2 meZL

On conclut en appliquant g fois le lemme 4.2 ci-dessous et en remarquant que

1 1
gln[det(Y)] <In [QTr(Y)] <-Tr(Y)—1-Inec O

c
[Y
LEMME 4.2. Soit a > 0. On a la majoration suivante :
1/2 ) 1
/ ln[z e~ mty) ] dy < ———|—ln<1—|— >
~1/2 e 12
Démonstration. L’inégalité de Jensen donne
1/2 X 1/2 )
/ 1n<z e—am —2amy> dy < 111/ <Z e—am —2amy> dy

—1/2 meZ 12\ ez

Un calcul montre que le membre de droite vaut In[1 + 1/a — Zm%(e—“m(m“)/am(m + 1))].
D’ott le résultat. 0

Remarque. La proposition 4.1 implique que I(A; \) tend vers +oo lorsque (A; \) tend vers l'infini
dans A,(C). Autrement dit, pour tout @@ € R, ensemble {(A;)) € Ay (C) | I(4A;N) < Q} est
compact.

5. Surfaces jacobiennes

Soit K un corps de nombres de degré N. Soit f : X — B une surface arithmétique réguliere
semi-stable sur B = Spec(Ok), telle que la fibre générique C' = Xk soit de genre 2.
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Soit M un faisceau inversible (de degré 1) sur C tel que M®? = Q¢ Désignons par (J;A) la
jacobienne de C'. Le faisceau M définit un plongement C' — J, dont on note ©® 'image. On pose
L=0,(0).

THEOREME 5.1. Avec ces notations, on a la formule

. 1 2
h(Jg) = 4h;(0) + 57 DNy + = 7 I(Joi Ag) — 260,
beB ceGgi
ol pour tout point fermé b € B, «y, est un rationnel positif ou nul calculable en fonction du graphe
de réduction de la fibre X au-dessus de b.

Démonstration. On note K le faisceau canonique sur X, muni des métriques d’Arakelov.

Pour tout ¢ € Gk, on désigne par 0, linvariant de Faltings de C,(C) (cf. [Fal84, p. 402]).
Pour chaque point fermé b € B, on note § le nombre géométrique de points singuliers de la fibre Xj,.
La formule de Noether arithmétique de Moret-Bailly (cf. théoréme 2.5 de [Mor89]) donne

. (KL 1 1
h(Jz) = ——F 4+ — InN — o — 41n(2m). 2
6h(Jg) = 5 +2N§b:5bn b+2N§U:5 n(2r) (2)
Par ailleurs, d’apres Zhang [Zha93, théoréeme 5.5] et Abbes [Abb97, théoréme 5.2 et remarque
p. 161], on a
KLy ., 1
S = 4hi(6) +ﬁzb:eb1an, (3)

ou les e sont des rationnels positifs ou nuls explicites (I'hypothese g = 2 est ici cruciale).

Désignons par A € I'(B; (A% £,.K)®'0) le discriminant de C' (cf. §2 de [Uen88]). Pour tout point
fermé b € B, notons dj, l'ordre d’annulation de A en b. Par la proposition 4 de [Bos87], on a
In ||Al|(0) = 4I(Js; A\y) — 65 + 2In(872) pour tout o € G. On en déduit

1 1 oo
v zb:db N, + 5 ;(5[, — 4I(J5; \r)) — In(87%) = 5h(Jg). (

N
S~—

En additionnant membre & membre les égalités (2), (3) et (4), on obtient le résultat avec oy =
(0p + ey — dp) /2. O

Remarque. On peut expliciter ap. En reprenant la classification exposée dans la table 1 de [Mor96],
on trouve:

e Cas I (bonne réduction): ay = 0;

e Cas II(z): ap = 0;

o Cas III(z): op = x/12;

o Cas IV(z;y): ap = y/12;

o Cas V(z;y): ap = (z +y)/12;

o Cas VI(z;y;2): ap = (y + 2)/12;

o Cas VII(z;y;2): ap = [zyz/(zvy + yz + zx) + =+ y + z]/12.
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