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A LA RECHERCHE DU TORE PERDU

THOMAS BLOSSIER, AMADOR MARTIN-PIZARRO ET FRANK O. WAGNER

Résumé. Un groupe interprétable dans le mauvais corps vert est isogéne a un quotient d un sous-groupe
définissable d’un groupe algébrique par une puissance du groupe vert. Un sous-groupe définissable d’un
groupe algébrique dans un corps vert ou rouge est une extension des points colorés d un groupe algébrique
multiplicatif ou additif par un groupe algébrique. En particulier, tout groupe simple définissable dans un
corps coloré est algébrique.

Introduction. La conjecture de 1'algébricité des groupes simples infinis
N -catégoriques énoncée par Cherlin et Zilber affirme qu’un tel groupe s’interprete
comme un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos. Cette conjecture
a donné naissance a une interaction entre la théorie des modeles et la théorie des
groupes.

Un mauvais groupe serait un contre-exemple de dimension minimale a la conjec-
ture. La dimension en question est le rang de Morley, c’est-a-dire le rang de
Cantor-Bendixon de I’espace des types sur un modele suffisamment saturé. Un des
premiers obstacles pour la caractérisation algébrique des sous-groupes de Borel
(sous-groupes définissables connexes résolubles maximaux) d’un groupe infini
simple Ni-catégorique est ’existence éventuelle d’un mauvais corps : un corps infini
de rang de Morley fini muni d’un prédicat pour un sous-groupe multiplicatif divisible
non trivial. Rappelons qu’un corps infini de rang de Morley fini est algébriquement
clos et que, dans le langage pur des anneaux, le rang de Morley équivaut a la
dimension de Zariski.

L’existence d’un mauvais corps en caractéristique positive est improbable [20].
En caractéristique nulle, Poizat [16] a utilisé la construction par amalgamation déve-
loppée par Hrushovski [10,11] pour introduire un corps de rang -2 avec un prédicat
pour un sous-groupe multiplicatif de rang w. Ce corps a été ensuite collapsé pour
obtenir un mauvais corps [2]. Dans le méme article, Poizat a également construit
un corps de caractéristique positive avec un prédicat pour un sous-groupe additif
infini d’indice infini, collapsé dans [3]. Ce travail faisait suite a sa construction [15]
d’un corps avec un prédicat pour un sous-ensemble algébriquement indépendant,

Received June 12, 2013.
2010 Mathematics Subject Classification. 03C45.
Key words and phrases. Model Theory, Amalgamation methods, Flatness, Interpretation, Groups.
Recherche conduite dans le cadre du projet ANR-09-BLAN-0047 MODIG ainsi qu’ANR-13-BS01-
0006 ValCoMo.

© 2016. Association for Symbolic Logic
0022-4812/16/8101-0001
DOI:10.1017/js1.2015.69

https://doi.org/10.1017/js1.2015.69 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/jsl.2015.69

2 THOMAS BLOSSIER, AMADOR MARTIN-PIZARRO ET FRANK O. WAGNER

collapsé dans [1]. Poizat nomme les prédicats vert, rouge et noir respectivement.
Les corps ainsi obtenus (collapsés ou non) s’appellent donc les corps colorés.

L’étude systématique des groupes définissables dans les corps colorés a été
entamée dans [6]. Il découle du [6, Théoréme 5.7] que tout groupe définissable
connexe G dans un corps coloré s’envoie par un morphisme définissable ¢ dans
un groupe algébrique, tel que la composante connexe du noyau est incluse dans le
centre de G. Tout groupe simple définissable est ainsi linéaire. Par [17], aucun
mauvais groupe n’est définissable dans un corps rouge collapsé et un mauvais
groupe définissable dans un corps vert collapsé serait un groupe linéaire constitué
uniquement d’éléments semi-simples.

Puisque les corps de rang de Morley fini éliminent les imaginaires, on peut rem-
placer définissable par interprétable pour les corps collapsés. Néanmoins, le résultat
précédent ne donne aucune information sur les groupes abéliens. En particulier, on
ne peut traiter ainsi le quotient du groupe multiplicatif par le sous groupe coloré.

Dans la troisitme partie de cet article (théoréme 3.14). nous donnons une
caractérisation des groupes définissables dans les corps verts collapsés.

THEOREME A. Un groupe interprétable dans un corps vert collapsé est isogene a
un quotient d'un sous-groupe définissable d'un groupe algébrique par un sous-groupe
central qui est lui isogéne a une puissance cartésienne du sous-groupe multiplicatif vert.

On utilise a plusieurs reprises le fait que les sous-groupes multiplicatifs définis-
sables connexes sont des tores, qui sont définissables sans parameétres. La preuve de
ce théoréme ne s’applique donc pas directement au cas rouge collapsé, ou I’on doit
traiter les sous-groupes additifs donnés par des p-polynomes.

Le théoréme A nous améne naturellement a étudier, dans les corps colorés,
les sous-groupes définissables d’un groupe algébrique. Dans le cas du corps
noir non-collaps¢, Poizat montre que tout groupe définissable est algébrique
[15. Proposition 2.4]. Ceci reste vrai (voir la conclusion du méme article page 1354)
pour les sous-groupes définissables de groupes algébriques dans le cas collapsé.
Dans la quatrieéme partie. qui est indépendante du théoreme A, nous caractérisons
les sous-groupes d’un groupe algébrique. définissables dans un corps vert (théoréme
4.2) ou rouge (théoréme 4.3), collapsé ou non.

THEOREME B. Dans un corps vert (resp. rouge). tout sous-groupe définissable
connexe G d’un groupe algébrique a un sous-groupe normal algébriqgue N, tel
que le quotient G/N est définissablement isomorphe (resp. définissablement isogéne)
a une puissance cartésienne du sous-groupe multiplicatif vert (resp. au sous-groupe
rouge d'un groupe algébrique additif ).

Ainsi, tout groupe simple définissable dans un corps coloré est algébrique (corol-
laire 4.4). En particulier, par élimination des imaginaires, le mauvais corps construit
dans [2] n’interprete pas de mauvais groupe.

Dans la derniére partie, on étudie les groupes définissables dans une fusion de
deux théories fortement minimales avec la propriété de la multiplicité définissable
(DMP) par amalgame de Hrushovski [10]. Cette construction a été généralisée [22]
au cas de structures de rang fini avec la DMP. Notons qu’un corps coloré peut aussi
étre considéré comme une telle fusion. Hrushovski a construit ces fusions pour
deux théories fortement minimales ayant comme réduit commun 1’égalité (cas du
corps noir) ; dans le cas ou le réduit commun est un espace vectoriel sur un corps
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fini (cas du corps rouge), cette construction a été réalisée dans [4]. Dans le cas ot le
réduit commun est un espace vectoriel sur Q (celui du corps vert). une telle fusion
n’a pas encore €té construite en général.

Hrushovski a affirmé que tout groupe définissable dans la fusion fortement mi-
nimale de deux théories fortement minimales sur I’égalité est isogéne a un produit
direct de deux groupes, chacun définissable dans 1'une des théories initiales. Il n’en
a pas donné de preuve, et seulement une esquisse se trouve dans [8, Claim 3.1].
En nous inspirant de la preuve qu’aucun groupe infini n’est définissable dans une
théorie plate [10, Section 4.2], nous donnons (théoréme 5.5) une démonstration
complete de ce résultat, valable pour la fusion libre ou collapsée.

TaEOREME C. Dans une fusion sur ['égalité de deux théories fortement minimales
avec la DMP, tout groupe définissable est, modulo un noyau fini, isomorphe a un
produit direct de groupes interprétables dans les théories de base.

§1. Préliminaires. Dans cette partie, nous rappelons des résultats portant sur les
groupes stables qui seront utilisés par la suite. Nous renvoyons le lecteur a [14] ou
[13, Chapter 1 Part 6] pour une introduction aux groupes stables.

DEFINITION 1.1. Soit G un groupe stable. Etant donnés un ensemble A4 de pa-
ramétres et un élément g de G, le stabilisateur (a gauche) de g dans G sur A4 est le
sous-groupe défini par

Stab(g/A4) = {h € G : Ix [=stp(g/A) (hx = stp(g/4) Ax | h)}.
4

Notons que Stab(g/4) = Stab(g/B) si g | , B. De plus. si & € Stab(g/4) et
g’ | stp(g/A4) avec g’ J/A h. par stationnarité on conclut que hg’ |= stp(g/A4) et
hg' |  h

Le lemme suivant est dii a Ziegler dans le cas abélien [21, Theorem 1].

LEMME 1.2. Soit H un groupe type-définissable dans une théorie stable et h, h'
dans H tels que h, h' et hh' sont deux-a-deux indépendants sur un ensemble A. Alors
les stabilisateurs a gauche satisfont

Stab(//A) = Stab(hh'/A) = h Stab(h')h '

ils sont connexes, et h est générique dans le translaté Stab(h/A)h, qui est définissable
sur acl®(A) ; de méme pour h' et hi'.

DEMONSTRATION. Nous travaillons sur acl®(4). En remplagant le rang de Morley
par chaque rang local stratifi¢ D [18, Definition 2.1.6 et Corollary 2.2.5] dans la
preuve de[14, Lemme 2.3]. il suffit d’abord de vérifier I'inégalité D (Stab (%)) > D(h).
Remarquons que

D(h') = D(h'/h) = D(hh'/h) = D(hh") = D(hh'/h") = D(h/h’) = D(h).

Soit hy [= tp(h'/hh') avec hy |, h. Puisque A’ | hh', on a hy | hh' et donc
hy | h.h':alorsh | h'donneh | N hyet

h | hhy'.
Comme h',hh' = hy,hh',onah',h = hz,hh’hgl. En particulier.
hh’h;‘ = h.

https://doi.org/10.1017/js1.2015.69 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/jsl.2015.69

4 THOMAS BLOSSIER, AMADOR MARTIN-PIZARRO ET FRANK O. WAGNER

On a donc i'h; " € Stab(h). Ainsi
D(Stab(h)) > D(h'h;") > D(W'hy ' /Jhy) = D(h' /hy) = D(h') = D(h).
On voit facilement que
Stab(hh') = Stab(hh'/h") = Stab(h/h’) = Stab(h)

et
Stab(hh') = Stab(hh'/h) = h Stab(h'/h)h~" = h Stab(h')h ", =

REMARQUE 1.3. Ce lemme se généralise au cas ou H est hyperdéfinissable dans
une théorie simple, avec la notion de stabilisateur correspondante aux théories
simples sur la cloture bornée bdd(4). On obtient que Stab(hh’) = Stab(h) est
commensurable a un conjugué de Stab(%’).

DErmNITION 1.4, Soient G et H deux groupes type-définissables. Un sous-groupe
type-définissable S de G x H est une endogénie de G dans H si

— la projection sur G est un sous-groupe Gs d’indice borné, et

— le co-noyau coker(S) = {h € H : (1,h) € S} est fini.
Une endogénie induit donc un morphisme de Gs dans Ny (coker(S))/coker(S).
Une isogénie de G vers H est une endogénie de noyauker(S) = {g € G : (g.1) € S}
fini et dont I'image (la projection sur H) est d’indice borné dans H.

LEMME 1.5. Soient G et H deux groupes type-définissables dans une théorie stable
et C un translaté type-définissable sur A d’un sous-groupe S < G x H. Supposons
qu'il existe un générique (g, h) sur A du translaté C tel que h € acl(A.g). Alors S
définit une endogénie de m1(S) dans H . o my dénote la projection sur G. Si de plus
g et h sont interalgébriques sur A, alors I'endogénie est une isogénie de mi(S) vers
712(S). ot my dénote la projection sur H .

DEMONSTRATION. Supposons que C est un translaté a droite de S. Soit (g’. 4') |
stp(g.h/A4) avec g'.h" | g h. Alors (g'g7".h’h~") est générique dans S et
indépendant de g’.h’ sur A. Comme h'h~! € acl(4.g.g’). on a W'h~! <
acl(4.g’g7'.g’') et donc W’h~! € acl(4.g’g™") car h’h™! J/Ag/gq g’. En parti-
culier, le co-noyau coker(S) est fini et .S est une endogénie de 7(S) vers 7>(S).
Sig € acl(4. h). on obtient par symétrie que ker(S) est fini. -

REMARQUE 1.6. Si g est générique dans un sous-groupe G; < G type-définissable
sur A, alors 71 (S) est d’indice borné dans G et S définit une endogénie de G| dans
72(S). Enfin si / est générique dans un sous-groupe H, < H . alors 75(S) a indice
borné dans H;.

REMARQUE 1.7. Si G, H et S sont hyperdéfinissables dans une théorie simple,
on obtient un résultat analogue en remplagant, dans les définitions d’endogénie et
d’isogénie, fini par borné.

Jusqu’a la fin de cette partie, on considere une théorie stable 7" avec un réduit
To. ce réduit ayant élimination géométrique des imaginaires. On utilisera I'indice 0
pour indiquer des notions modele-théoriques prises au sens du réduit 7y, comme
la cloture algébrique ou I'indépendance. Puisque I'on travaille avec un réduit, la
cloture algébrique dans 7" sera prise au sens réel. Rappelons que I'indépendance
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au-dessus d’un ensemble A4 algébriquement clos implique la 0-indépendance sur A
[6, Lemme 2.1]. La proposition suivante donne un critére pour montrer qu’un sous-
groupe connexe type-définissable d’un groupe Ty-type-définissable est Iui-méme
To-type-définissable.

PROPOSITION 1.8. A lintérieur d’'un groupe To-type-définissable, on considére un
translaté C d’'un sous-groupe connexe type-définissable S sur un ensemble algébrique-
ment clos de parameétres réels A. Soit p le type générique de C sur A et notons py son
To-réduit. Si p est de rang maximal (par rapport au rang de Morley, de Lascar ou aux
rangs locaux stratifiés) parmi les complétions de py (vu comme T-type partiel ), alors
S est d’indice borné dans le 0-stabilisateur Stabo(po). qui est son enveloppe Ty-type-
définissable. Si p est 'unique complétion de py de rang maximal et est stationnaire,
alors S est Ty-type-définissable.

DEMONSTRATION. Comme les hypothéses de la proposition se préservent par ex-
tension des parametres, en prenant un représentant du translaté de S, on peut se
réduire au cas ou p est le générique de S.

Remarquons que S = Stab(p) C Staby(po). puisque 'indépendance implique la
0-indépendance. Comme S est un sous-groupe connexe A-invariant qui contient p,
I'enveloppe Tp-type-définissable S est aussi un sous-groupe connexe A-invariant et
contient py. Donc. il contient Staby(py) C pop, ' Il suit que S = Staby(py). qui est
alors 0-connexe. En particulier. le type po est I'unique 0-type générique de S.

Rappelons qu’une formule est générique dans un groupe stable si un nombre fini
de ses translatés recouvre ce groupe. Ainsi, une 0-formule est générique pour S (au
sens de Ty comme au sens de 7T') si et seulement si elle 'est dans pg. Les types
génériques de S sont donc précisément les complétions de po de rang maximal.

Ainsi, si p est de rang maximal parmi les complétions de py, alors p est générique
pour S, ce qui entraine que 'indice de S dans S est borné. Si de plus p est I'unique
complétion de rang maximal de py. alors p est I'unique type générique de S, qui est
donc connexe (au sens de T') et égal a S. =

Pour terminer ces préliminaires, on rappelle un fait qui sera utilisé a plusieurs
reprises par la suite. Soient G un groupe connexe type-définissable sur () dans T, et
a et b deux génériques indépendants de G.

Farr1.9. [6, Lemme 3.4 et Remarque 3.5] Aprés adjonction au langage des éléments
d’'une suite de Morley D du générique de G au-dessus de a, b, on pose
a; = acly(acl(b). acl(ab)) Nacl(a).
by = acly(acl(a). acl(ab)) Nacl(b).
(ab); = acly(acl(a). acl(b)) Nacl(ab).
Alors ay, by et (ab), sont indépendants deux-a-deux, chacun est 0-algébrique sur les
deux autres, et de plus
acl(b), acl(ab) |°acl(a).
Nous allons en déduire une variante de [6, Theorem 3.1] qui est plus explicite

sur I'image du morphisme. Rappelons que le préfixe * indique que le nombre de
variables est infini.

THEOREME 1.10. Soit G un groupe connexe type-définissable sur () dans une théorie
stable T qui a un réduit Ty éliminant géométriquement les imaginaires. Alors il existe
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un ensemble A de parameétres algébriquement clos et un homomorphisme définissable
@* de G vers un groupe Ty-x-interprétable H* sur A, tel que pour chaque couple de
génériques indépendants a et b de G sur A on ait

acl(b, 4),acl(ab, 4) |° acl(a. A).
o*(a).A4

De plus, s’il existe un homomorphisme définissable ¢ de G dans un groupe Ty-inter-
prétable sur un ensemble B algébriquement clos tel que pour un générique a de G
sur B, le 0-rang de Lascar Uy(¢(a)/B) est maximal et fini, alors pour tout C O B
algébriguement clos, on a

acl(b, C),acl(ab,C) |° acl(a, C),
¢(a).C

pour chaque couple de génériques indépendants a et b de G au dessus de C.

DEMONSTRATION. Prenons trois génériques indépendants a. b et ¢ de G sur une
suite D de Morley du générique de G et posons

a) = acly(acl(b. D), acl(ab. D)) Nacl(a. D).

t _ _
Comme a.b.ab =" a='. ¢, (ca)~'. ona

a; = acly(acl(c, D). acl(ca. D)) Nacl(a. D).

Pour by. (ab);.ci.(ca); et (cab); définis de maniére analogue, le fait 1.9 implique
que le 6-uple (ay.by.cy.(ab);.(ca);.(cab);) est un quadrangle 0-algébrique: le
théoréme de configuration de groupe [9] (voir aussi [7] ou [13. Theorem 5.4.5
et Remark 5.4.9]). dont la preuve reste valable pour les uples infinis, donne I’exis-
tence d’un groupe 7p-*-interprétable 0-connexe Hj sur un ensemble algébriquement
clos 49 O D de parametres indépendant de a, b, ¢ sur D. Par transitivité, on a
a.b.c.,D | Ay. De plus, les uples a; et by sont respectivement 0-interalgébriques
avec des 0-génériques i et 2’ de H{ sur Ay. et (ab), est O-interalgébrique avec ih’
sur Ag. Comme a, b et ab sont deux-a-deux indépendants sur A4y, les couples

(a.h), (b.h") et (ab. hh')

les sont aussi. D’aprés le lemme 1.5 et la remarque 1.6, le stabilisateur Stab(a, h/4)
définit une endogénie ¢; de G dans Hy. On peut supposer que ¢; est un homo-
morphisme. en remplagant H; par Ny (coker(¢g))/coker(¢g). qui est également
Ty-*-interprétable. Notons que les trois couples ont méme type sur Ay. Ainsi (a. h)
est générique dans Stab(a, h/Ay). et ¢ (a) = h.

Comme Ay | a.b.c.D implique A Jf acl(a.b.c. D) d’apres [6. lemme 2.1], et
donc A4, Jfal acl(a. b, ¢). I'indépendance

acl(b), acl(ab) |°acl(a) donne acl(h).acl(ab) [° acl(a).
ap ay,Ay
Par O-interalgébricité, on obtient
acl(h),acl(ab) |° acl(a).
B¢ (a).40
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Par récurrence, on construit une suite (A,,,Hn*,qﬁ,’; :n < ) avec les propriétés
suivantes (en posant A_; = () :
— ’ensemble 4, O A, est algébriquement clos et indépendant de a. b, ¢,
— le groupe H,’ et '’homomorphisme ¢ : G — H,F sont Ty-+-interprétables sur
An.
— on a I'indépendance

acl(h, A,—1).acl(ab, A,—1) |° acl(a, 4,_1).
¢(a). A,

Posons 4 = U, An. H* = [],., H; et ¢* = [[,., ¢ : G — H*. Puisque
chaque formule dans tp(acl(b, 4), acl(ab, 4)/ acl(a, A)) n’utilise quun nombre fini
de paramétres et ne dévie donc pas sur ¢} (a), A4, pour n suffisamment grand, on
conclut que
acl(b, A),acl(ab, 4) |° acl(a, 4). (1)
¢*(a).4
Supposons maintenant que ¢ soit un homomorphisme interprétable de G vers un
groupe Ty-interprétable H sur un ensemble B algébriquement clos tel que pour a
générique dans G sur B le 0-rang de Lascar Uy(¢(a)/B) soit maximal et fini. Pour
C D B algébriquement clos, construisons, comme précédemment et au-dessus de C,
un homomorphisme définissable ¢* de G vers un groupe Ty-+-interprétable H* sur
A (D C). Par stabilité, le groupe H* est une limite projective 1&1 n;(H*), ou chaque
n; (H*) est un groupe To-interprétable. Si a, b sont deux génériques indépendants
de G sur 4. alors ¢(a) € acl(a. A). ¢(b) € acl(b. A) et ¢p(ab) € acl(ab, A). Ainsi
I'indépendance (1) donne

#(a) = ¢(ab) - ¢(b)~" € acl(a. A) Nacly(acl(b, A), acl(ab, A)) = acly(¢*(a). A).

I existe donc i tel que ¢(a) € acly((n; o ¢*)(a), 4) pour tout j > i. Inversement,
comme (¢, w; 0 ¢*) est aussi un homomorphisme interprétable de G vers un groupe
Ty-interprétable, on a

Us(¢(a)/A) < Up(¢(a). (n; o ¢*)(a)/4) < Us(¢(a)/A)

par maximalité du rang. Ainsi Uy((n; o ¢*)(a)/¢(a). A) = 0 pour tout j > i, et
¢*(a) € aclp(¢(a), A). ce qui donne

acl(b, 4),acl(ab, 4) |° acl(a. A).
¢(a).A

Puisque 4 | aonad | . acl(a, C), et donc 4 \BC acl(a. C) par [6, lemme 2.1].
Alors ¢(a) € acl(a, B) C acl(a, C) implique

#(a).4 [° acl(a, C).
#(a).C

et par transitivité

acl(a,C) |° acl(b, C),acl(ab, C).
#(a).C =
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§2. Die liebe Farbe. Dans cette partie nous rappelons quelques propriétés du
mauvais corps obtenu dans [2] qui seront utilisées pour la démonstration du
théoréme A. Ils’agit d’un corps K algébriquement clos de caractéristique nulle muni
d’un sous-groupe propre multiplicatif divisible et sans torsion, noté U et coloré en
vert, tel que RM(K) =2 et RM(U) = 1 (ou RM(X) désigne le rang de Morley de
X . qui dans tout groupe de rang de Morley fini est égal au rang de Lascar). On peut
alors voir U comme un Q-espace vectoriel qui est fortement minimal avec toute la
structure induite. Nous travaillons dans un langage relationnel, a ’exception de la
loi du groupe multiplicatif et, pour chaque ¢ € Q, de la multiplication linéaire par
g sur les éléments verts. A I’élément zéro prés. nos structures sont donc des sous-
groupes multiplicatifs d’un corps de caractéristique nulle dont le sous-groupe vert
est divisible sans torsion. Pour deux structures 4 et B, on note 4 x B la structure
engendrée, qui est, modulo 1’élément 0. le plus petit sous-groupe multiplicatif les
contenant et clos par racines vertes.

Pour deux structures A C B avec B finiment engendrée sur 4, on définit une
prédimension relative

5(B/A) = 2 degtr(B/A) — dimling(U(B)/U(A))
lorsque A est vide, on 'omet. On dit que A4 est autosuffisante dans B, noté¢ 4 < B,
si 6(By/A) > 0 pour tout A C By C B. Une extension autosuffisante 4 < B est
minimale $’1l n’y a pas de structure intermédiaire propre autosuffisante dans B.
Le corps K est caractérisé par les conditions suivantes :
— 0(4) > 0 pour tout 4 C K finiment engendré.
— Si 4 < KetA < B est une extension minimale , alors il existe un plongement
de B dans K sur 4 avec image autosuffisante.
~Sid < KetAd < Bavecd(B/A) = 0, alors il n’y a qu'un nombre fini de
plongements de B dans K sur 4.
Rappelons que d est sous-modulaire : pour A et B dans K finiment engendrées,

6(A*B)+5(ANB) <d(A) +5(B).

En particulier, I'intersection de deux sous-structures autosuffisantes 1’est aussi.
Donc pour tout 4 C K, il existe une plus petite sous-structure autosuffisante
de K contenant A, sa cléture autosuffisante (A), qui est algébrique sur 4 dans la
théorie T du mauvais corps K et A-invariante en tant qu’ensemble. Si A est finiment
engendré, alors (A4) I'est aussi. De plus,

RM(b/A) = 6((4b)/(A)).

L'indépendance a | . b au sens de 7 pour deux uples a et b au-dessus de
C = (aC) N (bC) est caractérisée par les propriétés équivalentes suivantes :

- 0((abC)/(bC)) =6({(aC)/C)
—{aC) [ (bC). (abC) = (aC)  (bC) et U((abC)) = U((aC)) - U((6C)).
ou I'indice 0 fait référence au réduit au pur langage des anneaux, donc a la théorie

Ty des corps algébriquement clos de caractéristique 0. Notons que 7 élimine les
imaginaires, ce qui nous permet d’utiliser les résultats de la section précédente.
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De plus, si 4 et B sont autosuffisants et indépendants sur leur intersection, alors la
structure engendrée 4 * B est, modulo 0, le produit des groupes 4 et B. La théorie T
est relativement CM-triviale au-dessus de 7)) par rapport a la cloture autosuffisante
[6. Théoreme 6.4].

REMARQUE 2.1. Soient A C B autosuffisants et C C acl(A4) autosuffisant tel que
BNnC :A.Alors,onaBJSA C.

DEMONSTRATION. Par le caractére local de la déviation, on peut supposer que
C est finiment engendré au-dessus de 4. Comme C est T-algébrique sur 4, on a
B | € ¢ la caractérisation de I'indépendance implique alors B L€ -

Pour deux structures 4 C B. on appelle une base verte de B sur A tout uple
de U(B) qui compléte une base linéaire de U(A4) en une base linéaire de U(B):
notons qu’elle sera linéairement indépendante sur 4 car toute combinaison linéaire
de points verts est verte. En particulier, une base verte de B est une base linéaire de
U(B).

Terminons par quelques remarques utiles sur le corps K :

REMARQUE 2.2. Supposons que la sous-structure A4 est autosuffisante.

(1) La sous-structure aclo(A4) est 4 nouveau autosuffisante et elle ne contient pas
de nouveaux points colorés.

(2) L’élément b est algébrique sur A si et seulement s’il existe B O Ab finiment
engendré sur A tel que 5(B/A4) = 0. Si X est une base verte de B sur 4 alors
degtr(B/A4) = degtr(x/A) = |x|/2. En particulier, 'ensemble B est inclus
dans acly(A4. U(B)) : si A est vert, on a méme B C acly(U(B)).

(3) Tout point blanc est somme de deux points verts et chacun de ces couples est
algébrique sur ce point blanc. Par compacité, I'ensemble de ces couples est
fini. Supposons que A4 est engendrée par un ensemble fini ® et considérons la
sous-structure B (finiment) engendrée par une base verte de 4 et ensemble
des couples verts dont la somme est un ¢élément blanc de ®. Alors B est
autosuffisante et contenue dans acl(4) : la sous-structure 4 = B D'est car
0(A4 % B) = 6(A). Puisque U(A * B) = U(B). on en déduit I'autosuffisance
de B.

83. Cherchez le tore. Dans cette partie, nous allons démontrer le théoreme
A énoncé dans l'introduction. Pour ce faire. nous allons décomposer le groupe
en une partie 0-algébrique et une partie 0-transcendante (ou I'indice 0 fait tou-
jours référence au réduit de pur corps algébriquement clos). En utilisant cette
décomposition, on construira un groupe algébrique. Finalement, on exhibera une
isogénie non triviale de notre groupe vers une section du groupe algébrique construit.

Rappelons qu’un corps de rang de Morley fini élimine les imaginaires [19] et donc
tout groupe interprétable est définissablement isomorphe a un groupe définissable.
En particulier, le quotient K */ U est définissablement isomorphe a un groupe définis-
sable. Hélas, pour deux uples réels « et b en bijection avec deux génériques indépen-
dants de K*/ U, ’élément a; décrit dans le fait 1.9 est vide. Cet exemple sera notre
fil conducteur pour faire une analyse plus précise des groupes définissables.
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Fixons donc un groupe infini connexe G définissable dans un corps vert collapsé
(K. U). Nous ajoutons aux paramétres de la théorie ceux nécessaires pour définir
G ainsi que la cloture algébrique d’une suite de Morley D du générique de G. Nous
supposons en particulier que G est définissable sur ().

Prenons a, b et ¢ trois points génériques de G indépendants, et posons

a; = acl(a) Nacly(acl(h). acl(ab)).

Alors a; est autosuffisant comme intersection de deux sous-structures autosuffi-
santes. Notons que acl(a) et a; peuvent avoir degré de transcendance infini. Par
ailleurs, on a également a; = acl(a) N acly(acl(c). acl(ca)) par [6, Lemme 3.4].

Le fait 1.9 donne

acl(a) |%acl(h),acl(ab) ainsique acl(a) |°acly(acl(c),acl(ca)).

aj

LEMME 3.1. Il existe un uple autosuffisant 0-algébriquement clos @ tel que :
— @ contient a, a— ' et ay,
— 4 est algébrique sur a,
a est 0-algébrique sur sa base verte,
— le degré de transcendance degtr(a/ay) est fini.
On obtient de méme des uples b.ab.¢c.ca et cab. et le diagramme suivant :

a

ot A est l'ensemble autosuffisant acly((@.b. ab)) (et de méme pour les autres droites
A;). De plus

—a=A1NAyet A; J/aAz,

- Ay JBH A>.

— la structure Ay x Ay est autosuffisante et U(Ay x A3) = U(A,) - U(A43). ou
U(Ay) et U(A>) sont en somme directe au-dessus de U (@) en tant que Q-espaces
vectoriels.

DEMONSTRATION. Considérons un uple réel ag représentant 'ensemble {a, a '},
ou ’élément a~! est I'inverse de a au sens du groupe G. Alors a, a~! et ap sont
tous interalgébriques au sens de la théorie 7'.

La cloture autosuffisante (a.a~!) est une sous-structure finiment engendrée et
algébrique sur ag. Soit ® un ensemble fini az-définissable contenu dans (a, a~!) et
contenant a, a~! ainsi qu’une base verte de (a, a~!). Alors la structure engendrée
par © est égale a (a,a~"). Soit a} I'ensemble fini az-définissable constitué de U(®)
ainsi que tous les couples de points verts dont la somme est un point blanc de ©.
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Par la remarque 2.2(3), 'uple vert fini @} engendre une sous-structure verte auto-
suffisante incluse dans acl(a). De plus. les éléments a et a~' sont 0-algébriques
sur aj.

En utilisant la définissabilité de a} sur ar et le fait que tous les points ont le méme
type, on décompose de la méme fagon les points b, ab, ¢, ca et cab.

Posons

Ay = aclo({ay. ab. by, by. aby, abh)). Ay = acly({ar. dab. ¢1. ¢}, cay. cay)).
As = acly((by. b}, cay. ca). caby. cab})). Aq = acly((aby. abh. c1. 5. caby, cabh)).

ot la multiplication est prioritaire sur les indices : par exemple cab, signifie (cab);
et ab), signifie (ab)}.

Par la remarque 2.2(1), les sous-structures Aj, A,. As et A4 sont toutes
autosuffisantes.

Si’on pose

a=aclla)NA4;. b=acl(b)nA4, et ab=acl(ab)N A4,

qui sont autosuffisants et 0-algébriquement clos, alors a1, a} C @ = acly(a), donc
a C a C acl(a). Il suit que A4; = acly((@.b.ab)). De plus. on a @ = acl(a) N A4,.
car (b.ab) et (c™'. (ca)™") ont le méme type sur ag. donc 4| =,, A,. On définit ¢,
7a et cab de fagon analogue.

La remarque 2.1 donne A4, JS; acl(a). Puisque a5 C @ C acl(a) = acl(d}), on a
d(@/ab) = 0. Donc @ = acly(U(@)) d’apres la remarque 2.2 (2).

Le fait 1.9 donne que acly(a1. b1, aby) = acly(ai. by). quiest autosuffisant. Comme
a’y, b5, ab) sont finis, le dégré de transcendance degtr(4/ay, by) est fini. Puisque

acl(a) |%acl(b). acl(ab),

on conclut que le degré de transcendance
degtr(a/a) = degtr(a/ay. by, by, aby, aby) < degtr(Ay/ay.,by).

est aussi fini.
Puisque b et ¢ sont indépendants sur ¢, ona 4, | , A2. Donc

aC A NAy C A Nnaclla) =a.

Ainsi A1 N A, =7a et
Ay | A,
a
car a et @ sont interalgébriques (au sens 7). Il suit de la caractérisation de 1'indé-
pendance que A4 * A, est autosuffisante,

A1 24y et U4 * 42) = U(4)) - U(42),
a
ou U(4,) et U(A4,) sont en somme directe au-dessus de U (@) en tant que Q-espaces
vectoriels. 4
Nous venons donc de remplacer les points génériques du groupe G par des uples
autosuffisants interalgébriques, qui sont 0-algébriques sur leurs bases vertes. Cela
nous permettra de construire une O-configuration de groupe a partir de points
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colorés. Quoique le diagramme précédent ne donne pas une O-configuration de
groupe, les droites sont indépendantes sur leurs intersections communes.

LEMME 3.2.
A JB Ar., As.
ab

DEMONSTRATION. Vérifions d’abord que
Ay % acl(@) * acl(b).

axb

Comme 7 et b sont indépendants, les structures 7 = b et acl(@) * acl(h) sont autosuf-
fisantes. Puisque acl(@) = acl(h) C acl(a, b). il suffit de montrer que 4; N (acl(@) *
acl(h)) = acly(@.b). par la remarque 2.1. L’ensemble 4, N (acl(@) = acl(h)) est
0-algébrique sur ses points verts et @ * b par la remarque 2.2(2). Or, son degré de
transcendance sur @ * b est fini, donc une (toute) base verte e de cet ensemble sur
7 b est finie. Par hypothése, elle s’écrit comme e = ¢, - e,. avec e, € acl(a) et
ey, € acl(h). tous les deux verts, ot le produit est pris coordonnée par coordonnée.
Notons que

eﬁa ; €acard, JBE acl(a@).
e’ ;epcard; % acl(h), et
ey JBEE epcaracl(@) |° acl(h) par indépendance au sens de T'.
Donc, d’apres le lemme 1.2, I’élément e est 0-générique dans un translaté d’un
sous-groupe algébrique connexe multiplicatif. Un tel sous-groupe de (K*)" est un
tore, défini par des relations Q-linéaires. La dimension linéaire d’un point générique
coincide donc avec le degré de transcendance [12].
Notons que
d(e/ acly(a.b)) = 5(4; N (acl(@) * acl(h))/ acly(a. b)) = 0.
Ainsi
0 =d(e/acly(a,b)) = 2degtr(e/a.b) — dimling(e/ acly(@. b)) = degtr(e/a.b).
et donc e € acly(@. b). Alors,
A; N (acl(@) = acl(b)) C acly(e.@ * b) C acly(a.b).

Pour terminer, observons que 'on travaille depuis le début de cette partie au-dessus
d’une suite de Morley D du générique de G utilisée pour le fait 1.9. Une relation
0-algébrique entre A; et A, A3 n’utilise qu’une partie infinie propre D’ de D, c’est-
a-dire entre les ensembles A et A, A% correspondants a la méme construction
au-dessus de la suite de Morley D’. On peut envoyer ¢ sur un élément de D \ D’
sur D', a, b pour obtenir une copie de 45 * A; dans acl(a) = acl(b) au-dessus de 4.
Donc cette relation 0-algébrique se produit déja entre 4; et acl(a) * acl(h) et. par
transitivité, entre 4, et @ * b. =

COROLLAIRE 3.3. La structure Ay x A, x Az est autosuffisante. On a
U(Adr % Ay A3) = U(4y) - U(4,) - U(43).

En outre, ces sous-espaces sont en somme directe au-dessus de U (@) - U(b) - U(ca).
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DEMONSTRATION. Puisque
axb C A N (4yxA3) C A, C acl(a.b)
sont tous des ensembles autosuffisants, on obtient
0 <3(A41/4, N (Ay * 43)) < d(acl(@.b)/a*b) = 0.
On a donc égalité ; par sous-modularité et autosuffisance de A, * A3 on obtient
0 <6(Ay * Ay x A3/ Ay * A3) <6(A1 /A1 N (A2 * A3)) = 0.

Comme la structure 4, * A3 est autosuffisante, on en déduit que 4| * A, * A3 'est
¢galement.

Puisque @b est autosuffisant, la remarque 2.2(1) donne U (acly(@, b)) = U(axb).
Enfin, comme

O(Ay % Ay x A3Ja«b) = RM(G) =5(A;/a = b) +6(Ar x A3/a + b)

et
Ay [° 45, 45,
ab
on conclut que

U(A) x Ay % A3) = U(A1) - U(A4; x A3).

et que U(A4;) et U(A, = A3) sont en somme directe au-dessus de U(@ * b) =
U(@) - U(b). Le fait que U(A, * A3) est la somme directe de U(A4,) et U(A43)
au-dessus de U (¢a) nous permet de conclure. -

Le degré de transcendance degtr(a/a; ) est fini d’aprés le lemme 3.1. Considérons
alors un uple fini @, de points verts de @ maximal O-transcendant sur «;. Comme
a = aclo(U(a)). on a @ = acly(a1ay) = acly({a1a,)). car @ est autosuffisant.
La remarque 2.2(1) donne que U (@) = U((a1a,)).

Nous allons maintenant compléter @, en une base verte de @ sur @) de la fagon la
plus transcendante possible.

LemME 3.4. 1l existe un uple vert t, fini et O-transcendant sur ay qui compléte a,
en une base verte de a sur a.

DEMONSTRATION. Soit 7, complétant ¢, en une base verte de @ sur a;. Comme
a; est autosuffisant, toute sous-structure de @ engendrée sur @ par n éléments de
as, t, a degré de transcendance au moins 7/2 sur a;. En particulier,

las| = degtr(@/ar) > |ta].

On peut alors transformer linéairement les ¢léments de 7, avec les points de a, pour
que 7, soit également O-transcendant sur «;. -

REMARQUE 3.5. Rappelons que 7, est 0-algébrique sur aja;. Nous obtenons des
bases vertes comme ci-dessus pour chaque point du diagramme. Les indépendances

acl(b) % acl(ab) et acl(a) |°acl(h),acl(ab)

impliquent que as. by, aby. ty. 1. ta est une base linéaire de U .(H) -U(b) - U(ab)
au-dessus de U(aclo(al, b], abl)) = U(aclo(al, b])) = U(al) : U(b]).
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LEMME 3.6. Les uples

1. t.
fh=-—". t=—"" et th,==—
lea Leab Leab

(ou la division est coordonnée par coordonnée) satisfont
(1) t,-t =1,

ab

(2) 1! est O-transcendant sur @, ca et de méme sur a.c.

DEMONSTRATION. L’égalité est évidente. Le fait 1.9 entraine que

te |"a.ca.
c

Comme ¢, est O-transcendant sur ¢, il I’est aussi sur @, ca. Puisque f., € acly(ca).
on voit que #/, est O-transcendant sur @, ¢a. .

Soit #; une base linéaire de U(A;) sur U (@) - U(b) - U(ab). et de méme pour les
autres droites. Notons que 7; est fini car degtr(A4;/ay. by) 'est. Alors

az.by,aby, ty. ty, tap. 11

est une base verte de 4; sur acly(a;.b;). Nous allons transformer ces bases afin
qu’elles satisfassent les conditions du lemme 1.2.

PROPOSITION 3.7. Aprés une éventuelle transformation linéaire des uples t;, on a

(1) t1-t4 =1 13,
(2) t; et A; sont 0-algébriques sur les trois points de la droite A;,
(3) [t2] + [t = [e2] et RM(C/c1) = 0(c/c1) = |ta].
(4)

4) tp est O-transcendant sur @, c. t), et sura.ca. |, (et de méme pour t3 et ty sur les
points correspondants), et t| est O-transcendant sur @, ab.

(5) t; est un uple vert T-générique sur a.
Ainsi, les uples @, ¢, t!, et ty, tout comme 4@, ca, t, et t,, sont 0-indépendants.

DEMONSTRATION. Par le corollaire 3.3,"1a structure 4, * A, * Az est autosuffisante
et 11. 1., t3 est une base linéaire de X = U(A; * 4> x A3) sur

Y=U@@) -Ub)-U@)-Uab)-U(ca)- Ulcab).
Comme A * A, * A3 contient ab, T et cab, elle contient également (ab,c, E}. En
particulier,
1y € U(A4) = U(<%E,%>) - A] * Az * A3,

doncils existent ¢/ € U(A4;) pourl <i < 3.telsquety = t{-15-15. Par symétrie, pour
tout i < j < 3.T'uple ¢;. ¢;. t4 est aussi une base linéaire de X sur Y. Ceci implique
quedimlin(z//Y) = dimlin(z;/Y) pour chaque 1 < i < 4. A transformation linéaire
prés de 11, 1> et 3. on peut donc supposer que #1 - f4 = 1> - {3, ce qui montre (1).

Par le lemme 3.2, pour tous i,jk € {1,2,3,4} distincts, 'uple #; est
0-indépendant de ¢, #; au-dessus de @, b.ab.cab.c.ca. Le lemme 1.2 appliqué
at, t-tyetty donne que

tpo(t1/ acly(@. b, ab, cab,,ca))
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est 0-générique dans un translaté J définissable sur aclo(ﬁ,B,E, cab.c. ca) d’un
tore de (K*)l. Puisque
ti |° cab.c.ca,
a.b.ab
le translaté ¥ est définissable sur acly(@, b, ab). Or, pour tout translaté d’un tore,
sa dimension de Zariski correspond a la dimension linéaire multiplicative du point
générique. Donc

degtr(¢;/@. b. ab) = dimling (¢, / acly(@. b, ab)) = 5(t;/ acly(@. b.

puisque ¢; € A = aclo(<ﬁ, b.ab)). Ainsi t; est 0-algébrique sur @. b,
aussi car

) <

ab
ab, et Ay est

Ay = acly((@.b ab)) = acly(@.b.ab. t;) = acly(a.b. ab).

ce qui montre (2).

Pour (3), posons n = degtr(A4,/a.ca). Du fait que 6 (A4, /a xca) = O et que a *ca
est autosuffisant, la base verte 3. #5. t. de A, sur @ * ¢a est de longueur 2n. Par (2).
ona

A> = acly(e.a,ca) = acly(cp. @.ca).

Puisque EJB(, a,ca,l'uple ¢, reste O-transcendant sur @, ca. Un calcul de prédimen-
-1
sion donne que

0= 5(02,[2,&,/5,@) = 2degtr(cz/ﬁ,ﬁ) —|ea| = 62| — |te]-
Ainsi |t2| + |t.| = |c2|. Comme ¢ est autosuffisant, on en déduit
RM(c/c1) =d(¢/c1) = 2degtr(c/c;) — dimling(c/c1) = 2|ea| — |ea| — |2.] = |12].

Pour (4), supposons que les j — 1 premiéres coordonnées t;,....0 ;1 de
I'uple 7, sont O-transcendantes sur a,ca, t), et sur a,c,t,. Rappelons que ¢, est
O-transcendant sur @, ¢a et que |c2| = |f2| + |2.| = |72 + |7},|. L'une des coordonnées
z de ¢, est donc O-transcendante sur @.ca. ). t21,.... 12 j—1. Si 2 ; est 0-algébrique
SUr @.ca.t).try,....t ;1 alors t, ;z est lui O-transcendant. De plus, si 1, ; était
O-transcendant sur a.c.t),.ty1. ...t ;1. I'élément #, ;z I'est toujours.

Afin de conserver I'égalité ¢ - t4 = 1> - t3, on multiplie #4; par z. Notons que
si f4; était O-transcendant sur ab.c, ), ta1..... t4 1. alors 14 ;z lest toujours.
Enfin, si #4; était O-transcendant sur ab. cab., t;b, f41.....14 ;1 mais t4 ;z devient
0-algébrique, alors 74 ;z” est  nouveau O-transcendant, ainsi que 7, ; z* sur les points
correspondants (z? dénote ici le carré de z au sens du corps). Le résultat suit par
récurrence et symétrie.

Pour (5). comme « et ¢ sont indépendants, on a

() J_/ a.
4]

Par (3), I'une des coordonnées z de c» est T-transcendante sur @.t>1,..., 0. -1
pour j < |f2]. Si tp; est algébrique sur @.ty.....% 1, I'élément 7, ;z" est
T-transcendant sur @,t.....1;—1 pour tout n > 0 (ou z" dénote la puis-
sance n-itme de z au sens du corps). Comme #,; est O-transcendant sur
a.ca.t),.(tr; i # j), il y a au plus un n pour lequel 7, ;z" est 0-algébrique sur
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a.ca.t),(tr; i # j). De méme pour #4 ;z" au-dessus de ab. cab. 1l (taj ci # ).
11 existe donc un #» commun permettant de préserver (1) et (4). On conclut par
récurrence.

La derniére remarque suit du lemme 3.6 et du point (4). -

COROLLAIRE 3.8. La droite A, est 0-algébrique sur a,c.t),. t,. Les points ¢ et ca
sont O-interalgébriques sur a. t),, t>.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 3.7, la droite 4, est 0-algébrique sur
a.c.ca et donc sur @, ¢, cay. car ca = acly(cay. cas) et ca; € acly(ay. cy). De plus,
l'uple 7’ . 1, est O-transcendant sur @.¢. A partir du lemme 3.6 et de la proposition
3.7, on obtient

degtr(dy/a.c) = degtr(cay/a.T) = |caz| = |t,| + |12] = degtr(z;,. 12/a. ).

d’ou 4, = acly(@.c.t..1;). En particulier, on a ca € acly(@,c.7,.1,) et, par
symétrie, ¢ € acly(a.ca.t).t). -

On pose
a =acly(c.ca) Nacly(a, 1), t2).

B = acly(ca, cab) Nacly(b. t}.13) et
y = acly(cab.¢) Nacly(ab.t),. t4).
Remarquons que a;. 7, € acet by. ¢, € f, ainsi que aby. 1), € y.
PROPOSITION 3.9. Le diagramme

y ca
est un quadrangle 0-algébrique. De plus,

c.ca 'a.t).b.
[e%

Lélément « et la 0-base canonique Cby(c.ca/a. t),. t2) sont donc 0-interalgébriques.

DEMONSTRATION. Montrons d’abord que

Ay |°b.t). t3.ab. t)y . 1. (%)

«

Le lemme 3.2 donne I'indépendance 43, A4 ngm A». Celle-ci entraine

b.ty.t3.ab. 1)yt | A

et donc Cby (b, 1. t3, ab, t!,.14/A42) € acly(c.ca).
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Il reste a2 montrer que Cby(b, 1. 13. ab, tl,.14/A42) € acly(a. t}. 1). c’est-a-dire

b.ty.t3.ab.t}y. ts [0 A.

E,t;iz
Comme A3 JBE Ay, onaca.t).t; JBE Ay. Puisque b, ca et 1}, 13 sont 0-indépendants

par la proposition 3.7, il suit que ca. t;. 13 124, et

ca "1 1. (1)

Ay
L’indépendance A3 szﬁ A;. A, entraine tl’,, 13 JB o ¢, tl. 1y cette indépendance
N 1
et (1) donnent par transitivité t,;, 13 Jf y C.t)., 1 et donc
1
.ty [0 T
Al‘lé'/,l"_;

Commet -t4 =1t-t3ett),-t; =1t/,.ona

. 0 . . — 0 . ~
Ensuite 4, J/ﬁ Aj implique ¢ J“Wé‘fz Ay, ce qui avec (1) entraine
c Ji) A],t;b,l4.
ﬁ,l‘j‘tz
Comme A, C acly(@, T, 1), 1) d’apres le corollaire 3.8,

A> JB A, l‘:,b,t4.

E,I‘:‘tz
A nouveau les identités 71 - 4 = 1, - 13 et t; - t, =t/ donnent

b.ty.t3.ab. t}y. 1y [0 As.

E‘t;,lz

ce qui entraine (x).

Nous allons maintenant vérifier que les points et les droites du diagramme
satisfont les relations d’un quadrangle 0-algébrique.

L’indépendance (%) entraine

c.ca [9b.1;.15.ab. 1}y 1a.
@

ce qui implique

c.ca ' B.y. (#)

Alors, les droites (o, f.7) et (a.¢.ca) sont 0-indépendants sur leur intersection c.
Par symétrie, chaque autre droite est 0-indépendante de (. f.7) sur leur intersec-
tion. La 0-indépendance de deux droites différentes de (., 8, y) sur leur intersection
découle de I'indépendance des droites A;.

Par la proposition 3.7,

a.t.t, ¢ et at,.tn |'ca.
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Ainsi a. ¢ et ca sont deux a deux 0-indépendants. D’apres le corollaire 3.8 appliqué
aux droites A3 et A4, onaca € acly(b. cab.t;.13) et cab € acly(ab.c.t!,.14). ce qui
implique ca € acly(b. 1}.13.ab.c.t),. 14). Par (%), on conclut

ca € acly(a. ).

On a de méme ¢ € acly(a. ea). Donc chaque point de la droite (o. €. ca) est 0-algé-
brique sur les deux autres.

Par symétrie, on obtient les mémes propriétés pour les droites (f, cab.ca) et
(y.cab.c).

Pour la droite (. .7). I'indépendance 4, [%_ 45 implique a [ . Comme

a |°¢a onaa |°f. Puisque cab € acly(f.ca), I'indépendance (4) implique

y [°¢.ca, cab.
a.p

et donc y € acly(a. B). Par symétrie, les points o, f et y sont deux-a-deux
0-indépendants et chacun est 0-algébrique sur les deux autres.

Il s’agit bien d’un quadrangle 0-algébrique.

Pour la derniére affirmation, notons que 'uple « est dans acly(a. 1. fp), par
définition. Or, la proposition 3.7 entraine EJBE, t.tr, o, ce qui donne Eﬁa a.th. .
d’ou

ccal'a.t .,
(67

carca € acly(c. a). +

Le théoréme de la configuration de groupe donne. sur des paramétres B = acl(B)
indépendants de a, b, ¢, un groupe Ty-+-définissable 0-connexe H, et des éléments
0-génériques 0-indépendants /1 et 4’ dans H sur B, tels que « est 0-interalgébrique
avec h sur B. ainsi que 8 avec i’ et y avec hh'. Notons que les éléments /4 et A’ ne
sont pas forcément indépendants et que leur 7-type n’est pas générique dans H
sur B.

Comme B est indépendant de acl(a. b. ¢). toutes les indépendances et 0-indépen-
dances obtenues a ce point sont préservées par ’adjonction de B a la base.

COROLLAIRE 3.10. Les uples h et (1!, t,) sont 0-interalgébriques sur a. B.

DEMONSTRATION. Par interalgébricité de « et /4 sur B, il suffit de le démontrer
pour « a la place de 4. Notons d’abord que l'uple « est dans acly(@, 7], 7;) par
définition. Réciproquement, la proposition précédente donne

cea %a.t). o,
[e%

douc.ca \Bﬁa t. t. Comme t!, t, € acly(@,¢.ca), on conclut que
t;,tz S aClo(a,OL). 4

Pour la suite, on pose r = |t} et s = |£2].

PrROPOSITION 3.11. Soit S = Staby(h.t!.t,/a, B) le 0-stabilisateur de (h.t,.t2)
dans H x (K*)** et N sa projection sur H. Alors S et N sont 0-connexes et
To-définissables sur B, et (h,tg,tz) est 0-générique sur a,B dans le translaté
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S - (h, t. 1), qui est aussi Ty-définissable sur acly (@. B). Le sous-groupe N est central
dans H . et S induit une isogénie entre N et (K*)" 5.
De plus, l'uple ay est 0-algébrique sur B et le parameétre canonique™ Nh ™ du translaté

Nh.
DEMONSTRATION. Puisque 4 € acly(A4;, B). 'indépendance 4, JBE 5 A implique
h.ty.ty °b.ab. (1)
a.B

etS = Stab()(h, l‘;, l‘z/ﬁ, E, %, B).
Vérifions d’abord que

(hty. 1), (W.ty.13) et (hh'.ty.t1-1a) = (h.ty. 1) - (W', 1}, 15)

sont deux-a-deux 0-indépendants au-dessus de @, b,ab, B.

Lindépendance 4> |° , 41 donne ;.12 % b.ab. Comme ¢/ t, L, pcapar
la proposition 3.7, on a que 7,1 JBE 5 b.ab.ca. Puisque h est 0-algébrique sur
a,tl, t, B, on obtient 4

ht .ty |° ca.
a.b.ab.B

Enfin, 'indépendance 4,4, |° A3z implique

b.ca.B

hotl,tn 0 K.t.15.

et donc par transitivité

Par symétrie, puisque #; € acly(@. b. ab), on obtient également

W' thy ty-ty 0 Ktty et Bt ti-ts [0 hotl.t.
7.b.ab.B 7.b.ab.B
D’aprés le lemme 1.2, le groupe S est O-connexe, et le point (A, th.t)) est
0-générique sur acly(a. b. ab. B) dansle translaté S-(h. /. 1), qui est Ty-définissable
sur acly(@, b. ab. B). Notons que N doit étre aussi 0-connexe.
Puisque S = Staby (%, 2}, t,/a. B), il est Ty-définissable sur acly(@, B). Le translaté
S - (h.t!, 1) est Ty-définissable sur

sbas

aclo(h.t' . t,.a@, B) Nacly(@.b.ab. B) = acly(a. B).

sbas

par lindépendance (f). En particulier, sa projection N/ est également
To-définissable sur acly(a@. B), et "Nh™ € acly(a. B).
D’apres le lemme 1.2, on a aussi

S = Stabo(hh/, Z;b, 1 - 14/5, E, %, B).
Or, I'indépendance A4 L% pAret hh' € acly(A4, B) impliquent

W't ty |0 ab:

%,11‘3
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donc S est Ty-définissable sur acly(ab. ¢, B). Comme @, ab et t; sont 0-indépendants
sur B d’aprés la proposition 3.7, on a acly(@. B) Nacly(ab. t;. B) = B. On conclut
que S, ainsi que N, sont Ty-définissables sur B.

Puisque £ est 0-générique dans H sur B, il est 0-générique dans le translaté Nh
sur aclo("NA™, B). Notons que

a €ana Canacly(h B).
Soit (n. ¢, 1) un 0-générique de S sur B, @, h. Alors n € Staby(h/a, B), d’ou
_0
nh :aclo(EB) h

eta; € acly(nh, B). Comme n est 0-générique dans N sur B, @, h,onanh |° VB h.
Alors ‘

a) € acly(nh, B) Nacly(h. B) = acly("Nh™, B).
De plus, I’élément / est 0-générique dans Nh sur @, B.

D’apres la proposition 3.7, la paire (¢}, t;) est 0-générique sur @, B. La O-interal-
gébricité entre 4 et (t; 1) sur @, B entraine, par le lemme 1.5, que le stabilisateur
S est une isogénie Ty-définissable sur B entre N et (K*)"+*. En particulier, le sous-
groupe N est ’'enveloppe Ty-définissable de sa torsion, et sa n-torsion est finie pour
chaque 7, car cC’est le cas de (K*)"™ et N est 0-connexe. Pour montrer que N est
central dans H , il suffit donc de vérifier que N est normal dans H : ainsi sa n-torsion
est H-invariante pour tout » ; comme elle est finie et A est connexe, elle est centrale.

On considére le O-stabilisateur S; = Stabg (4, t,.13/a, b.ab.B) et sa projection
Ny sur H. Par symétrie, les groupes S| et N; sont Ty-définissables sur acly(b. B).
D’apreés le lemme 1.2 on a N| = 2~ Nh, donc N; est également Ty-définissable sur
aclo(h, B). Comme h JSB b. le groupe N est Ty-définissable sur B, et h—'Nh ne
dépend pas du 0-générique & de H sur B. Si & est un deuxieme 0-générique de H
sur B indépendant de 2, on a i 'Nhy = h—'Nh. Ainsi hhy Uest un 0-générique de
H sur B qui normalise N ; par connexité tout H normalise N. -

/

Le lemme 1.2 appliqué aux uples (h.7).0). (h'.1).t3¢7") et (hh'.t,. 14) sur

s bas

acly(a. b.ab. B). qui contient 71, entraine également le résultat suivant :

REMARQUE 3.12. On a
S = Stabo(h, t;, tz/ﬁ, B) = Stab()(hh/, t l‘4/%, B)

ab>

et le translaté S - (hh'. 1), . 14) est Ty-définissable sur acly (ab. B).

Avec les notations précédentes, 'uple 7, est un uple vert générique de (K*)* sur
@, par la proposition 3.7. Or, quoique 'uple (. )) est 0-générique dans (K*)"
sur @, B, il ne I’est pas forcement au sens de 7'. Cependant, nous allons modifier %
pour supprimer 7.

Par connexité de K*, I'isogénie S est surjective. Il y a donc /g et i dans N avec
(ho, 1), 1) et (hi. 1}, 1) dans S. et leur produit (hoh,,. 1. 1) est également dans S.
Posons k = hy 'hetk' = hy 'h'.

LEmMME 3.13. Ona

acly(c,ca, B) Nacly(@. . B) = acly(k. B) et c.ca "a.t,.
k.B

Les uples k et t, sont 0-interalgébriques sur @, B, et a est algébrique sur k, B.
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DEMONSTRATION. Le translaté S - (h,t.. 1) = S - (k. 1. ;) est Ty-définissable sur

s bas

aclp(@, B). Comme S est une isogénie, il suit que k et ¢, sont O-interalgébriques sur
a, B. Puisque hy € acly(z),, B) et ¢/, h € acly(¢.ca, B). ona
k € acly(¢.ca. B) Nacly(a. t2, B).
Puisque Nh = Nk, la proposition 3.11 entraine que
a) € acly("Nh7, B) = acly(" Nk, B) C acly(k. B).
Le fait 1.9 donne ¢. ¢a JSGI‘B a. donc

c,c a, by,
k,

S\ o

ce qui entraine en particulier
acly(c.ca. B) Nacly(a.t,. B) = acly(k, B).

Enfin, puisque ¢ x ¢a * B est autosuffisant, la cloture autosuffisante (k, B) est dans
acly(c.ca, B). Ainsi.

c,ca JB ar,ty., 1.
(k.B)

Comme ay, t,. t, est linéairement indépendant sur U (¢ xca * B), on obtient
5(a2,ta,t2/<k,B>) :5(a2,ta,t2/5*ﬁ* B) 25(142/?*@* B) =0,

ce qui permet de conclure que a, est algébrique sur (k, B) et donc sur k, B. Comme
a € acl(ay. ay), on conclut que a est aussi algébrique sur k. B. -

On obtient ainsi le théoréme A de I'introduction.

THEOREME 3.14.  Un groupe interprétable dans un corps vert collapsé est isogene a
un quotient d’'un sous-groupe définissable d’'un groupe algébrique par un sous-groupe
central, qui est lui isogéne a une puissance du sous-groupe coloré U .

DEMONSTRATION. Avec les définitions et notations précédentes, on considere le
groupe
Fr={neH:3tcU*(nl.1t)esS}

Notons que I' < N est également central dans H, et RM(I') = RM(U*) = s
comme S est une isogénie.

Puisque S induit une isogénie entre N et (K*)"*+*, I'intersection SN(H x {1} x U*)
induit une isogénie entre I' et U*. Comme 1, est vert, la projection sur la premiére
coordonnée de

S (k. 1.6)n(H x {1} x U*)
est Tk = kT. Puisque S - (k.1.15) = S - (h.t’. ;) est définissable sur acl(a. B).

la projection kT" I’est aussi; comme 7, est un uple vert générique sur a, B, on a
RM(k/a, B) = RM(t2/a, B) = s et k est générique dans k. De méme, le translaté
k'T est définissable sur acl(b. B), et kk'T est définissable sur acl(ab, B). par la

remarque 3.12.
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Les uples (a, k). (b.k'T) et (ab.kk'T) = (a.kT) - (b.k'T) sont deux a deux
indépendants sur B. Par le lemme 1.2, le point (a.kI') est générique dans un
translaté, définissable sur B, de son stabilisateur

Stab(a,kT'/B),

dans G x (H/T).

Le lemme 1.5 et la remarque 1.6 donnent une endogénie de G dans H/T, car a
est générique dans G sur B.

Pour vérifier que le noyau de cette endogénie est fini, il suffit de montrer que « et
kT sont interalgébriques sur B, c’est-a-dire RM(a/B) < RM(kI'/B). D’aprés le
lemme 3.13, on obtient

RM(k/B) = RM(k/a. B) + RM(a/B) = RM(t2/a. B) + RM(a/B)
= s+ RM(a/B).

Comme k est générique dans kI, on a par ailleurs
RM(kI'/B) > RM(k/B) — RM(k/kT. B) = RM(k/B) — s.

Ainsi RM(kT'/B) > RM(a/B). comme souhaité.

Par stabilité, le groupe / est une limite projective lim n;(H), ou chaque 7; (H)
est un groupe Ty-définissable et donc algébrique. Par compacité il existe iy tel que
U* estisogéne a 7;,(T'), donc G est isogéne a son image dans 7;,(H ) /7;, (T). =

84. Sous-groupes colorés. Rappelons que tout groupe simple définissable dans
un corps coloré se plonge dans un groupe algébrique d’apres [6, Corollaire 5.10].
Ceci et le théoréme A nous amenent a ¢tudier les sous-groupes définissables d’un
groupe algébrique.

Comme dans les parties 2 et 3, on notera 7 la théorie d’un corps coloré K et
I'indice 0 fera référence au réduit du pur corps algébriquement clos. Ainsi un groupe
To-définissable est un groupe algébrique.

Nous commengons par une conséquence de la proposition 1.8, dans le cadre des
corps colorés.

REMARQUE 4.1. A Pintérieur d’un groupe algébrique, on considére un translaté
C d’un sous-groupe connexe définissable S, le tout défini sur un ensemble algébri-
quement clos 4. Si le générique b de C vérifie U((4b)) = U(A). alors S est un
sous-groupe algébrique.

DEMONSTRATION. Dans tout amalgame de Hrushovski, un type sur un ensemble
algébriquement clos est stationnaire, puisque sa seule extension non-déviante cor-
respond a I"'amalgame libre. Donc p = tp(b/A) est stationnaire. Par la proposition
1.8, il suffit de montrer que p est 'unique complétion de rang maximal du 0-type
Po = tpy(b/A).

Notons que (A4b) coincide avecla 0-sous-structure B engendré par A4 et b, puisqu’il
n’y a pas de points colorés en dehors de 4.

Si x = po. la 0-sous-structure X engendrée par A et x est Tp-isomorphe a B.
Si X = (X)et U(X)= U(A). alors x = p. car le diagramme d’une sous-structure
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autosuffisante détermine son type. Sinon, ona U(X) D U(4) ou X C (X). Dans
ces deux cas,
o((X)/4) <o(X/A) <(B/A) =d((4b)/A).
avec au moins une inégalité stricte, ce qui implique RM(x/4) < RM(b/A4). B
THEOREME 4.2.  Dans un corps vert, tout sous-groupe définissable connexe G d’'un
groupe algébrique a un sous groupe normal algébrique N, tel que le quotient G/N est

définissablement isomorphe a une puissance cartésienne du sous-groupe multiplicatif
vert.

DEMONSTRATION. Dans un corps vert, considérons un sous-groupe connexe
définissable G d’un groupe algébrique. On suppose que G est définissable sur ().

Soient a et b deux génériques indépendants de G et notons ¢ = ab leur produit.
Alors (a) et (b) sont en amalgame libre, et la structure (@) * (b) est autosuffi-
sante. L’élément ¢ est 0-algébrique sur cette structure, car la loi de groupe est
Ty-définissable. Ainsi

(c) Cacly((a) * (b)).
par la remarque 2.2(1), qui est également valable dans le cas non-collapsé.

En particulier, la base verte 7 de (c) est une combinaison linéaire des bases vertes
rets de (a) et (b), respectivement. Par le méme argument qu’au début de la preuve
de la proposition 3.7, on peut supposer que ¢t = r - s. Comme r, s et ¢ sont deux
a deux indépendants, ils sont également 0-indépendants [6. Lemme 2.1]. Par le
lemme 1.2, 'uple r est 0-générique dans un translaté 7-définissable sur () de son
0-stabilisateur dans (K*)I"l, qui de plus est 0-connexe. Or, les seuls sous-groupes
algébriques 0-connexes de (K*)I"l sont des tores, dont la dimension de Zariski
correspond a la dimension linéaire du point générique. On conclut que r est un uple
0-transcendant. Comme la structure engendrée par r est autosuffisante dans (a) et
donc autosuffisante, 'uple vert r est générique dans U!"!.

Puisque (a. r). (b. s) et (c. t) sont deux a deux indépendants et que r est algébrique
sur a, les lemmes 1.2, 1.5 et la remarque 1.6 entrainent que le stabilisateur Stab(a, r)
induit une endogénie définissable ¢ de G sur (U*)!"l. Le conoyau de cette endogénie
est trivial, car U n’a pas de torsion et donc pas de sous-groupes finis non-triviaux.

Pour montrer que le noyau ker(¢) est un groupe algébrique, il suffit de le faire pour
sa composante connexe N, car nous sommes a I'intérieur d’un groupe algébrique.
Le paramétre canonique de ker(¢)a est interdéfinissable avec ¢(a) = r. et donc le
parametre canonique de Na est algébrique sur r. Si n est générique dans N sur a,
alors il I’est aussi sur 7, donc na est un générique de Na sur acl(r). La remarque 4.1
permet de conclure si 'on vérifie que

U((na.acl(r))) = Ulacl(r)).

Puisque (n. 1) € Stab(a. r). les points a et na ont méme type sur acl(r). ce qui donne
I'égalité U((na.acl(r))) = U((a.acl(r))).

Posons C = acl(r) N (a). Alors a et acl(r) sont trivialement indépendants
au-dessus de C, car r € C. La caractérisation de 'indépendance nous donne que
(a.acl(r)) est 'amalgame libre de (a) et acl(r) au-dessus de C. De plus. puisque

U({a)) = (r) est le sous-groupe engendré par r, on obtient

U({a,acl(r))) = U(acl(r)). 4
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Dans le cas des corps rouges, les sous-groupes algébriques de (K +)!"I sont donnés
par des systémes de p-polyndmes, dont la dimension de Zariski ne correspond pas
forcement a la dimension linéaire sur le corps premier. De plus, il y a des sous-
groupes rouges finis. Néanmoins, la preuve précédente s’adapte, nous permettant
d’obtenir le résultat suivant :

THEOREME 4.3. Dans un corps rouge, tout sous-groupe définissable connexe G d'un
groupe algébrique a un sous groupe normal algébrique N tel que le quotient G/N est
définissablement isogéne au groupe des points rouges d’'un sous-groupe algébrique de
(K*)".

COROLLAIRE 4.4.  Tout groupe simple définissable dans un corps coloré est définis-
sablement isomorphe a un groupe algébrique. En particulier, aucun mauvais groupe
n'est définissable dans un corps coloré.

DEMONSTRATION. On peut supposer que le groupe simple G est infini. D’apres
[6. Théoreme 6.4 et Corollaire 5.10], le groupe G est définissablement isomorphe
a un groupe linéaire. Dans le cas noir, il est algébrique [15, Proposition 2.4 et
conclusion p.1354]. Dans les cas rouge et vert, d’apres les théorémes 4.2 et 4.3, il
existe un sous-groupe algébrique normal N de G, tel que le quotient est isogene a

un groupe abélien. Par simplicité, le groupe G = N est algébrique. -

§5. La fusion au dessus de I’égalité. Une théorie w-stable a la propriété de la
multiplicité définissable (DMP) si, pour toute formule ¢(x. y), tout ordinal o et
entier n < w, I'ensemble des paramétres a tels que ¢ (x, @) a rang de Morley « et
multiplicité n est définissable.

Dans cette partie, nous décrirons complétement les groupes définissables dans
une fusion 7" (libre ou collapsée) de deux théories fortement minimales 77 et T
avec la DMP, a langages disjoints [5, 10]. Comme dans les parties précédentes, les
notions modele-théoriques seront prises au sens de 7 ; I'indice 7, pour i = 1,2, fera
référence a la théorie 7T;.

Rappelons que la fusion 7 est obtenue en utilisant la prédimension

5(X) = dll’n](X) + dlmz(X) - |X

ou dim; et dim; sont les rangs de Morley respectifs de 77 et 7>. Comme dans la
partie 2, cette prédimension induit un opérateur, la cloture autosuffisante (.), ainsi
qu’une dimension, notée dim : la prédimension de la cloture autosuffisante. Alors
a € acl(B) implique dim(a/B) = 0: la réciproque est vraie dans le cas collapsé.
En particulier. deux uples interalgébriques ont méme dimension.

Pour deux uples a. b et un ensemble C tel que (aC) N (hC) = C. I'indépendance
est caractérisée de la maniere suivante :

s

} (a.Cy i (h.C)pouri=1,2, et
a | b sietseulement si . c _
c (a.b.C)={(a.cyu(b.C).

Apres adjonction de constantes au langage, on peut supposer que chaque théorie
fortement minimale 7} a élimination faible des imaginaires. Nous pouvons ainsi
parler de la dimension d’uples d’imaginaires des théories 77 et 75.

Etant données deux sortes imaginaires S; de 7 et S, de 73, on entend par un
ensemble interprétable dans S} x S, la projection d’un ensemble définissable réel.
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Nous commengons par €tudier les sous-groupes interprétables dans un produit de
groupes T;-interprétables. La démonstration du lemme suivant s’inspire de la preuve
de la platitude dans ’'amalgame ab initio [11].

LemME 5.1. Soient H; des groupes Ti-interprétables pour i = 1,2. Tout sous-
groupe interprétable connexe K de Hy x H, est de la forme K| x K», ou K; < H; est
T;-interprétable. Un générique g = (g'.g?) de K consiste en un couple indépendant
de génériques de chaque K;. De plus, au-dessus de la cloture algébrique des paramétres
nécessaires, on a dim(g') = dim;(g’) et dim(K) = dim;(K;) + dims(K>).

DEMONSTRATION. On peut supposer que le langage est relationnel et que les
groupes Hi, H, et K sont interprétables sur (). Nous allons vérifier d’abord que
g! et g2 sont T-indépendants pour un générique g = (g'. g?) de K. Par élimination
faible des imaginaires, fixons un uple réel fini a = (a', a?) tel que a’ est i-algébrique
sur 'imaginaire g’, qui est lui 7;-définissable sur a’. Posons X = (a) N acl()). qui
est autosuffisant comme intersection de deux ensembles autosuffisants.

Comme X C acl(f)). il suffit de montrer que a' |  a® ce qui par la
caractérisation précédente équivaut & montrer que les clotures (X, a') et (X, a?)
sont i-indépendants pour chaque i = 1,2 et que (X, a) est la réunion de ces deux
clotures.

Considérons une suite de Morley (g;)i<., du type tp(g). Pour i # j, Iélément
g:g; ! est aussi générique avec méme type que g sur acl((). par connexité de K.
On choisit alors b;; = (b} . b2 ;) tel que (g,»gj_',b,;_/) a méme type que (g.a) sur

acl(p). Comme gigj_l et gkg, ' sont indépendants pour (i, j) # (k./). ona
<b,',j> M <bk_y]> = <bl]> M acl(@) = <a> M acl(@) = X.
Fixons n > 0. Puisque b} ; € acly(by ;. bj ;) pour i. j > 0. on obtient

dim (b, ))i<j<n/X) < dimy (b )iecn/X) < 1 dimy(a'/X).

Si
Y = U <b,j>,
i<j<n
alors
dlml(Y/X) dlml((b )1<1<n/X)+d1ml(Y/X( )1<1<n)
< n dim;(a Zdlml l,/Xb )
i<j<n
<ndim(a'/X) + (Z) dim; ((a)/X.a").
De méme,

dimy(Y/X) < n dimy(a®/X) + (Z) dimy((a)/X. a*).
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Puisque Y est la réunion d’ensembles deux a deux disjoints au-dessus de X', qui est
autosuffisant, on obtient :

0 < 8(Y/X) = dim; (Y/X) + dima(¥/X) — |V \ X]|
< n (dimy(a'/X) + dimy(a®/X))

+ (Z) (dim;((a)/X.a") + dimy((a)/X. a*) — [{a) \ X]).

En faisant tendre n vers 'infini, on obtient
0 < dim;((a)/X.a') + dim2(<a>/X,a2) —{a) \ X|
— 5((a)/X. a) + dimy (a/ X, a") + dims(a/X. a®) — |a \ X|. &)
Notons que
dim;(a/X.a") < |a®\ (X Ua')

avec égalité si et seulement si a> \ (X Ua!) est un uple de points 1-indépendants sur
X. a'. De méme pour dimy(a/X, a*). Comme

la\ X|=la'\ (X Uda®)|+|a*\ X Ua")| +]|(a'na®)\ X|.
on en déduit que
dim;(a/X, a") +dimy(a/X.a*) —|a \ X| < —|(a' Nna®)\ X]|.
La prédimension d((a)/X. a) < 0. Donc, par (x), on a
(a'na®) C X,
6({a)/X.a) =0,
dim;(a/X.a") = |a® \ X|. et
dimy(a/X.a*) = |a'\ X|.

s

Ceci entraine que a' et a” sont i-indépendants pour chaque i au-dessus de X.
De plus. comme I'uple a® \ X est un uple de points 1-indépendants sur X U a', il
suit que X U a! est autosuffisant dans X U a. Puisque X C (a) et5({a)/X.a) =0,
on a que (a) = X U a. qui est autosuffisant. Donc X U a' est aussi autosuffisant
pouri = 1, 2, ce qui entraine que g! et g2 sont indépendants.

Soit maintenant K; la projection de K sur H;. Le groupe K; est aussi connexe et
interprétable sur ). De plus, 'élément g’ est générique dans K;. Puisque g' | g2,
I'uple g = (g'.g?) est alors générique dans K| x K,. Ainsi, I'indice de K dans
K x K, est fini. Or, la connexité de chaque K; donne celle de K; x K;, donc
K = K] X Kz.

Vérifions maintenant que dim(g') = dim;(g!/acl() : comme X U a
autosuffisant,

T est

(XUa')nacl(@) =X et a' | acl(0),

on obtient que acl(f)) U a' est autosuffisant, et a' |2 acl(P). Ainsia'\ acl(0) reste
2-indépendant sur acl(()), et dim(a'!) = dim;(a'/X) = dim;(a'/ acl(0)).

Pour terminer, voyons que K; est Tj-interprétable. Puisque dans ce contexte,
tout type sur un ensemble algébriquement clos est stationnaire, il suffit de mon-
trer, par la proposition 1.8, que le type tp(g'/acl(f)) est I'unique complétion de
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rang de Morley maximal du 1-type tp,(g'/acl(})). Prenons (h.b) une réalisation
de tp,(g'. a'/acl(P)). Si b \ acl()) n’est pas 2-indépendant sur acl(), alors sa
prédimension chute et le rang de Morley de / est strictement inférieur a celui de
g!. Sinon, les ensembles autosuffisants acl()) U a' et acl(()) U b sont isomorphes. et
donc b et a ont le méme type. Puisque g' est T-définissable sur ', il suit que % et
g! ont également méme type. -

REMARQUE 5.2. En particulier, tout sous-groupe interprétable connexe d’un
groupe T;-interprétable est également 7;-interprétable, et sa dimension est égale a
sa i-dimension. Notons que I’égalité entre ces deux dimensions pour des ensembles
T;-interprétables apparait dans [10, Theorem 2(i)].

La condition supplémentaire du théoréme 1.10 est donc vérifiée dans ce cadre :

LemME 5.3. Si G est un groupe connexe définissable, alors pour tout homomor-
phisme définissable w : G — H sur un ensemble A algébriquement clos vers un groupe
Ti-interprétable, on a dim;(w(a)/A) < dim(a/A), pour a un générique de G sur A.
En particulier, il existe un tel homomorphisme avec dim; (w(a)/A) maximal et fini.

DEMONSTRATION. Notons que y(G) est un sous-groupe interprétable connexe de
H . etest donc T;-interprétable, par la remarque précédente. Si a est générique dans
G sur A, alors w(a) est générique dans y (G ) sur 4, et

dim; (w(a)/4) = dim(w(a)/A) < dim(a/A4). 4

La proposition suivante est évidente dans le cas d’une fusion collapsée.

PrROPOSITION 5.4.  Dans une fusion libre de deux théories fortement minimales avec
la DM P au dessus de I'égalité, tout groupe définissable de dimension 0 est fini.

DEMONSTRATION. Soit G un groupe connexe définissable sur () de dimension 0.
Sur un ensemble algébriquement clos de parametres indépendants que I’on ajoute
au langage, le théoréme 1.10 et le lemme 5.3 donnent pour k = 1, 2 des morphismes
interprétables ¢, : G — Hj ou Hj est Ti-interprétable, tels que pour deux
génériques indépendants a et b on a

acl(b),acl(ab) |* acl(a). (t)
o1 (a)

Par la remarque 5.2, on peut supposer chaque morphisme surjectif en remplagant
H, par ¢;(G). De plus. comme G est de dimension nulle, chaque H I’est aussi,
donc ¢ (a) est k-algébrique. L'indépendance (1) donne ainsi

(b). (ab) [ (a).
Comme a, b et ab sont deux a deux indépendants, on a
((b) U (ab)) N (@) = ({b) N {a)) U ((ab) 1 {a)) = acl(®).
Par sous-modularité,
o({a)/(b) U (ab)) < 6((a)/ acl(D)) = dim(a/ acl(})) = dim(a) = 0.
Ainsi, puisque (b, ab) = (b) U (ab) est autosuffisant, 'ensemble
(b) U {ab) U (a)
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P’est aussi. La caractérisation de I'indépendance implique que
b.ab | a.

Donc a est algébrique, ce qui montre le résultat. -

Grace aux résultats précédents, nous sommes maintenant en mesure de montrer
le théoréeme C de I'introduction : les groupes définissables dans la fusion sur I’égalité
(libre ou collapsée) sont essentiellement des produits de groupes interprétables dans
chacune des théories de base.

THEOREME 5.5. Tout groupe connexe définissable dans une fusion (libre ou col-
lapsée) au-dessus de I'égalité de deux théories fortement minimales avec la DMP est,
modulo un noyau fini, isomorphe a un produit de groupes interprétables dans chacune
des théories.

DEMONSTRATION. Soit G un groupe infini connexe T-définissable sur @). Sur un
ensemble algébriquement clos de parameétres indépendants que I'on ajoute au lan-
gage, le théoréme 1.10, la remarque 5.2 et le lemme 5.3 donnent des morphismes
surjectifs interprétables ¢, : G — H; ou Hj est Tj-interprétable, tels que pour
deux génériques indépendants a et b on a

acl(a),acl(h) |* acl(ab). (1)
¢y (ab)

On pose ¢ = (¢1.¢2) : G — H; x H,. Comme ¢; et ¢, sont surjectifs et ¢(G) est
connexe, le lemme 5.1 donne que ¢ est également surjectif. De plus,

dim;(¢1(a)) + dimz(¢2(a)) = dim(¢(a)) < dim(a). (1)
Considérons un troisiéme élément générique ¢ indépendant de a, b, et le diagramme
suivant :
a
b ¢
ab ca

De maniere analogue au [11, Lemma 15], on considére des ensembles autosuffisants
finiment engendrés :

= {(a.¢(a).b,p(b),ab,p(ab)) C acl(a, b, ab),

= (a,¢(a),c.¢(c).ca, p(ca)) Cacl(a,c,ca),

= {ca, gi)(ca) cab., d)(cab) b.¢(b)) C acl(ca, cab, c).
= (ab. ¢(ab),c, (c), cab, ¢(cab)) C acl(ab, c, cab),

AN

=

[
e

A;, et As:ﬂAi pours C {1,2,3,4}.

i=1 ies
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Alors les A, sont des extensions finies de acl(()), et

(a.¢(a)) C A1n Cacl(a), (b.¢(b)) C 413 C acl(b),
(ab,¢(ab)) C A4 C acl(ab).(ca, ¢(ca)) C A C acl(ca),
(c.9(c)) € Az Cacl(e),  (cab.¢(cab)) C Az C acl(cab).

Notons que A, = acl(() pour |s| > 3, et

6(A4y) > dim(4y) = 3 dim(a).

0(A4;) = dim(4;) = 2 dim(a), pouri € {1,2,3,4}
0(A;;) = dim(4;;) = dim(a) pouri # j,
6(Ay) =dim(4,) =0 pour |s| > 3.

Remarquons que :
dim(a) = 3 dim(a) — 4 - 2 dim(a) + 6 dim(a)

— Y DMdim(a) < S (=D)F(ay)

sC{1.2.3.4} sC{1.2.3.4} (%)
= > (=DPdim(4)+ D (=1)"dimy(4,).
sC{1.2.3.4} sC{1.2.3.4}
ls1<2 Js|<2

ou I’égalité finale provient de la modularité de la cardinalité.
Pour k = 1. 2, on obtient par sous-modularité :

dimk(A@) = dimk(Al + dimk(A2A3A4/A1)
< dimy (4) + dimy (42A43A44/A12A13A14)
= dimy (A1) + dimy (4rA43A44) — dimy (A12413A414)
= dimy (4,) + dimy (4,) + dimy (4344/A42) — dimy (A12413/A14)
— dimy (414)
< dimy (A1) + dimy (42) + dimy (4344/A23As) — dimy (A12413/A14)
— dimy (414)
= dimy (4;) + dimy (42) + dimy (43 44) — dimy (423 454)
— dimy (A412413/A14) — dimy (414)
= dimy(4;) + dimy (42) + dimy (43) + dimy (A44/A3) — dimy (A23424)
— dimy (A12413/A14) — dimy (A414)
< dimy (A1) + dimy (4;) + dimy (43) 4 dimy (44/A434) — dimy (423 424)
— dimy (A412413/A14) — dimy (414)
= dimy (A1) + dimy (4) + dimg (43) + dimy (44) — dimy (434)
— dimy (A23424) — dimy (A12413/A14) — dimy (A14).

—_ — — —

Comme Ay | Ay implique A>3 |¥ A4, nous avons

dimy (A4g) < dimy (4,) + dimy (42) + dimy (43) + dimy (44) — dimy (434)
— dimy (A414) — dimy (A23) — dimy (Azq) — dimy (A12A413/A414).
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En développant les séries alternées dans (x), on obtient
2
dim(a) < Z (dimy (412) + dimy (413) — dimy (412413/414))
k=1
= A1+ As.

ou Ak = dimk(A12A13) — dimk(A12A13/A14). Puisque A]2 - acl(a), A13 - dCl(b)
et A4 C acl(ab). I'indépendance (1) donne

ApAi |f A
i (ab)
Ainsi,
A = dimy (A12413) — dimy (412413 /A414)

= dimy (A412413) — dimy (412413/ i (ab))

= dimy (¢ (ab)) — dimy (@i (ab)/A12413)

= dimy (¢ (ab)).
car ¢y (ab) € Ay4 est k-algébrique sur ¢y (a) € Ay et ¢ (b) € A13. D’ou,

dim(a) < Ay + Ay = dimy(¢1(ab)) + dimy(¢2(ab)) = dim;(¢p;(a)) + dima(¢p2(a)).
Ceci entraine par I'inégalité (1) que
dim(a) = dim(¢(a)).

Comme ¢(a) est algébrique sur a, on conclut que dim(a/¢(a)) = 0.

Or, I’¢lément a est générique dans «a - ker ¢ sur son parametre canonique, qui est
¢(a). Comme la dimension ne dépend pas du translaté, le noyau de ¢ a dimension 0.
11 est donc fini d’apres la proposition 5.4. -

QUESTION. Peut-on aussi décrire les groupes interprétables dans la fusion au-dessus
de I'égalité?

Existe-t-il une caractérisation analogue pour les groupes définissables dans la fusion
fortement minimale au-dessus d’un espace vectoriel sur un corps fini?
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