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Résumé Soit b un nombre entier supérieur ou égal a 2. Nous donnons une formule asymptotique pour

Z exp (2171/317),

pPsX
g(p)=k

la somme d’exponentielles

ou la sommation est effectuée sur les nombres premiers p, et ol B est un nombre réel, k un nombre entier
et g : N — Z une fonction fortement b-additive telle que pged(g(l),...,gb—1)) = 1.

Abstract Let b be an integer larger than 1. We give an asymptotic formula for the exponential sum

Z exp (Zinﬁp),
PSX
g(p)=k
where the summation runs over prime numbers p and where B € R, k € Z, and g : N — Z is a strongly

b-additive function such that pged(g(1),...,g(b—1)) = 1.
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1. Introduction

1.1. Rappels et notations

Dans cet article, b est un nombre entier supérieur ou égal a 2 et p désigne
systématiquement un nombre premier, tandis que P désigne ’ensemble des nombres
premiers. On note

G =10,....b—1}

et log;, la fonction logarithme en base b. Pour x € R, w(x) désigne le nombre de nombres
premiers n’excédant pas x. Le théoréeme des nombres premiers stipule que 1’on a pour
X — 400,

w(x) ~ .
log x

Il résulte du mémoire [21] de Vinogradov de 1947 (voir notes du chapitre XI de [22]
p- 180) que pour tout B € R\Q, la suite (Bp),ep est équirépartie modulo 1. On en
trouvera une preuve compleéte par exemple dans [11] (théoréme 21.3, p. 489). Le critére
de Weyl (cf. [14], théoréme 2.1 par exemple) donne la formulation équivalente suivante :
pour tout B € R\ Q, x - 400, on a

> e(Bp) = o(n(x)). (1)

pP<x

Nous désignons par |x ], [x] et {x} respectivement la partie entiere inférieure, supérieure
et la partie fractionnaire de x. On note également |x|| = min({x}, 1 — {x}), autrement dit
x| est la distance de x au nombre entier le plus proche. Nous employons la notation
e(x) = %™ pour x € R. Si A est un sous-ensemble d’un ensemble E, 14 est la fonction
indicatrice de A. Si f est une fonction a valeurs complexes et g une fonction a valeurs
réelles strictement positives, la notation f <« g signifie que le rapport |f|/g est borné.

1.2. Fonctions fortement b-additives

Rappelons que tout nombre entier n > 1 possede un unique développement en base b de
la forme
n= Z gj (n)b’, on gj(n) € 6, pour tout j > 0.
jz0
On dit qu’une fonction g : N — R est b-additive si pour tout (u, v, j) € N3 tel que v < b/,
on a
g(ub! +v) = gub’) +g(v).

Si de plus pour tout (u, j) € N?, g(ub’) = g(u), la fonction g est dite fortement b-additive.
On constate ainsi qu'une fonction g est fortement b-additive si et seulement si

g(0) =0, et pour tout n € N*, g( Z sj(n)bj) = Z g(gj(n)).
j=0 j=0

En particulier, si ’on pose pour tout k € {0, ...,b— 1} et tout n € N*,

Inlx = card{0 < j < log, n|egj(n) =k},
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on a

b—1
HOEDIFIGIIS
k=1

Les quantités
gqg—1

—1
14 2 1 2
e =14 k§=0:g(k) et oy i=7 kEZO(g(k) — Ig)

interviennent dans plusieurs résultats relatifs a la distribution de la fonction g. Dans
larticle [16] qui fait suite & [15] et qui généralise [18], nous nous intéressons aux fonctions
fortement additives de I’ensemble F* des fonctions g : N — Z fortement b-additives
vérifiant la condition additionnelle

pged (g(1),...,g(b—1)) = 1. (2)
Pour g € ', on définit le nombre
dg =pged (8(2) —2¢(1), ..., 80— =B —-Dg),b—1), (3)

appelé entier caractéristique de g. Avec cette définition, (d,, g(1)) = 1 et on a pour tout
n>l,
g(n) = g(1)n mod d. (4)

Exemples 1. (1) La fonction somme des chiffres en base b définie par

sp(n) =Y _ &(n)
j=0
est fortement b-additive. On a

b—1 , b1

pLszT, o, = 2 et dy, =q—1.
(2) Pour chaque k € {1, ...,b— 1}, la fonction g : n > |n|; est fortement b-additive. On
a
" =l 62=1<1_1) ot do = 2 sib=3etk=1,
b b b # 1  sinon.

Nous avons obtenu le résultat suivant (théoréme 1 de [16]).

Théoréme A. Soit g € F, alors il existe cg > 0 tel que pour tous x =2 et (o, B) € R2,
on a

2
Y e(ag(p) +Bp) < (logx)>x!eldsal®,
psx

La constante implicite ne dépend que de b.
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1.3. Résultat principal

Soit B € R et g une fonction fortement b-additive appartenant & F 7. L’objet de cet article
est d’estimer la somme d’exponentielles

> eBp), (5)

PSX
g(p)=k
lorsque k est un nombre entier proche de pg log, x. Dans [7], Drmota, Mauduit et Rivat
ont évalué la somme (5) dans le cas particulier on B =0 et g = 53, qui correspond au
cardinal de I'ensemble {p < x | sp(p) = k}. En combinant le théoréme A et leur approche,
il est possible d’obtenir une formule asymptotique pour la somme (5) dans le cas ou 8 € Q
et g € FT avec un terme d’erreur dépendant de g si B = a/q avec (a, g) = 1. Mais leur
méthode ne permet ni de traiter le cas ou 8 € R\ Q, ni d’obtenir une formule uniforme en
B, ce qui constitue 'objectif principal de notre travail. Nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 1. Soit ¢ €10,1/2[ et g € F'. Pour tousx >2, B eR etk e€Z, ona

d (k — g log,, x)?
e(Bp) = —g( e(ﬂp)) exp <_ g—)
2 \/2yrag—logbx Z 202 logy, x

p<x
g(p)=k g(1) p=k mod d,
(X
0(qom): ©)
(logx)'~¢
ot dg est Uentier caractéristique de g défini en (3). La constante implicite ne dépend que

dee, b etg.

Remarque 1. le théoreme 1 n’est intéressant que si (k, dg) = 1 puisque d’aprés (4), on a
{p<xlg(p)=k} S {p<x|g(l)p=kmodd,}. (7)

Remarque 2. Le fait de traiter le cas ot1 g € FT ne restreint pas la généralité. En effet, si
k €Z et sig:N— Z est fortement b-additive et non nulle, ’équation g(p) = k n’admet
de solutions que si D = pged (g(l), o, 8b— 1)) divise k. Et dans ce cas, cette équation
est équivalente & g'(p) =k’ avec g’ = g/D et k' = k/D, g’ étant de fait un élément de F.

1.4. Une application

En s’appuyant sur des résultats obtenus par Mauduit et Sarkoézy dans [19], Fouvry et
Mauduit étudient dans [8] la répartition statistique des nombres entiers dont la somme
des chiffres est proche de la moyenne : ils considerent 1’ensemble

€ = {n € N*|sp(n) = s, Llogyn | + B(llogyn]) ),
ou B : N — R est une fonction telle que pour tout j € N| %j 4+ B(j) € N et telle que

il existe K > 0 tel que pour tout n € N*, |B(n)| < Kn'/*. (8)
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Le théoréme 1.1 de [8] stipule que pour tout x > 2, on a

cardin < x|n € ) = 6 * o2 9)
PSR E TN TG o) fogx | \ogyx )’

ou la constante implicite ne dépend que de K et b. Ils établissent également le résultat
suivant.

Théoréme B. Pour tout § € R\ Q, la suite (nB),ce est équirépartie modulo 1.

Des généralisations de ces résultats sont obtenues par Mauduit [17] et Drmota et
Mauduit [6]. Le théoréme 2 de [6] permet par exemple de montrer qu’étant donné
g € Ft, pour tout B € R\Q, la suite (Bn) indexée par les nombres entiers n tels que
gn) = |_,ug log, nJ est équirépartie modulo 1, ce qui découle d’ailleurs directement du
théoreme B dans les cas particuliers ot g = s, et g = s3. Le théoréme 1 permet d’établir
un résultat similaire pour les nombres premiers.

Corollaire 1. Soit g € F© et M = {n € N*| g(n) = |uglog, n]}. Pour tout p € R\Q, la
suite (Bp) pem est Equirépartie modulo 1.

Remarque 3. Les nombres premiers étant trivialement mal répartis dans les progressions
arithmétiques, le théoreme B ne peut pas étre directement transposé a la suite des
nombres premiers. Par exemple, si I'on considere la fonction g = s3 et la fonction B :
N — R définie par B(2j) =0 et B(2j+ 1) = 1 pour tout j € N, ’ensemble des nombres

premiers p tels que s3(p) = |us; logy pl + B(llogz pl) = [logs pl + B(llog; pl) est vide
car s3(p) = p mod 2.

1.5. Nombres premiers dont certains chiffres sont fixés

Fixons r e N*, (£1,...,¢,) €%, et ji <---<j, des nombres entiers. Lors de la
démonstration du théoreme 1, ’évaluation de la quantité
[ATN [ .
Fjll ,,,,, Jr (x; B) == Z e(Bp) (10)

psX
ejy (P)=C1,.8), (D)=Lr

joue un role déterminant. Lorsque 8 = 0, Ffll”.'.i"’]-c;’ (x; B) est égal au cardinal des nombres
premiers n’excédant pas x dont r chiffres sont fixés. Dans [10], Harman et Kétai ont
estimé ce cardinal lorsque r = O(4/v/logv) avec v = |log, x| (voir également [9, 23]).
Bourgain a récemment obtenu un résultat pratiquement optimal en montrant dans [3]

et [4] le théoréme suivant qui concerne la base 2.

Théoréme C. Pour b =2, il existe ¢ > 0, tel que pour x = 2", v — 400 et tous nombres
entiers | <r<ev, 1 <ji<---<jr<v, ({,....4)ef{0,1}, on a

Oyl /. ~ 7T(x)
Rl i) ~ T
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Il est naturel de conjecturer que sous les mémes conditions, et pour 8 € R\ Q, on a

Coly pos v [ TT(X)

----- 2)‘
Notre méthode ne permet pas de montrer un tel résultat, mais en revanche, le résultat
plus faible suivant découle de nos travaux.

Théoreme 2. Soit 0 <k <v <1 des nombres réels et B € R\ Q. Pour x — 400, on

a uniformément pour tous nombres entiers r, ji,...,jr tels que 1 <r < (log,x)*,
(log, x)” < j1 < --- < jr <log,x — (log, x)" et (£1,...,¢4,) € C),
Gl poo v [ 7T(X)
Frwp =o(52). (11)

Remarque 4. Nous n’avons pas cherché dans cet article & étendre la relation (11) &
toutes les valeurs admissibles de ji, ..., j, ou a optimiser la valeur de r. Nous signalons
par ailleurs que le théoreme 1 n’est pas une conséquence du théoréeme 2 qui ne concerne
que le cas ou B € R\ Q : nous renvoyons au paragraphe 2 pour plus de précisions. En
revanche, les théoremes 1 et 2 découlent tous deux d’une méme formule asymptotique
pour la quantité (10), obtenue & la proposition 3.

2. Description de la preuve du théoréme 1
L’identité

> elBp) = /H; \Z<Ze<ag(p>+ﬁp>>e<—ka>da (12)

PSX p<x
g(p)=k

montre que pour établir le théoreme 1, il suffit de disposer d’estimations suffisamment
précises de la somme

> eeg(p)+ Bp). (13)
p<x
Posons
dg—1
n n
r=J }@ — (logx)"'/2, i +(logx)'7_1/2[
n=0

ou 0 < n < 1/2 est un nombre réel a fixer ultérieurement. La contribution & l'intégrale
figurant dans (12) du domaine (R/Z)\ I pourra étre estimée grace au théoreme A et
fournira un terme d’erreur. Pour évaluer la contribution de I et aboutir au théoreme 1,
il suffit d’obtenir une formule asymptotique pour la quantité (13) dans un voisinage de
a = 0. Cest objet de la proposition suivante qui généralise la proposition 2.2 de [7].

Proposition 1. Soit ge F*, 0 <v <1/3 et 0<n<v/2. Pour tous x =2, |a|<
(logx)" 12 et BeR, on a

Z e(ag(p)+Bp) = ( Z e(ﬁp))e(aﬂg log,, x)(e—znz,ﬂog loghx(l + O(|a|3 logx))

p<x P<x

+ 0 ()l (log )" + xe €1 00&s 0", (14)
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avec
c1 = (loghb)/8.

Les constantes implicites ne dépendent que de v, n et g.

Remarque 5. Le théoréme A et la proposition 1, combinés & l’estimation (1), permettent
d’établir rapidement que pour g€ FT, BeR\Q et x — 400, on a la relation
asymptotique

sup
acR/Z

> eleg(p)+ ﬂp)‘ = o(n(x)).

pEx

Nous omettons les détails.

La démonstration de la proposition 1 est difficile et fait I’objet des paragraphes 3 a
10. Elle repose sur la modélisation de la suite de fonctions (n — &;(n)) ;>0 par une suite
(Z;) j>0 de variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur {0, ..., 5 —1}.
Dans [12], Kétai exploite cette idée dans le but d’étudier les moments de la fonction s,
le long de la suite des nombres premiers. Dans [1], Bassily et Kétai poursuivent cette
approche probabiliste et appliquent la méthode dite des moments (cf. par exemple [2],
théoreme 30.2, p. 390) & une version tronquée de la fonction s, pour établir plusieurs
phénomenes de convergence en loi vers une loi normale centrée réduite : ils obtiennent
par exemple que pour tout y € R,

2

dr.

1
lim —card{p§x|

xX—>400 X

sp(p) — Ws, logy, x o }Z/Y e !
02 log, x = —0o N2

Cette approche fructueuse, connue maintenant sous le nom de méthode de Bassily-Kaétai,
a été approfondie au fil des ans. Dans le paragraphe 4 de [7], Drmota, Mauduit et Rivat
en développent une variante qui permet d’établir le cas 8 = 0 de la proposition 1. La
généralisation au cas B8 # 0 induit une difficulté nouvelle que nous décrivons plus bas
et que nous traitons en introduisant de nouveaux arguments de nature probabiliste.
Pour un survol détaillé des liens entre 1’étude des fonctions b-additives et la théorie
des probabilités, ainsi que de nombreuses références, on pourra consulter le chapitre 8.3
de [5].

Dans le souci d’alléger notre démonstration, nous adoptons des notations et
normalisations similaires & celles de [7], ce qui nous permettra d’en extraire rapidement
certaines estimations essentielles & nos calculs. En particulier, nous posons maintenant
et dans la suite

L = L(x) =logy x. (15)
De plus, nous utiliserons de manieére systématique la notation suivante : pour 6 € R, on
pose
S(x;0) = e(®p). (16)
p<x
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Fixons des nombres réels n et v tels que 0 < 2n < v < 1/3 et commencgons par remarquer
que pour obtenir (14), il suffit d’établir la formule

T(x;t,B) = Z e(ﬂp)eit<g(p)—ugL)/<agﬁ)

p<x

3
csnfe{1so ) el enr)

uniformément pour tous x > 2 et |t| < 2mo,L". En effet, la formule (14) se déduit de
(17) en effectuant le changement de variable t = 27taogL1/ 2 A présent, posons pour tout
nombre entier n < x,
gm= Y glgn) (18)
LV<j<L-L"

et notons

L'=card{j e N|L" < j < L—-L"}=L-2L"+0(1). (19)
En utilisant la majoration |e¥ —e'’| < |s —¢| valable pour tout (s,7) € RZ, on peut
facilement obtenir (cf. démonstration du lemme 4.1 de [7] pour les détails)

. o 7 (x)|]
T(.X, t, :3) - Tv(x’ t, ﬂ) + O((logx)l/z_‘))’

avec
T,(x;t,B) = Z e(ﬁp)eil(gv(P)*MgL/)/(UgN/?).
p<x

De sorte qu’il nous suffit d’établir la formule asymptotique :

3
T,(x; 1, B) = S(x; ,3)(6_’2/2<1 + 0(%))) + 0(% +xe—fl“>. (20)

Dans le cas ou 8 =0, cette formule peut étre comprise et démontrée dans le cadre
de la théorie des probabilités : la fonction ¢ : ¢+ T,(x;¢,0)/7(x) correspond a la
fonction caractéristique de la variable aléatoire Xy : p = (gv(p) —ugL’)/ (og\/F ) définie
sur l'espace {p < x} muni de la mesure uniforme. Or, on s’attend a ce que la distribution
de g, soit bien approchée par celle de la variable aléatoire

D S 1¢)

LVSj<L-LY

ol (Zj)rvgjgL—Lrv est une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un
espace de probabilité (2, 4, P), a valeurs dans %, et de loi uniforme sur %j. Posons
alors Y, = (g, — uglL’)/ (O'g\/? ) et notons ¢; sa fonction caractéristique. En comparant
les moments de X, et Y., on peut établir que ¢; est bien approchée par ¢, sous réserve
que |t| < L". On utilise enfin le fait classique que ¢, est bien approchée par la fonction
caractéristique de la loi normale centrée réduite ¢ — e~*/2. Plus précisément, la méthode
des moments préconise stricto sensu d’établir que pour chaque nombre entier d > 1 fixé,
on a, lorsque x — 400,

E(X?) =Exd) +o(D), (21)
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afin d’en déduire la convergence en loi de X, vers une loi normale centrée réduite : c’est
lapproche développée par Bassily et Kétai dans [1]. Mais cette estimation est insuffisante
pour établir la formule (20) dans le cas out B = 0. Drmota, Mauduit et Rivat établissent
ainsi une version uniforme de (21) lorsque g =sp, (cf. lemme 4.6 de [7]) : il existe ¢ > 0
tel que I'on a uniformément pour tous x > 2 et 1 <d < L’

E(x$) =B + O((4bas;1)dL<%+v)de—ch)'

Cette version uniforme permet d’obtenir, grace a la formule de Taylor, la majoration de
lo1(t) — 2(2)| recherchée (cf. proposition 4.1 de [7]).

Dans le cas plus général ou B € R, l'interprétation probabiliste qui précede n’est plus
valable mais sert de fil conducteur pour les calculs. Dans les lignes qui suivent, qui n’ont
qu’une valeur heuristique, les quantités R; avec j € {1,2,...} sont a concevoir comme
des termes d’erreur. Le développement de Taylor de u — e en 0 & un ordre D = D(x)
fournit la formule

d
st B) = ) %Mdoc B)+ Ri(x, D) (22)

0<d<D

ou

gu(p) — gL > ( g(q(p))—ug)d
M Y e — — =)@
(s B) = e(Bp )( — > " e(Bp) > - (23)

p<x p<x LV<j<L—LY

La quantité My(x; B)/m(x) peut étre vue comme un moment pondéré de la variable
aléatoire X,. En développant, nous obtenons

My(x; B) = > > wy ...wngfl';_j_j‘fd(x B), (24)
LY<jtseenja SL—=LY £1,....Lq €6}
oll 'on a posé wy = (Z—Mg)/Ug\/? et ol F E’(x B) est défini en (10). Quitte
a réarranger la multi-somme sur ji,..., jg dén,b (24), on peut supposer dans la
suite de ce paragraphe que les uplets (ji, ..., jg) considérés satisfont a j; < --- < jg.
Nous approchons ensuite chaque fonction indicatrice 1{neN|gJ(n) —¢y par une fonction
lipschitzienne fy A affine par morceaux et telle que 0 < fr Ao <1, o A = A(x) est un
parametre mesurant la précision de cette approximation et qui est choisi de maniere a
ce que DA —,_, 0. Il s’avere que la fonction fy o admet un développement en série de
Fourier absolument convergent f; a(x) = Zhez j‘z,A(h)e(hx) ou la fonction A +— ﬁ’A(h)
est a support dans (Z \ bZ) U {0} et ou ﬁ, A(0) = 1/b. Nous parvenons ainsi a la formule
Fil i (x; )
hi

—~ o~ hd
= > Foran) - fo,atha) S(x;ﬁ+m+...+b] +1>+R2(x A, D).

B, ha €(Z\BZ) {0}
(25)

Lorsque B8 = 0, le terme correspondant a Ay = --- = hy = 0 dans la bomme ﬁgurant dans
(25) fournit un terme principal (qui vaut 7 (x) /bd) En effet, si 0 = +oet avec

b11+1 b/d+1
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I'un des h; non divisible par b, on a 0 =a/q avec a € Z, (a,q) =1 et L < g < BLL
ou ¢ > 0 dépend de b. Signalons au passage que cet encadrement de g est ce qui motive
initialement le choix de g,. La majoration (41) montre alors que la quantité S(x; 6) est
négligeable. Il reste ensuite a évaluer soigneusement la contribution du terme principal &
T,(x;t,0). Nous venons de décrire 'argument central utilisé dans [7] pour parvenir a la
proposition 1 dans le cas ou B =0 et g = sp. Il pourrait étre étendu au cas ou g € Q et
geFT .

Lorsque B € R\Q, ce raisonnement n’est plus valide, car on ne dispose pas de
suffisamment d’informations sur les approximations diophantiennes de g+ —1 +---+

Rien ne garantit par exemple que le terme correspondant a hy = =hs=0

b/1+
b/d+1
dominera la somme figurant dans (25). Nous procédons de la manieére suivante. Pour
commencer, nous remarquons que nous pouvons tronquer sans dommage la série figurant
dans (25) : en choisissant H = H(x) > 1 tel que AH tende vers l'infini avec x, on
parvient a
Liyenny L
F/l ------ Jd (x ﬁ)
—~ -~ hy hy
= > foat) - foatha) S(x:i B+ ——++——

b1+l
Iy, ha€(Z\DZ)U{0}
—H<hy, ... hy<H

+ R3(x, A, H, D).

Il est possible de choisir H de maniere a ce que HL ™" tende vers 0 lorsque x — +00. De
la sorte, pour 1<d <D, L' < ji<---<ja<L—L"ethy,....,hg e ((Z\DZ)U{0})N
[—H, H], les nombres de la forme

ha

to bla+1

B+ ——

b/1+1

décrivent un ensemble que nous notons I'g, dont le diametre tend vers 0 lorsque x tend
vers l'infini. On peut montrer alors que pour x suffisamment grand, il y a au plus un de ces
nombres, que ’on note E , qui est bien approché par un nombre rationnel & dénominateur
« petit » et dont la contribution S(x; ,E) a Ffl""'.'."’]id (x; B) peut étre substantielle. En
traitant a part la contribution de ce terme éventuel, on peut aboutir assez rapidement
au théoreme 2, soit pour 8 € R\ Q et x — +00,

ijll, ,zd( . B) :0(712(;)). (26)

La proposition 1 ne résulte pas directement de la relation (26) et la contribution &

Fj1 Z”’ (x B) de S(x; E) doit étre traitée plus finement. Introduisant m € (Z\ bZ) U {0}
et L” < 7 < L — LV des nombres entiers tels que ,3 B —i—m/ZJJrl nous parvenons a
l, N4 L = =
Pl (s B) = S(x; B) > Joo.athy) -+ fog.a(ha) + Ra(x, H, A, D, v)
—H<hy,..hg<H
I hy
ﬂ+h11+1 +- +bjd+l =p

= S(x; Pypy /27T A) + Rs(x, H, A, D, v)
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ou l'on a posé

L@ ) = > Forahn) - fo,alha).

Lorsque E = B, le coefficient ,ofll f;’ (m/ 271 A) vaut tout simplement b~ et la suite de
la démonstration est essentiellement similaire au cas ot 8 = 0 traité dans [7]. Lorsque
,3 # B, nous obtenons une représentation intégrale du coefficient ,ozl’ ’e" (m /27 THLUA) et

.....

cela permet, apres calculs, d’approcher la contribution de ,B aT(x;t, ,8) par la quantité
1 9
S(x: B) / E, (e Y=Y )Ye(—fiu) du (27)

ou, pour toutu > 1, Y, et Y sont des variables aléatoires définies sur un espace 2,,, et dont
les lois sont fonctlons de u et seront explicitées ultérieurement. Une majoration simple
de la variable Y, — ¥, permet alors de montrer que la quantité (27) est uniformément
< |t|w(x)/\/logx, ce qui est suffisant pour conclure.

Sans rentrer ici dans le détail des définitions de Y, et Yu, disons que ’on peut interpréter
cette majoration de Y, — Y, comme le reflet du fait suivant : lorsque /3 # B, pour d fixé,
les différentes représentations de E sous la forme

hqg

p =’3+b11+1 bla+1
ont toutes en commun un nombre entier s € {1, ..., d} pour lequel j; = J (cf. deuxiéme
assertion du lemme 7). On s’attend donc & un gain de l'ordre de logx puisque la
multi-somme dans (24) sur ji, ..., j; comportera une somme en moins lorsqu’il s’agira
d’estimer la contribution de B. Néanmoins, une majoration brutale, basée sur cette seule
observation, ne conduit qu’a une estimation pire que triviale de T, (x; t, B).

+ot

3. Lissage des conditions digitales

Dans ce paragraphe, nous approchons la fonction indicatrice li,enie ()=} par une
fonction continue et affine par morceaux. Nous employons la méme fonction que celle
employée dans [7] et déja utilisée dans [13]. Pour A > 0 et £ € 6}, nous posons

1 A/2
fealx) = Z/ Liesp e+ ({x +y)) dy.
A2

D’apres la définition de fy a, qui est le produit de convolution de deux fonctions
indicatrices, nous avons pour tous x € R et £ € %},

<fea@) <1 et Y fra) =1 (28)

De plus, on a

. |:€ L+1 i|
1 sixe + A, — —A|,
b b
foa(x) = 01 (29)
0 sixel0; 1]\[——A T+A:|
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Remarque 6. Les relations (28) montrent qu’a x fixé, la suite (f¢,a(x))rey, engendre une
probabilité sur 6. Ce fait s’avérera capital dans la suite de nos calculs (cf. formule (63)).

Comme fy a est lipschitzienne, elle admet un développement en série de Fourier
absolument convergent. Il est donné par

fea®) =Y fralhe(hx) (30)
heZ
avec .
fa© =7
et pour h # 0,
f () = e(—he/b) —e(—h(£+1)/b) sin(whA)
LAt = dinth ThA
En particulier,
ﬁ,A(h) = 0 pour tout nombre entier # non nul et divisible par b, (31)
et pour tout h € Z*, on a
o] < min (1, ——, — (32)
<min| -, —,—— .
tA b’ 7lh| ArZh?
Il résulte notamment de (32) la majoration uniforme pour £ € Z et 0 < A < 1,
D 1 feat)] < 1+1og(1/A). (33)
heZ

Rappelons la notation L en (15). Dans la suite, on se donne quatre nombres réels
K, K1, V1, v tels que
O<k <k <V <V,

et nous posons

H=Hx) =b" e A=Ax) =e " (34)

Lemme 1. Il existe xg = xo(b, k, k1, v1) = 1 tel que uniformément pour tous x = xg, 1 <
F<LS (v, y) €RY, (.o 8) €6 et Voune partie de Z7, on a

Z ﬁl‘A(hl)"‘ﬁr,A(hr)e(h]yl+"‘+l’lryr)
(h1y.cchr)eV
= ) Juat) fratpetuyi -+ hey) + 02, (35)
—H<hy,...h, <H
(hy,...hy)eV

avec ¢y = log(b)/2. La constante implicite est absolue.

Démonstration. D’apres les estimations (32) et (33), ’écart entre les deux multi-sommes
figurant dans l'identité (35) n’excede pas
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j{j Y A fuat) - foath)l < r(+log(l/A)y ™" Y

Ah2
i=1hy,...,h,€Z h>H

<< LK(LKI)LK (AH)71

i log L+« L¥ log L+L¥1 —L"1 logb
L e g L+kg g L+ g ,

ce qui donne l'estimation attendue pour L = log, x suffissamment grand puisque v; >

K1 > K. O

La proposition suivante exprime, & un terme d’erreur pres, la quantité F s "_i’_" "(x; B)
définie en (10) comme une combinaison linéaire de sommes du type S(x;6) deﬁnles
n (16).

Proposition 2. Soit 0 <k < k1 <v; <v < 1. Il existe xo = xo(b, k, k1, v1,v) = 1 tel que
uniformément pour tous x = xo, 1 <r <L, LV< ji<---<j<L-L" ({1,...,4) €
6, etBeR, ona

cnly R R I N
F]ell:.,,ﬁ (x;:B) = Z fZI’A(hl)"'fEr,A(hr) S(X;,B'i‘bjl_H ++bj':_1)

—H<hy,..., h,<H

+0(xe 1), (36)
ot H et A sont définis en (34). La constante implicite est absolue.

Démonstration. On a la décomposition

,,,,, £y -~ -~ h] h
Filmr -y qumn~¢nAm»S(nﬂ+;;r+~+b;g)
—H<hy,...hy<H
=Ti+T
avec
p p
Ti= Z e(Bp) (l{nEstl ()=t1,....e, M=t} (P) — fel,A<m> fo.a (bl T ))
PSX
et
P P
=) e(ﬁP)(fel (bhﬂ) "'fz,,A(ber)
p<x
. . h h
- > ‘ﬁhA<ho-~.ﬁhAau)e(p5317+~-~+bh1]))-
—H<Lhy,...h, <H
Posons
b—1
Ua =010 Coatia U[l—A, 1]
* ’ =1 b ’ b o

https://doi.org/10.1017/S1474748017000044 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748017000044

202 B. Martin et al.

Comme ¢j(p) ={ & {p/biT1y € [/b, (0 +1)/b] pour tous jeN et £€%, on a,
d’apres (29),

i<y,

p<x

p p
LineNiej, m=t1,.e;, m=6,}(P) = fey.a <m> o fon (W)'

] <o}

Or le lemme 4.4 de [7] fournit ’estimation suivante : étant donné un nombre réel 0 < ¢ <
log(b)/3, il existe x; = x1(c, v) > 1 tel que uniformément pour x > x;, 0 < A < 1/(2b) et
L"<j<L—-L",ona

<r max cardyp<x
LY j<L-LY

card{pgx

{%} € UA} < w(x)(A+e el

Cela fournit la majoration

1

Ti K w(x)L" (e_LK1 +e_CLU) < n(x)e_%” ,

valable pour x suffisamment grand puisque x; < v. Par ailleurs, le développement (30)
et le lemme 1 appliqué avec V = 7" et y; = p/b’+! pour tout s € {1, ..., r} entrainent
directement que

T < w(x)e 2L’

. . . _lyk s
Comme k] < vy, nous obtenons bien la majoration 71 + 7T, < xe 2L souhaitée. O

4. L’ensemble I'g

Au vu de la proposition 2, nous sommes amenés a étudier la quantité

f > hy h,
Z ff.,A(hl)"-fer,A(h,)S(x;,B+—_|_.. + )

pirt1 T pitT

Comme ﬁ, A(h) = 0 des que & est non nul et divisible par b, nous en venons & considérer
I'ensemble I'g = I'g(x, B, «, v1, v) de tous les nombres réels de la forme

hi h,
5+m+---+bjr+] (37)
ou 1l < r < L¥ est un nombre entier, Ay, ..., h, appartiennent a ((Z \ bZ) U {0}) N[—H, H]
et ji,..., jr sont des nombres entiers tels que LY < j; <--- < j, < L—L". Notons que

des nombres entiers 1 <r < L et LY < jj <--- < j, < L— LY étant fixés, un élément
de I'g peut avoir une, plusieurs ou aucune représentation(s) de la forme (37).

Lemme 2. (1) Le diamétre de l'ensemble T'g n’excéde pas 4H /bE'TY et, en particulier,
tend vers 0 lorsque x tend vers +00.

(2) Tout élément y de I'g \{B} posséde une unique écriture de la forme B+ # avec
L’ < j<L—L"etm=#0modb.

https://doi.org/10.1017/S1474748017000044 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748017000044

Propriétés locales des chiffres des nombres premiers 203

(3) Pour tous y1 et y» € I'g,

L'—1
Nn#Ern=In-—r=z (38)
Démonstration. (1) On a
-1
h hy H <1 H 2H
bir+1 o birt+l S pLV+1 2(:) bi < bL (b —1) S pLV+1”
Jj=
La deuxiéme partie de 'assertion provient du fait que H = b-"" avec vy < v.
(2) On peut supposer que y —ﬁ+b/1+1 + - +b/ o oavec 1 <r <LK, LV < ji <
< jr<L—L" et hy #0mod b et cela permet d’écrire b“H +- +bjr+1 =

(bk + h,)/bir 1 avec k € Z. L'unicité est immédiate.

(3) Soit y1 et y2 € T'p tels que y1 # ya. Siy1 = B ou ya = B, alors |y —ya| = Iml/bj+1
avecm #0et LY < j < L—L", et donc |y —ya| = b ~!/x. Sinon y; = B+ 2 an
et » =8+ % avec m1 et mp non divisibles par b, disons LY < j; < jp < L — LY,
et

mi LS
b11+1 bjz-‘rl

Si ji = ja, alors [my —my| > 1 et donc |y1 — ya| = 1/671F1 > 1/bL=E'+1Si ji < jo,
alors

O

. 1 1
1627 my —ma| >

lyr — 2l = Z pitl 2 pL—LV+1°

biat1

Nous effectuons a présent une approximation diophantienne de chaque nombre y de
I'g. Posons

Q =3xb L't

Pour x suffisamment grand, on a Q > 2, ce que nous supposerons dans la suite. D’apres
le théoreme de Dirichlet, pour tout y € I'g, il existe a € Z et g € N* tels que ¢ < Q et
ly —a/ql < 1/(qQ). Etant donné vy € I'g, nous posons

gy =min{g € N*|Ja € Z, |y —a/q| < 1/(¢Q)}. (39)

Le nombre entier a,, tel que |y —a, /q,| < 1/(q, Q) est unique : sia € Z est tel que a # a,,
et |y —a/qy| < 1/(gqyQ), on a

1
CIy\

2
< _’
CIyQ

ce qui entraine Q < 2, une contradiction. L’application y + a, /g, est donc bien définie.

a—ay
qy

Lemme 3. Supposons Q > 2. L’application y — a,/q, est injective sur I'g.
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Démonstration. D’aprés 'inégalité triangulaire, ’assertion (38) et le choix de Q, on a,

pour y1 # ¥,
a a a a pL'—1 2
i—ﬁ>|J/1—J/2|—)/1—i—‘)/2—ﬁ/ -—>0. O
dyr 9y qy, qy, X

Nous introduisons maintenant le parametre réel

_ _ Y L iy
z=2n v ) =,/ o —2b . (40)

Lemme 4. Supposons Q > b >2. Pour tous y et y' € [g tels que y #y', on a
qdyqy’ P> Zz-

Démonstration. D’apres le lemme 3 et la premiere assertion du lemme 2, on a

4H 2 5

| _ .-
- \W—FE\Z .

1
ayay  lay  ay

_ Y
qdy

<ly—v|+

a.,’
V/——V“i“)’
qy’

5. Formule asymptotique pour Ffll""’jr’ x; B)

,,,,,

La suite de notre démonstration requiert une estimation classique de la somme S(x; ),
définie en (16), faisant intervenir les bonnes approximations diophantiennes de 6.

Lemme 5. On a uniformément pour tousx > 2,6 € R et (a, q) € Z x N* tels que (a, q) =
Let|0—a/ql <1/q%,

S(x:0) < <%+\/ﬁ+x4/5) (log x)2. (41)

Démonstration. Sous les mémes hypotheses, le théoréeme 13.6 de [11] fournit une
majoration pour la somme anx A(n)e(nf) ou A est la fonction de von Mangoldt. Une
intégration par parties standard permet d’en déduire ’estimation souhaitée. O

Appliquons le lemme 5 & un élément quelconque y € I'g et a son approximation
diophantienne a,/g,. Compte tenu de la majoration g, < Q et du choix de Q, on a

X ] lyv
Sx; )< | — +@+x4/5> (logx)* < x(logx)2<— +e 2L 10gb>. 42
(@ N )

Nous introduisons en conséquence le nombre entier
qd=4q(x,B,Kk,v1,v) = min g,. (43)
yelp

Rappelons que 'on a posé c; = log(b)/8.
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Lemme 6. Soit0 < k < v <v < 1 des nombres réels. Il existe xog = xo(b, k, v1, v) tel que,
uniformément pour tout x = xg, on a (avec les notations (40) et (43))
e siq >z, alors pour tout y € I'g,

S(x;y) < xe 1 (44)
e si g < z, alors il existe un unique élément E = E(x, B, Kk, v1,v) de I'g tel que
a5 =49 (45)

et pour tout y € T'g\ {,Bv},
S(x; y) < xe L (46)

Les constantes implicites dans (44) et (46) sont absolues.
Remarque 7. Sif=0,onag=1¢t f=8.

Démonstration. On peut supposer xp suffisamment grand de maniere a ce que, pour
x > xg, on ait Q0 > bL" > 2.
D’apres (42), on a pour tout y € I'g tel que g, > z,

S(x;y) € x(logx)z(e_%(”_“l)logb el 1Ogb) &« xe 1L, (47)

Cela regle le cas olt ¢ > z. Supposons & présent ¢ < z et considérons y € I'g tel que
gy =q. Siy’ €Tg est tel que ¥’ # y, le lemme 4 montre que g, > z2/q, > z > §. Cela
prouve d’un part l'unicité de y et d’autre part, compte tenu de (47), que pour tout
Yy #7y,ona S(x;y) < xe il O

Avant de poursuivre, nous introduisons quelques notations. Dans le cas ot ¢ < z et
B # B, il existe, d’apres la deuxieme assertion du lemme 2, un unique couple de nombres
entiers m = m(x, B, k, v, v) et 7= TJ(x, B, k, v, v) tels que

~

m

~ v ~ v 2 _
i€ Z\DL, L' STSL—L" et f=p+ =

(48)

Lorsque E: B, nous posons m = 0 et 7= 0. De plus, pour r € N*, 0 < j; < --- < j, des

nombres entiers, (£1,...,4,) € 6., t € Q et A > 0, nous introduisons la quantité
O1yesly - i
Pt A) = > Jey,a(hy) -+ fo, a(hy), (49)
hl ,,,,, h,-EZ
h I
bj1]+l+"'+bjﬁ+l =t

qui est la somme d’une série absolument convergente d’apres (32).
Nous sommes maintenant en mesure de fournir une formule asymptotique pour

El,mser .
Fjl ,,,,, Jr (x; B).

Proposition 3. Soit 0 <k <ky <vi <v <1 des nombres réels. Il existe xo=
xo(b, k, k1, vi, v) = 1 tel que uniformément pour tousx > xg, 1l <r <L, LV < ji<--- <
Jr SL—L" et (€y,....¢) € G, on a (avec les notations (40) et (43))
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e sig >z, alors

Fitr gy < xe ™2 H (50)
e sig <z, alors
Ffllff.'.',’ T B) = S(x; 3)/’ ..... '(m/2’+] A)+ O(X‘ffL . (51)

ot B, M, T et A sont définis respectivement au lemme 6, en (48) et en (34). Les constantes
implicites dans (50) et (51) sont absolues.

Demonstratlon Commengons par traiter le cas ot ¢ > z. L’estimation (44) ainsi que la
majoration |f(’A(h)| < min(1/2, 1/x|h|) donnent

— -~ h hy
> f(l,A(hl)"'fEr,A(hr)S< B+t +"'+m> (52)

—H<hy,....hy<H

< S(x; foo aCh1) -+ fo. a(hy
max |S(x; )| > fuat) - foath)]

<« x(log H) e oL’
< x(log H)LKG_CILV < xeL”(vl log L+loglogb)—ciL"
< xe 7L
puisque k¥ < v. Pour obtenir (50), il suffit d’insérer la majoration (52) dans la formule
(36) et d’invoquer le fait que k1 < v.

Traitons & présent le cas ou g < z. Compte tenu de (36), il suffit de prouver que 'on a

~ —~ hy h,
Z fZ],A(hl)"'ffr’A(h’)S< 'B+bl+‘+"'+bjr+])

= S(x; Bypj (i /2T A) + 0(e), (53)

.....

avec ¢ > 0 et & > k1. En isolant la contribution du terme 8, on a

-~ -~ hy hy
> le,A<h1>-~-fe,,A<hr)s< Bt +bjr+1)

—H<hy,....hy <H

=2+
~H<h e SH ~H<h oy <H

hy

B+ blerl +- +b]rJrl _'B ﬂ+b/l+l ot pir+l 7B

= S(x; B) ) fel,A(h])~~ﬁ,,A<hr>+0<(1ogH)f max_ |S<x;y)|>
—H<h1 ,,,,, h<H velg\{B}
'3"",,/1+1 +- "',,/,;3-1 =B
~ o~ o~ _Clgv
= S(x; B) > fooath) - fo athy) + O (xe 217,
—H<hy,..., h,gH
_hl et hr _ _
bjl+l pir+1 2]+l
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ou la derniére égalité résulte de (46). Le lemme 1 appliqué avec y; =0 pour tout s €
{1,...,r} et V ’ensemble des r-uplets (h1, ..., h,) € Z" tels que bﬁﬂ +--- 4+
fournit alors I'estimation

_ i
2

b]r+1

.....

> Forat) - fo, alhy) = pilir (i /27, A) + 02,

T

b11+1 b/r+l_21+l

avec ¢y = log(b)/2. Compte tenu des inégalités k1 < v; < v, nous obtenons bien (53). O

6. Formule pour '011 """ K’(m/2j+1, A)

L’objet de ce paragraphe est de fournir une estimation pour la quantité
e, (m/2/ +1 A) défini en (49). Pour cela, nous commencgons par étudier 1’équation

m
+ + bj;+1 = pitr:

,,,,,

bj1+1

Lemme 7. Soit r e N*, hy,..., h, € (Z\bZ)U{0} et 0 < j1 < jo < --- < j, des nombres

entiers.
(1) Si
h hy
m +m =0, (54)
alorshy=---=h, =0.
(2) Soitm € Z\bZ, j € N. Sil'on a
/’l1 hr m
piet t T = (55)
alors il existe un unique s € {1, ...,r} tel que j, = j et on a, pour toutt > s, hy = 0.

Démonstration. (1) Il suffit de raisonner par l'absurde, de considérer le plus grand
entier s tel que A est non nul et donc non divisible par b, puis de multiplier (54)
par bt On aboutit & Ay € bZ, une contradiction.

(2) Comme m # 0, Uensemble {r e N|1 <7 <r et h; # 0} est non vide, notons s son
plus grand élément. Supposons par 'absurde que j < j;. On multiplie alors (55)
par b5+ et on aboutit & hy € bZ et hy # 0, une contradiction. Donc j > j;. On
montre de méme que j < jg en multipliant (55) par b/t Ainsi j = j; et on a bien
h; = 0 pour tout ¢ > s. O

Lemme 8. Soit A >0,r e N*, 0< j| < jo <--- < j, des nombres entiers, ({1, ...,4,) €
6,,meZetjeN tel que j 2 Jr- On a lidentité

p§l1 ,,,,, ;’rr(m/21+1,A) 2[ For.a@bi =y oo fo A bTTIY fo a(u)e(—mu) du.  (56)
0

,,,,,
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Démonstration. D’apres (49), on a

lfr (m/2j+l A)

,,,,,

= Z felA(hl) fe, A(h)/ u(hib! =1+ hob! ™2 4 4 by b7 —m)) du

.....

fo (Z Forahiye(uhb/ =) ) (Z Fora(h)eth, u))e( mu) dut.

hi€Z h.€Z

L’interversion des signes Y et [ est licite puisque la série

Y Foatn) - fooathy)

h],..A,hrEZ
est absolument convergente. La relation (30) permet de conclure. O
Nous sommes maintenant en mesure de fournir plusieurs formules, ainsi qu’une

majoration pour ,ofll """ fr’ (m/27 A) lorsque m € (Z \ bZ) U {0}.

,,,,,

Proposition 4. Soit A > 0 un nombre réel, r e N*, 0< j1 < jo < -+ < j, des nombres
entiers, (L1, ...,4;) € €., m € (Z\bZ)U{0} et j € N.
e Sim=0, ona

. 1
(S Ly j+1 — Ly, _—
'Ojl ,,,,, ir (m/2 ,A) = ’Ojl,...,jr 0,A) = b (57)
osim#0 et j¢lji,....Jr} on apf; ,,,,,,,,,, rm/2H A) =0
esim#0Qetj=j; avecse{l,...,r}, ona
Piy /2 A) = / fora@b? =y - fy | AubITI) fo A u)e(—mu) du.
(58)
Dans tous les cas, on a
; 1
L1y -
|:0j11 ,,,,, Jr (m/21+1’ A)| < b_r (59)

Démonstration. En vertu de la premiere assertion du lemme 7 et de l'identité ﬁ,A(O) =
1/b, on a

(AT [ - -~ -~ —~
PO, A) = > JoaG) o fopahr) = Jo,60) - fora(0) = o
hy,...hr€Z
,,/1+1 + +b/¢:—1 =0
Traitons maintenant le cas ot m # 0. Le cas ou j € {ji,..., jr} est une conséquence

directe de la deuxieme assertion du lemme 7. Supposons a présent que j; = j avec s €
{1,...,r} et considérons hy, ..., h, des éléments de (Z\ bZ) U {0} tels que
h h hy m

pitl +b/,+1 T il
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Toujours d’apres la deuxieme assertion du lemme 7, on a hgy| =--- = h, =0 et donc
hy hy m
i+l T il T piAl

Cela conduit directement a

| . .
il (/2 A) = > Joo.athy) -+ fo, a(hy)
hi,...h €Z
hy o hr _ m
i1+l pir 1~ pjFI
= fi;1.000) - fi, 4 0) > feo.alh) - fu, a(hy)
hi,..., hSGZ
hy hs m
pi1tl + +bjs+l pis+l1

el, [r (m/zjs-H A)

br S
La formule (58) découle donc de (56) appliqué avec r = s et j = js.
En ce qui concerne la majoration (59), seul le cas oim # O et j € {ji, ..., j-} n'est pas

immédiat. D’apres I'identité (58), nous avons

/ FoonGbI Y e fo o AGub I fo A Ge) du

----- br S
— ol
T oprs 11, o Js 0,4)= b
ou lon a successivement utilisé le fait que fy o > 0, l'identité (56) avec r = s et m = 0,
puis l'identité (57). O

7. Interméde : démonstration du théoréme 2

Soit 0 < k < v < 1. Nous voulons montrer que lorsque x — 400, on a uniformément pour
I<r<LSL"<ji<---<jp<L-=L" ({y,....4) €%, et BcR\Q,

- 7 (x)
Fwp =o( 5P (60)

Soit k1 et v; des nombres réels tels que 0 < k¥ < k1 < v; < v < 1. Remarquons que ’'on a
pour tout ¢ > 0,

,
—_cLk1 b LK1 K _cLK¥l _CIK]
xe cL < bL (logx)e cL < eL log b+loglog x—cL <Le 5L ,

7(x)
xe—chl zo(ﬂgf)). (61)

puisque k1 > k, de sorte que

Nous appliquons & présent la proposition 3. Dans le cas ot ¢ > z, la relation (61) suffit
a établir (60). Dans le cas ol ¢ < z, on a

~ L (x)
Fi ] < s B 2 )+ 52
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La majoration (59) fournit alors

oty |S(x;,§)| 7(x)
[t ] < B +0< “ )

Pour conclure, il suffit donc de montrer que pour x — 400,
S(x; E) = o(rr(x)).

Comme le diametre de I'g tend vers 0 lorsque x tend vers 400 (cf. premiere assertion du
lemme 2), il suffit d’employer le résultat suivant qui est un raffinement de (1).

Lemme 9. Soit B € R\ Q et v : [2, 4+00[— R une application telle que limy_, y 5, v(x) = B.
On a pour x — +00,
> e(pu(x)) = o( (x)).

P<X
Démonstration. Pour x > 2 et un certain B > 0, posons Q, = x/(logx)5. D’apres le
théoreme de Dirichlet, il existe (ay,qy) € Z* tels que (ay,qx) =1, 1 < gy < Oy et
[v(x) —ay/qx] < 1/gxQx. En reprenant la démonstration du théoréme 21.3 p. 489 de [11],
on peut établir I'existence de C > 2 tel que
w(x) X
¢(qr)  (logx)€

Y elpv()) <

p<x

Comme limy_, yo0ax/qx = B et que B est irrationnel, on a limy_, {00 ¢x = +00. On en
déduit le résultat. O

8. Evaluation de My(x; B)

Soit x >2et 0 <k <k <v; <v < 1 des nombres réels. Rappelons les définitions de g,
et L' respectivement en (18) et (19). Dans ce paragraphe, nous établissons pour tout
nombre entier 1 < d < L* et tout 8 € R, une formule asymptotique pour la quantité

gv<p>—ugL’>"
oI '

Dans le paragraphe 4, nous avons introduit un parametre z = z(x, vy, v) et un nombre
entier ¢ = q(x, B, k, vy, v), puis distingué les cas on g <z et g >z afin d’évaluer

.....

Ma(x; )= e(ﬂp)(

p<x

défini'en (45).

Lorsque 8 = B, nous évaluons My(x; ) comme dans [7] en faisant intervenir le moment
d’ordre d d’une variable aléatoire ¥ modélisant (g, — pgL") /og«/? et définie de la maniere
suivante. Il existe un espace de probabilité (2, A, P) sur lequel est définie une suite de
variables aléatoires indépendantes (Z;j)iv<j<r—1v, & valeurs dans %) et toutes de loi

uniforme sur %5 = {0, ..., b — 1}. Nous posons alors

Y = Z ‘g(zf)—_”%" (62)

l4
ej<i-rv VL
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Nous procédons différemment lorsque E # B. Dans ce cas, nous avons introduit en (48)
les nombres entiers m et J tels que B = B +m/27+!. Fixons u € [0, 1]. Rappelons qu'en
vertu de (28), pour tout y € R, la suite (fr,a(¥))res, engendre une mesure de probabilité
sur %p. Il existe donc un espace de probabilité (£2,, A, P,) et une suite de variables
aléatoires indépendantes (Z;u))L”éjéLf 1v définie sur Q,, & valeurs dans %} et dont la loi
est donnée par

pour tous nombres entiers L' < j < 7, £ € 6, ]P’M(Zj(“) =) = fg,A(uij), (63)
et
~ 1
pour tous nombres entiers 7 < j < L—L", L €%, P, (Zj(”) =4{) = 5 (64)
Nous introduisons alors les variables aléatoires

2(Z") — g - 8@ —u

Y, = —_— et =Y,
“ Z ogv L' “ “ ogN/ L'

L' j<L—LY

(65)

Dans la suite, si une variable aléatoire X définie sur 2, (resp. sur Q) admet un moment
d’ordre 1, nous désignons par E,(X) (resp. E(X)) son espérance.

Proposition 5. Soit g € FT et 0 <k < k1 < v <v < 1 des nombres réels. Il existe xog =
xo(g, k, k1, v1,v) = 1 tel que uniformément pour tous x > xg, BeR et 1 <d < L", ona
(avec les notations définies en (43), (40) et (45))

My(x; B) = Ka(x: B) + O (xe™75), (66)
avec
0 siq >z,
Ki(x; B) = { S(x, HEYY) sig<zetB=p, (67
S@: B) fy e(—iu) (B (Yd) ~Eu(F")) du  siG <z et B # B,

ot les variables aléatoires Y, Y, et Y, ont été définies en (62) et (65). La constante
implicite dans (66) est absolue.

Démonstration. Nous commencgons par appliquer la formule du multinéme de Newton
sous la forme suivante : pour n € N*, (z1,...,z,) € C" et d € N*, on a

3 zj)d=i > > (dl’fl.’dr)zjﬂ‘...zj?;, (68)

1<j<n r=11<jj<<j,<n ddi...f:ikld
17T r=
N d _ d! . . . ;s P ..
ol ( di.. d) = gt est le ceefficient binomial généralisé. Nous obtenons ainsi que pour

tout d 2r1

)
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) . d
Md<x;ﬂ>=26<ﬂp>( 2 %)
8

p<x LY<j<L-L
d d
SDICTO) DD DEND D PR
p<x r=1LV<ji<<jr<L—L" di,....d->1 v T
dy -y =d
dy dy
(g(&j1 () —ug> (g(sj,(p)) —ug>
ogV/L' oL’ '

En intervertissant les sommations puis en sommant sur les différentes valeurs prises par
les chiffres ¢;(p), nous aboutissons a ’expression

d d
Md(x;ﬁ)ZZ Z Z (dl,...,dr>

r=1 LV ji<-<j, <L—-L" dj,....dr 21
dy+-+dy=d

Z (g(zl)—_lllg)dl cee (M)dr F?lsm,‘lr (x. ﬂ)
b Ug\/ﬁ Gg\/? JlseeerJr ’ s

ou Ffll ’_'_i"l.l;’ (x; B) est défini en (10). Nous appliquons la proposition 3. Dans le calcul qui
suit, nous utilisons la notation

= 0)]. 69
el ?éggzlg()l (69)

La contribution & My(x; ) du majorant de (50) et du terme d’erreur de (51) est

[of dl,...,dr

§ r=1 LV ji<-<jr<L—L" dy,...d, 21

di++d=d
2600\ _1p61 1 —a ¢
—_— 2 L 1
x( o e (L") E

LY j<L-LY

’

d
<x <2b|||g|||> L412e= 3L o v 3L+ 3L  (log(L)+210g2bligll/og)) o o= LM
Og

puisque k < k1. Cela regle le cas ot ¢ > z et, dans le cas oll § < z, on a ainsi

Ma(x: ) = S(x: F)Ng + O (xe™ 1)
avec

Ndzid: > > (dl,.fd.,dr)

r=1LV<ji<-<j,<L-LV d,....d, >1

d\+-+d,=d
E — d E _ d, ~ ~
» (M_ﬂg) (W_%) 1ot G 2T, ),
;... Zr)e(gbr Ug L/ UgN/L/ """" r
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Commencgons par traiter le cas ou B = B. Dans ce cas, m = 0 et, d’apres, la proposition 4,
on a ,oel’ ’Z’( /2/'H A) = b~". On remarque alors que

.....

d r d
d g(zjk)_““g k
M=) S (o) TIE((22
r=1 LV ji < jy SL—LV di,.dy>1 dy,....drJ ;5 ogV L
dy+-+dy=d
d r d
d 8(Zj) — g \™ d
=]E(§: 2: § ( )1‘[(”— =E(Y),
r=l LYy <o jp SL—L" di,ody>1 dy.....dr) | ogV L
dyAord,=d

ou l'on a utilisé I'indépendance mutuelle des variables (Z;)v<j<r—rv-
Traitons pour finir le cas ou B # B. D’apres la proposition 4 appliquée avec m = m et
j=7J,ona

Ny = /01 (e(—n?u)zd:i Z Z (dl, .?.,d,)

r=1s=1 L'<ji<-<jp<L—L" di,..dy>1

Js=J di++d;=d

) — ! g(0) — g\ %
(13 foatb™ m(g ) I ( ) )du
k=1te%;, VL k=s-+1 (%), oy VL

Compte tenu de la loi des variables aléatoires Z;“) (cf. (63) et (64)) et de leur indépendance
mutuelle a u € [0, 1] fixé, nous remarquons que

HZfEA( b~ Jk)<g() “g> 1—[ y 1 <g(g) >dk

k=1¢e%, k=s+1£e%,
r Z(M) _ di Z(”) _ dy
A )= (1))
k=1 Ug“/? k=1 ‘Tg\/P

Nous invoquons ensuite ’identité

d

- d
)29 DD DENNED DU (R b e

r=1s=1 L"<ji<<j,<L-L" dj,....d 21
Js=i di+-+dy=d

d d
N < Xj) - ( Xj> ’
L'Sj<L-LY LY'SjSL-LY
J#i

valable pour tout nombre entier i € [LY, L — L"] et tout (x1, ..., x,) € C". Nous obtenons
ainsi
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d r

Ny = /01 e(—ﬁu)Eu<Z Z Z

r=1s=1L"<ji<-<j,<L-L"

Js=J
r )y d
dendy =1 dy,....drJ oV L
di+-+d.=d

1 (u)y d )y _ d
- gZ")—nu gZ:)—n
feemon(( T (2 M
0 i<t VL rr<j<L-rr VL
J#ET

1
_ / (i) (B, (¥) — E, (7,%)) du. O
0

9. Estimations concernant les variables aléatoires Y, Y, et 17,4

Dans ce paragraphe, nous donnons plusieurs estimations concernant la loi et les moments
des variables aléatoires Y, Y, et ¥, définies en (62) et (65). Pour commencer, nous donnons
un développement asymptotique de E(e*Y) pour w € C au voisinage de w = 0. Le cas
particulier out g = s, fait 'objet du lemme 4.2 de [7].

Lemme 10. Soit g € F* et 0 <v <1 un nombre réel. Il existe xo = xo(v, g) tel que
uniformément pour x > xg et w € C tel que |lw| < L%, on a

E(e"Y) = ew2/2<1 + 0(%)) (70)

ot la constante tmplicite ne dépend que de b et g.

Démonstration. On a ¥ =3, c; v(Z —/,Lg)/(a;«/L/) ou L' =card{j e N|L" <
J < L—L"} aété défini en (19). Les variables aléatoires Z; sont indépendantes et suivent
une loi uniforme sur %5. On a donc

, 1+ evgk)\ L
E(exp (v Z Zj)) = (E(evzw']))L = ( 21k ) )
LY <j<L-LY 1

Un calcul asymptotique standard montre qu’avec la notation (69), on a uniformément
pour [v[lligll <1,

E(exp(v > Zj))=exp(L’(vug+vzo§/2+o<|v|3|||g|||3>)). (71)

LY<j<L—LY

Soit w € C tel que |w| < L'/ et posons v = w/(oy+/L’). Pour x suffisamment grand, on
a [vllgll < 1, et (71) donne

2 3
FEe®Y) — w” 0<(|Ilg||||w|) ))
") exp( >+ N

ce qui entraine bien (70). O
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Les deux lemmes qui suivent montrent qu’en moyenne, sur u € [0, 1], pour tout d > 1,
le moment d’ordre d de Y, coincide avec celui de Y, tandis que le moment d’ordre d de
Y, coincide avec celui de la variable aléatoire Y définie sur Q par

T- Yy Ak
rrj<r-rr VL
27

Lemme 11. Soit (X;)1<j<n une famille de variables aléatoires définies sur un espace de
probabilité (2, A, P), a valeurs dans un ensemble au plus dénombrable IKC inclus dans R
et admettant des moments de tout ordre. On se donne pour tout u > 1, (X;”))lgjgn une
famille de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (2, Ay, Py), a valeurs
dans K et admettant des moments de tout ordre. On pose

X= > X et XW= 3 xv

1<j<n 1<j<n
Si pour tous d =1, (ji, ..., ja) € {1,...,n} et (ky, ..., kg) € K¢, on a
: (u) (u)
/ ]P)M(Xj’ld :kl""’XjZ de)dI/t:IP(le Zkl,...,dede), (72)
0

alors on a, pour tout d > 1,

1
/ E.((X“)Y) du = E(x9).
0

Démonstration. En développant (X®™)4 et X9, on constate qu'il suffit de montrer que
pour tous d > 1 et (j1,..., j4) € {1,...,n}d, on a

1
(w) () - ‘ .
/O Eu (X" ... X)) du =E(X}, ... X},),
ce qui est une conséquence immédiate de (72). O

Lemme 12. Pour toutd > 1, on a

1 1
f E,(Y")du = E(Y?) et f E, (V%) du = E(YY). (73)
0 0

Démonstration. Pour démontrer la premiere identité, nous appliquons le lemme 11
(O]
Zj+"LV"717MgL, ot X;u) _ Zj+’—Lv-‘71_MgL/

oV L oV L

indépendantes, ainsi que les variables Z]@ pour tout u > 1, il suffit, pour établir (72), de

avec n=1L", X; = . Comme les variables Z; sont

montrer que pour tousd > 1, LY < ji < -+ < jg < L—L" et ki, ..., kg) € €%, on a

1
1
/O Pu(Z§!) = ki) Pu(Zyy) = ka)du = 5.
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Soit s le plus grand nombre entier de {1, ..., d} tel que j; < 7. On a

1 1 1 ~ ~
/0 IP“(Z;?zk])...}}hu(z;?:kd)du: m/o Fora@bT=) o fo A ubT ) du

I
= pd—s Pjrsens 0. 4)
1
= b_d’
ou Pon a utilisé les identités (56) et (57). La deuxiéme identité de (73) se démontre de
meéme. O

Dans la suite, étant donné « > 0, nous introduisons le nombre entier pair
D = D(x, ) = max{n € 2N* |n < L*}. (74)
Pour conclure ce paragraphe, nous donnons une majoration des moments d’ordre D de

Yet?.

Lemme 13. Soit g € FT et n,« des nombres réels tels que 0 < 2n < k < 1/3. Il existe
xo = x0(n, k, g) tel que uniformément pour x = xo, |t| < 2mo,L", on a (avec la notation

(74))
1P oy 1° o sp —c3L  log L
max <EE(Y ), EE(Y )) <L ltle )
avec c3 = %(K/Z —n) > 0. La constante implicite ne dépend que de b et g.

Démonstration. L’estimation
tP Lk
EE(YD) < |t|efc3L log L (75)

peut se déduire de la formule de Cauchy et de I'estimation (70) : puisque D < L¥ avec
k>1/3,0ona
E(Y?) 1

dw
- E wY
DU = 2 Jevn© wpi

=— 21+ 0(2= ) )2
2im lw|=vD \/Z wb+l

1 T D 26 D3/2
- ez P14 ol =— ) )as.
27 DP/2 /_n < VL

E YD b4
(D‘ ) « D—D/2/ o2 c0520) gg o« P—D/2D/2.
. -7

On en déduit!

1Signalons qu’un calcul plus approfondi donne la formule

EXYD) _ _ppopp —1/2( (i))
DI =D e (D) 140 7))

dont la précision n’est pas requise ici.
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On a donc pour [t]| < 2mog L7,

D
t—E(YD) < |t|e(n k/2)Dlog(L)+D/2+(D—1)log(2mog) < |t|e—ch logL
D!
Pour obtenir la majoration %D!IE(I?D) &« |tle=e3tflogL ] guffit d’utiliser l'inégalité de
Minkowski
EYP)P <E( -V +EXD)P,
puis d’appliquer (75) et la majoration |Y — ?| < 2|||g|||L’1/20g717 ou |llglll est défini en
(69). La formule de Stirling donne alors

D
t ~ PR .
E]E((Y_ Y)D)l/D < |t|e—72'7L log L < |t|e_C3L lOgL. O

10. Preuve de la proposition 1

Nous établissons dans ce paragraphe la formule (14). Nous fixons donc des nombres n
et v tels que

0<2n<v<1/3
Rappelons les définitions de g, et L’ respectivement en (18) et (19). Nous avons remarqué
au début du paragraphe 2 que pour obtenir (14), il est suffisant d’établir la formule

Ty(x;t, B) := Z e(Bp)el @ (P =1L/ (@1
p<x

3
(e {uso( ) o)

uniformément pour x > 2 et [f] <2mo,L". Les majorations |T,(x;t, B)| < mw(x) et

|S(x; B)| < w(x) montrent que quitte & augmenter la valeur des constantes implicites,

nous pouvons supposer dans la suite x suffisamment grand. Nous posons k = (2n+v)/2,
= Bk +v)/4 et vi = (k +3v)/4 de sorte que

0<2n <k <kl <v<v.

Nous introduisons également le nombre entier pair D = D(x,«) défini en (74). Pour
évaluer T, (x; ¢, B), nous employons le développement de Taylor

, - \d D
o= 3 Srro() @

0<d<D

valable uniformément pour u € R. Nous obtenons, puisque D est pair,

D . _ L D
S@p+ Y. %Md(x B +0 %Z(m—fff>

1<d<D " p<x Og

T,(x;t,B)

d
S B+ Y %Md(x ﬂ)+0( Mp(x; 0)>

1<d<D
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oit My(x; B) est défini en (23). Pour estimer t?Mp(x; 0)/D!, nous pouvons utiliser la
proposition 5 en remarquant que lorsque 8 =0, ona g =1et f = =0 2. Cela donne

L M0 P ErPy + et
D p(x; )<<ﬂ(x)5 ( )+Exe

. 1
<< |t|xe—L3LK10gL+|t|xe 8LK1

—c3L  log L
& |t|xe 3% 108 L,

ol la deuxieme majoration vient du lemme 13. Nous avons par conséquent

i\d
Tt p) =SB+ Y %Mm;ﬁ)w( ()] )

1/2—
1<d<D (log x)" /==

ad
Appliquons la proposition 5. La contribution a Zl< d<D %Md(x; B) du terme d’erreur
de (66) est

1 1 1 1
<xe T YT ! el LPem Y Jrlwem 3 IR LRI L eI,
1<d<D

puisque |f] < L et k1 > x. Nous avons donc

sd
T(x:t.p)=Sx: B+ > %Kd(x;ﬁ)vLo(_( ()] )

1/2—v
1<d<D log x)

ou Ky(x; B) est défini en (67). Pour conclure, il suffit donc d’établir la formule
asymptotique
(i)
S+ Y - Kaxi B)

1<d<D

_ S py e [l T L
_S(x,ﬂ)<e’ <1+0(ﬁ + 0 (Togx)1/27 + xe™ ¢! . (77)

Au vu de la définition de K;(x; B8), nous distinguons trois cas.

Premier cas : ¢ > 7

On a alors Ky(x; 8) =0 pour tout 1 <d <L On a donc, d’apres l'inégalité
triangulaire,

o (72 (+0(25)))] o
S(x; B) + — K (x; B)—S(x; B)| e 1+0| — L |Sx; B K xe™ 1,
sospre 3 G Vi

ou la deuxiéme majoration est fournie par (44). L’estimation (77) est bien vérifiée.

2Une autre possibilité est d’employer le lemme 4.6 de (7].
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Deuzxiéme cas : ¢ < z et E: B
Dans ce cas, on a Kz(x; B) = S(x; ﬂ)E(Yd) et donc
. (ir)? and_
S+ Y, K p =5 p) Y —-EX9

1<d<D 0<d<D

- d
= S(x; ,8)E< Z %Yd>

0<d<D

D D
— S(x: ﬁ)E(e”)+0<n<x> Y )

ol nous avons utilisé le développement de Taylor (76). Nous utilisons alors le lemme
10 avec w = it (notons que |t| < 2mogL" < L% pour x suffisamment grand puisque 1 <
v/2 < 1/6), ainsi que le lemme 13. Nous obtenons

d 3
S(x;ﬂ)—l—lg;[)%l(d(x B) = S(x; ﬂ)( tz/z(l +O<|\/|Z)>> L Ol ).
Cela donne bien la formule (77).

Troisiéme cas : § <z et B #
Dans ce cas, on a Kz(x; B) = S(x; E) fol e(—r?m)(Eu(Yud) —Eu(ﬁd)) du, et donc

d
> Ok

1<d<D
d
=seh Y U f (i) (B, (V) — B, (7)) du
1<d<D
ad
= S(x: B) f e(—%u)Eu( y 0% g @y )d
0 1<d<D d! 1<d<D al
= S(x; /3)/ e(—mu)E, (‘”u— "Yu+0< (YD+Y ))) du

D

1
~ N . e t ~
= S(x; ,3) e(—mu)Eu (Clty" - eltyu) du +0 (n(x)ﬁ / (EM(YMD) + Eu(YuD)) du)
0 - J0
Le lemme 12 puis le lemme 13 fournissent alors

d
> %Kd(x B)

1<d<D

1 ~ D
— S(x, E)/ e(_%u)Eu (eitYu _ eitYu) du —+ 0<7T(x)%(E(YD) +E(?D))>
0 .

1 ~
=50 B [ e — ) dut O(im (e ),
0
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En vertu de I'inégalité | —el¥| < |x — y| pour (x, y) € R%, on a pour tout u € [0, 1],

()
1g(Z5 )—Mg|) < 20e] - llgll
ogv L' = ogv/ L'

|Eu (eitY,, . eitfu)

< B, (|Yy = Yal) = |t|IEu<

Ainsi

Z (in? |t]7r (x) gk ()
ﬁ, Cc3 A
1<d<D d! 1) < VL el ix)e < VL

De plus, d’apres (46), comme B # E, on a S(x; B) < xe 'L’ L’inégalité triangulaire
donne ainsi trivialement pour [f| < 2mog L < Lo .

(it )d ( _;2/2< <|l‘|3 ))) 2| (x)
S(x; —K — S(x; 1+0( — S(x;
(x ﬁ)+1§§d<D T Ka(x: )= S(x; B)( + NG < [S(x: B+ NG

|7l (x)

L xe OF 4 :
VL

ce qui acheve la preuve.

11. Démonstration du théoréme 1

Les calculs qui suivent sont similaires & ceux menés pp. 287-288 dans [7]. Nous rappelons
la définition de l'entier caractéristique dg en (3). On a d’apres (4),

> elpp) = /R e(—ka) Y e(ag(p) + Bp) de

pPsx p<x
g(p)=k
Ryt n ng(p)
= Z/ e(—k<a+—>) Ze(ag(p)+ﬂp)e( )da
o ) —1/2dg dg )] < dg
dg—1 1/2d, n ng(l)p
= Z / e<—k<a+—)) Ze(ag(p)—f—ﬂp)e(—) do
n=0 v —1/2dg dg p<x dg
dg—1
—k
-y e(d—n>J(/3,n,dg) (78)
n=0 8
avec 124
8 ng(l)
J(B.n,dy) = f e(—ka) Y e (ag(p) +< == )p) der.
—1/2d, < g
PX
Soit n € {0, ...,d, —1} et 0 < n < 1/2. Nous avons
J(/gvnadg): ‘,l+J27 (79)
avec |
J1 =/ e( —ka)z (ag(p)—i—(ﬁ—}—ng( )> )da
jor|< (log x)1-1/2 ot dg
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ng(l )) >
Jh = k + da.
? /<logx)vl/2<a|<1/2d l—ke) ) e (ag(p) ( dg ¢

pP<x

et

D’apres le théoreme A, on a

(o)

D < (log x)3xecedslog 0™ o (80)

logx’
La proposition 1 appliquée avec 8 = 8 +ng(1)/d, fournit une formule asymptotique pour
Ji uniforme en n et dg. On a

ng(l) —272a202 log, x
Ji = e<<ﬂ+ >p) [ e(a(u, log, x —k))e g 8 ¥ doy
2 dg lor| < (log x)1=1/2 (ol logy )

p<x
+ O <7r(x)(10gx) |(¥|3 do + 7 (x)(log x)” / || dex
| < (log x)—1/2 | < (log x)—1/2
+xe—C'“"gb”“(1ogx)'7—1/2>. (81)

L’intégrale en (81) se calcule en effectuant le changement de variables u =2mo,a
(logy, x)Y/2 puis en utilisant la formule classique fR glau—u/2 4y — A/ 2ne_“2/2, valable pour
tout a € R. Nous obtenons

S Y ,<x e((B+ng(l)/dg)p) exp( (k — jug logbx)Z)
1 = —_————
[2mo7 log, x

7 (x) 7 (x)
0 . 82
<(1ogx)1—4n i <1ogx)1—2~—V> %)
Nous posons alors v = 2¢/3 et n = ¢/6 pour 0 < ¢ < 1/2 donné. Nous obtenons, compte
tenu de (79), (80) et (82), estimation uniforme pour n € {0, ..., d, — 1},

202 log, x

1 ng(l) (k — 11 logy, x)*
J(B,n,dg) = ——m——= ((,3+ ) > exp(——)
¢ [2m0 log, x ngx dg 202 log, x
0 w(x)
(s or=):

En insérant cette identité dans (78) et en remarquant que l'on a
dg—1 .
gZ <g(l)p—k ) dg sig(1)p =k moddg,
el ———n|=
_ 0 sinon,
nous parvenons bien a (6).
12. Démonstration du corollaire 1

Le théoréeme 1.2 de [7] fournit une formule asymptotique pour card{p < x|sp(p) =

Lup log, pl}. Nous commencgons ce paragraphe en généralisant ce résultat a toute fonction
geFT.
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Proposition 6. Soit ¢ € 10; 1/2[ et g € F*. On a pour tout x suffisamment grand,
Mg i —Llye
d{p < = 1 = —1 ——(14+0( 2 , (83
card{p < x [g(p) = Luglog, pl} Q(dg Ogbx) (logbx)3/2( + O((logx)™2%)), (83)

ou dg est lentier caractéristique de g défini en (3) et ot Q est la fonction 1-périodique
et strictement positive définie sur R par Q(t) = c si ug =0 et par

b_{t}dg/|l"g| .
o) = C(clm gl Y il Vel ) 4 (1 — b—{dgr}/|ug|)>
8 gl —
0<j<|dgit}]
(jdg)=1
st g # 0, avec
. dy e C= Y pimlplind 1),
¢(dg) logh,/2ma? 0<j<d,

(J.dg)=1

ot @ est la fonction indicatrice d’Euler. La constante implicite dans (83) ne dépend que
dee,betg.

Démonstration. Il suffit de reprendre les calculs menés dans la démonstration du
théoreme 1.2 de [7] et d’appliquer le théoréme 1 avec B = 0. Nous omettons les détails. [J

Remarque 8. La démonstration du théoréme 1.2 de [7] comporte deux coquilles :

= p- 290, L. 12, la sommation sur 0 < j < {(uq log, x)/(¢g —D}g —1) doit étre remplacée
par une sommation sur 0 < j < [{(uq logq x)/(q—D}g—-1];

—p- 290, 1. 17, la sommation sur 0 < j < (¢ — 1){t} doit étre remplacée par une
sommation sur 0 < j < [(g — D){¢}].

Notons que la fonction Q admet un minimum strictement positif. Par conséquent,
pour démontrer le corollaire 1, il suffit, d’apres le critere de Weyl, d’établir que pour tout
BeR\Qet x > +00,0n a

Y epp =0 ((l );)3/2) (84)

p<X
g(p)=lnglog, p]

Fixons B € R\ Q et rappelons la notation S(x; 8) en (16). Remarquons que pour u € Z,

on a
dg—1 . .
Ju J
e(ﬁp)‘ =|5 e(— > ( B+ - >‘ < max S<x;ﬁ+—).
} p%c dg jZ:g dyg dyg 0< j<dg dg
p=u mod dg

Donc d’apres la relation (1), on a uniformément pour u € Z et x — +00,

Y. elBp) = o).
p<x
p=u mod dg
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Le théoréeme 1 permet alors de montrer que 'on a uniformément pour y — +o00, k € Z
tel que |k — uglog, y| < 1et (k,dg) =1,

. _ M

s(p)=k
Cette relation subsiste trivialement lorsque (k, dg) > 1 (cf. (7)). Nous sommes maintenant

en mesure d’établir (84). Si ug =0, cela découle directement de (85). Si ug > 0, nous
avons pour tout x > 2,

Z e(P,B) = Z Vm(b(m""l)/ﬂg) _ Vm(bm/ﬂg)

p<x o<m< | g logy, x
g(m=Lig log, p < ig logy 1]

+ VLM;: log;, x | (x) = Vl_ug logy, x | (b Lig logs x| /“3).

Nous déduisons directement de (85) la majoration
b/ g b/ g
X s X (i) X LH)
p<x 1<m< | g log, x | +1 m< | g logy x | +1
g(p)=Lug logy, p]

ou la derniére égalité découle du théoreme de Cesaro (cf. par exemple [20], probleme 70
p. 16). L’estimation standard (voir lemme 2.3 de [8] par exemple)
v bl pvt!

—_—~

jo

V—>—+400 e

j=1
donne bien alors (84). La démonstration est identique lorsque g, < 0 en partant cette
fois de l'identité

Yoooewh = D W@ =W, oV )
p<X 1<m<| gl logy, x
§(p)=Luglogy, pl

+ Wiy ltogy x| +1(0) — Wngnogbel(bU“g“‘]g“J/I“g‘),

ou l'on a posé pour tout m € N,

W)=Y e(ph).

Py
g(p)=—m
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