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Résumé  Soit (X, cx) une surface projective convexe munie d’une structure réelle. L’espace de module
des applications stables ﬂo,k (X, d) peut étre équipé de plusieurs structures réelles associées a cx et & un
élément d’ordre deux 7 du groupe des permutations Si qui agit sur les points marqués. La partie réelle
correspondant & chaque structure Rfﬂ()’ k(X,d) est une variété réelle projective et normale. Puisque le
lieu singulier est de codimension au moins deux, ces espaces possédent une premiere classe de Stiefel—
Whitney pour laquelle on détermine un représentant dans le cas k = ¢1(X)d — 1 ou ¢1(X) désigne
la premiére classe de Chern du fibré tangent de X. Plus précisément, nous donnons une description
homologique des classes de Stiefel-Whitney en termes de partie réelle de certains diviseurs de la frontiere
de l’espace des applications stables.

Abstract Let (X,cx) be a convex projective surface equipped with a real structure. The space of
stable maps ﬂoﬁk(X ,d) carries different real structures induced by cx and any order two element 7 of
permutation group Si acting on marked points. Each corresponding real part Rfﬂo’k(X, d) is a real
normal projective variety. As the singular locus is of codimension bigger than two, these spaces thus
carry a first Stiefel-Whitney class for which we determine a representative in the case k = ¢1(X)d — 1
where ¢1(X) is the first Chern class of X. Namely, we give a homological description of these classes in
term of the real part of boundary divisors of the space of stable maps.
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Introduction

Soient une surface projective complexe X, une classe d’homologie d dans Hy(X,Z) et
deux entiers naturels g et k. L’espace des applications stables Mg,k(X ,d) est un espace
de modules pour les courbes de genre g réalisant la classe d dans X et munies de k
points marqués. Ces espaces constituent le cadre de la théorie de Gromov—Witten et
sont par conséquent abondamment étudié dans la literature. Dans le cas du genre zéro
Mo (X, d) possede des propriétés remarquables, en particulier lorsque X est convexe
(voir, par exemple, [1,2,8]). Une variété projective X est convezxe lorsqu’elle est lisse et
que pour tout morphisme holomorphe u : CP! — X on a H}(CP!,u*Tx) = 0.

Dans ce qui suit nous nous intéressons exclusivement aux courbes de genre zéro. Aussi,
nous omettrons la mention g = 0 et M (X, d) sera noté M%(X).

Supposons X convexe (par exemple CP? ou CP! x CP') alors I’espace des applications
stables M¢(X) est une variété projective normale avec singularités de type orbivariété.
Une orbivariété est localement le quotient d’une variété lisse sous 'action d’un groupe
fini. Une application stable est une classe d’isomorphisme pour les paramétrages d’une
courbe munie de points marqués ; elle est associée a la donnée (C, 21, .. ., 2k, u) ou C est
une surface de Riemann nodale de genre zéro appelée source, (z1, ..., zx) un k-uplet de
points non singuliers de C' et u : C'— X un morphisme holomorphe dont I'image réalise
la classe d (cf. [2]). Lorsque u n’est pas un revétement multiple, on dit que 'application
stable est simple. On note ./\;lz(X )* le lieu des applications stables simples, ¢’est un
ouvert dense de M¢(X) contenu dans la partie lisse. On note M¢(X) le lieu des appli-
cations stables dont la source est CP!, c’est un ouvert dense de M¢(X). La dimension
de MY(X) est c1(X)d — 1+ k, olt ¢1(X) désigne la premiere classe de Chern de X. Le
morphisme d’évaluation evy : (C, z1,. .., 25,u) € MI(X) — (u(21),...,u(zx)) € X* est
un morphisme entre variétés projectives de méme dimensions lorsque k = ¢;(X)d — 1.
On note kg = ¢1(X)d — 1.

Supposons que X soit équipée d’une structure réelle (une involution antiholomor-
phe) ¢x : X — X et que d vérifie cx, (d) = —d. Soit 7 un élément d’ordre deux du
groupe des permutations a k éléments ; il définit une structure réelle ¢, : (z1,...,x) —
(ex(Tr1))s- - ex(Tr(r))) sur X*. De méme on obtient sur M¢(X) une structure réelle
cm,- induite par (21, ..., 2k, u) € (CPY)* x Morg(X) (conj(zr(1)), - - - conj(zr (g, cx ©
wo conj)) € (CPY)* x Mory(X) ot conj est la conjugaison complexe standard sur CP?
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et Mory(X) l'ensemble des morphismes holomorphes u : CP? — X réalisant & I'image
la classe d (voir partie 1.1.1). Eventuellement, T peut étre I'identité. On note respective-
ment R, X* et R, M%(X) les parties réelles (le lieu fixe) de ¢, et caq,, puis R, ME(X)*
la partie réelle de Md( )*. Le morphisme d’évaluation se restreint en un morphisme réel
R, evd : R, ME(X ) — R, X% qui est surjectif lorsque k est égal & kq.

L’espace R Mkd( ) est une variété projective réelle normale, en particulier le lieu
singulier est de codimension au moins deux. Cet espace possede donc une premiere classe
de Stiefel-Whitney w; (R, M, d( )) et un morphisme de dualité au premier grade

H' (R, M, (X),2/2Z) — Hop, 1 (R M, (X),Z/22).

Dans [8] Welschinger détermine une collection de sous-variétés dans RTﬂZd(X ) qui
contiennent un représentant pour le dual de la premiere classe de Stiefel-Whitney. Plus
précisément, les parties réelles des composantes irréductibles de la frontiere M, LX)\
My (X) qui sont écrasées (de codimension au moins deux & I'image) par le morphisme
d’évaluation réel contiennent un représentant dual de w; (R, M (X)*). La frontiere de
I’espace des modules est un diviseur qui correspond au lieu des applications stables dont
la source est une courbe réductible. On note red? = {d’,d"” € Hy(X,Z) | d' +d" = d}.
Pour un élément d’ de red? et un entier k’ < kg, on désigne par R ICd, w la fermeture
du lieu des applications stables dans R, M, ko ( )* ayant comme source I'union de deux
droites projectives C P! Ug(CP1 sécantes en un point £ et dont une des branches contient &’
points marqués et réalise la classe d’ dans X (on suppose k' > kg oubien k' > 2sid' =0
pour des raisons de stabilité). Enfin, pour D une classe d’homologie de codimension un,
on désigne par DV son dual dans H*(R,M¢%(X),Z/27Z). La proposition 4.5 de [8] peut
se ramener a la suivante (voir partie 1).

Pr0p051t10n (Welschlnger) La premiere classe de Stiefel-Whitney de la partie réelle
R /\/lk (X)* de/\/lk (X)* s’écrit

w1 (RTﬂZd (X)*) = (RT evgd)*[U)]_ (RTXkd)] + Z €d’ k' [RT’Cg/)k/]v7

d’ ered?
kg +1<k’<kq

ou €q j» appartient 4 {0,1}. On convient que RKy 1 = 0.

Nous déterminons exactement quels sont les termes, dans cette somme, qui sont affectés
d’un facteur non nul ; c’est-a-dire quelles sont les composantes qui contribuent effective-
ment a représenter un element dual pour la premiere classe de Stiefel-Whitney de la
sous-variété lisse R Mk J(X)F C R M, d( ). Puisque le lieu singulier est de codlmen—
sion au moins deux, ceci définit une premiere classe de Stiefel-Whitney pour R Mk L(X).
Le résultat obtenu est le suivant.

Théoréme. Soit X une surface projective convexe équipée d’une structure réelle cx, d
une classe d’homologie dans Hy(X,7Z) telle que cx,(d) = —d et T une permutation de
kq = c1(X)d — 1 éléments d’ordre au plus deux. La premieére classe de Stiefel-Whitney
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de la partie réelle RTﬂZd (X) s’écrit

7d %
'lUl(RTMkd(X)) = (RT eVZd) wl(RTXkd) + Z € k' [RTICg/ﬁk/]V
d’ ered?
kg <k/<kd
avec € dans {0,1} et ot eqr v = 1 si et seulement si k' — kg = 2 mod (4) ou k' — kg =
3 mod (4).

La démonstration de ce théoreme peut se généraliser en toutes dimensions des que la
premiere classe de Stiefel-Whitney admet ce type de représentant en terme de diviseurs de
la frontiére (en particulier lorsqu’on sait définir le degré réel du morphisme d’évaluation).
Par exemple lorsque X = CP? équipé de la conjugaison complexe et que d désigne un
degré supérieur a trois nous avons obtenu un résultat similaire pour wq(RM4S,(CP?))

(ct. [5]).

1. Préliminaires

On appelle structure réelle sur une variété complexe la donnée d’un automorphisme
involutif antiholomorphe. Le lieu des éléments fixés par une telle application est appelé
lieu fixe la partie réelle. On considére (X,cx) une surface convexe X équipée d’une
structure réelle cx dont la partie réelle RX est non vide.

1.1. Espace des applications stables

Soit d une classe d’homologie dans Hs(X,Z) réalisable par une courbe rationnelle
et telle que cx,(d) = —d. On dira que d est rationnelle réelle. On note Mory(X) =
{u : CP* - X | u,[CP!'] = d} I'’ensemble des morphismes holomorphes depuis la
droite projective CP' qui réalisent la classe d dans X. Soit £ > 0 un entier, on note
Diag;, = {(z1,...,2k) € (CPY)* | 3i # j : z; = 2z;}. On note Aut(CP?!) les automor-
phismes holomorphes de la droite projective. Le groupe de Mobius des automorphismes
holomorphes et antiholomorphes de CP' agit sur ((CP')*\ Diag,,) x Morg(X) de la fagcon
suivante :

Mbb x ((CP)* \ Diag;,) x Morg(X)
— ((CPY)* \ Diag,) x Morg(X)

(p(21),- -, 0(zr),uo0p™t) si ¢ € Aut(CPY),

(¢(21), - @(zk),cx ouo ™) sinon.

(@;Zl,...,Zk,U)H{

L’action restreinte du sous-groupe des automorphismes holomorphes de CP! définit
un espace quotient
((CP')* \ Diag;) x Mora(X)
Aut(CPY)

ME(X) =

qui est une variété quasi projective. Il en existe une compactification M¢(X) appelée
espace des applications stables (cf. [4]). Ce dernier est un espace de modules pour les
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courbes k-pointées de genre zéro réalisant la classe d’homologie d dans X (cf. [2]). Un
élément de MY (X) est une classe d’équivalence définie par la donnée (C, 21, ..., 2x,u)
d’une courbe nodale C' de genre zéro, de k points non singuliers de C' tous distincts
(z1,...,2k) et d’un morphisme holomorphe v : C — X tel que la classe d’homologie a
I'image u.[C] soit d. La relation d’équivalence (C,z1,...,2x,u) = (D,(1,...,(k,v) est
donnée par un isomorphisme ¢ : C = D qui respecte les points marqués et les appli-
cations : ¢(z;) = ¢; pour ¢ € {1,...,k} et u = v o . De plus (C,z1,...,25,u) est
stable c’est-a-dire que son groupe d’automorphisme est fini. La stabilité est équivalente
a exiger que les composantes irréductibles de la source C' envoyées par une application
constante sur la classe nulle possedent au moins trois points spéciaux : points marqués
ou singularités (cf. [2]). On note M%(X)* le lieu des applications stables dont le groupe
d’automorphisme est trivial ; c’est un ouvert dense de M¢(X). On note ¢ (X) la premiere
classe de Chern du fibré tangent de X. On rappelle le résultat suivant.

Proposition 1.1 (cf. [2]). Avec les notations précédentes,

. Mz(X ) est une variété projective normale de pure dimension

Cl(X)d+]€71 ;

o /\;lg(X) est localement le quotient d’une variété lisse par un groupe fini ;

o /\;lg(X)* est lisse et est un espace de module fin pour les applications stables sans
automorphismes, muni d’une courbe universelle Z];jd.

Le second énoncé indique que M%(X) est une orbivariété. C'est la convexité de X
qui assure que Morg(X) est une variété lisse. On note Tﬂd( X)* le fibré tangent de la
— k
variété Mé(X)*.

1.1.1. Structures réelles

L’action résiduelle du quotient Mob / Aut(CP) & Z/27 définit une structure réelle
e sur ME(X) qui s’étend en une structure réelle cr sur ME(X) (cf. [8]). Le lieu fixe
de cx7 est un espace de module RM%(X ) qui compactifie un espace de parametres pour
les courbes réelles de genre zéro et de classe d dans X munies de k points marqués dans
RX (cf. [5]). Une courbe est réelle lorsqu’elle est invariante sous I’action de cx. Lorsque
k = 0 on obtient une structure réelle sur Mory(X) dont on note Mork (X) la partie réelle.
Lorsque k # 0 le groupe des permutations de k éléments Sy agit sur I'indexation des k
points marqués par

Sp x MYX) — ME(X)

(0;C, 21, oy 2k u) = (O 26(1)s - -+ Zo (k)5 U)-

Soit 7 un élément d’ordre deux de Sg. L’action combinée de 7 et cz7 induit une structure
réelle cy , sur M¢(X) dont on note R, M¢%(X) la partie réelle. Cette derniere compactifie
un espace de parametres pour les courbes réelles de genre zéro et de classe d dans X
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avec des points marqués dans RX (d’indexations invariantes par 7) et des paires de
points conjugués pour cx (d’indexations permutées par 7). Ces structures réelles ne se
distinguent que par la classe de conjugaison de 7 € S, (cf. [8]).

Proposition 1.2 (cf. [8]). Soit T € Sj une permutation d’ordre au plus deux, R, M$(X)
est une variété réelle projective et normale de dimension ¢y (X)d + k — 1.

1.2. Frontiére

La frontiere de M%(X), c’est-a-dire M%(X)\ ME(X) est le lieu des application stables
dont la source est réductible. C’est une union de diviseurs dans M¢(X) (cf. [2]). Soit
(A, B;d4,dp) un quadruplet qui vérifie :

(1) AU B est une partition de {1,...,k} ;
(2) da +dp =d € Hy(X,Z) ;
(3) si da = 0 (respectivement dp = 0), alors |A| > 2 (respectivement |B| > 2).

1l existe un diviseur D(A, B;da,dp) de M%(X) (cf. [2]) qui est le lieu des applications
stables (C, z,u) vérifiant :

(a) C =C4UCE est 'union de deux courbes C4 et Cp de genre zéro sécantes en un
point nodal € ;

(b) les points marqués indexés par A (respectivement B) sont dans C4 (respectivement
CB) ;

(¢) us[Ca] =da et u [Cp] = dp, ce que l'on écrira u € Morg , 14, (X).

On convient que lorsque (dg = 0, |A] < 2) ou (dg =0, |B| < 2), on note par extension
D(A, B;da,dp) pour désigner 'ensemble vide (conditions de stabilité). Lorsque X =
CP? ou X = CP! x CP?', les diviseurs de la frontiere sont des variétés irréductibles.
Pour une classe rationnelle d € Hy(X,Z), Uensemble des éléments ¢, rationnels ou nuls
et tels que d—§ soit rationnelle ou nulle, est noté red? c Hy(X,Z). Pour un entier k' < kg
et d’ € red?, on pose
Kiw= |J D(A Bida,dp). (1.1)

|A|l=F

da=d’
Un point générique de ICg,W est une application stable (C* Ugey C?, uy Uug, 2) telle que
C'=CP! pouri € {1,2} et #(2NCY) =k, uj(C') = d’. Remarquons que R, Ky 1 =0
par stabilité.

ers .\ -4 (.
Proposition 1.3. La frontiére de M, ,(X) est la réunion

U ’Cgl,k/.

d’'ered?
kg <k'<kq
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Démonstration. La réunion des diviseurs

U D(A B;da,dp)
AUB={1,....k}
da+dp=d

est un recouvrement de la frontiere (cf. [2]), donc une simple réécriture montre que

MX)\MEO = U Ko
d’ ered?
0<k' <kg
Il suffit de remarquer que /Cg/’k, est égal a Kgfd/ykfk,. Si on choisit d’imposer la condition
k' > kg on obtient I'unicité de ’écriture puisque des deux choix envisageables pour A et
B, un et un seul est réalisable de la sorte. En effet kg = ¢1(X)d—1 donc si d’'+d” = d alors
kg + kg = kqg—1. Donc k' > kg est équivalent & kg — k' =K' <kg—ky —1=kg,. O

Soit 7 une permutation d’ordre deux ou l'identité dans Sy, on note ]RTICg (respective-
ment R, ;) le lieu de la frontiere (respectivement de kg, ) fixe pour ¢z . Lorsque
k = kg, la proposition 1.3 admet le corollaire suivant.

Corollaire (}.4. Pour 7 une permutation d’ordre deux ou I'identité dans Sy, la frontiere
réelle de M, (X) est
RT]CZ(I = U RT,Cglﬁk/~
d'ered?
k‘d/ <k/§]€d

1.3. Morphismes
1.3.1. Morphisme d’évaluation

Soit 7 € Sp une permutation d’ordre deux, on définit une structure réelle sur X*
par ¢ @ (z1,...,2%) = (cx(2r)),. .. cx (2 x))) dont on note R, X% la partie réelle.
L’application d’évaluation ev{ : (C,21,..., 2k, u) € ML(X) = (u(z1),...,u(z)) € XF
est un morphisme entre variétés projectives. Lorsque k = ¢1(X)d — 1 ¢’est un morphisme
surjectif entre variétés de méme dimension. On pose kg = ¢1(X)d — 1. Le morphisme
d’évaluation est équivariant sous laction de S, et de Z/27Z, ¢’est donc un morphisme réel
evi : (MEU(X), exq..) = (XF,¢;) entre variétés réelles.

Définition 1.5. On appelle morphisme d’évaluation réel la restriction du morphisme
d’évaluation

R, evi: R ME(X) = R X*
(Crz1,y ..y 2z, uw) = (u(z1), ... ul(zr))-

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note z pour un k-uplet (z1,...,2,) € C*. Soit
(C, z,u) € M4(X)*, la différentielle de u induit un morphisme de faisceaux 0 — T¢ o,
u*T'x dont on note N, le faisceau quotient appelé faisceau normal de u. Lorsque on a une
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immersion, N, est le faisceau d'un fibré en droites sur CP*. Par la formule d’adjonction
on a I’égalité
N = O(CPI(Cl(X)d—2). (12)

Proposition 1.6 (cf. [8]). Soit (C,z,u) € M%(X)* un application stable sans automor-
phisme ; le noyau et le conoyau de la différentielle devgd en (C, z,u) sont respectivement

ker(d|(c,z,u) evy) = HY(CPY N, ® Ocpi(—2)) (1.3)

et
coker(d|(c,z.u) evi) = H (CP', N, ® Ocpi(—2)). (1.4)
Lorsque k = kg, le morphisme d’évaluation réel est un difféomorphisme local au voisi-

nage d’urc} point régulier. On note Reg,(X) le lieu gégulier du morphisme d’évaluation
evi, : My, (X) = Xk, ’est un ouvert dense de M (X).

1.3.2. Morphismes d’oubli

Une composante irréductible d’'une courbe de genre zéro est appelée branche. Soient
I < k des entiers, il existe un morphisme entre variétés projectives de M¢(X) vers M{(X)
qui «oublie » certains points marqués de la source de (C,z,u) € M¢(X) puis contracte
les branches devenues instables par insuffisance de points marqués (cf. [2]).

Définition 1.7. On appelle morphisme d’oubli et on note w I'application

™ MHX) = MI(X)
(C, z,u) — (C2P ).

Pour i € {1,...,k} on note m; le morphisme qui oublie le i-iéme point marqué

T ./\;lg(X) — ./\;li_l(X)

(C,z1,. .0y 2k, u) — (Cf,tiab,zl,...,21-,...,zk,u),

ot C5'2P désigne la source éventuellement contractée C' — CS*3P pour stabiliser.

Lorsque cela est utile (par exemple, & la partie 3.1.1.3) on spécifie I'espace de départ
M¢(X) d’un morphisme d’oubli par la notation 7* ; de méme, pour une partie {io, . . ., i }
de {1,...,k}, on note 7750,...,1'" pour I'application composée wf:"
& oublier la liste {4, ...,%,} de points marqués.

0---0 Wfo qui consiste

Lemme 1.8. Soit (C,z,u) € M%(X)* tel que z soient des points réguliers de C*" ;
alors on a une décomposition

k
ker d|(cz.u)T = @ ker d| (¢, z,u)mi

i=1

et un isomorphisme ker d|(c , .,y7 = TiC’“.
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Démonstration. Pour tous 4,5 € {1,...,ky} distincts, les morphismes m; et 7; com-
mutent donc
k
ker d|(c,zu)™ = @ker d|(c,zu)Ti-
i=1
Soit i € {1,...,kq}, en I'absence d’automorphisme le morphisme 7; décrit la courbe

universelle au-dessus de I'image m;(M¢(X)*) (cf. [1]). Le groupe des automorphismes
d’une application stable étant un sous-groupe du groupe des automorphismes de son
image par un morphisme d’oubli, M¢ | (X)* est inclus dans m;(M¢(X)*). On en déduit
un isomorphisme entre (m;) "} (C5P 2y, ... 2, ..., 25, u) et CSP. Par hypothese z; est
un point régulier de la fibre Cfrtiab, or les branches ne se contractent par m; que sur
des points singuliers, donc C’;‘;ab = C. Finalement au point (C,z1,..., 25, u) = 2, on a
ker d(c 5™ = T>,C5%> = T,,C. On en déduit un isomorphisme entre ker d|(c 5 )7 et
T,C* lorsque z sont des points réguliers de CStaP. O

On note Ker dr le sous-faisceau du fibré tangent de Tﬂd( X)- défini par le noyau de la
ke
différentielle d’un morphisme d’oubli. C’est un sous-fibré de rang un restreint au lieu des

. . . . . . ——d
applications stables simples non contractées (en particulier sur M, (X)*).

2. Résultats

2.1. Invariants de Welschinger

Soit A une courbe réelle de X avec pour singularités éventuelles des points doubles
ordinaires, on dit que A est nodale. Les points doubles de A peuvent étre complexes ou
réels. On distingue deux types de points doubles réels : ceux qui sont a l'intersection
de deux tangentes réelles et ceux qui sont a l'intersection de deux tangentes complexes
conjuguées. Le premier est un point double réel non isolé, le second est un point double
réel isolé. On définit la masse de A, notée m(A) comme le nombre de points doubles
réels isolés de A.

Théoréme 2.1 (Welschinger [7]). Soient d € Hy(X,Z) telle que cx, (d) = —d et P une
collection de ¢1(X)d — 1 points de X invariante pour cx et dont exactement r éléments
sont réels. On note Ap pour I'ensemble des courbes réelles de genre zéro qui contiennent
P. Alors, pour P générique, Ap est fini et ne contient que des courbes rationnelles
nodales. De plus, la somme

> (=™ (2.1)

ne dépend pas de P.

On note ce nombre Wy (X)), c’est un invariant de Welschinger de (X, cx). Remarquons
que Wy, (X)| est une borne inférieure pour le nombre de courbes rationnelles réelles de
(X, cx) réalisant la classe d et qui contiennent un collection générique de r points réels
et %(kd — 1) paires de points complexes conjugués.
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2.2. Aspects topologiques

Soit K C MZ ,(X) la réunion des diviseurs de la frontiere dont I'image par le
morphisme d’évaluation est de codimension au moins deux. On dit d’une composante
irréductible de K qu’elle est écrasée par le morphisme d’évaluation. On note R, K le
lieu de K fixe pour cyxg .. Munissons R, X ke du systeme de coefficients entiers tordus
Z et considérons la classe fondamentale qui lui est associée dans I’homologie singuliere
[RTX’;d] € Hop, (R, X% Z) (voir [6]). On note Z* le systeme de coefficients locaux sur
R; M., (X) relevé de Z par le morphisme d’évaluation réel.

Proposition 2.2 (Welschinger [8]). Soit (C,z,u) € RTﬂZd(X) un point régulier
du morphisme d’évaluation et R, M la composante connexe de R, M, (X) qui le con-
tient. Il existe une unique classe fondamentale [R.M] a bord dans R, K "R, M tel que
I’homomorphisme induit par le morphisme d’évaluation réel

Hop, (R M, R M\ {(C, 2,u)}; 2%) — Hop, (R, X5 R XK\ {u(2)}; 2)

envoie [R,M] sur (—1)™A[R, X% ott A est la courbe définie par u(C).

. . -4 5
Autrement dit, il existe une classe fondamentale [R, M, (X)] & bord dans R, K et
telle que le morphisme d’évaluation réel R, evzd induise un homomorphisme entre

7d «
Hop, (R, M, (X),R, K; Z*)

et Hop,(R, X% Z) qui envoie la classe [RTﬂzd(X)] sur la classe Wy, (X)[R,Xk4].
Puisque R, M ,(X) est une variété normale, son lieu singulier est de codimension au
moins deux. Elle admet donc une prem@g classe de StiefelfWhi‘@g et un morphisme
de dualité au premier grade Hop,—1 (R, M, (X),Z/2Z) — H" (R, M, (X),Z/2Z). Pour
une classe d’hom@gie de codimension un [R; D] € Hay, 1(R M, (X),Z/27Z), on note
[R,D]Y € H (R, M, (X),Z/2Z) son dual. Le théoreme 2.1 admet le corollaire suivant.

Corollaire 2.3 (Welschinger [8]). La premiére classe de Stiefel-Whitney de la variété
projective normale R M, (X) s’écrit :

wi (R, My, (X)) = (Rr evil ) wr (R X*) + Y e(D)[R, D"
DCK

ot e(D) € {0,1} et la somme est prise sur 'ensemble des composantes irréductibles D de
la frontiére de M, (X) écrasées par le morphisme d’évaluation et dont la partie réelle
R, D posséde au moins une composante connexe de codimension un dans R, M, ,(X).

Les points critiques du morphisme d’évaluation sont contenus dans le lieu des courbes
non immergées (proposition 1.6) et dans la frontiere de MZ ,(X). Les composantes
irréductibles de la frontiere (voir partie 1.2) ne sont pas toutes écrasés par le morphisme
d’évaluation. Plus précisément, on a la proposition suivante.

Proposition 2.4. L’image cgun diviseur de la frontiére D(A, B;da,dp) par le mor-
phisme d’évaluation ev{ : M, (X)— X" est de codimension un dans X*¢ si et seule-
ment si |A| = kq, ou |A] = kg4, + 1.
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Démonstration. Soit D(A, B;da,dp) un diviseur de la frontiere de ﬂzd (X) tel que
défini & la partie 1.2. Pour (C,z,u) € ﬂzd(X) on note z,4 = (zi,-.-,%, ) le |Al-uplet
tel que A = {iy,...,44}. Soit W|X|+1(X) X x ﬂ‘glﬂ(X) le produit fibré relativement
aux morphismes d’évaluation e4 et eg associés au point marqué supplémentaire

eap : (O 24 p. 60) € MUAT 1 (X) = u(e) € X.
Il existe un isomorphisme
D(A, Bida,dg) = Miay 1 (X) xx M5 1 (X)
décrit dans [2]. Le morphisme d’évaluation se factorise

(C,z,u) € D(A,B;da,dg)
—d —d
= ((CAaéAafauA% (CB7§B7537-LB)) € M\:H—l(X) X M\;H—l(X) = u(é) € Xkd'
Supposons |A| > kg, +1, ce qui entraine |B| < k4, —2, alors dimﬂngl(X) < 2kq, — 1.
Puisque dim X*i5 = 2k, I'image du diviseur par le morphisme composé est de codi-

mension au moins égale & deux dans X%¢ = X*iatkap+1 La symétrie dans le role de A
et de B acheve le raisonnement. O

Dans [7], Welschinger montre que les diviseurs de la frontiere qui sont de codimension
un a 'image est un lieu régulier pour le morphisme d’évaluation. Une conséquence de
la proposition 2.4 est que seuls les diviseurs qui vérifient |A| > kq, + 1 ou |B| > kg, + 1
peuvent contribuer a un représentant dual de la premiere classe de Stiefel-Whitney de
la partie réelle. Plus précisément et avec les notations introduites a la partie 1.2 on a la
proposition suivante.

Proposition 2.5. La premiére classe de Stiefel-Whitney de RTﬂz (X)) s’écrit :

7(1 *
wi (R My, (X)) = (Rrevi Vwr (R, XF) + > g i [RAS ]V,

d’'ered?
kg +1<k,<kd

ol g g € {0,1} dépend seulement des paramétres d’ € red® et k' € N.

Démonstration. D’apres le corollaire de la proposition 1.3, la frontiere de ﬂz ,(X) est

la réunion
U ’Cg/ 7k:/

d’'ered?
kg <k'<kq

et d’apres la proposition 2.4, K est complémentaire & la réunion

d
U IC kg1
d’ €red?
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. . . —d
Autrement dit, les composantes connexes de R, K de codimension un dans R, M, (X)
et qui sont écrasées par le morphisme d’évaluation réel sont contenues dans la réunion

U RK§,.
d’ €red?
kg +1<k’<kq
Pour conclure, on remarque que l'indexation sur les points marqués ne joue aucun
role dans le calcul de la premiere classe de Stiefel-Whitney. En effet, I"application
1ndu1te par une permutation o € Sk, des points marqués est un automorphisme de
Mk (X) (cf. [4]) qui permute les diviseurs de la frontiere D(A, B,d,dp) de méme cal-
ibre (JAl,|B|,da,dp). Pour 7 € Sk, une permutation d’ordr((; deux, cet automorphisme
induit un isomorphisme réel entre (M, (X),cxz,) et (M (X)), Cxf poro0-1) PUisque
coToo togor =o0. Orles structures réelles CRA,, SUr ﬂkd (X) ne se distinguent que
par la classe de conjugaison de 7 (voir partie 1.1.1), c’est-a-dire que cx7 ., = &7 yorop—1-
Donc les propriétés homologiques de la partie réelle des diviseurs de méme calibre sont
équivalentes. Une composante irréductible de la frontiere est contenue dans un des
diviseurs de la frontiere et donc dans un certain K¢ a k- Le fait qu’une composante connexe
de sa partie réelle D C R, M &, (X) contribue ou pas & un représentant dual de la premiere
classe de Stiefel-Whitney depend uniquement des données k' et d’. En particulier cela
ne dépend pas de la composante connexe de RTICg,,k, choisie. O

2.3. Exposé des résultats

Nous déterminons quelles sont les diviseurs de la frontiere dont la partie réelle R, K¢, ,,
participe effectivement & une classe duale de la premiere classe de Stiefel-Whitney de
Pespace des modules wy (R, M, (X)). Cest-a-dire que nous déterminons la valeur de
chaque €q/ ;s dans la description précédente.

Théoréme 2.6. Soit X une surface projective convexe équipée d’un structure réelle
cx et d une classe non nulle de Hy(X,7Z) telle que cx(d) = —d. On note kg le nombre
¢1(X)d — 1 et 7 une permutation d’ordre au plus deux dans le groupe des permutations
Sy, La premiére classe de Stiefel-Whitney de la partie réelle R, M, ,(X) est représentée
par
w1 (RTMZGZ (X)) = (R, ev(kid)*wl (RTXkd) + Z €d’ K [RTKg’,k’]v
d’ ered?
kg <k'<kq

avec €q 1 € {0,1} tel que €y j» =1 si et seulement si k' —ky =2 mod (4) ou k' — kg =
3 mod (4).

3. Démonstration

Nous cherchons a calculer le bord de la chaine [R. M, %, (X)] dans le groupe des cycles
Cor, (R, Mkd( )*, Z*). Fixons R, M une composante connexe de RTﬂZd (X)*\R.K et
choisissons [R; M] € Hop, (R, M, R, K NR, M; Z*) la classe fondamentale définie par la
proposition 2.2. On considere pour une composante connexe D de R K, de codimension
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un dans RTHZ ,(X)*, un voisinage contractile B d'un point générique de D de sorte
que R, M N B ait deux composantes connexes R, MF et R, MP séparées par R, K N B.
On obtient deux générateurs [R, M¥] et [R,MP] de Hay,(B,0B UR,K; Z*). Chacun
induit un générateur [By] (respectivement [B1]) de Hay, (B, 0B; Z*). Il s’agit d’évaluer si
Vapplication Hay,(B,0B; Z2*) — Hay, (B, 0B UR,K; Z*) réalise £[B] — [By] + [B1] ou
bien £[B] — [Bo] — [B1] en fonction du choix de D. Pour cela, on choisit un chemin dans
B transverse a R K N B et qui relie deux points de part et d’autre de R, K. Le long de ce

chemin on construit une trivialisation de T}, X (voir partie 3.1.4.2) afin d’évaluer
I'image de [B] dans Hoy,(B,0BUR, K Z*) en ‘tomparant les orientations induites par
[Bo] et [Bi].

3.1. Etude du cas 7 = id

On fixe la structure réelle définie par l'identité de Sk, ce qui impose a l'image de
chaque point marqué d’appartenir & la partie réelle RX (voir partie 1.1.1). Soit d’ €
red? € Hy(X,Z), k' un entier strictement supérieur & kg + 1 et DY, une composante
connexe de RKY, ,, de codimension un dans RM, (X). On distingue deux situations
selon que d’ soit nulle ou pas.

3.1.1. Chemins transverses : cas d’ # 0

On souhaite décrire un chemin transverse a RICg,) & €n un point générique bien choisit
de Dga - Une permutation de I'indexation des points marqués z* revient éventuellement
A définir une autre composante connexe (Dg,7k,)’ de RICg,’k, ce qui est sans conséquence
dans ce qui suit (cf. proposition 2.5).

3. 1 1.1. Choiz d’un point générique. On rappelle quun élément (C!' U C?% z,u) €
Mkd( )\ M (X) est générique lorsque C* = CP! pour i € {1,2}, £ = {C'NC?}
est un point double ordinaire et u n’a que des singularités nodales et est lisse aux points
marqués z € (C1 UC?)*4. On note d” = u,[C] et k¥ = #(2 N C*) de sorte que d’ + d”
soit égal & d et k' + k" égal & ky. Un élément générique de Dg,, w @& donc deux branches
a la source dont l'une a «trop» de points marqués et 'autre trop peu (au sens ou le
«bon » nombre de points marqués serait kqir ou kgiv + 1 pour ¢ € {1,2}). On détermine
un point (C*UC?, z,u) de Dg,’ w tel que le morphisme u envoie un certain nombre de
points marqués estimés en «trop » dans un voisinage contractile du point double u(§)
afin de travailler dans I’homologie a coefficients entiers.

Définition 3.1. Pour (C'UC? z,u) € Dg,7k/7 on définit le nombre £ € N (on rappelle
que k' > kg + 1) par
b=k —ky ou L=k —ky—1 (31)

de sorte que £ = 0 mod (2).

Remarque. Un sous-ensemble non vide de points réguliers dans la partie réelle d’une
courbe rationnelle réelle de X est dans la composante connexe isomorphe & RP'. Il
possede donc un ordre cyclique défini par I'ordre cyclique sur RP!.
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Figure 1. X = CP?, d = 3[L], ka = 8, £ = 2.

Lemme 3.2. Quitte a changer I'indexation sur les points marqués, il existe un point
générique (Cy, z*,u,) de DY, ., qui, en notant Cy = C} Uyery CZ, vérifie {z},..., 25} C
Cl et {z;,+1,...,z,:d} C C? ; les points spéciaux se trouvent a lI'image dans l'ordre
cyclique u,(21) < -+ < Un(zf)5) < un(€F) < un(2(yyny 1) < o0 < unlzg) et ul(€Y) <
Ui (23 1) < o+ < uk(zg,) ; de plus u,([27, 27]) est inclus dans un voisinage contractile
de u, (&*). (Voir figure 1.)

Démonstration. On pose u, € W(Dg%,) C ng(X) un point générique dans I'image
de DY ,, par le morphisme d’oubli. En particulier (u, : C, — X) € Morg ;4 (X) de
sorte que C, = C} Ugx CF avec CL = CP' pour i € {1,2} et on note 4; = u,|ci (CL),
chaque composante irréductible de la courbe A = wu,(Cy). Soit D, un disque ouvert
de u,(¢*) € RX qui définit des coordonnées locales (z,y) € R? sur RX centrées en
ue(£%) et telles que RA; N Dy = {(z,y) : « = 0} et RAs N D, = {(x,y) : y = 0}.
On pose U;" = u;'({y > 0}p, NRAy) et Uy = uy'({y <0}p, NRA;) des ouverts de
RC} := u; ' (RAy) et Uy = U;” U U . On choisit ainsi un kg-uplet z* = (zf,..., z; ) dans
I’ensemble ordonné :

<Ur>f/2 x (UD)Y? x (RCI\ Uy~ x (RC2)*" \ Diag,, .

On définit (O, z ) € RK{ en considérant la classe de (2*,u,) € (CPY)* x (CPY)" x
Morg 4q (X) dans M; ko (X). Par définition, (C, z*, uy) vérifie les propriétés du lemme 3.2
pour le voisinage D, et quitte a changer I'indexation des points marqués il appartient a
la composante fo,’ S O

3.1.1.2. Choiz d’un chemin. On choisit un chemin qui soit transverse a Dg,7 & au point
(Cy, 2*,uy) et suffisamment « petit » pour considérer une orientation locale. Rappelons
que RX est une surface réelle convexe (en particulier elle est projective et lisse). I
existe une premiére classe de Stiefel-Whitney w; (RX) € H'(X,Z/27) dans ’homologie
singuliere et on note wy(RX) € H;(RX,Z/27Z) son dual de Poincaré. On fixe un
représentant de wy (RX) dans le groupe des 1-chaines C1 (RX, Z) et on considere son sup-
port wy, C RX. On note 2, = U “Xwy X+ x X, Puisque D, est contractile, on
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Figure 2. X = CP?, d =3[L], kg =8, £ = 2.

peut choisir w, de sorte que {2, n’intersecte pas Revkd(C 2%, ux) et w, n’intersecte pas
D,. Con51derons un voisinage contractlle (une boule) B, de (C.,z*,u.) dans RM; (X)
tel que B, kad( N\M (X) = B.nDY, ,, de sorte que DY, , découpe B, en deux com-
posantes connexes dans RM¢ (X L(X). Alors Vouvert O, = (Revk ) (CQ ) C RMk (X)
contient (C,,z*,u,). On fixe un chemin v : [0,1] — RM,; (X)* dans B, N O, C
RM;,,(X)* transverse & D‘Zi’ w au point (C,,z*, u,). Par simplicité on identifiera v et
son image v([0,1]) C RM; (X). On notera aussi 7. I'image de vy par le morphisme
d’évaluation ~, = ]Revkd (7) € RX%4. Le chemin ~ est contenu dans B,, transverse &
Dg,yk/ en (Cy, z*,u,) et 7, n'intersecte pas §2,. On pose (Cy, 2, u;) = y(t) pour t € [0,1].
On distingue plus particulierement (Co, 2%, ug) et (C1, 2%, u;) le point de « départ » et le
point d’« arrivée » du chemin, chacun se situant dans une composante connexe différente

de RM{ (X) N B..

3.1.1.3. Construction d’un chemin de comparaison. On construit un autre chemin 4
associé & y mais a valeurs dans le lieu régulier Reg,(X). Pour cela, on associe & (Cy, 2*, uy )
un point générique (Cy, 2", u,) de la frontiere tel que les courbes soient identiques mais
les points marqués different afin d’obtenir un point régulier du morphisme d’évaluation.

Lemme 3.3. Soit (C*’f* Uy) € Dfll,,k, défini par le lemme 3.2. 1l existe une application
stable (Cy, z*, u*) € Mkd( )\ M (X) qui vérifie pour 0 < i < {, 7 € C? et pour
0 < i < kg, 2F = 2 ; a l'image de C? on a Dordre cyclique u,(£%) < u,(3F) < -+ <
Ua(E)) < () < o < W(EE) < a(Eymyn) < v < () ot ua([EF ) est
inclus dans le voisinage de u,(§*) défini par le lemme 3.2. (Voir figure 2.)

Démonstration. On reprend les termes de la démonstration du lemme 3.2 et on con-
sidere, dans le systéme de coordonnées locales sur D, les ouverts Uy = uy'({z >
0} NRA,), Uy =u;'({z < 0} NRAy) et Uy = Uy UU; de RC?. On choisit cette fois

Z* = (#],...,7,) dans 'ensemble ordonné :

(U2 x (U7 x {zgq} x -+ x {z};,} \ Diagy, -
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On définit ainsi (Cy, 2", us) € Dd, Jy, O considérant la classe de (3*,u,) € (CP")¥ ¢
(CPl)k '+t X Mord/+d//( ) dans Mk ( ) U

Proposition 3.4. L’application stable (Cy,Z*,u,) € Dfll,’k, du lemme 3.3 est un point
régulier du morphisme d’évaluation.

Démonstration. Il suffit d’apres la proposition 2.4 de vérifier que (Cy, 2%, u,) € K¢, oy Y
Kg/yk(m_l. Or, par définition, (u.).[C.] = d’ et CLNZ* = {Z} ..., %} } donc #(C’lﬁz )€
{ka, ke + 1} en fonction du choix de ¢ € {k' — kq/, k' — kg — 1} (V01r définition 3.1). O

. o~ N o d .
On construit un chemin 7 transverse & la frontiere M, (X)\ M{ (X) au point
(Cy, 2%, uy) et qui soit compatible avec v dans le sens ol les courbes et les points marqués
communs coincident le long des chemins. Pour cela, on se place dans RM; LX) et
on définit z* U Z* := (21,..., 20, 21, -, 20, 20115 Zh,) € (Cy)FattN Diagy,,,,. On con-
sidere (Cy, 2z, UZ,,uy) € ’ng-s-é en prenant la classe de

(2, UZ,,u,) € (CPY)*+E\ Diag, |, x Morg, g (X)

dans R/\;lk 4¢(X)*. Par définition on a wfj_ire 26(0*,2* UZ*, uy) = (Cy, 2", uy). Quitte
A restreindre « on peut relever dans RM¢ ke +E(X ) U IC,C ¢ ce chemin par le morphisme
d’oubli 7, ;1“@ o¢ au point (Cy,z* U 2%, u,) € K¢ ,. Etant donnée la suite exacte

ka+e

0 —— Ker d7r5+17“_,

—— Trxag +/z(X); e TRﬂZd(X)* —0
T

on peut définir un chemin dans RMk +o(X)* dont la différentielle s’annule dans

le sous-fibré Kerdﬂﬁ# de Tz oL On pose I' un tel chemin passant par
kq

(CPY, 2" Uz*, u,) et qui releve ~ de softe que I'image par le morphisme d’oubli wfﬂ%” o

soit constante :
* i *
RMkd-M( ) — RMkd (X)

kg+e r
Tett,..., 2el \ T’Y

RMkd (X)) [0, 1]

On définit le chemin 7 : [0,1] — Rﬂzd (X)* transverse a ﬂ:d (X)\ M{ (X) au point
(Cy, 2%, uy) comme l'image de I" par le morphisme d’oubli des ¢ premiers points marqués

kg+e

rCRME (X)) 225 5 € M, (X)*.

On confond comme précédemment le chemin et son image, tout comme on note 7,
pour l'image Revﬁd (7) C RX*4¢. Le chemin 7 est inclus dans Reg,(X), 'image dans
R/\;lg,kd_@(X)* de 4 par 7y, ¢ est égale a I'image de  par m .. ¢, enfin 4, n’intersecte
pas (2,,. Comme précédemment on note (Cy, 2°,u;) = 7(t), pour t € [0, 1].
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D, D, D,
2 2
/06‘/26_
Zl 3 A~ A
23 %4 3 4 2} 2
7(0) y(D

Figure 3. X = CP?, d = 2[L], ka = 5, k' = 3.

3.1.2. Chemins transverses : cas d =0

On considére une composante connexe Dg’k, de RICg’k, de codimension un dans
RHZ ,(X). (On rappelle que nécessairement &’ > 2 par stabilité.) On choisit un point
générique (Cy, z*,u,) dans B, N Dfil,’k, ; c’est-a-dire une application stable qui est une
immersion et dont la source est composée de deux branches C, = CP! Ug CP', I'une
envoyée par une application birationnelle u, sur une courbe rationnelle réelle de X dans la
classe d et I’autre envoyée sur la classe nulle au point u, (§). Comme précédemment, quitte
a changer l'indexation, on choisit que {z7,..., 2}, } appartienne & la branche de classe
nulle et un ordre cyclique sur la branche de classe non nulle wu, (2}, ) < -+ < u.(z5,)-
On définit ensuite un chemin 7 : ¢ € [0,1] = (Cy, 2%, uy) € RM,,(X)* transverse D§,7k,
en (Cy,z*,u,) au parametre t, mais dans le «sens» des applications. C’est-a-dire que
seuls les points marqués dépendent du parametre ¢, 'application u; étant fixée a 'image :
ug(CPY) = u;(CPY) = u,(C,) = u1 (CPY), Vt # t, € [0,1]. On exige que v(0) = (1)
apres renversement dans lordre cyclique : ug(2y) = ui(z1),...,uo(z)) = ui(z}).
Autrement dit, (Cq,z',u1) = (CPY, 20, ..., 2%, zg,H, ... ,zgd, up). De plus, en reprenant
les notations de la partie 3.1.1.2, on choisit v suffisamment « petit » pour que son image
7+ N'intersecte pas {2, pour le choix de w, tel que wy N D, =0, out D, est un voisinage
contractile de u4(£). Il n’est pas utile de définir un autre chemin 4.

3.1.3. Bases de l’espace tangent

L’objectif de ce paragraphe est de se munir d’une base Eositive, relativement a une
orientation locale sur Ty x,, de 'espace tangent T’,q)R, M, (X) au point de départ du
chemin 7. On se donne différentes décompositions du fibré tangent de RM¢(X)* pour
lesquelles on définit une terminologie ad hoc.

Proposition 3.5. Soit (C, z,u) € M{(X)*, on a la suite exacte
()*>T£Ck *)T(C,AU)Mg(X) — H°(C,N,,) —=0. (32)

Démonstration. On a la suite exacte sur le morphisme d’oubli :

—d dm d
0= T.C* = Tic Ly M (X) 5 Ty puy Mo (X) — 0

d’apres le lemme 1.8. D’autre part, I'espace tangent T(c ) My(X) est I'espace des
déformations & lordre un de la courbe immergée par u, c’est-a-dire H°(C,N,) (cf.
Chapitre II.1 de [3]). O
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Définition 3.6. Soit (C, z,u) € M%(X)* défini par une immersion. On appelle base stan-
dard une base de T(c ; )M, (X) adaptée & la suite exacte (3.2). Autrement dit, la donnée
d’un (k+kq)-uplet (eq, ..., ek, f1,-.., fr,) composé de k éléments {e; };=1,... x générateurs
de chaque T7,C et kq sections linéairement indépendantes { f;}i=1,... x,, dans HO(C,N,).

Lorsque k& = kg on peut affiner la définition au points réguliers du morphisme
d’évaluation. En effet, si on note T, = {0} x---xTx x ---x {0} le sous-fibré de
Tyry associé a la i-iéme composante, la décomposition de Tyr, = @fil Tx ;) se releve
par le morphisme d’évaluation en tout point régulier (C, z,u) € Reg,(X)

d b
A d \*
Tic,z,uyMp, (X) = @(erd) Tu(z) X (i) (3.3)
i=1
Notation. Pour (C,z,u) € Regy(X) et i € {1,...,kq}, on note Ny, () le faisceau
Ny ® Oc(—2") on 2° est I'élément de Ck4=1 obtenu en Otant le -idme point marqué

dans z = (21,...,%i,..-,2k,) € C*4. Les sections de ce faisceau correspondent aux
déformations de la courbe qui n’affectent pas la position des points marqués sauf le
i-ieme.

Proposition 3.7. Soit (C,z,u) € M} (X)* NRegy(X), on a la suite exacte
00— TziC E— (evgd)*Tu(Zi)X(i) —— HO(C,NM,,M(Q) — 0. (3.4)

Démonstration. Pour i € {1,...,kq}, notons é; le morphisme composé

d

. —d ; _ eV, — B
& M, (X) ™5 MY (X) 22 Xha—t
de sorte que (evzd)*(T X(;y) = Kerdé;. On déduit du diagramme de suites exactes

0

d
Kerdevy

d7Ti T
0 —— Kerdm; HTﬂzd(X)* HTMdel(X)* —0
dev‘,idi1

Ty

la suite exacte

dTri
0 — > Ker dm; ——> Ker dé; ——> drm,(Ker dé;) — 0,
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ainsi que 'égalité dm;(Kerdé;) = Kerdevﬁdil. On conclut en appliquant les égalités
kerdm; =T,,C et kerdevﬁd_1 = H%(C, Ny, —r,(»)) de la proposition 1.6. O

Définition 3.8. Soit (C,z,u) € M{ (X)* N Regy(X), une base standard B =
(e1y- y€kys f1y--y fry) de T(c,g,u)/\/lgd (X) est une base modéle lorsqu’elle est compatible
avec la décomposition (3.3) et la suite exacte (3.4). Autrement dit, si tout sous-espaces
vectoriels de la décomposition (3.3) admet comme générateurs un couple (ep, f;) de la
base B. Si de plus, e; € T,,C et f; € HO(C’,NM_M(;)) pour chaque i € {1,...,kq} on dit
que la base modele est ordonnée.

3.1.3.1. Construction d’une base modéle positive. On s’intéresse aux bases de l’espace

vectoriel réel T ¢ (X0 et a leurs orientations. On se place en un point régulier

(C,z,u) € Regy(X)N Rﬂid (X)

tel que Revk (C, z,u) n’intersecte pas {2, défini & la partie 3.1.1.2. leons une orientation
0, sur RX \ w,. On peut relever cette orientation sur T(¢ . .,)R Mkd( ) par la fonction
d’ evaluatl(ﬁdet définir une orientation o* = (R evkd) (0 X 0 x --+ x 0). Une base de
Tc,zu)Rr My, (X) est dite positive relativement & o, si 'orientation qu’elle induit est o*.
On donne une procédure pour se munir d’une base modele ordonnée positive relativement
a 0, sur RX \ w,. Une telle base induit une orientation directe sur RX*4 \ {2, mais aussi
sur chaque espace de la décomposition

ka
k
Tu(z)RX ¢ = @TH(Zi)RX(i)'

Définition 3.9. Soient (Cd', z,u) € Regy(X) et (e1,..., €y f1,-- -, fr,) une base modele
ordonnée de T(¢, ;)R M, (X). Pour un couple de vecteurs (e;, f;) on définit son sens
relativement a o
A(ei, fz) S {—1, +1}
par la convention suivante (au point (C,z,u)) :
o L(e;, fi) =+1si dRevﬁd((ei, fi)) est une base positive de T, )RX ;) ;
o L(ei, fi) = —1 si dRev{ ((es, f;)) est une base négative de T\, ) RX ;).

On note Ay = up(Cp) la courbe réelle définie par le point de départ du chemin . Fixons
une orlentatlon ORrA, sur RAy. En combinant ces deux orientations on construit une base
de T )R~ /\/l,C (X) comme suit. On choisit kq éléments {ef € T,0Co; i =1,...,ka} tels
que les vecteurs {dz? uo(€9)}iz1,. k, soient dans TR A et positifs relativement & og 4, puis
kq éléments {f?; i =1,...,kq} dans H°(Co, Ny,) de sorte que (ef,...,eQ , f7,..., ff)
soit une base modele ordonnée pour T, )R, M (X) avec Z(e2, ) = +1, Vi €
{1,...,ka}. La base By = (€Y,...,€Q_, f1,..., fi,) ainsi définie est positive relativement
a 0. Lorsque (C,z,u) € RM, (X)*, le faisceau normal N, est un faisceau réel pour
la structure induite par c¢x et on note H? (C,N,) la partie réelle de H(C,N,,). Les
8léments {f%; i = 1,...,kq} de By sont dans HSX(C’,NUO) et chaque f; appartient &
HOX (C, Nyy,—ri(20)) d’apres la construction.
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Figure 4. X = CP?, d = 3[L], kqa = 8, £ = 2.

3.1.4. Homotopies et trivialisation : cas d’ # 0

3.1.4.1. Homotopie au point. L objet de ce paragraphe est de construire une nouvelle
base standard pour T, )R- ./\/l %, (X) qui induise la méme orientation que By mais qui
va s'intégrer plus facilement dans une trivialisation de 7'|,RM;, (X) compatible avec le
morphisme d’évaluation. On renv01e a la définition de 4 puis on choisit une base modele
ordonnée positive de Ty R, M, k, (X) relativement a 0., et og 4, suivant la méthode définie
a la partie 3.1.3.1 qu’on note

2 ~0 ~0 £0 70
By = (ela'~'aekd7f17--~7fkd)'

Chaque é}ément f,; appartient & ng ((CPl,NuO7,ﬂ-i(20)) pouri € {1,...,kq} et le kg-uplet
(f9,..., f},) est une base de HY (CP*,N,,).

Lemme 3.10. L’ensemble ordonne de vecteurs (Y, ... ,e%d, fo..., f,gd) définit une base

standard positive de T, )R, /\/lkd( ).

Démonstration. On se place au point I'(0) = (CP*, 22U 2%, ug) € RM{ ,(X)* défini
au paragraphe 3.1.1.3. Quitte & «inverser » v (et donc I'), on peut supposer d’apres les
lemmes 3.2 et 3.3 que l'ordre cyclique des points ug(z" U 29) sur RAg est donné par

wo()) < -+ < ug(2f)y) < uo() < --- < uo<22/2> <up(eyy) < -+

<uo(zp,) < uo(Fp2)41) < -+ <uo(Z)) < uo(zy) < -+ < uo(z).

On convient que lorsque ¢ = k', la partie & droite de ug(Z,,) n'est pas retenue. (Voir
figure 4.) Fixons des représentants (2°, o), (2°,ug) dans (RP*)* x Mor’ (X, cx) pour les
points (Co, 2°,ug) et (Co, 2°, up) de sorte que 29 = 2% lorsque i € {£+1,...,kq}. D’apres
Pordre cyclique, on peut construire un chemin dans (RP')*e \ Diag,,, qui lie 20 & 2° et
qui reste constant en zf ; = Z,,..., 2, = Z . On pose c: [0,1] — (RP')* \ Diag;,,
tel que ¢(0) = 2% et ¢(1) = 2° un tel chemin. (Comme précédemment, on note par-
fois ¢ pour désigner ¢(]0, 1]) sans ambiguité possible.) Puisque ug est une immersion, on
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rappelle que Ny, = Ocpr(kq — 1) (propriété (1.2)), de plus f? € HY (CP',Ocpr(—2Y))
car By est une base modele. On construit ainsi une homotopie de base ht€ 0.1 dans
Despace vectoriel HY, (CP?, O(Cpl (kg — 1)) de sorte que pour i € {1,... kq}, h9(f0) = f°
et KY(fY) € HY. ((CP1 Ocpi(—2 )) suivant l'ordre cyclique des zéros de sections. D’apres
le choix de la base (9,.. .,ekd,fl . .,fkd) les vecteurs &; de T3 RP! sont tous ori-
entés positivement relativement & og 4, IjuisquejR evi (¢) C D, onaRev) (c)N 12,

et on obtient une famille de sections (f},.. .,fkd) qui est ordonnée avec (9,.. ,egd)
dans T,)RMY (X) car BY(f7) € HY (CP*, Ny —x,(20)) et positive car Z(e], h{(f7)) =
Z(e2, f?) = +1, pour i € {1,..., kq}. On en déduit lexistence de réels X\, > 0 tels que
RY(f2) = N f? pour i € {1,...,kq}. En conclusion, (f25- o, fi) et (fﬂ...,f,gd) sont
homotopes comme bases de HY (CP*, NV,,) et le résultat s’en déduit par positivité de la
base By. O

3.1.4.2. Trivialisation le long du chemin. On décrit une trivialisation du fibré tangent
T4 Lo le long de 7. A partir de celle-ci on va construire une trivialisation le long de

Le chemin 4 est inclus dans le lieu régulier Reg;(X) du morphisme d’évaluation. En
partlcuher le morphisme d’évaluation réel est un difféomorphisme et on peut relever la
décomposition (3.3) le long de 7

ka
—d *
TIRM, (X) = P(Revi, ) TIsRX ;.
i=1
On pose @ la trivialisation de T|,~YRMZ ,(X) issue de By et compatible avec cette
décomposition et la suite exacte

dﬂ'l‘

0 — Kerdm; — (ev‘,fd)*TX(l) dr;(Kerdé;) = 0

(voir proposition 3.7) dont les faisceaux adjacents sont les faisceaux de fibrés en droite
restreints a 4. On note ¢é; : ¥ — Kerdm; les kq sections tautologiques réelles de chaque
sous-fibré Ker dm;|5 de sorte que &(7(0)) = &) et fi : 7 — Ker dé; / Ker dm; les kg sections
tautologiques réelles telles que fi(7(0)) = f2 pouri € {1,...,kq}. C'est-a-dire, en notant
B, =(é,.. ekd,f ...,fk ) pour ¢ € [0,1] on définit

ét_él(fy( t)) = &(t;0,...,1,...,0,0,...,0),
f;(3(t) = &(t;0,...,0,0,...,1,...,0)

la section de bases de T+ ¢ x0 issues de la trivialisation @ le long de 5. A présent,

on définit une section de bases de Tz le long du chemin . On considére pour

(X0
cela une trivialisation ¢ de Kerdn le long de v, issue de Bplkerdr €t compatible avec
la décomposition en droites du lemme 1.8. On note e; : v — Kerdm; les k4 sections
tautologiques de chaque sous-fibré Kerdrm;|, issues de e € ker doym;. On considere

ensuite f; : 5 — Tprqe (X)* / Kerdr les kg sections précédemment définies de
kq

ka
Toxat (x)/ Kerdrls = @D Ker dé, / Ker dmil5
=1
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afin d’ol;tenir une famille libre B, = (ef,... e}, , ft.., f}id)te[o,l] de sections du fibré
T|\RM,, (X) par le lemme suivant.

Lemme 3.11. Il existe un isomorphisme de fibrés

TRH‘,jd(X)*/KerdW"Y = (X)*/Kerdﬂ,y
qui fait de {ff, i=1,...,ki}scio,) des sections de Tyi; (X)*/Ker dm|.
Démonstration. On a la suite exacte de fibrés

0 — Kerdrm — TRW% (X)* —> T]RM (X)* —0

d’ott on tire les isomorphismes de fibrés T, Terar (x)- ./ Kerdnl|s = T 5 RME(X) d’une
part et Tpoza (). ./ Kerdn|, = T| ) RME(X) “@autre part. Or les images des chemins
m(7) et () "dans RME(X) sont egales :

2

TRﬂzd(X)*/Ker dr|s

[0, 1] RM, (X))

7d —
RM,, (X) = RME(X) |x(y)=r(5) z

T T

Tapay, (x)-/ Kevdrly S T|,RM5(X)
On obtient ainsi une famille de sections du fibré T, BAL ( +-/ Kerdr|,, notées abusivement
{(ft;i=1,. -y ka}iepo,1)- Chaque élément ftie {1 ., ka} est en définitive une section
de Ker del/ Ker dm;|. O

Remarque. Les sections e; et €; sont identiques pour ¢ > ¢, suivant l’identification
kerd,ym = T,:C; = T3 Cy = ker dy4ym;, quelque soit ¢ € [0, 1].

Remarque. Le chemin B : [0,1] — []** Tipae (x)- définit bien une section de bases
standards de Tjz7a (X)* le long de ~ puisque la f&amllle (el,.. ekd)te[o 1] (respectivement

(fl, . fkd)te 0 11? est libre dans le sous-fibrés Ker dr|, (rebpectlvement dans le quotient

TRMkd(X)*/Ker dm|).

3.1.4.3. Retour au modéle. On décrit une homotopie de la base standard B; de
T»Y(1)erk ,(X) sur une base modele afin de I'évaluer par le morphisme d’évaluation
réel. On utilise les techniques employées dans la démonstration du lemme 3.10 au para-
graphe 3.1.4.1.

Lemme 3.12. II existe une base modéle de Tv(l)RrﬂZd (X) notée

1 1 1 1
Bl :(617---76kd7f17~-~afk4)

ayant les propriétés suivantes :

https://doi.org/10.1017/51474748008000339 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748008000339

Premiere classe de Stiefel-Whitney d’espaces d’applications stables 405

Figure 5. X = CP?, d = 3[L], ka = 8, £ = 2.

o (ft.....ft)et (fi,....fL) sont homotopes dans HC (CP',N,,) ;
e pourie{l,....0}, fl € H) (CP' Ny _r,., .(») ;
e pouri€ {{+1,... ka}, fl € H (CP" Ny _r;(2))-

Démonstration. Quitte a restreindre v et d’apres le lemme 3.3, 'ordre cyclique des
points marqués & 'image u;(z U 2) sur RA; ot A; = uy (CP?) est le suivant

up(z1) < -+ <wi(zee) <ui(Ze) < - <wur(Zuyoy41) < ui(ze,) <---
< Ul(zkurl) <K ul(ig/g) << ul(él) < ul(Z(g/g)_i_l) << ul(zk/).

On choisit des représentants (z',u;) et (Z',u;) dans (RPY)k x Mork(X,cx) de
(Cy, 2% uy) et (C1, 24, uy) de sorte que 2} = 2} lorsque i € {£+1,...,kg}. On rappelle que,
uy étant une immersion, Ny, = Ocp1 (kg — 1) et de plus f} € H? (CP!,O¢pi(—z})). On
peut donc définir comme au paragraphe 3.1.4.1 une homotople de base, notée h!

te[0,1]°
dans H? (CP',Ocp1(kq — 1)) de sorte que h§ = id,

hi(f!) € HY (CPY,Ocpi(z}1_;))

~

lorsque i € {1,...,£} et h}(f}) € HO(CPY,Ocpi(2})) i € {+1,..., kq} dapres Iordre

’L

cyclique sur les zéros de sections. En posant f} = h%(f ) pour tous ¢ € {1,...,kq}, on
obtient le résultat annoncé. O
La base By = (ei,..., e}w, .., f,id) est modele puisque pour chaque ¢ dans

{1,...,kq}, f} appartient & H°(CP!, N,,), mais elle n’est pas ordonnée. On détermine
son signe relativement & l'orientation o, a la partie 3.1.6.
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RP! = RC/!
]RPI g *
0 /
o & ’ i
ZS / ZS
t /
ZS Zﬁ(l) /, Zi
t /7
Z4 Z'?
I
XUy —
0 0 X
2
7t
3 z? A
)
4

[0,1] ‘.

Figure 6. d' = 0, uy = uo, kqa = 5, k' = 3.

3.1.5. Trivialisation : cas d' =0

On construit une trivialisation de TRﬂﬁ (X au-dessus de 7. Le long du chemin,
on trivialise la partie définie par les kg derfiiers vecteurs (fY,. .., f,?d) de la base stan-
dard By en se donnant kg, sections constantes t € [0,1] — f? € H°(CP!, N,,) puisque
I’application u; = ug est constante. Pour la partie de T' |7R/\/lgd (X) engendrée par Ker dm

on ne peut pas définir les vecteurs ef comme précédemment car
d
kerd|(c, 2+ um™ Nkerd|c, 2+ u, Revy, # {0}.

Puisque l'application wug est constante le long du chemin, on peut décrire la courbe
universelle au-dessus v comme ’espace des déformations de la source. Considérons le
produit [0,1] x CP! x {ug} et les kg sections ¢ € [0,1] — 2! € CP! définies par le chemin
7. La courbe universelle U (X)|, (voir théoreme 1.1) est I'éclaté Ble([0,1] x CP') du
produit [0, 1] x CP! en I'unique point de concours (t, &) des k' premieres sections. (Voir
figure 6.) On définit ainsi une trivialisation de base (ef,..., e}, )iep,1] C Kerdr dans
Bl([0,1] x CP') issue de (e7,...,€) )i=o.

3.1.6. Evaluation de bases

On compare les orientations induites par les bases By et B; dans une trivialisation du
fibré tangent a I'image du chemin par le morphisme d’évaluation. Lorsque ces orientations
coincident, on en déduit que €y j» = 0, dans le cas contraire on obtient ey j» = 1.

3.1.6.1. Trivialisation a limage : cas d # 0. On se place dans une trivialisation de
Trxre le long de 7, qui soit compatible avec le morphisme d’évaluation. On définit
une trivialisation de T'|,,RX*¢ dont la base standard au-dessus de ~.(1) définit une
base modele ordonnée positive selon le procédé du paragraphe 3.1.3.1. Reprenons la
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trivialisation ¢ définie au paragraphe 3.1.4.2 ayant pour sections tautologiques

ka
—d
ei:y CRM; (X) — G}Kerdwﬂ7
i=1
pour i = 1,...,kyq. Puisque dR evzd est injective sur Kerdr|, (cf. proposition 1.6), on

construit une famille libre de kq (= dim Kerdr) sections v; : 7. C RX* — T|, RX%a
comme images des sections e}

vi(7x(t)) = dReVﬁd(ef), t e 0,1].

Pour plus de clarté, on notera v! = wv;(7.(t)). Quelque soit ¢ dans [0,1] et i dans
{1,...,kq}, v} appartient a T, RX ;). On complete la base en choisissant pour chaque
v un vecteur w? dans T, 0)RX(; de sorte que @ = dR evzd (f2) ot w) représente la
classe au quotient de w{ dans la suite exacte

0 (v))r T, RX@) — T, )RX(5)/(v))r — 0.

Ainsi le couple (v),wY) est une base positive de T . (0)RX ;) relativement & o,. On con-
sidere alors une trivialisation de T',, RX ;) et on compléte chaque base (vf,..., Uzd)te[O,l}
par une section issue de w?, on obtient une famille libre de k4 sections w; : v, C RX*¢ —
T|,.RX* telles que w] = w;(7«(t)) € (Trx,, /(v})r)tc(o,1) suivant le diagramme

0 — (Vi)rly, — T|7.RX () —— Trx(,,/(vi)rly. —0

Vu
h
| Wy
A
7 CRX(5)
Ainsi, quelque soit ¢ dans [0,1], V; = {v1,..., v} ,wi,...,w} } est une base positive de

T, oRX ki yelativement & 0, et compatible avec la décomposition qui suit (définie par
le choix de wy)

k‘d kd
T, oRX" = P T, o RX() = P ((vhe © (T, ) RX (i) / (v])R)).
1=1 i=1

Remarque. Par construction d|,qyRev{ (Bo) =Vo et (dRev{ )~*(V1) est une base
modele ordonnée positive de T, ()R, M, (X).

3.1.6.2. Trivialisation & l"image : cas d = 0. On considére 'unique trivialisation (&
homotopie pres) issue de Revgd (Bo) = (vg,...,vp ,wl,...,wy ) le long de 7, dont une
base est donnée par un vecteur tangent & RAyg = RA; Vt € [0, 1] & chaque point marqué
u;(2;) et son complémentaire positif pour Porientation définie par 0., dans RX; pour tous
i € {1,...,ka}. L'ensemble des 2(kq — k') vecteurs {vf, ..., v} , Wiy, -, W, } sont
choisis constants quelque soit ¢ dans [0, 1] puisque les sections ¢ — 2!, k' < i < kg sont
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w (RX)”

e

Figure 7. X = CP?,d = 2[L], ¥’ = 3.

tautologiques (¢ — z) par définition de 7. Le résultat au point Rev{ (C1,z',u1) est une
base V; de T, 1)RX*¢ constituée de kq vecteurs (vi,...,v; ) tangents & RA; = RAp
aux points u; (z}) de sorte que l'orientation qu’ils induisent sur RA; est toujours positive

relativement au choix de oga, ; puis de kq vecteurs (w¢, ..., wgd) complémentaires dans
Ty, (z1yRX (i) le tout formant une base positive pour le choix de o,. (Voir figure 7.)

3.1.7. Matrices de transition

On donne la matrice de I'image de la base B; dans la base V; par le morphisme
d’évaluatiodn réel. D’apres le théoréeme 2.3, B; est une base modele ordonnée positive de
T51yRr M., (X)) puisque 7 C Regy(X) et 3, Nw, = 0. Plus précisément, le sens Z(é;, f7)
est +1 relativement a o, quelque soit i dans {1,...,kq}. On rappelle que le long de 7,
chaque couple (€, f!) constitue une base du sous-espace (dspRev{ )™ (T5, nRX(;)) de

——d
T:y(t)RMkd (X)

Lemme 3.13d. Soit By = (ei, ..., e,lfd, i, f%d) la base modéle précédemment définie
de T’Y(I)RTMkd(X)f on a:

o (el f})=+1pourl <i<ky;
o L(e}, fl1_;) =—1pourie{l,... (}.

Démonstration. On fixe une orientation oga, sur la partie réelle de A; = u;(CP?)
de sorte que les vecteurs {e}; i = k' +1,...,kq} (c’est-a-dire les éléments de la base
dans T¢2) soient positifs. On rappelle que d” € Ha(X,Z) est non nulle et réelle donc
la partie réelle de l'image de C? n’est ni vide ni réduite & un point de RX car elle
Li=1,...,k'} sont nécessairement orientés
négativement relativement a or 4, puisque le chemin v est transverse au diviseur ng,, w de
la frontiere (cf. lemme 3.2). De méme, en §(1) les vecteurs {é}; i =1,...,¢} et {é}; i =
k' +1,...,kq} sont orientés positivement relativement & oga, alors que les vecteurs
{é}; i =4+ 1,...,k'} le sont négativement (cf. lemme 3.3). Reprenons la construction
de B; et considérons le relevé du chemin ¢ dans (RP')* x Mork (X, cx)* et ’homotopie
de base h' de HY_ ((CP1,~OCP1(kd — 1)) associée (cf. lemme 3.12). Une trivialisation de

contient des points marqués. Les vecteurs {e

T|C/RMgd (X) issue de By = (ef,...,é,, fl,..-, fz,) compatibleﬂ/dec la suite exacte
(3.2) et définie par cette homotopie fournit une base de T'1)R, M, (X) dont les kg
derniers vecteurs sont (f],..., f,%d). Puisque 'image ]Revgd(c’ ) n’intersecte pas w. car
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elle est contenu dans D, on obtient le long de la premiére composante une trivialisation
(e1(t), ..., e, (1), t € [0,1] de T (]RPl)kd qui vérifie Z(é}(1), f}) = +1 relativement

a 0, car Z( 10), f1) = 41, pour i € {1,...,kq}. Cependant, pour i € {1,...,¢}, el
étant orienté négativement relativement a ora4,, il est opposé a l'orientation définie par

€1(0). Or, cette orientation est aussi celle définie par éj,,_,(1) car £+1—i e {1,...,(}.
Alors que, pour i € {£+1,...,ky}, e} est orienté positivement relativement & oga, et
donc relativement & ¢€}(1). Finalement, é; (1) = X, el ou X, e R% sii e {{+1,... ,kq}
alors que G 1£1) = Alej avec AL € R* lorsque i € {1,...,¢}. En conséquence,
flo_i(z) = XofH(E) pouri € {1,... £}y et fl(z}) = N f1(Z}) pouri € {0+1,... ka},
avec A < 0 et )\f‘_ > 0, d’otut le résultat. O

Lemme 3.14. Soit d' € red?, k' € {kqy +2,...,kq}, v un cbemm défini comme a la
partie 3.1 et By, V; les bases précédemment deﬁmes de T, ()R, /\/lk (X) et T, 1) RXH
respectivement. Alors, dans la trivialisation définie au paragraphe 3.1.6.1, I'image de la
base d.,)Rev{ (By) dans la base Vy s’écrit matriciellement

Iy, 0 0
Bily, = 0 —Jy 0
0 0 Iy —e

ou
0 0 1
0 10
J = .
1 0 0

est la matrice de permutation inversée.

Démonstration. La base de T, )RX ke définie par I'image de B, est donnée par
d,y(l)]Revgd (el,.. .,e}w) sur ses premieres composantes, c’est-a-dire les premieres com-
posantes (vi, ... ,v,id) de V; et dans le méme ordre (cf. paragraphe 3.1.6.1). D’autre part,
on a vu que lorsque i € {£+1,...,kq}, f! = N\ (dRev{ )~ (w}) avec A} > 0 et donc,
apres éventuellement avoir normalisé, on obtient 1’égalité dv(l)Revk (flons-- o b)) =
(W}yy,---,@p,). Enfin, pour i € {1,...,0}, fl = N (dRev{ )~ (w[Jrl ;) avec A\ <
0 et donc, apres avoir eventuellement normahse les bases, d.1)R evkd( ..., fel) =
(—wy, ..., —wi). La matrice associée a cette description est donc la matrice carrée —J

de taille £. 0

Lorsque d’ = 0 on a construit une base standard non ordonnée

1 1 1 1
Bl:(613"'aekd7f17"'7fkd)

-—a , . sl . . , .
de T’y 0)R; M., (X) dont on décrit les propriétés relativement au morphisme d’évaluation
dans le lemme suivant.
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Lemme 3.15. Soit d' =0, k' € {2,...,kq}, v un chermn défini comme a la partie 3.1 et
B1, V1 les bases précédemment déﬁnies deT,1)R, Mkd( ) et T, 1)RX* respectivement.
Alors, dans la trivialisation définie au paragraphe 3.1.6.2 et aprés normalisation, la base
image d.,\Rev{ (By) s’écrit matriciellement dans la base Vy

Iy | o0 0 0
0 [ Iy, _r| 0 0
0 0 |Jw]| 0
0 0 0 | In, &

Bily, =

Démonstration. Les sections concourantes zf, 1 < ¢ < k' induisent dans la triviali-
sation par e} une orientation opposée & celle fixée sur RCy = RC; par oga, puisque
RC! = wl(RU,fd( )|y)¥. Comme RAy = RA;, 'image de e} par dRev{ est dans la
d1rect1on de v} mais dans le sens opposé pour 1 < i < 0. Les kg — k’ dernieres sections

¥, k' < i ne rencontrant pas wy(RU (X)|,) (et pouvant étre choisies tautologiques),
l’image de e} par dR evz est dans la direction et le sens de v} deés que K’ < i. (Voir
figure 6). Finalement, d’apres la partie 3.1.5, By = (ei,..., eid, . f,?d)7 la matrice
de permutation associée aux vecteurs de base dans la composante H°(CP',N,,) de
la décomposition (3.2) est donnée par Ji @ Iy, ks et correspond au renversement des
sections du faisceau normal issues de (f7,..., f2) d’apres le choix de . Chaque base
(v}, dRev{ (fL_;)) de T5y)RX; pour 1 < i < k' étant positive puisque I'orientation
de RA; induite par v} est inchangée par rapport a l'orientation de RAg. De plus, par
construction tous les autres vecteurs sont identiques apres normalisation, c’est-a-dire que
dlyyRevi (ef) = v} et dly)Revi (f}) =} des quei > k. O

3.1.8. Conclusion

On évalue l'orientation induite par les bases d’arrivée des trivialisations précédemment
définies. Puisque la base de départ était choisie positive et que 'image du chemin ne
rencontre pas w, il vient que cette orientation est compatible avec celle définie sur
RX \ wy si et seulement si le déterminant des matrices précédemment définies est positif.

Corollaire 3.16. Soit d’ € red?, k' > kg et k' > 1. Soit DY, ,, une composante connexe
de la frontzere incluse dans RICd, w (comme décrit & la partie 1.2) et de codimension
un dans R./\/lk (X). Cette derniére participe a un representant dual pour la premiére
classe de Stiefel-Whitney de la composante connexe de RM k, (X) qui la contient si et
seulement si E((k' — kg)) = 1 mod (2) ou E désigne la partie entiére.

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes précédents en observant que

L, | 0 0
det 0 | =Jo 0 = det —J; = (—=1)*/2 mod (2)
0 0 | I,—¢
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puisque £ = 0 mod (2) et

— I 0 0 0
0 Ik. _kl O O k_l k:, E !
det d = (=) det J, = (—1)FTEFE/2)
e 5 0 A 5 (=1)% det Jj, = (—1)

0 0 0 | In,—w

Il suffit de vérifier, d’une part que %E = E(%(k’ — kg)) d’apres le choix de £ et d’autre
part que k' + E(3k') = E(5(K' + 1)) mod (2). On rappelle que par convention ko = —1
et on en déduit le résultat. O

Corollaire 3.17. Soit (X, cx) une surface projective convexe équipée d’une structure
réelle. La premicre classe de Stiefel-Whitney de RM,, (X) admet comme représentant

—d ,

w1 (RM, (X)) = (Revi, ) fun(RX* )]+ >~ earw(RKG )"
d’ ered?
kg <k'<kq

avec eq i € {0,1} et eq pr = 1 si et seulement si k' — kg = 2 ou 3 mod (4).

Démonstration. C’est la conséquence directe du corollaire précédent. On choisit
I’expression qui découle de I’équivalence

E(%(kl —kg))mod (2) =1 & k' —ky =2 ou 3mod (4).

3.2. Etude du cas 7 #0

On s’intéresse aux autres structures réelles lorsque la permutaiton 7 € Si, n’est pas
I'identité. Les changements que cela impose & la démonstration précédente sont assez
minimes et nous allons, autant que possible, nous appuyer sur ce les développements
précédents. On dira d’un point de X qu’il est immaginaire (respectivement réel) s'il n’est
pas (respectivement s’il est) dans la partie réelle RX = fix(cx). Pour le choix d’une
composante Dgﬂk' (d e red?, k' > kl, — 1), deux situations sont & envisager en fonc-
tion du nombre de paires de points marqués imaginaires par rapport au nombre ¢ (cf.
définition 3.1). Pour 7 un élément d’ordre deux de Si,, on note r, le nombre d’éléments
invariants (correspondant aux points marqués réels) et s, le nombre de permutations
(correspondant aux paires imaginaires conjuguées) de sorte que r, + 2s; = kg. On com-
mence par quelques préliminaires techniques.

3.2.1. Bases et orientations

Il existe deux structures réelles sur le produit CP! x CP'. Nommément ¢y : (21, z2) —
(%1, Zo) de partie réelle RP! x RP! et ¢y : (21, 22) +— (%2, 1) de partie réelle homéomorphe
a la sphere S2. Considérer une permutation d’ordre deux 7 revient & considérer dans le
produit (CP1)* \ Diag,, de la construction de M¢%(X) une partie réelle homéomorphe au
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Figure 8. Chemin d’une paire de zéros de sections conjugués.

produit de r, droites projectives réelles et s, spheres. Les décompositions de ’espace
tangent a R, M, ,(X) doivent donc différer de celles définies a la partie 3.1.3 sur les com-
posantes « sphériques » de T, (CP!)*. Par contre, il n’y a pas de modification & apporter
aux autres objets (on considere l'espace des section Hg} (C,N,) équivariantes pour c%
etc.). Pour les mémes raisons, l'espace tangent réel TR, X*¢ ne se décompose pas en
produit direct de T};, RX mais est isomorphe au produit (TeRX)" & (T, R, X?)* ot R, X?
désigne la partie réelle de c(x2) : (z1,22) = (Z2,71).

3.2.2. Casd #0

3.2.2.1. Occurrence r > {. Cette situation est déja traitée dans la démonstration
précédente. En effet, il suffit de considérer une indexation telle que les £ premiers points
marqués soient tous réels. On reproduit en tout point la premieére étude (partie 3.1) en
se dotant d’une base positive par la méthode déterminée a la partie 3.1.3.1 dans une
restriction aux points marqué réels. Les autres vecteurs étant choisis dans un relevé de
(T],.R,X?)* le long duquel la restriction d|5 ev{  est injective (on ne «déplace » pas les
zéros de sections associés a ces points marqués).

3.2.2.2. Occurrence r < £. On doit modifier le raisonnement seulement pour le sous-fibré
(T'],.R;X?)% car on veut déplacer des zéros de sections de l'espace des déformations
réelles a l'ordre un H%( (C,N,) qui sont associés & des couples de points imaginaires
conjugués. On pose ¢ = min(¢,2s) et on fait le choix d’une indexation pour laquelle les ¢
premiers points marqués sont des paires imaginaires conjuguées. Rappelons que le choix
d’une orientation pour la courbe de départ RA, et d’une orientation o sur RX \w., fournit
une orientation sur Tw(o)RM%d (X)* Vespace tangent au point de départ du chemin. De
fagon équivalente, pour chaque couple de points marqués imaginaires conjugués, on définit
une orientation sur la partie réelle homéomorphe & S? donnée par la structure complexe et
qui ne dépend que du choix d’un des points du couple. Aussi, dans la procédure définie a la
partie 3.1.3.1 pour construire une base modele positive au point de départ d’un chemin -y,
on choisit pour chaque couple de points marqués (z;, z;) une base réelle de I’espace tangent
T(z,i,zj)((CPl)2 déterminée par le choix de z; tel que i < j (par convention). On obtient
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ainsi une base modele positive de I’espace tangent au point v(0). On reproduit ensuite en
tout point la démonstration précédente avec la structure réelle associée a la permutation
7. Les homotopies successives de bases réelles n’ont d’autre effet, apres avoir traversé
la singularité, que d’inverser l'ordre des points marqués dans chaque paire imaginaires
conjuguées. (Voir figure 8.) Donc Porientation induite sur la partie réelle de la source
T(.,,-;)(CP")? au point d’arrivée serait opposée & celle définie au point de départ v(0) si
une telle transformation concernait les points marqués. On en déduit qu’il en est ainsi
pour les homotopies qui affectent les zéros de sections équivariantes. On en conclut que les
résultats précédents sont inchangés puisque chaque paire de points marqués imaginaires
conjugués qui vont différer dans les présentations de z et Z contribuent dans la matrice
de transition (voir partie 3.1.7) & une permutation des sections avec un signe opposé
(c’est-a-dire un élément de type —Js). Autrement dit, dans le lemme 3.14 on remplace
la matrice By|y, par la suivante

I, | o0 o lo] o
0 | -Jc| 0 0] o
0 0 || 0] 0
0 0 o[- ] 0
0 0 0 | 0 | Iu,_¢

ou la sous-matrice —Jy est répétée %g fois (¢ est un nombre pair). Pour cette raison,
le déterminant de cette matrice est du méme signe que celle du lemme 3.14 et dépend
seulement de ¢ mod (2).

3.23. Casd =0

Lorsque deux paires de points marqués imaginaires conjugués se rencontrent le long du
chemin ~y (transverse & la composante ’Dg e de RTICg ) elles vont se permuter deux a
deux pour induire le long d’une trivialisation une orientation différente dans un voisinage
du point d’arrivée v(1). En effet, avec les notations précédentes, u,(z}) appartient &8 RX
des que 1 < 7 < k' car sinon codim D(C)l,k;/ > 2. On note g le nombre de points réels (o < )
concernés par le choix de Dg,k/ (c’est-a-dire qui se «déplacent » le long du chemin ).
Alors, si k' est égal & o on ne change rien (en choisissant une bonne indexation) et si
k' est strictement supérieur & p, on suit le méme raisonnement qui aboutit & remplacer
dans le lemme 3.15 la matrice By, par la suivante

—I | 0 0lo]o 0
0 [Iyw|O0O]lO0]O 0
0 0 [J,] 010 0
0 0 0] 0 0
0 0 olol -] o
0 0 0lo] 0| Iyw

ol la sous-matrice Jo est répétée %(k’ — o) fois (k' — g est pair par définition de la structure
complexe c)\, et parce que Dgﬁ w est de codimension un). Le déterminant de cette matrice
est du méme signe que celle du lemme 3.15 dépendant seulement de &’ mod (2).
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En conclusion on retrouve dans tous ces cas les propriétés sur le déterminant décrites
dans le corollaire 3.17 et on en déduit le théoreme 2.6.
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