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1. Introduction. Dans cet article, K designe un corps commutatif quelconque.
Toutes les algebres de Lie considerees sont des algebres de Lie de dimension finie sur K.
Si g est une algebre de Lie, on designe par (£)°Q, @XQ, 3>2Q,...) la suite des algebres
derivees de g (^°g = g; ^ g = [@i~1Q,@i-1Q\). Si Ij est un ideal de g, et si xeg, on
designe par adt> x l'application y -»• [x, y] de J) dans t).

Nous demontrerons le theoreme suivant:

THEOREME 1. Soient g une algebre de Lie nilpotente, i un entier ^ 0. Si &Q est non
abelienne, S*g/S*+1g est de dimension ^ 2* + 1.

Ce theoreme entraine le resultat suivant:

COROLLAIBE. Soient g une algebre de Lie, (!3°Q,@1Q, ...,<3nQ) la suite des algebres
derivees distinctes (n^O). Si K est de caracteristique 0, on a d im^ig/^ i + 1g>2 i~1 + 1
pour U i ^ n - 2 . (Ce corollaire ne donne de renseignement effectif que pour n>2.)

Demonstration. Passant au quotient par 3)n% on est ramene au cas ou 3inQ — 0,
auquel cas g est resoluble. Alors, f) = ^ 1 g est nilpotente puisque K est de caracteris-
tique 0. On a ̂ g / ^ i + 1 g = ^-Mj/^f) . D'autre part, ^ + 0 puisque i < n - 2, done
^f~1f) est non abelienne. II sumt alors d'appliquer le Theoreme 1.

Une hypothese sur la caracteristique de K est indispensable, comme le prouve
l'exemple suivant (que je dois a C. Chevalley). Supposons K de caracteristique 2.
Alors, la table de multiplication suivante definit une algebre de Lie g de dimension 5:

[xv x2] = z3, [a;3, cc4] = [x2, x5] = xit [xv x4] = [x3, x5] = x5,

[xt, x3] = [x2, x3] = [x2, a;4] = [xv a;5] = [x4, x5] = 0.

On a d i m ^ g = 3, dim^2g = 2, dim^3g = 0, done l'inegalite dim ̂ 1g/^2g5=2 du
corollaire n'est pas verifiee.

On peut se demander si l'inegalite du Theoreme 1 est la meilleure possible. D'une
maniere precise:

(1) Existe-t-il, pour tout entier i^0, une algebre de Lie nilpotente g telle que
dim^ig/^'+1g = 2^+1, Q>% etant non abelienne?
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Nous pouvons seulement repondre qu'il existe des algebres de Lie nilpotentes
g pour lesquelles d i m g / ^ g = 2, dim^1g/^2g = 3, dim^2g = 1. Voici la table de
multiplication de Fune d'entre elles (K est quelconque):

[xv x2~} = x3, [xv x3] = xt, [xlt x4] = x5, [x2, x{\ = x6, [x3, z4] = - xe,

(2) Existe-t-il une algebre de Lie nilpotente g telle que dim ̂ ig /^ i + 1g = 2* + 1 pour
0 < i ^ n, n etant un en tier donne ?

La reponse est negative, comme le montre le theoreme suivant (qu'on aimerait
englober dans un theoreme plus general):

THEOREME 2. Soit g une algebre de Lie nilpotente sur un corps K de caracteristique 4= 2.
Si d im^1g/^2g = 3, <£>2Q est de dimension 0 ou 1.

L'hypothese que K est de caracteristique =)= 2 est indispensable, comme le prouve
l'exemple suivant. Supposons K de caracteristique 2. Alors, la table de multiplication
suivante definit une algebre de Lie g de dimension 7:

= K ^ s ] = fo.^e] = [x&>xe] = IXT 9] = 0.
On a d i m ^ g = 5, dim^2g = 2.

(On peut aussi montrer, par de longs calculs, que si g est une algebre de Lie nilpotente
sur un corps de caracteristique 0, telle que dim a,\3)\ = 2, dim ̂ Xg/S2g = 4,
alors dim^2g/^3g > 6.)

COROLLAIKE. Soit Q une algebre de Lie sur un corps K de caracteristique 0. Si
dim^2g/^3g = 3, ^3g/^4g est de dimension Ooul,et ^ 4 g = ^5g = ....

Demonstration. Soient g' = g/£2>4g, I) = i^g' . Puisque K est de caracteristique 0,
f) est nilpotente. On a dim 3>X\)I2)*\) = 3. D'apres le Theoreme 2, Q^ = ^3g/^4g est de
dimension 0 ou 1. Le corollaire du Theoreme 1 prouve alors que la suite des derivees
distinctes de g s'arrete a ^ 3 g ou ^ 4 g .

Le Theoreme 1 est l'analogue exact d'un theoreme de Hall pour les ^-groupes finis
((l), Theoreme 2-57), et la d6monstration utilisee ici est tres voisine de celle de Hall.
M. Hall, a qui j'ai communique le Theoreme 2, a etabli le resultat correspondant pour
les p-groupes finis lorsque p est impair et obtenu un contre-exemple pour p = 2. La
methode utilisee ci-dessous est d'ailleurs celle de Hall, beaucoup plus simple que ma
methode initiale (laquelle supposait en outre K infini).

2. Demonstration du Theoreme 1. Le lemme suivant est bien connu.

LEMME 1. Soient V un espace vectoriel de dimension finie sur K, g une algebre de Lie
d'endomorphismes nilpotents de V. II existe une suite (T£)OsSr<u de sous-espaces vectoriels
decroissantsde V,avecVQ = V,Vn = 0,dimVrIVr+1 — letQ(Vr)QVr+1pourr = 0,1, ....TO— 1.

Demonstration. Soit F = T^DT^D1^D...DT^ = O une suite de Jordan-Holder de
l'espace V muni des endomorphismes de g. Les endomorphismes de VrIVr+1 deduits de
ceux de g par restriction a Vr et passages aux quotients sont nilpotents. Us admettent
done un zero commun (theoreme d'Engel). Puisque VrIVr+1 est simple (en tant que
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groupe a operateurs), ces endomorphismes sont nuls, et dhnVrIVr+1 = 1. Ceci etablitle
lemme.

LEMME 2. Conservons les notations du Lemme 1. Soit i un entier ^ 0. Si dim V^2i,
le sous-espace des elements de V annules par &§ est de dimension > 2*. Si dim F < 2l,
@% = 0.

Demonstration. Montrons, par recurrence sur i, que

(^g)(Fr)CFr+2< (1)

(on pose Vr = 0 pour r = n+l,n + 2,...). C'est vrai pour { = 0. Supposons (1) etabli
pour i. Si ue&Q et ve&Q, on a

[«, v\ (Vr) C «(«(Fr)) + v(u(Vr)) C i*(Fr+2<) + »(Fr+2<) C Vr+2i+1;

donc(^i+1Q)(Vr)CVr+2i+i. Ceci prouve (1). En particulier, si dim

et Vn_2i est de dimension 2\ Si dim F ^ 2 \ (S*g) (F)C F2< = 0.

LEMME 3. Soient g tme algebre de Lie nilpotente, i un entier ^ 0. Si d imi^g > 2i +1,
Ze centre de 3}{Q est de dimension > 2*. <Si dim S>*g < 2* + 1, ^ g es< abelienne.

Demonstration. Pour tout x e g, considerons la restriction de adg x a ^ J g . On obtient
une algebre de Lie d'endomorphismes nilpotents de l'espace &Q, a laquelle il suffit
d'appliquer le Lemme 2: on obtient toutes les assertions du lemme, sauf dans le cas
ou dim Qi% = 2i + 1; dans ce cas, on a ^ g = I) +1, ou I est de dimension 1 et ^ contenu
dans le centre de ̂ g , d'oii aussitot ^ i + 1g = 0, de sorte que ̂ g est abelienne.

Demonstration du Theoreme 1. II existe un ideal a de g tel que aC£8i+1Q,
dim ̂ i + 1g/a = 1 • (On le voit en appliquant le Lemme 1 a la representation adjointe de
g dans 2>i+1Q.) Passant au quotient par a, on est ramene au cas ou dim^i + 1g = 1. Si
dim^g/^ i + 1 g<2% on a d i m ^ g ^ 2 i + l , done ^ g est abelienne (Lemme 3), d'ou
absurdite.

3. Demonstration du Theoreme 2. Soit g une algebre de Lie nilpotente. Supposons
dimSxg/^2g = 3 et dim^2g > 1. II s'agit de prouver que K est de caracteristique 2.
Appliquant le Lemme 1, il existe un ideal a de g contenu dans @)2Q tel que dim i§>2g/a = 2.
Passant au quotient par a, on est ramene au cas ou dim ̂ 2g = 2, ce que nous supposons
desormais.

Analysons d'abord la structure de i^g. Les Lemmes 1 et 2 prouvent que
est contenu dans le centre de 3>xa,. Done l'application (a;, y) ->• [x, y] de ^1g x
dans ^ 2 g definit, par passage aux quotients, une application bilineaire alternee de
( ^ g / ^ g ) x (^1g/^2g) dans ^2g, et par suite une application lineaire de A2(^1g/S2g)
dans i^2g. (Si F est un espace vectoriel sur K, on designe par A2 F l'espace des elements
homogenes de degre 2 dans l'algebre exterieure de F.) Puisque dim^1g/^2g = 3
et dim£S>2g = 2, cette application a un noyau non nul; autrement dit, il existe un
hyperplan {) de i^g contenant ^ 2 g sur lequel le crochet s'annule. Soient xv z2, x3 des
elements de S>x% dont les classes dans i^g/S2g forment une base de l'espace ^1g/^2g,
x2 et x3 etant contenus dans f). Alors, [x1;x2] = a;4et[x1, x3] = xb doivent engendrer

, et forment done une base de £^2g. Ainsi, xu x2, x3> xt, x&, forment une base de
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£&XQ, et les seuls crochets non nuls de ces elements sont [xx, x2] = — [x2, xx] = a;4 et
[xx, x3] = — [x3, xx] = x5. On verifie aussitot que le centre de ^ xgest^2g .

Etudions maintenant la structure de i^g dans g. Soit D une derivation de Si1^;
posons Dx2 = Xxx + y, Dx3 = /ixx + z, ou yet), zeft; on a

done A = /i = 0; done Z)x2 e t), Dx3 e t); par ailleurs, le centre S2g de Sxg est stable pour
toute derivation de ^ 1 g ; done f) est stable pour toute derivation de &>XQ, et est par
suite un ideal de g. Appliquant le Lemme 1, il existe un ideal f de dimension 3 de g tel
que ^ 2 g C f C f). On peut supposer que x3 e f. Alors, I = [^xg, I] est un ideal de dimen-
sion 1 de g engendre par xB. On a [g,f)]CI, [g,f] C % [g,^2g]CI,[g,l] = 0.

Pour tout a;eg, la matrice de adt>a;par rapport a la base x2,x3,x4,x5, a la forme
suivante: /0 0 0 0\

[ a 0 0 0
\b c 0 0

\d e f 0/

En particulier, la matrice de adj> xx est

(0 0 0 0\

0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 O)

Or, [x, xx] e f), done ad$> ([x, xx~\) = 0, done X et Xx sont permutables, ce qui donne la
condition a =f. Mais alors, un calcul immediat montre que le crochet de deux matrices
telles que X est de la forme

0
0

9
h

0
0
0

— a

0
0
0
0

0
0
0
0

Done la matrice de ad^x, pour xeS1g, est de la forme Y. Appliquant ceci a x = xlt

on voit que 1 = — 1 dans K, ce qui acheve la demonstration.
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