J. Inst. Math. Jussieu (2016) 15(2), 225-270 225
doi:10.1017/S1474748014000243  © Cambridge University Press 2014

EXTENSIONS ENTRE SERIES PRINCIPALES p-ADIQUES ET
MODULO p DE G(F)

JULIEN HAUSEUX

Université Paris-Sud, Batiment 425, 91405, Orsay Cedex, France
(julien.hauseux@math.u-psud.fr)

(Regu le 5 juillet 2013; révisé le 11 juillet 2014; accepté le 12 juillet 2014,
premiére publication en ligne le 8 aotut 2014)

Abstract Soit G un groupe réductif connexe déployé sur une extension finie F de Qp. Nous déterminons
les extensions entre séries principales continues unitaires p-adiques et lisses modulo p de G(F) dans
le cas générique. Pour cela, nous calculons le delta-foncteur H*Ordp(F) des parties ordinaires dérivées
d’Emerton relatif & un sous-groupe de Borel sur certaines représentations induites de G(F) en utilisant
une filtration de Bruhat. Ces extensions interviennent dans le programme de Langlands p-adique et
modulo p.

Abstract Let G be a split connected reductive group over a finite extension F of Q. We determine the
extensions between unitary continuous p-adic and smooth mod p principal series of G(F) in the generic
case. In order to do so, we compute Emerton’s delta-functor H*Ordpg(r) of derived ordinary parts with
respect to a Borel subgroup on certain induced representations of G(F) using a Bruhat filtration. These
extensions come into play in the p-adic and mod p Langlands programs.
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1. Introduction

Contexte

Soient F' une extension finie de Q, et G un groupe réductif connexe déployé sur F. On
fixe une extension finie £ de Q.

Supposons F =Q,, le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement
connexe (par exemple G = GL, ou G = GSp,,). Dans [2|, Breuil et Herzig associent a
toute représentation continue ordinaire générique p : Gal(QT,,/Q p) = G (E), ou G désigne
le groupe dual de G, une représentation continue unitaire IT°4(p) de G(Qp) sur un
E-espace de Banach dont les constituants sont des séries principales. Ils conjecturent
I'unicité des facteurs directs indécomposables de cette représentation étant donnés les
gradués de leurs filtrations par le socle [2, Conjecture 3.5.1]. Cela conduit naturellement
au probléme de connaitre les extensions entre séries principales p-adiques de G(Q) dans
le cas générique. Toutes ces questions ont également une variante modulo p.

Supposons seulement F # Q,. Dans [4], Breuil et Paskunas ont montré que pour
GL,(F), il n’existe aucune extension non scindée entre séries principales modulo p
distinctes. Cela laisse supposer un résultat similaire pour G(F).

Dans cet article, nous utilisons le §-foncteur H*Ordp(r) des parties ordinaires dérivées
d’Emerton [9] relatif & un sous-groupe de Borel pour avancer dans ces deux directions.

Principaux résultats

Soient B C G un sous-groupe de Borel et T C B un tore maximal déployé. On note
B~ C G le sous-groupe de Borel opposé a B par rapport & T. On note W le groupe de
Weyl de (G, T), A les racines simples de (G, B, T) et pour tout o € A, on note sy €
W la réflexion simple correspondante. On note ¢ : F* — Z7 le caractére cyclotomique
p-adique et O anneau des entiers de E. On calcule les Ext! dans les catégories abéliennes
de représentations continues unitaires sur E en utilisant les extensions de Yoneda.
Soient x, x" : T(F) — Of C E* des caractéres continus unitaires. Le foncteur Indgg}:)
est exact et admet le foncteur Ordp(ry comme quasi-inverse & gauche, donc il induit une
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injection E-linéaire

G(F) )

G(F
Ext]T(p)(X/, X) > EXt}?(F)(Ind ( ))X/’IndB—(F) X

B~(F
Lorsque x’ # x, il n’existe aucune extension non scindée de x’ par x, donc les éventuelles
extensions entre leurs induites sont construites autrement.

Supposons F = Q,, le centre de G connexe et le groupe dérivé de G simplement
connexe. On note 6 la somme des poids fondamentaux relatifs & A. Dans ce cas, pour
tout o € A tel que s, (x) # x, il existe aussi une extension non scindée entre les induites
de x - (e 00) et so(x)- (671 00). On la construit par induction parabolique & partir de
I'unique extension non scindée entre les séries principales de GL2(Q,) correspondantes.
Le résultat suivant (Théoréme 5.2.1) montre que I'on obtient toutes les extensions entre
séries principales dans le cas générique par ces deux procédés.

Théoréme 1.1. Soit x : T(Q,) — Op C E* un caractére continu unitaire.

(i) Six' :T(@Qp) — Of C E* est un autre caractére continu unitaire, alors

G(Qy) _ G@Qp) _
ExtIG(Qp)(IndBf(ép)X/.(g 109),Ind3,(6p)x.(8 106)) #0

si et seulement si x' = x ou x' = s4(x) avec o € A.

(ii) Soit @ € A. Sisq(x) # x, alors

G(Qp)
dB*(Qp)

G@p) -1
by X (e 0®) = 1.

(iil) Si x est faiblement générique, alors le foncteur IndCB;E(%S) induit un isomorphisme
P

dimg Extg(@p)(ln sa(x)- (71 00), Ind

E-linéaire

Extrg,)(x - (7 00), x - (¢ 00))
G(@Qp)
B-@,) X

Supposons seulement F # Q. Dans ce cas, le résultat suivant (Théoréme 5.2.4) montre
que toute extension entre deux séries principales est induite & partir d’une extension entre
leurs caractéres.

G(Qp)

— Extg g, (Ind (7 of). Indy- b x - (671 06)).

Théoréme 1.2. Soit x : T(F) — OF C E* un caractére continu unitaire.

(i) St x" : T(F) — Of C E* est un autre caractére continu unitaire, alors

1 G(F) G(F)
ExtG(F)(IndB_(F) x', Indy" & x) #0

st et seulement si x' = x.

(i) Le foncteur nd4%)

B~(F) induit un isomorphisme E-linéaire

~ G(F G(F
ExtlT(F)(X, X) — Exté(F) (IndBE(I):) X, IndBE(;) X)-

Enfin, on a les résultats analogues modulo p (c’est-a-dire dans les catégories de
représentations lisses admissibles sur le corps résiduel kg de Og). Ils sont démontrés
dans les preuves des Théorémes 5.2.1 et 5.2.4.

https://doi.org/10.1017/51474748014000243 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748014000243

228 J. Hauseux

Meéthodes utilisées

On procéde par réduction modulo p* et dévissage. En caractéristique positive, on suit
la stratégie d’Emerton qui utilise une propriété du é-foncteur H*Ordp(ry dérivée de la
relation d’adjonction entre les foncteurs IndB( (;) et Ordpr). Pour cela, on commence
par calculer H*Ordpg(r) sur une induite.

On fixe une uniformisante @wg de O et un entier k > 1. On note A I'anneau Of/ wlif O,
w: F* — A* I'image de ¢ dans A* et £ : W — N la longueur relative & A. On a le résultat
suivant (Corollaire 4.2.7).

Théoréme 1.3. Soient x : T(F) — A* un caractére lisse et n € N. On suppose A = kg
oun < 1. On a alors un isomorphisme T (F)-équivariant

H"Ordp(p) (Ind " (F)X (' o)) = EB w(x) - (@ 'oh).
[F:Qp]-L(w)=n

Détaillons les différentes étapes de ce calcul. Les foncteurs H*Ordp(r) sont construits
a partir des A-modules de cohomologie d’un sous-groupe compact Ny C B(F) et
d’'une action (dite de Hecke) d’un sous-monoide T C T(F) sur ces derniers. Soit
U une représentation lisse localement admissible de T (F) sur A. Dans la section 2,
nous définissons une filtration classique (dite de Bruhat) de IndG(F) U par des
sous-B(F)-représentations. Nous calculons son gradué et nous montrons qu elle induit une
filtration des A-modules H®(Np, Indg(fl)F U). Dans la section 3, nous montrons comment
la cohomologie et ’action de Hecke se decomposent a travers un dévissage de Ny. Puis,
nous utilisons des dévissages successifs de Ny pour calculer sa cohomologie a valeurs dans

le gradué de la filtration de Bruhat de Indg(}gp)

la section 4, nous utilisons les résultats précédents pour calculer H! Ordp(r) (Ind

U, ainsi que 'action de Hecke de TJr Dans

B~ F v
en toute généralité (Corollaire 4.2.4) et nous démontrons le théoréme 1.3. ( :

Nous déterminons ensuite les extensions entre séries principales continues unitaires
p-adiques de G(F). Soient x, x': T(F) - Of C E* des caractéres continus unitaires.
Dans la section 5, nous utilisons le théoréme 1.3 et la stratégie d’Emerton pour calculer les
extensions entre les induites des réductions modulo w]if de ces caractéres. En particulier,
avec k = 1, nous obtenons les analogues modulo p des théorémes 1.1 et 1.2. Puis, par un
passage a la limite projective et un produit tensoriel, nous en déduisons les théorémes 1.1
et 1.2. Enfin, en supposant vraie une conjecture d’Emerton, nous calculons les extensions
de longueur supérieure entre séries principales lisses modulo p de G(F) dans la catégorie
des représentations lisses localement admissibles de G(F) sur kg (Théoréme 5.3.1).

Notations et conventions

Soit F une extension finie de Q,. On note val,, : F* — Q la valuation p-adique normalisée
par val,(p) =1 et | |, la valeur absolue p-adique correspondante. On note & : F* — Z;
le caractére cyclotomique p-adique et  : F* — IFIX, sa réduction modulo p. On note enfin
Nr/q, : F* — Q[X, 'application norme. On a donc e(x) = Np/q, (x)| Nf/q, (x)|p pour tout
x € F*.
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Soient G un groupe réductif connexe déployé sur F, B C G un sous-groupe de Borel et
T C B un tore maximal déployé. On note B~ C G le sous-groupe de Borel opposé & B
par rapport & T et N le radical unipotent de B. On note enfin S le plus grand sous-tore
déployé de Resp/q, T

On note ®T les racines positives de (G, B,T) et A C ®T les racines simples. On
note W le groupe de Weyl de (G, T) et, pour tout a € ®*, on note s, € W la réflexion
correspondante. On appelle décomposition réduite de w € W toute écriture de w en un
produit de longueur minimale de réflexions s, avec o € A et on note £(w) cette longueur.
On note wg I’élément de longueur maximale de W et d 'entier £(wg) = dim N. Pour tout
w € W, on fixe un représentant w € G(F) de w dans le normalisateur de T (F).

On fixe une extension finie £ de Q). On note O I'anneau des entiers de E et kg le corps
résiduel de Og. On fixe une uniformisante @wg de Op. On désigne par A une Og-algébre
locale artinienne de corps résiduel kg (par exemple A = O/ wéfOE avec k > 1 entier) et
on note encore w : F* — A* 'image de ¢ dans A*.

Par un groupe de Lie p-adique, on entend une variété analytique sur Q, munie d’une
structure de groupe pour laquelle le produit et le passage a 'inverse sont analytiques sur
Qp. En particulier, sa dimension est calculée sur Q,. Les groupes G(F), B(F), T(F)...
sont munis de leur structure naturelle de groupe de Lie p-adique.

Soit H un groupe de Lie p-adique. Une représentation V de H sur A est dite lisse
si pour tout v € V, le fixateur de v dans H est ouvert, admissible si de plus V0 est
de type fini sur A pour tout sous-groupe ouvert Hy de H et localement admissible si
pour tout v € V, la sous- H-représentation de V sur A engendrée par v est admissible. En
caractéristique nulle, on considére des représentations continues unitaires admissibles de
H sur des E-espaces de Banach (voir I’appendice B).

Remerciements. Ce travail a été réalisé sous la direction de Christophe Breuil. Je lui
exprime mes remerciements les plus sincéres pour m’avoir fait part de ses idées, ainsi que
pour ses explications et ses remarques.

2. Filtration de Bruhat

Soit U une représentation lisse de T(F) sur A. Par inflation et induction, nous
obtenons une représentation lisse Indggf})U de G(F) sur A (voir [8, §4.1]). Nous
construisons, & partir de la décomposition de Bruhat, une filtration de cette induite par
des sous-B(F)-représentations. Puis, nous montrons que l'on obtient ainsi une filtration
des A-modules de cohomologie d’'un sous-groupe ouvert compact Ng de N(F) a valeurs
dans Indgggp) U. Enfin, nous adaptons ces résultats aux induites paraboliques d’un
caractere.

2.1. Définition et calcul du gradué

On définit une filtration de Indgfz)p)

son gradué.

U par des sous-B(F)-représentations et on calcule

Décomposition de Bruhat et filtration. On considére les doubles classes B~ wB
avec w € W ; il faut donc adapter les résultats classiques concernant les doubles classes
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B~ wB™, en remarquant que B~ wB = B~ wwoB~ wy et en remplagant notamment w par
wwy. Pour tout w € W, on définit la cellule correspondante en posant

cw) ¥ B~ (FywB(F).

La décomposition de Bruhat (voir [11, Partie II, §1.9]) s’écrit
G(F)=]] cw).

weW
On définit 'ordre de Bruhat sur W de la fagon suivante : pour tous w,w’ € W, on a
w’ < w si et seulement si il existe une décomposition réduite s ... s¢) de w et des entiers
1<k < < ko) < L(w) tels que w' = s, oSk, - D’apres [5, Théoréme 3.13|, pour
tout w € W on a
Cw) = [] cw)
w'Z>w
avec C(w) ladhérence de C(w) dans G(F) pour la topologie p-adique (voir [5,
Corollaire 3.15]). On a donc une unique cellule ouverte C(1) = B~ (F)B(F) appelée la
grosse cellule ; elle est contenue dans tout ouvert (B~ (F), B(F))-biinvariant (c¢’est-a-dire
B~ (F)-invariant par translation & gauche et B(F)-invariant par translation a droite) de
G(F). De méme, on a une unique cellule fermée C(wg) = B~ (F)wg. Pour tout w € W,
on pose
def ,
G, = [] caw)
w'w
qui est par définition le plus petit ouvert (B~ (F), B(F))-biinvariant de G(F) contenant
C(w). Par construction, pour tous w, w’ € W, on a G,y C Gy, si et seulement si w’ < w.
Enfin, pour tout r € [—1, d], on pose

6 ¥ | Gu= [] cw.

L(w)=r L(w)<r

On définit ainsi une filtration (G,)ref-1,4) de G(F) par des sous-ensembles ouverts
(B~ (F), B(F))-biinvariants. On a G_1 =¥, G4 =Gy, =G(F) et Go=G1 (0eN, 1€
W) est la grosse cellule de G(F). Par construction, pour tout w € W, la cellule C(w) est
fermée dans G, et dans Gyy).

Pour tout sous-ensemble (B~ (F), B(F))-biinvariant C de G(F), on définit une

sous-B(F)-représentation de Ind B (F) U en posant

) déf

(©) = {f emd§") U | supp(f) C C}

(nd§") U P

B~ (F)
ou supp désigne le support d'une fonction localement constante (c’est-a-dire le
sous-ensemble ouvert et fermé des points en lesquels elle ne s’annule pas). En particulier,
pour tout r € [—1, d]], on pose

déf 1 (G(F)
I. = (IndB_(F) U)(G,).

G(F)
B~ (F)

U et Iy correspond aux fonctions & support dans la grosse cellule de G(F).

On définit ainsi la filtration de Bruhat (I;)ref—1,47 de Ind

G(F)
IndB,(F)

U.Onal =0 I;=
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Calcul du gradué. On commence par quelques rappels topologiques. Un espace séparé
est dit localement profini si tout point admet une base de voisinages constituée d’ouverts
compacts. Tout sous-espace localement fermé (c’est-a-dire intersection d’un ouvert et
d’un fermé) d’un espace localement profini est encore localement profini. L'image d’un
espace localement profini dans un espace séparé par une application ouverte est encore
localement profini. Un espace topologique est dit profini s’il est compact et localement
profini.

Lemme 2.1.1. Tout recouvrement ouvert d’un espace profini admet un raffinement fini
constitué d’ouverts compacts disjoints.

Démonstration. Soit X un espace topologique profini. Puisque la topologie de X admet
une base constituée d’ouverts compacts, tout recouvrement ouvert admet un raffinement
constitué d’ouverts compacts que ’on peut supposer fini par compacité de X. Si (O;)icr
est un tel recouvrement, alors

()N =),

jeJ iel—J
est un raffinement fini de (0;);¢; constitué d’ouverts compacts disjoints. O

Le groupe G(F) est localement profini (comme tout groupe de Lie p-adique) et le
quotient BT (F)\G(F) est compact donc profini. On déduit du lemme 2.1.1 que le
fibré principal 7 : G(F) - B~ (F)\G(F) est trivial (c’est-a-dire qu’il admet une section
continue). En effet, d’aprés [11, Partie II, §1.10], il admet des sections locales, donc
on peut trouver un recouvrement de B~ (F)\G(F) par des ouverts trivialisants. En
choisissant un raffinement de ce recouvrement par des ouverts disjoints, on peut recoller
ces sections locales en une section globale. On note o : B~ (F)\G(F) < G(F) une telle
section continue.

On calcule & présent le gradué de la filtration (I,)ref—1,47- Pour tout sous-ensemble
(B~ (F), B(F))-biinvariant C de G(F), on pose

Cc det { f : C — U localement constante & support compact modulo B~ (F)

| f(bg) =b- f(g) pour tous b € B (F), g € C}

et on munit ce A-module de ’action lisse de B(F) par translation & droite.

Lemme 2.1.2. Soit C un ouvert (B~ (F), B(F))-biinvariant de G(F). La restriction des
fonctions a C induit un isomorphisme B(F)-équivariant
G(F) ~
(Indg" , U)(C) = Cc.
Démonstration. L’injectivité est claire puisque les éléments du membre de gauche sont
a support dans C. Pour la surjectivité, on utilise le fait que les éléments du membre de
droite sont & support compact modulo B~ (F). En les prolongeant sur G(F) par 0O, les
fonctions obtenues sont donc encore localement constantes. O
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Proposition 2.1.3. Soient C un ouvert (B~ (F), B(F))-biinvariant de G(F) et D un fermé
(B~ (F), B(F))-biinvariant de C. On a alors une suite exacte courte de représentations
lisses de B(F) sur A

0—>CC_D—>C(;—>CD—>0
ol le premier morphisme non trivial est le prolongement sur C par 0 et le second est la
restriction a D.

Démonstration. Il s’agit de [6, Proposition 1.8] que nous redémontrons. L’injectivité du
premier morphisme non trivial est évidente. On vérifie 'exactitude de cette suite au
milieu. Soit f € C¢ dont la restriction & D est nulle. Comme f est localement constante,
elle s’annule sur un voisinage ouvert de D. On en déduit que f est a support dans C — D.
Donc f est le prolongement sur C par 0 d’'un élément de Cc—p. On examine enfin la
surjectivité du dernier morphisme non trivial. Soit donc f € Cp.

On montre qu’il existe n € N et des sous-ensembles compacts disjoints (Dk)ief1,, de
o (BT (F)\D) C D tels que :

= supp(f) = Ukeg1,ng B~ (F) Dx ;
— f est constante sur Dy pour tout k € [1,n] ;
— 1 (Dy) est ouvert dans B~ (F)\D pour tout k € [1, n].

A partir d’'un recouvrement de D par des ouverts sur lesquels f est constante, on
obtient un recouvrement ouvert du compact (o om)(supp(f)). D’aprés le lemme 2.1.1,
ce recouvrement admet un raffinement fini constitué d’ouverts compacts disjoints
(Di)kefi,ny- Pour tout k € [1,n]l, f est constante sur Dy par construction et m induit
un homéomorphisme de (o om)(supp(f)) sur m(supp(f)) qui est ouvert dans B~ (F)\D,
donc m(Dy) est ouvert dans B~ (F)\D. Enfin, supp(f) = B~ (F)(c om)(supp(f)) =
Ukeqt.ng B~ (F) Dy

Pour tout k € [[1,n]l, on note uy € U —{0} T'unique valeur de f sur Dy et B, le
stabilisateur de u; dans B~ (F). On montre qu’il existe des sous-ensembles ouverts
(Ci)keft,ny de C tels que :
= CyN D = B, Dy pour tout k € [1,n] ;
~Vk,k" € [1,n],Vb € B=(F), bC)NCp #PD =k =k' et b € B, .
Soit k € [1,n]. Comme m(Dy) est ouvert dans B~ (F)\D, il existe un ouvert Oy de
B~ (F)\C tel que Oy N (B~ (F)\D) = n(Dy). Par compacité de w(Dy), on peut supposer
Oy compact (quitte & recouvrir Oy par des ouverts compacts de B~ (F)\C et a extraire
un recouvrement fini de 7 (Dy)). Enfin, puisque les 7 (Dy) sont disjoints, on peut supposer
les Oy disjoints (quitte a remplacer Oy par Oy — Uk’e[[l,n]]—{k}(ok’ N Og)). On note Cy le
sous-ensemble B, o (Oy) de C. C’est un ouvert de C car o induit une trivialisation globale
du fibré principal C — B~ (F)\C, B, est un ouvert de la fibre B~ (F) et O est un ouvert
de la base B~ (F)\C. Par construction, 0 (Ox) N D = Dy, d’ou Cx N D = B Dy. De plus,
si (bCr) NCy # ¥, alors b € B . Enfin, 7(Cy) = O par construction et ces derniers sont
disjoints, d’ott (B~ Cy) N Cy = @ lorsque k # k'.

Pour tout k € [1, n]l, on prolonge f sur Cy par ug, puis sur B~ (F)Cy par la formule
f(bg) =b- f(g) pour tous b € B~ (F), g € C. Ce prolongement est bien défini grace aux
conditions sur les ouverts (Ci)ef1,n7- Enfin, on prolonge f sur C par 0. Par construction,
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f est localement constante sur le sous-ensemble f~1(U —{0}) = B~ (F) (Ukeﬂl’n]] Cr). Or
JT(B_(F)(UkE[[Ln]] Co) = Uke[[l,n]] Oy est compact. On en déduit que f est localement
constante et & support compact modulo B~ (F). Ainsi f € Cc. U

Pour tout r € [0, d]], on applique le lemme 2.1.2 et la proposition 2.1.3 avec C = G, et
D = G, — G,_1, et on obtient des isomorphismes B(F)-équivariants

I /11 =Cq,/C6,_, = (., cw) = @ Cew)s
L(w)=r

le dernier étant la conséquence du fait que ]_[z(w)=r C(w) est une partition finie de G, —

G,_ en sous-ensembles (B~ (F), B(F))-biinvariants fermés donc ouverts (par finitude).
Soit w € W. Afin de donner une description plus explicite de la représentation Ccy),

on définit un sous-groupe fermé de N stable sous I'action par conjugaison de T en posant

No ¥ N @~ N). (1)

On remarque que Ny N Ny = 1 et on déduit de I'isomorphisme (A.4) que Ny Nyyw = N
(mais N n’est pas en général le produit semi-direct de ces deux sous-groupes). On en
conclut que le produit induit un homéomorphisme

B~ (F) x {} x Ny (F) —> C(w).

Ainsi, en notant C2°(Ny (F), U) le A-module constitué des fonctions localement constantes
4 support compact de Ny, (F) dans U, on a un isomorphisme A-linéaire

Cow) = Cfo(Nw(F), U). (2)
On transporte 'action de B(F) a travers cet isomorphisme. On décrit cette action sur
f € CX(Ny(F),U) dans les cas suivants :
—sit e T(F),alors (tf)(n) = (wtw™ ') - f(t~'nt) pour tout n € Ny (F) ;
—sin’ € Ny(F), alors (n' f)(n) = f(nn) pour tout n € Ny (F) ;
—sin’ € Nygy (F) normalise Ny, (F), alors (n' f)(n) = f@'"'nn’) pour tout n € Ny, (F).

Conclusion. On a défini la filtration de Bruhat (/,),cf—1.47 de Indgfz)c) U et pour tout
r € [0, d]l, on a une suite exacte courte de représentations lisses de B(F) sur A

0> L1 — 1L —> P CCWu(F).U)— 0. (3)
L(w)=r

2.2. Filtration de la cohomologie

On montre que la filtration de Bruhat induit une filtration des A-modules de cohomologie

d’un sous-groupe ouvert compact Ng de N(F) a valeurs dans Indgg}) U.

Rappels sur la cohomologie. On fait quelques rappels sur la cohomologie d’un groupe
de Lie p-adique en suivant [9, §2.2]. Soient H un groupe de Lie p-adique et V une
représentation lisse de H sur A. On note H*(H, V) les A-modules de cohomologie de H
a valeurs dans V calculés en utilisant des cochaines localement constantes. On obtient
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ainsi un §-foncteur H®*(H, —) de la catégorie des représentations lisses de H sur A dans la
catégorie des A-modules. On dit que V est H-acyclique si H?(H, V) = 0 pour tout entier
n > 0.

Soit Hy un groupe de Lie p-adique compact. Dans ce cas, on va montrer que le
3-foncteur H®*(Hy, —) est universel. Soit V une représentation lisse de Hpy sur A. On
note C*°(Hp, V) le A-module constitué des fonctions localement constantes de Hy dans V
muni de 'action de Hy par translation & droite. En utilisant I'injection Hp-équivariante
V < C*®°(Hp, V) qui envoie un élément de V sur son orbite et le lemme 2.2.1 ci-dessous,
on voit que les foncteurs H" (Hy, —) sont effagables pour tout entier n > 0. En particulier,
ils coincident avec les foncteurs dérivés a droite du foncteur des Hp-invariants dans la
catégorie des représentations lisses de Hy sur A.

Lemme 2.2.1. Soient Hy un groupe de Lie p-adique compact et V un A-module.
Alors le A-module C*°(Hy, V) muni de ’action de Hy par translation & droite est une
représentation lisse Hy-acyclique.

Démonstration. C’est un résultat classique. Par compacité, Hy est profini et C*°(Hp, V)

est un Hp-module discret induit. Le lemme de Shapiro permet de conclure (voir [13,
Chapitre I, §2.5]). O

Calculs topologiques. Soit Ny un sous-groupe ouvert compact de N(F).

Lemme 2.2.2. L’espace topologique B~ (F)\G(F)/Nqo est profini.

Démonstration. L’espace topologique B~ (F)\G(F) est profini, donc compact et
localement profini. Comme le groupe Ny est compact, le quotient B~ (F)\G(F)/Ny est
encore compact d’aprés [3, Chapitre III, §4, Proposition 2, Corollaire 1] et il est encore
localement profini par passage au quotient dans un espace séparé. Ainsi B~ (F)\G(F)/Ny
est profini. [

Proposition 2.2.3. Pour tout r € [[0,d]l, linclusion I._y C I, induit des injections
H*(No, I,—1) — H*(No, I).
Démonstration. Soit r € [0, d]. Le foncteur des Np-invariants étant exact a gauche,
la proposition est trivialement vraie en degré 0. Soit donc n > 1 entier. L’application
H"(Ny, I,—1) = H"(Ny, I) est induite par la composition des cochaines avec 'inclusion
t:lr—1 = Ir. Soit ¢ : Ny — I,—1 une cochaine. Supposons que la composée to¢ : Nj —
I, soit un cobord, c’est-a-dire qu’il existe une cochaine y : Ng_l — I, telleque to¢p = dy.
Comme im(¢p) C I,_1, on a supp(f) C G,_1 pour tout f € im(¢), d’ou
Dy &f U supp(f) C G,-1.
feim(¢)
Comme ¢ est localement constante sur Ny qui est compact, cette réunion est finie. On
en déduit que Dj est fermé dans G(F). On note
Dy € G(F)~ G,y

qui est également fermé dans G(F).
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Comme D; et D; sont B~ (F)-invariants par translation a gauche (le support d’un
U
B~ (F)\G(F), donc leurs images dans ce dernier sont fermées. De plus, 'application
quotient B~ (F)\G(F) - B~ (F)\G(F)/Ny est fermée par compacité. Ainsi, les images
respectives D1 et Dy de Dy et D> dans le quotient B~ (F)\G(F)/Ng sont fermées. Comme
G,—_1 est (B~ (F), Nyp)-biinvariant, D et D, sont disjoints (I'un est dans I'image de G,_1,
Pautre dans I'image de son complémentaire qui est ici le complémentaire de son image).
On a donc deux fermés disjoints Dy et D> de B~ (F)\G(F)/No.

L’espace B~ (F)\G(F)/Np étant compact, il est normal (axiome de séparation T4).
Il existe donc deux ouverts disjoints contenant D; et D, respectivement. Avec le
complémentaire de Dj U D>, ils forment un recouvrement ouvert de B~ (F)\G(F)/Np.
Ce recouvrement admet un raffinement fini constitué d’ouverts disjoints d’aprés
le lemme 2.1.1. Soient C; la réunion de ceux qui intersectent D et Cr la
réunion de ceux dont lintersection avec D; est vide. Alors D; C Cy, D> C Co et
B~ (F)\G(F)/Ny = C{ L C,. En prenant les images réciproques de C; et C, par
I’application quotient G — B~ (F)\G(F)/Np, on trouve une partition de G(F) en deux
ouverts (B~ (F), Ng)-biinvariants C; et C, contenant D; et D, respectivement. En
particulier, C| est un ouvert fermé de G(F) inclus dans G,_;.

La fonction caractéristique 1¢, : G(F) — A de C; est donc localement constante,
B~ (F)-invariante par translation a gauche et a support dans G,_;. On en déduit que pour
tout f € I, la fonction 1¢, f est bien un élément de I, et on définit ainsi une application
A-linéaire ¢ : I, — I,_1. De plus, 1¢, est Np-invariante par translation a droite, donc
I’application o est aussi Ng-équivariante. On en déduit que d(poy) = po(dy¥) =poto
¢ = ¢, la derniére égalité résultant du fait que 1¢, vaut 1 sur le support de tout élément
de im(¢). Ainsi ¢ est un cobord (celui de la cochaine g o : Ng_l - I,_1). O

Soit r € [[0,d]]. La proposition 2.2.3 montre que les morphismes connectants de la
longue suite exacte de cohomologie obtenue & partir de la suite exacte courte (3) sont
tous nuls.

élément de Ind étant), ce sont des fermés saturés de G(F) par rapport au quotient

Conclusion. La filtration de Bruhat induit une filtration (H*(No, I+))ref—1,47 des
A-modules H® (N, Indgggp)
de A-modules
0 — H*(No, I-1) > H*(No, I,) > @D H*(No, CZ(Nw(F), U)) — 0. (4)
tw)=r

U) et pour tout r € [[0,d]], on a des suites exactes courtes

2.3. Variante pour les induites paraboliques

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard (c’est-a-dire contenant B) et L C P le
sous-groupe de Levi standard (c’est-a-dire contenant 7'). On note P~ C G le sous-groupe
parabolique standard opposé & P par rapport a L. Il est caractérisé par ’égalité L =
PNP~ et L C P~ est le sous-groupe de Levi standard. On note Wy € W le groupe de
Weyl de (L, T) et wr o € W 'élément de longueur maximale. On a

P=BW,B e P =B W.B™.

On adapte les résultats des sous-sections précédentes aux induites paraboliques.
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Décomposition de Bruhat généralisée. On considére les doubles classes P~ w B avec
w € W ; il faut encore adapter les résultats classiques (qui concernent les doubles classes
P~wB™). Soit w € W. D’aprés [5, Proposition 3.9], il existe un unique élément wpyi, de
longueur minimale dans Wy w et il est caractérisé par le fait que £(wzwmin) = £(Wmin) +
£(wr) pour tout wy, € Wi. On en déduit que wy, gwmin est 'unique élément de longueur
maximale dans Wy w et il est caractérisé par le fait que £(wywp) = £(wp) — £(wy) pour
tout wy € Wr. On définit

Wp def {w e W | w de longueur maximale dans Wy w}.

Lemme 2.3.1. Soit wp € Wp. On a la décomposition

P~ (F)WwpB(F) = ]_[ B~ (F)w. i pB(F).

wLGWL
Démonstration. Par définition de P~, on a
P~ (F)WpB(F) = ]_[ B~ (F)wy B~ (F) | (B~ (F)i puoB~ (F))wy.
wreWr
Pour tout wy € Wy, on a

L(wrwpwy) = £(wo) —L(wrWp)
= £(wo) — £(Wp)+ L(wr)
= L(wr) +L(Wpwo).

Donc d’apreés [5, Lemme 3.4], on a
(B~ (F)wy B~ (F))(B~(F)WpgB ™ (F)) = B~ (F)i,wpigB~ (F)

et on en déduit le lemme en translatant & droite par wy. O

Lemme 2.3.2. Soit wp € VT’p. La projection B~ (F)\G(F) - P~ (F)\G(F) induit un
homéomorphisme

B~ (F)\B™(F) pB(F) —> P~ (F)\P~(F)pB(F).

Démonstration. La preuve du lemme précédent montre que wpwg est de longueur
minimale dans Wy W pwy, donc d’aprés [5, Proposition 3.16], la projection B~ (F)\G(F) —»
P~ (F)\G(F) induit un homéomorphisme

B~ (F)\B™ (F)WpibgB~(F) —> P~ (F)\P™(F)w ptbgB~ (F)

et on en déduit le lemme en translatant & droite par wy. O

Pour tout wp € Wp, on définit la cellule correspondante en posant

Cp(ip) E p=(F)ivpB(F)
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et en utilisant le lemme 2.3.1, on voit que l'on a

Crp) = [[ cr@p).

Wp>ip

Pour tout r € [—1, d]], on pose

Gfdzéf U Gip = ]_[ Cp(wp),

Lwp)=r Lip)<r
I’égalité résultant de la décomposition de Bruhat et du lemme 2.3.1.

Filtration et gradué. Soit U une représentation lisse de L(F) sur A. Par inflation
et induction parabolique, on obtient une représentation lisse Indggz)p) Ude G(F) sur A
(voir [8, §4.1]). Pour tout sous-ensemble (P~ (F), B(F))-biinvariant C de G(F), on définit
G(F)

une sous-B(F)-représentation de Ind P~(F)

U en posant

G def G
(nd5, U)(©) = {f e ) U | supp(f) € C}

et on définit une représentation lisse de B(F) sur A en faisant agir B(F) par translation
4 droite sur le A-module

Cg det { f : C — U localement constante & support compact modulo P~ (F)

| f(pg) = p- f(g) pour tous p € P~(F), g € C}.
Enfin, pour tout r € [—1, d]], on pose

deéf
17 = (nd) U)(GP).

Avec ces définitions, le lemme 2.1.2 et la proposition 2.1.3, ainsi que leurs
démonstrations, sont vrais tels quels avec P~ et C¥ au lieu de B~ et C. Pour tout
r € [0, d]], on obtient donc une suite exacte courte de représentations lisses de B(F)
sur A

0> 1P, -1 > @ Cgp(mp) — 0.
(@p)=r
De méme, le lemme 2.2.2 et la proposition 2.2.3, ainsi que leurs démonstrations, sont
vrais tels quels avec P~ et I? au lieu de B~ et I. Pour tout r € [0, d], on obtient donc
des suites exactes courtes de A-modules

0— H*(No, I ) — H*(No, IF) > @ H*(No,C{, 5, — 0.

((@p)=r

On fixe un caractére algébrique de G que P’on note' dét. On se restreint au cas ou
U =nodét, avec n: F* — A* un caractére lisse. On compare les gradués des filtrations

G(F . G(F .
de IndPE(;) nodét et IndBE(}) n o dét.

LCette notation est justifiée par le fait qu’un tel caractére est toujours le déterminant d’une représentation
algébrique fidéle de G.
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Lemme 2.3.3. Soit wp € Wp. On a un isomorphisme B(F)-équivariant
P ~
Cepwp = Cetp)-

Démonstration. On vérifie que la restriction & B~ (F)w p B(F) définit bien une application
B(F)-équivariante
0: Cgp(wp) — Cc(ivp)-

Soit f € CgP@P). Alors o(f) est localement constante et a support compact modulo
BT (F) d’aprés le lemme 2.3.2. Comme dét est un caractére algébrique, il est trivial
sur tout sous-groupe unipotent de G. Ainsi, pour tout b€ B~ (F) C P~ (F), on a
détb = détt = détl avec t et [ les images de b dans T (F) et L(F) respectivement. On en
déduit que o(f) vérifie bien o(f)(bg) = n(détb)o(f)(g) pour tousb € B~ (F), g € C(wp),
d’ot o(f) € Cc(iip)- L'application ¢ ainsi définie est visiblement B(F)-équivariante, et en
utilisant encore le lemme 2.3.2, on voit qu’elle est bijective. O

On peut donc utiliser I'isomorphisme (2) pour expliciter le gradué de la filtration de

Conclusion. On a défini une filtration (IF),cf—1.4p de Indg(f:;) nodét et pour tout

r € [0, d]l, on a une suite exacte courte de représentations lisses de B(F) sur A

017 > 1F > P C(Ng,(F).nodét) —> 0 (5)

e(p)=r
qui induit des suites exactes courtes de A-modules en cohomologie

0— H*(No. IF ) > H*(No. IF) > @D H*(No. CZ® (N, (F). nodét)) - 0. (6)

L(wp)=r

3. Cohomologie et action de Hecke

Soit Ng un sous-groupe ouvert compact standard de N(F) compatible avec la
décomposition radicielle (voir l'appendice A). Nous définissons une action d’un
sous-monoide T de T(F) sur les A-modules de cohomologie de certains sous-groupes
fermés IVO de Ny. Puis, nous étudions ces A-modules et cette action & travers un dévissage
de Np. Enfin, nous utilisons des dévissages successifs de Ny pour calculer sa cohomologie
a valeurs dans le gradué de la filtration de Bruhat d’une représentation induite de G(F)
sur A, ainsi que 'action de T sur ces A-modules.

3.1. Définition et premiéres propriétés

On définit un sous-monoide T+ C T(F) et une action de TT sur les A-modules de
cohomologie de certains sous-groupes compacts No C Ny. On vérifie que ces définitions
généralisent celles de [8, 9] et on calcule la cohomologie de Ny et I'action de TT en degré
maximal.

Préliminaires. Soient H un groupe de Lie p-adique et H' un sous-monoide de H. On
suppose que H™' contient un sous-groupe ouvert Hy de H. On dit qu’une représentation
V de HT sur A est lisse si Paction de Hg sur V est lisse.
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Lemme 3.1.1. La sous-catégorie pleine des représentations lisses de HY sur A est
abélienne. Elle posséde suffisamment d’injectifs et ces derniers sont encore injectifs dans
la catégorie des représentations lisses de Hy sur A.

Démonstration. C’est une adaptation immédiate de [8, Lemme 2.2.6], [9, Proposition
2.2.1] et [9, Proposition 2.2.2]. O

Soit Ty = kerv avec v défini par (7) ci-dessous. C’est un sous-groupe ouvert de T (F)
(car la valuation de F est discréte). On définit un sous-monoide de 7' (F) en posant

7+ € e T(F) | Va € A, val, (1) > 0}.

On a donc Ty C TT. On vérifie que cette définition de T est identique a celle de [8, 9]
et on montre l'existence de certains éléments particuliers de 7.

Lemme 3.1.2. Soitt € T(F). Alorst € T si et seulement si tNot~' C No.

Démonstration. Puisque Ny est un sous-groupe standard de N(F) compatible avec la
décomposition radicielle, on a Lie(No) = By cqp+ Ma,0 avec My o un Z,-réseau borné du
sous-espace propre Lie(Ny). Ainsi, 'action adjointe de t € T (F) sur Lie(N) stabilise My o
si et seulement si (val, oa)(¢) > 0. On en déduit le lemme en utilisant I’exponentielle. [J

Lemme 3.1.3. Il existe T € T vérifiant les propriétés équivalentes suivantes.
(i) Ya € A, valp(a(r)) > 0.
(i) (rkNor_k)keN est une base de voisinages de 1 € Np.
(iif) N(F) = Upen T ¥ Notk.
(iv) t=! et T engendrent T(F) comme monoide.
Démonstration. L’équivalence entre (i) et (iv) est immédiate en utilisant la définition de

T*. Pour I’équivalence entre (i), (ii) et (iii), on procéde comme dans la preuve du lemme
précédent. Pour prouver ’existence, on considére le morphisme de groupes continu

v:T(F) — Q% t > ((val, 0a)(t))gea- (7)

Pour tout B € A, on a v(BY(p)) = ({o, BY))aea. Comme I'accouplement (, ) : Z[A] x
Z[AV] — Z induit une dualité lorsque 1'on tensorise par Q sur Z, on en déduit que im v
engendre Q2 sur Q. Ainsi, pour tout ¢ € N, il existe t € T(F) tel que val, (a(t)) > ¢ pour
tout « € A. En particulier, il existe T € T(F) tel que (val, oa)(t) > 0 pour tout o € oRs
(puisque A engendre ®* comme monoide). O

On rappelle que S est le plus grand sous-tore déployé de Resp/p, 7. On définit un
sous-groupe ouvert et un sous-monoide de S(Q,) C T(F) en posant
soEs@nt et sTEs@)NTT.

On a donc Sy C S*. La remarque suivante met en évidence le lien entre les (co)caractéres
algébriques de S et de T'.
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Remarque 3.1.4. Le morphisme canonique (Resg/q , DF—> T induit un isomorphisme

Sp —> T. Comme S est déployé, tout (co)caractére algébrique de Sp est induit par
un (co)caractére algébrique de S. On en conclut que les (co)caractéres algébriques de
S s’identifient naturellement aux (co)caractéres algébriques de T. En particulier, la
restriction & $(Qp) d’un morphisme 7' (F) — F* induit par un caractére algébrique de
T est a valeurs dans Q) et la restriction & Q; d’un morphisme F* — T'(F) induit par
un cocaractére algébrique de T est & valeurs dans S(Q,).

Action de Hecke. Soit N C N un sous-groupe fermé stable sous l'action par
conjugaison de T. On note ]VO Dintersection de N (F) avec Ny. C’est un sous-groupe ouvert
compact standard de ZV(F) stable sous l’action par conjugaison de T+. On note T x No
le sous-monoide de T (F) x N (F) engendré par TV et No. Il contient le sous-groupe ouvert
To X ﬁo.

Soit V une représentation lisse de T x No sur A. On définit U'action de Hecke de
t € TT sur les A-modules H'(]Vo, V) comme la composée

H*(No, V) — H*(tNot ", V) — H*(No, V) (8)

ol le premier morphisme est induit par ’action de # sur V et le second est la corestriction
de tN()tfl a Nop.

Lemme 3.1.5. Les A-modules H’(]Vo, V) munis de [laction de Hecke sont des
représentations lisses de T+ sur A.

Démonstration. On montre d’abord le lemme en degré 0. L’action de Hecke de T sur
VMo est une action de monoide d’aprés [8, Lemme 3.1.4]. Comme le groupe To C T*
normalise ]Vo, laction de Hecke de Tp sur VMo coincide avec 'action lisse de Tp sur
VN c V. On en déduit que 'action de Hecke de T+ sur V™ est lisse. En degré supérieur,
on calcule les A-modules H‘(ﬁo, V) a l'aide d’une résolution injective V — I*®* dans
la catégorie des représentations lisses de T1 x No sur A (voir le lemme 3.1.1 et [9,
Proposition 2.1.11]) et on utilise le résultat en degré 0 avec (1*)No. O

Par naturalité des morphismes de (8), tout morphisme de représentations lisses
de TT I><ZV0 sur A induit un morphisme T T-équivariant pour l'action de Hecke en
cohomologie. Les foncteurs H® (ﬁo, —) forment donc un 8-foncteur universel de la catégorie
des représentations lisses de 7T x No sur A dans la catégorie des représentations lisses
de TT sur A.

Remarque 3.1.6. On peut adapter ce qui précede a S et Resp/g, N. Soient ‘N c
Resp/g, N un sous-groupe fermé stable sous l’action par conjugaison de S et ‘No
I'intersection de ‘N (Qp) avec Np. Si V est une représentation lisse de St x ‘Np sur A,
alors on définit 'action de Hecke de s € ST sur les A-modules H*(*Np, V) par (8) avec
s et ‘1\70 au lieu de ¢ et ﬁo. On obtient ainsi un d-foncteur universel de la catégorie des
représentations lisses de S x ‘Np sur A dans la catégorie des représentations lisses de
ST sur A. Cette définition est compatible avec la précédente : si ‘N = Res F/Q, N , alors
‘No = Ny et l'action de Hecke ST est la restriction de I'action de Hecke de T+.
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Calcul en degré maximal. On rappelle que dim ﬁo désigne la dimension de ﬁo en
tant que variété analytique sur Q,. On a donc dimNg = [F : Q,]-dim N, avec dim N la
dimension du groupe algébrique N sur F.

Lemme 3.1.7. Soitn € N. Sin > dim ﬁo, alors H”(]Vo, V)=0.
Démonstration. Voir [9, Lemme 3.5.4]. O

On note V&, le A-module des coinvariants par ]Vo, c’est-a-dire le quotient de V par le

sous-A-module engendré par les éléments de la forme n-v—v avec n € NoetveV.On
note « le caractére algébrique de la représentation adjointe de T sur detg Lie(N).

Proposition 3.1.8. Soit n € N. Si n :dimﬁo, alors on a un isomorphisme naturel
T -équivariant
H'(No. V) = Vg, ® (0™ ' o),

Vaction de t € T* sur Vi, étant la composée
Vﬁo — Vtﬁorl — Vﬁo

ou le premier morphisme est induit par laction de t sur V et le second est la projection
naturelle.

Démonstration. Si M est un Zp-module libre de rang r, alors on note MY =

HomZP (M,Zp) son dual et detzp M = AerM sa plus haute puissance extérieure.
D’apres [9, Proposition 3.5.6], on a un isomorphisme A-linéaire naturel

H"(No. V) — Vg, ®z, detz, Lie(No)" . (9)

Par définition, T(F) agit sur detg Lie(ﬁ) a travers le caractére a. On en déduit que
l'action de T(F) sur detg, Lie(N) est donnée par le caractére Np g, oa. Sit € T, alors
on a un diagramme commutatif

H"(No. V) ——— Vg, ®z, dety, Lie(No)”
| !
H"(tNot =, V) = V,§,,-1 ®2z, detz, Lie(tNot )" (10)

! !

H" (N, V) —=— V§, ®z, detz,, Lie(No)”

ot les morphismes horizontaux correspondent a (9), les morphismes verticaux de gauche
sont ceux de la composée (8) et ceux de droite sont les suivants :

— le premier est le produit tensoriel du morphisme induit par ’action de ¢ sur V avec la
multiplication par (Np/Qp o a)(t)*];

— le second est le produit tensoriel de la projection naturelle avec la multiplication par
|(NF/q, o)),
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La commutativité du carré supérieur du diagramme (10) est une conséquence de la
naturalité de l'isomorphisme (9), tandis que celle du carré inférieur résulte de [9,
Lemme 3.5.10]. Enfin, la composée des morphismes verticaux de droite coincide avec
I’action de ’énoncé sur V&, tordue par le caractére ! oa. O

3.2. Etude a travers un dévissage

On garde les notations précédentes : N , No, V. Le but de cette sous-section est de montrer
comment la cohomologie de Ny & valeurs dans V et l'action de Hecke de T sur les
A-modules H®(Np, V) se décomposent a travers un dévissage de Nj.

Cohomologie. Soient N’ c N un sous- groupe. fermé distingué stable sous ’action par
conjugaison de T et N” le groupe quotient N N/ N'. En utilisant T'isomorphisme (A.4), o
voit que I'on a un produit semi-direct N = N"x N’. On note N ' et N les mtersectlons
respectives de N (F) et N (F) avec No. Ce sont des sous-groupes ouverts compacts
standards de N’ (F) et N (F) respectivement. En utilisant la proposition A.7, on voit
que ’on a une suite exacte courte scindée de groupes topologiques

1—>N(’)—>N0—>N”—> 1.
On veut exprimer la cohomologie de No & valeurs dans V & travers ce dévissage. En

degré 0, on a I’égalité v — (VNO)N0 et en degré supérieur, on a une suite spectrale de
Hochschild-Serre (voir [13, Chapitre I, §2.6]) de A-modules

H (N{, H/ (N}, V)) = H' (No, V) (11)
ot pour tout j € N, action de n” € N(/)/ sur H/ (N, V) est induite au niveau des cochaines
par l'application ¢ — n”¢ définie par

"P)(ny,....n)y =n"-pn"" tnin”, . ,n”iln’jn”)

pour tout (n}, ..., n’j) IS N(/)j.
Si dim N(’)’ = 1, alors la cohomologie de N(/)’ est nulle en degré strictement plus grand

que 1 d’aprés le lemme 3.1.7. On déduit dans ce cas de la suite spectrale (11) des suites
exactes courtes de A-modules

0 — H'(N/,H"~ I(NO, V)) - H'(Np, V) — H”(NO, V) 10 (12)

pour tout entier n > 0. Le second morphisme non trivial est la restriction et lorsque
n = 1, le premier morphisme non trivial est 'inflation.

Action de Hecke. L’action par conjugaison de T+ sur Ny stabilise N(’) et N(’)/, et pour
tout + € T, on a une suite exacte courte scindée de groupes topologiques

1 — tNy ™' — tNot ™' — tNJt ™! — 1.
On veut exprimer I'action de Hecke de T+ sur H*(No, V) a partir de celle (définie par (8)
avec N au lieu de No) sur H* (N, V).

Lemme 3.2.1. Les A-modules H*(N!, V) munis de l’action naturelle de N(/)’ et de ’action
de Hecke de T sont des représentations lisses de TT x N”
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Démonstration. On montre d’abord le lemme en degré 0. Il suffit de vérifier que 'action
~ H ~,
naturelle de Nj et 'action de Hecke (notée -) de T sur VMo sont compatibles : pour

~ INY
toust € TT,n" e Nj,v e VN, on a

tH(n”~v) = Z n'tn” v
neNj /1Nyt
= (tn"t7h. Z " tH" @t ™Y ¢ -v)
n’eﬁ//tﬁ(’)ﬁl
= "t

la derniére égalité résultant du fait que tNO I est stable par conjugaison par tn”t~!. En
degré supérieur, on calcule les A-modules H® (N V) A lalde d’une résolution injective
V < I® dans la catégorie des représentations lisses de 77 x No sur A (v~01r le lemme 3.1.1
et [9, Proposition 2.1.11]) et on utilise le résultat en degré 0 avec (1), O

Les foncteurs H'(]V /', —) forment donc un S-foncteur universel de la catégorie des
représentations lisses de 7T x No dans la catégorie des représentations lisses de TT x N Y
On peut alors considérer 'action de Hecke de t € T (définie par (8) avec N N/ et H*(N/, V)
au lieu de Ny et V respectivement) sur les A-modules H'(]\~/6/, H*(N/, V)) pour tous
i,j € N, c’est la composée

H (NJ, H/ (N}, V)) — H ¢Njt= B ¢ Ny, v))
— H (Nt HJ(NO, V) — HI(NJ, B/ (N}, V)) (13)

ol le premier morphisme est induit par ’action de ¢ sur V, le second par la corestriction
de tNjt~! & N/ et le dernier est la corestriction de tNjt~! a NJ. En degré 0, le lemme
suivant montre que l'on retrouve l'action de Hecke de TT définie par (8).

Lemme 3.2.2. L’action de Hecke de t € T+ sur v définie par (8) coincide avec celle
sur (VNo)YNO' définie par (13) aveci = j = 0.

Démonstration. Soit € TT. Soient (n/j’)je[[l,l]] et (n;.)[e[[l,k]] des systémes de représentants

des classes a gauche ﬁ(’)’/tﬁé’t_l et ]V(’)/tﬁ(’)t_l respectivement. Le produit de ces
représentants induit une bijection

(N JeNgE ) x (N /eNgeY) —> NoJieNot™".

Montrons 'injectivité. Soient ji, jo» € [1,1] et iy, i» € [1,k]. Si n’/ n, € n’_n, tNot_1

J1 ]2 i2
alors Eln”etN”t’] In’ etN(’)t I tels que nﬂnl _”12"12” 'n’, puis n“nl1 (n. )
n"~ ln/ n'n’)y dou n’/ =n"/n"” d’une part, donc j; = jpetn” =1;et ni1 =n"" 1n/ n”n’ =

i y2)

n’ n’ d’autre part, donc i = i».
Montrons la surjectivité. Soit n € No Si n=n"n" avec n’ € N” et n' € NO, alors
3j e [[1,17, Im” etN” 1 tels que n” =n"/m”, puis Ji € [1, k], Elm etN/ ~1 tels que

J
m'"'n'm"~ l—nim ainsi n’'n’ = n;’n;mm donc n En’jfngtNot L
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En utilisant ces systémes de représentants, on voit que la corestriction de tﬁot_l a ]570
est la composée de celle de tN(’)t_1 a N et de celle de tNé’t_1 a Ny : pour tout v € v No,

on a
Z ne(t-v) = Z n- Z n' - (t-v).

neNy/tNot—! n”eﬁg/zﬁ(’)’t“ n/eﬁé/tﬁél_l
L’action de Hecke de ¢ sur VN0 définie par (8) coincide donc avec la composée
(VN(/))N(;/ N (VIN(/)Z_I)IN(/)/I_I — (VN(/))INé/I_l N (VN(/))N(/)/
ol le premier morphisme est induit par 'action de ¢ sur V, le second par la corestriction
de tN(/)t’1 a N/ et le dernier est la corestriction de tN(’)’f1 a N ; c’est-a-dire avec I’action
de ¢ sur (V¥0)No définie par (13) avec i = j = 0. O
En degré supérieur, la proposition suivante montre que la suite spectrale (11) est

compatible avec les actions de Hecke de T définies sur HIT/(Np, V) par (8) et sur
H/ (N, H/ (N}, V)) par (13).

Proposition 3.2.3. La suite spectrale (11) est définie dans la catégorie des représentations
lisses de TT sur A.

Démonstration. On note Mod(A) la catégorie des modules sur A et Rep(—) les catégories
de représentations lisses sur A. On note F et G (resp. F' et G', F” et G”) les foncteurs des
No-invariants (resp. ﬁé—invariants, ﬁé/ -invariants) et O les différents foncteurs d’oubli. On
précise cela dans le diagramme de catégories et de foncteurs suivant.

g

]:

Rep(T+ x Noy) & Rep(No) Mod(A) <5 Rep(T'*)

X‘ y
Rep(N))
g/ g//
o]

Rep(T™ x ﬁé’)

Ce diagramme est commutatif : le lemme 3.2.2 montre que G = G”" oG’ et les autres
relations sont immédiates. Les foncteurs d’oubli sont exacts et préservent les injectifs (voir
le lemme 3.1.1 et [9, Proposition 2.1.11]). Ainsi, pour tout n € N, on a des isomorphismes
de foncteurs

R'FoO=ZR"FoO)=ZR"(0Oo0G) = OoR"G

avec R® les foncteurs dérivés a droite. De méme pour F, G’ et 7”7, G”. On en déduit, pour
tous i, j € N, des isomorphismes de foncteurs

RIF'oRIFoO®=0OcR G oR/(G.
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Par ailleurs, si I est un objet injectif de Rep(T " x ﬁo), alors pour tout entier n > 0 on a
OR"G"(G'(I))) =R"F'(F(O)) =0

car F' préserve les injectifs (c’est I'adjoint & droite du foncteur exact d’inflation). Ainsi
G’ envoie les injectifs sur des G”-acycliques. On en déduit I'existence d’une suite spectrale
de Grothendieck

R'G'R/G (V) = RTIG(V)
et les isomorphismes de foncteurs précédents montrent que 'image de cette suite spectrale

par O est précisément la suite spectrale de Grothendieck associée aux foncteurs F, F’ et
F”, c’est-a-dire la suite spectrale (11). O

3.3. Calculs sur le gradué de la filtration
Soient U une représentation lisse de T (F) sur A et w € W. On suppose que Ny est donné
par le lemme A.6 avec ¢ suffissamment grand pour que p¢ soit nul dans A. On note

Vo ¥ 2Ny, (F), U)

la représentation lisse de B(F) sur A définie par lisomorphisme (2). Dans cette
sous-section, on calcule la cohomologie de Ny a valeurs dans V,, et l'action de Hecke
de T7 sur les A-modules H*(Ng, Vy,).

Simplification préliminaire. On fixe un élément ¢ € ST comme dans le lemme 3.1.3
(en procédant comme dans la preuve du lemme, un tel élément peut étre choisi dans ST
d’aprés la remarque 3.1.4). Pour tout k € N, on pose

def _ def
Ny = Nu(F)N (s Nog®) et Vi = {f € Vi | supp(f) C Ny i}

Par définition de ¢, on a Ny (F) = Uk>0 ¢ KNy.ock, dott
Vi = | Vus (14)
k=0

On déduit de lisomorphisme (A.4) que Nygw(F)Ny(F) = Ny, donc d’aprés la
proposition A.7, on a No = (Nyyuw(F) N No) Ny 0, d’ott

BT (F)WwNy = B~ (F)WwNy . (15)
On remarque enfin que 'on a un isomorphisme N,, g-équivariant
Vw,O = Coo(Nw,O’ U) (16)

ot Ny o agit sur C*°(Ny 0, U) par translation a droite. Le sous-A-module Vy, o de V,, est
stable par Nog et TT : I’égalité (15) montre que Vo est stable par Ny, tandis que la
description de l'action de T (F) sur V,, donnée aprés I'isomorphisme (2) montre que Vy, 0
est stable par TT. C’est donc une représentation lisse de T+ x Ng sur A, et de méme
pour le A-module quotient Vy,/Vy, 0.
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Lemme 3.3.1. On a des suites exactes courtes de représentations lisses de T+ sur A
0 — H*(No, Vi,0) = H*(No, Vi) — H*(No, Vi/Viy0) — 0
et laction de Hecke de ¢ sur H*(No, Vi / Vi.0) est localement nilpotente.

Démonstration. On a une suite exacte courte de représentations lisses de Ng sur A
0— Vyo— Vi — Vi/Vuwo— 0

qui est scindée : la multiplication par la fonction caractéristique de Ny, ¢ sur Ny, (F) induit
une rétraction A-linéaire V,, — Vy, 0 et ’égalité (15) montre qu’elle est Nop-équivariante.
En prenant la cohomologie de Ny & valeurs dans cette suite exacte, on obtient donc des
suites exactes courtes de représentations lisses de 71 sur A

0 — H*(No, Viy,0) = H*(No, V) — H*(No, Viy/ Viy,0) — 0.

Pour tout entier k > 0, I'image de Vi sous l'action de ¢ est incluse dans Vi r—1.
En utilisant 1’égalité (14), on en déduit que Paction de ¢ sur V,,/Vy o est localement
nilpotente. Soient n € N et ¢ : Nj — V,,/Vy 0 une cochaine. Comme ¢ est localement
constante et Ny est compact, im(¢) C Vy/Vy o est fini donc annulé par une puissance
suffisamment grande de ¢. On en déduit que la classe de ¢ dans H"(Ng, Vy/ Vi 0) est
annulée par I'action de Hecke de cette méme puissance de ¢. Ainsi I’action de Hecke de
¢ sur H"(No, Viy/ Vi.0) est localement nilpotente. O

Calculs par récurrence. On fixe une décomposition réduite sy ...s1 de w. Soit
k € [0, £(w)]. A travers la décomposition radicielle (A.3) de Lie(N), le sous-groupe Ny,
(défini par (1) avec s . .. s; au lieu de w) de N correspond au sous-ensemble de ®* suivant

deéf

O = {aedT |s...s1(x) € TY

Sk---S1
au sens oil son algébre de Lie est la somme directe des sous-espaces propres des poids
appartenant a CD;ZMSI. On suppose k < £(w) et soit o € A tel que sg4+1 = 5. On déduit

de [11, Partie II, § 1.5] que
of o =0f o Hfsi.osi(@).

Sk...S1 Sk+1---8

Ainsi Ny, .5 est un sous-groupe fermé de Ny, 5, de codimension 1, il est donc distingué
dans Ny, 5, d’aprés 7, Chapitre IV, §4, Corollaire 1.9]. En utilisant I'isomorphisme (A.4),
on voit que le quotient
déf
Ns/;i...s. = NVsg...51 /N5k+1---51

s’identifie au sous-groupe radiciel de N correspondant & la racine sp...sp(e). On a

: e N7/ "
donc un produit semi-direct Ny, 5, = NSk'__S] X Nyi1.s1- On note Ny g 0 et Nsk...sl,O les

intersections respectives de Ny, s (F) et Ny  (F) avec No. Ce sont des sous-groupes
ouverts compacts standards de Ny 5 (F) et Ny o (F) respectivement stables sous
laction par conjugaison de T7. En utilisant la proposition A.7, on voit que ’on a une

suite exacte courte scindée de groupes topologiques

1— N

1"
Sk+1---51,0 - j\lsk---xlaO — N k--51,0 - L (17)

S,
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En utilisant la proposition 3.2.3 avec ce dévissage, on voit que I'on a une suite spectrale
de représentations lisses de T sur A

Hl( ;;msl,()s H/ (Nsk_,_]...sl,()v Vw,O)) = Hl+] (Nsk...s1,09 Vw,())- (18>
Lemme 3.3.2. Soient ke [0,¢w)] e neN. Si n>[F:Q,l (&(w)—k), alors
H" (Nsk...sl,Oa Vw,O) =0.
Démonstration. On suppose n > [F :Q,] - ({(w) —k) et on procéde par récurrence
décroissante sur k. On suppose k = £(w), donc n > 0. En utilisant le lemme 2.2.1, on
déduit de I'isomorphisme (16) que V0 est Ny o-acyclique, donc H*(Ny, 0, Viy.0) = 0.

On suppose k < £(w) et le lemme vrai pour k+ 1. Soient i, j € N tels que i + j = n.
Sii>[F:Qpl, alors H' (N;I’CMSI’O, H/ (Nsgi1..51,0o Vw,0)) = 0 d’aprés le lemme 3.1.7. Sinon
J>[F:Qp] (¢(w) —(k+1)), donc Hj(Nskasl,o, Vw.0) = 0 par hypothése de récurrence.
Dans les deux cas, on en conclut que

H' (N H/ (Ng,.,.51.00 Vin0)) = 0.

Sk...51,0°

En utilisant la suite spectrale (18), on en déduit que H"(Ny,. .0, Viw,0) = 0. Donc le
lemme est vrai pour k. O

On note U" la représentation lisse de T'(F) sur A dont le A-module sous-jacent est U et
sur lequel ¢ € T(F) agit a travers wtw~!. Pour tout k € [0, £(w)]], on définit un caractére

algébrique de T en posant
deéf
2% ¥
aedy  — P

Lemme 3.3.3. Soient k € [0, £(w)]] et n € N. On suppose ou bien A =kg et U de
dimension 1, ou bien n < 1. Si n=[F:Q,]-(((w) —k), alors on a un isomorphisme
T -équivariant

H" (Ng,...,.0- Vi.0) Z U ® (0" o).

Si de plus k > 0, alors ’action naturelle de Ns{;qmn o sur H'(Ng,..s5;,0, Vw,0) est triviale.

Démonstration. On suppose n =[F : Q,]- ({(w) —k) et on procéde par récurrence

décroissante sur k. On suppose k = £(w), donc n = 0. L’évaluation en 1 € Ny, (F) induit
un isomorphisme A-linéaire Vu])v’(‘;‘o — U. On calcule Paction de Hecke (notée H) de T

Nuo « . . N,
sur V '6‘0 3 travers cet isomorphisme : pour toust € TT, f € Vo '6’0, on a

o= Y mH)
ner,O/th,ot—‘

= > (wrw ™ - £ nr)

ne[\’w,()/le’ol‘_l
Gbrw™hy - £(D),

la derniére égalité résultant du fait que t~nt e Ny 0 si et seulement sin € th,ofl. On

. . , . . Ny.o . . . . .
a donc un isomorphisme T T-équivariant Voo = UY quiest bien celui de 'énoncé car
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o¢w) = 0. De plus, on voit grace a I'isomorphisme (2) et Pégalité (15) que Vﬁ'g‘o = Vujx‘(’)

w,0

et on en déduit que si £(w) > 0, alors 'action de N” 5.0 SUr VwN0 est triviale.

Se(w)—1-
On suppose k < £(w) et le lemme vrai pour k+ 1. Soient i, j € N tels que i+ j =
n. Sii>[F:Qpl, alors H(NJ H/(Ny. 5,0, Vw,0)) =0 d’apres le lemme 3.1.7.
Sij>[F:Qp] (b(w)— (k+1)), alors Hj(Nskaxl,o, Vw.o) =0 d’aprés le lemme 3.3.2.
En utilisant la suite spectrale (18), on en déduit un isomorphisme 7 T-équivariant
H" (Ny,...51,00 Vi,0) ZH (N, 00 B (Nyyy.51.0, Vi0))

Sk ...51,0°

avec i =[F:Qp] et j=[F:Qp] - ({(w)—(k+1)). Dans ce cas, par hypothése de
récurrence (si n < 1, alors j < 1), on a un isomorphisme T T-équivariant

H (N, 151,00 Vo) S U ® (0 Mo aer)

et N;//(...sl,O agit trivialement sur H/ (Ns11..51,0» Vw,0)- En utilisant la proposition 3.1.8, on
en déduit un isomorphisme T t-équivariant

H"(Ng,...51.05 Vio0) S U @ (0 0 (o1 + @)

avec « le caractére de la représentation adjointe de T sur Lie(Ny ). On conclut en
utilisant le fait que og41 +a = ak.

Si k > 0, alors il reste & montrer que NS’L]_”SI’O agit trivialement sur H* (N, 5,0, Vi,0)-
Dans ce cas, on utilise I’hypothése de I’énoncé : ou bien A = kg et U est de dimension 1,
auquel cas H"(Ny, s, .0, Vw,0) est un kg-espace vectoriel de dimension 1, donc l’action
lisse du groupe pro-p Ns///(_1...S|,0 est triviale, ou bien n < 1. On suppose n =1 (le cas
n =0 ayant déja été traité), donc F = Q) et k = £(w) — 1. En utilisant le lemme 3.3.2
et la suite exacte (12) avec n =1 et le dévissage (17), on voit que l'inflation induit un
isomorphisme A-linéaire

Ny ~
HI(N// Vw’oqo) — Hl (Nsk...Sl,Ov Vw,O)-

Sk...sl,()’

On note [—]: Ny 5,0 NY’L“ o et [=]:Lie(Ny..s5;.0) — Lie(Ns’imS1 o) les applications
quotients, de sorte que log([n]) = [log(n)] pour tout n € Ny, s 0. Soient ¢ : Né//cvl 0~

N, . . e
Vw”(‘)"o un cocycle, donc un morphisme de groupes continu (car N S/]/{ .sy.0 agit trivialement
N, ~ . . .
sur V,, 16‘0), et ¢ : Ny 5.0 = Vo le cocycle obtenu par inflation. Soient n” € NS’; Ls1.0
et n € Ny, 5.0. Alors

(I’l”(i))(l’l) — n// . qg(n//—lnn//) — n// . ¢([n//—1nn//]) — ¢([n//—1nn//])7

la derniére égalité résultant du fait que im¢ C Vul)v 8‘0 =y

0> PUis

¢(In""'nn"]) = (¢ o exp)(logln"~'nn"]) = (¢ o exp)([log(n"~'nn"))).

Comme N/ est abélien, exp est aussi un morphisme de groupes continu, donc ¢ o exp
. skA...sl,O
est Zp-linéaire. Or Ny étant donné par le lemme A.6, on a

n—1

log(n”~'nn") =logn (mod p°)
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d’ot1, par Zp-linéarité et puisque p¢ = 0 dans A par hypothése, ’égalité
¢([n""'nn"]) = (¢ o exp)([logn]) = $([n)).

Ainsi n”¢ = ¢ et Paction de N;]’HWSI o sur H'(Ny,..5,.0, Viw,0) est triviale. Donc le lemme

est vrai pour k. O

Lemme 3.3.4. Soient k € [0, £(w)]] et n € N. On suppose ou bien A=kg et U de
dimension 1, ou bien n < 1. Si n < [F : Qp]- (((w) —k), alors laction de Hecke de ¢
sur H"(Ng,..5,,0, Vw,0) est nilpotente.

Démonstration. On suppose n < [F :Q,] - ({(w) —k) et on procéde par récurrence
décroissante sur k. Pour k = €(w), il n’y a rien & vérifier. On suppose k < £(w) et le
lemme vrai pour k+ 1.

Soient i, j e Ntelsque i+ j=n.5ij < [F:Qp]- (¢(w)— (k+ 1)), alors I'action Hecke
de ¢ sur Hj(Nsk+]...S|,07 Vw.0) est nilpotente par hypothése de récurrence (si n < 1,
alors j <1). Si j > [F:Qp]-(¢(w)— (k+1)), alors Hj(NSH,“_S,,o, Vw.o) =0 d’apres le
lemme 3.3.2. Dans les deux cas, on en conclut que l'action de Hecke de ¢ sur
Hi(Ns/,i...sl,O’ Hj(NskH.‘.xl,o, Vw,0)) est nilpotente. On suppose j =[F :Q,]- (€(w)— (k+
1)), donc i < [F : Q,].

Comme Resr/q, Ny, est unipotent et commutatif, il est isomorphe au produit direct
de [F : Q,] copies du groupe additif sur Q,, :

RE:SF/Q[J N/ Eﬁ] X~~Xﬁ[F:QP]. (19)

Sk...S1

En utilisant la remarque 3.1.4, on voit que cette décomposition est stable sous ’action
par conjugaison de S. Pour tout / € [1, [F : Q,]]l, on note N; o l'intersection de N;(Q,)
avec Ny et on pose
déf ~ ~ = deéf |
Mo = Niox--xNio et VZEH Ny, 5.0 Viwo)-
Soit I € [[1,[F : Qplll. On montre que si i </, alors l'action de Hecke de ¢ sur
H'(I1;,0, V) définie dans la remarque 3.1.6 est nilpotente. On suppose i =0 et [ > 0.

~ H
L’action de I o sur V étant triviale d’aprés le lemme 3.3.3, action de Hecke (notée )
de ¢ sur v € V0 est donnée par

¢"v = (Mo : 6Tos (s -v) = ()], (s )

avec & le caractére de la représentation adjointe de 7 sur Lie(Ng ;). Comme A est
artinien et val,(a(g)) > O par définition, cette action est nilpotente.

On proceéde par récurrence sur /. Le cas i =0 (en particulier lorsque [ = 1) a déja été
traité. On suppose donc 0 < i < [ et le résultat vrai pour [ — 1. En utilisant la suite exacte
(12) et la remarque 3.1.6, on voit que la décomposition (19) induit une suite exacte courte
de représentations lisses de ST sur A

0 — H'(Nj.o0, H='(T1,_1,0, V) — H (I} 0. V) — H (I_10. V)0 = 0.

D’un coté i — 1 <[ —1, donc par hypothése de récurrence ’action de Hecke de ¢ sur
Hi_l(l'll_l,o, V) est nilpotente, donc sur HI(NI,O,H"_I(HI_LO, V)) aussi. De lautre,
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I’action de ﬁl,o sur H' (IT;_1,0, ‘7) est triviale (car ﬁl,o centralise ITj_1 o et agit trivialement
sur V d’apres le lemme 3.3.3), donc (comme dans le cas i = 0) 'action de Hecke de ¢ sur
Hi(l"[l,],o, V)NLO est nilpotente. On en conclut que I'action de Hecke de ¢ sur Hi(l'[l,o, V)
est nilpotente. Donc le résultat est vrai pour /.

En particulier, avec I =[F :Qp], on a montré que l'action de Hecke de ¢ sur
Hi(Ns/,i...sl,O’ Hj(NskH_,s],O, Vw.0)) est nilpotente. En utilisant la suite spectrale (18), on
en déduit que I'action de Hecke de ¢ sur H*(Ny, . 5,0, Vw,0) est nilpotente. Donc le lemme
est vrai pour k. O

4. Parties ordinaires dérivées d’une induite

Nous rappelons la construction et les propriétés du dé-foncteur H*Ordp(ry. Puis, nous
calculons les foncteurs H*Ordp(r) sur certaines représentations induites de G(F) sur A.
Enfin, nous menons les calculs analogues pour les induites paraboliques d’un caractére.

4.1. Le é-foncteur H*Ordp(r)

On rappelle la construction du §-foncteur H*Ordp(r) ainsi que ses propriétés en suivant
[9, §3]. En particulier, on rappelle les résultats dérivés de la relation d’adjonction entre

G(F)
B~ (F) et OrdB(F).

les foncteurs Ind
Construction. Soit Ny un sous-groupe ouvert compact standard de N(F) compatible
avec la décomposition radicielle. Si V' est une représentation lisse de B(F) sur A, alors on
définit des représentations lisses de T (F) sur A, que 'on appellera les parties ordinaires

dérivées de V, en faisant agir T (F) par translation & droite sur le A-module

. def .
H*Ordg(r) (V) = Homy 7+ (AT (F)1, H*(No, V)7 (F)-fin

ot I'indice 7(F)-fin désigne les éléments qui engendrent un sous-A-module de type fini
sous 'action de T'(F). Les foncteurs H*Ordp(r) ainsi définis ne dépendent ni du choix
de T ni du choix de Ny. Ils sont nuls en degré strictement plus grand que d et forment
un §-foncteur de la catégorie des représentations lisses localement admissibles de G(F)
sur A dans la catégorie des représentations lisses localement admissibles de T'(F) sur A.

On rappelle le résultat suivant (voir [9, Lemme 3.2.1]) qui montre que le
foncteur Hompr+1(A[T (F)], =) 7(F)-fin st une localisation lorsqu’on le restreint a une
sous-catégorie particuliére.

Lemme 4.1.1. Soit X la sous-catégorie pleine des représentations lisses de T sur A qui
sont réunion de sous-A-modules de type fini T -invariants. Alors pour tout X € X, on a
un isomorphisme naturel T (F)-équivariant

Homr+1(A[T (F)], X)1(F)-fin = AT (F)] ®417+) X.

En particulier, ce foncteur est exact sur X et si laction de t € TT sur X € X est
localement nilpotente, alors Hom 7+ (A[T (F)], X)7(F)-fin = 0.
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Remarque 4.1.2. La sous-catégorie X est stable par passage aux sous-objets (car A est
noethérien) et aux objets quotients.

Adjonction dérivée. Soient U et V des représentations lisses localement admissibles
de T(F) et G(F) respectivement sur A. On déduit de [8, Théoréme 4.4.6] que le foncteur
Ordp(r) induit un isomorphisme
G(F ~
Homg (r) (IndBE(I)*") U, V) = Homyr)(U, Ordp(r) V).

Comme Ordp(r) envoie les injectifs de la catégorie des représentations lisses localement
admissibles de G(F) sur A sur des injectifs de la catégorie des représentations lisses
localement admissibles de T(F) sur A (puisque c’est 'adjoint a droite du foncteur exact

Indggzl)p))7 on a une suite spectrale de Grothendieck de A-modules
i i i+ G(F)
Exty () (U, R7Ordpr) V) = Extg ) (Indg~ ) U, V) (20)

oit R*Ordp(ry désigne les foncteurs dérivés a droite du foncteur Ordp(ry dans la catégorie
des représentations lisses localement admissibles de G(F) sur A. Comme ces derniers
forment un §-foncteur universel qui coincide avec H®Ordp(ry en degré 0, on a un
morphisme de §-foncteurs

R*Ordpry — H*Ordp(r) (21)
qui est un isomorphisme en degré 0, donc une injection en degré 1
R]OrdB(p) —> H]OrdB(p). (22)

De plus, on a la conjecture suivante (voir [9, Conjecture 3.7.2]) qui est démontrée pour
GL; dans [10].

Conjecture 4.1.3 (Emerton). Le morphisme (21) est un isomorphisme.

Les termes de bas degré de la suite spectrale (20) donnent une suite exacte de
A-modules

G(F)

0 — Extr(g (U, Ordp(r) V) = Extgp) (Ind3" )

U, V) — Homyr) (U, RlOde(F) V)

— EX7(5 (U, Ordp(ry V) = Extg ) (Indy ") U, V).

En utilisant 'injection (22), on obtient donc une suite exacte de A-modules

0 = Exty ) (U.Ordp(r) V) = Extgy ) (Ind§ ") U, V) — Homy () (UH'Ordp(r) V). (23)

Le premier morphisme non trivial de cette suite exacte est induit par le foncteur Indgff;_)

et le second est induit par le morphisme connectant en degré 0 du §-foncteur H*Ordp(r).

4.2. Calculs de parties ordinaires dérivées

On montre que la filtration de Bruhat d’une représentation induite de G(F) sur A induit
une filtration de ses parties ordinaires dérivées. On en déduit 'expression du §-foncteur
H*Ordp(fF) sur Indgflz}) U en degré 1 pour toute représentation lisse localement admissible
U de T(F) sur A et en degré quelconque lorsque U est un caractére et A = k.

https://doi.org/10.1017/51474748014000243 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748014000243

252 J. Hauseux

Filtration et calcul sur le gradué.

Lemme 4.2.1. Soit U une représentation lisse localement admissible de T (F) sur A. Pour
tout r € [0, d]l, les suites exactes (4) sont dans la catégorie X du lemme 4.1.1.

Démonstration. Soit r € [0,d]l. Les morphismes des suites exactes (3) sont
B(F)-équivariants, donc ceux des suites exactes (4) sont TT-équivariants pour I’action
de Hecke. Comme U est localement admissible, il en est de méme pour Indggz),,) U, donc
les A-modules H®(Ng, Indgggp) U) sont dans X d’aprés [9, Théoréme 3.4.7]. En passant
aux sous-objets puis aux objets quotients (voir la remarque 4.1.2), on en déduit que les
suites exactes (4) sont également dans X. O

En utilisant les lemmes 4.1.1 et 4.2.1, on voit que si U est une représentation lisse
localement admissible de T'(F) sur A, alors pour tout r € [0, d]], on a des suites exactes
courtes de représentations lisses localement admissibles de T (F) sur A

0 — H*Ordp(ry(I,_1) — H*Ordp(r)(I,) — EB H*Ordp(r)(CZ°(Ny(F), U)) —0. (24)
L(w)=r

On rappelle que si U est une représentation lisse de T (F) sur A, alors pour tout w € W,
on note UY (ou simplement U¥ lorsque w = s4 avec a € A) la représentation de T (F)
dont le A-module sous-jacent est U et sur lequel t € T(F) agit & travers wtw~'. Lorsque
U est un caractére x, on note w(x) = x¥ . On note enfin «,, le caractére algébrique de
la représentation adjointe de T sur detr Lie(Nyqw)-

Théoréme 4.2.2. Soient U une représentation lisse localement admissible de T (F) sur A,
w e W etneN. On suppose ou bien A = kg et U de dimension 1, ou bienn < 1. On a
alors un isomorphisme T (F)-équivariant

U “loay, in=[F: e(w),
H' Ordgr (CE Ny (F), Uy = | 0 2@ ocw) sin =1 Gl -t

sinon.

Démonstration. On reprend les notations de la sous-section 3.3. En utilisant les
lemmes 3.3.1 et 4.2.1 et la remarque 4.1.2, on voit que l'on a une suite exacte courte
dans la catégorie X du lemme 4.1.1

0 — H"(No, Viy,0) = H"(No, Vi) = H"(No, Viy/ Viy.0) = 0

et laction de Hecke de ¢ sur H"(No, Vi/Vwo) est localement nilpotente. En
appliquant le foncteur Hom;7+1(A[T (F)], =) 7(F)-fin, on obtient donc un isomorphisme
T (F)-équivariant

H"Ordp(r) (Vi) = Homy 7+ (A[T (F)], H" (No, Vi,0)) T (F)-fin-

Sin = [F : Qp]-£(w), alors on a un isomorphisme 7 t-équivariant H" (No, Vy,0) = U" @
(w ' oap) d’aprés le lemme 3.3.3 avec k =0, d’oit (en remarquant que o, = ag), un
isomorphisme T (F)-équivariant

Hom 4;7+1(A[T (F)], H" (No, Vi,0) 7(F)-in = U" ® (0 Y oay).
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Sin #[F :Qp]- £(w), alors ou bien n < £(w), donc I'action de Hecke de ¢ est nilpotente
sur H" (Ng, Viy,0) d’apreés le lemme 3.3.4 avec k = 0, ou bien n > €(w), donc H* (No, Vi 0) =
0 d’aprés le lemme 3.3.2 avec k = 0. Dans les deux cas, on en déduit que

Hom 4;7+(A[T (F)], H" (No, Viw,0) 7(F)-fin = 0. O

Remarque 4.2.3. Le théoréme est en fait vrai en toute généralité (nous le démontrerons
dans un prochain article). Cependant, 'argument qui montre que I'action est triviale dans
I'itération de la récurrence du lemme 3.3.3 ne se généralise pas. Cela ne nous limitera pas
dans les applications.

Calcul sur une induite. On commence par calculer le -foncteur H*Ordp(r) en degré 1
sur une induite localement admissible.

Corollaire 4.2.4. Soit U une représentation lisse localement admissible de T (F) sur A.

(i) Si F =Qp, alors on a un isomorphisme naturel T(Q))-équivariant

1 G(Qp) ~ -1
H'Ordp(,) (Ind;— g | U) = Prrew ' ow.
aEA

(ii) Si F # Q,, alors H'Ordp(r) (Indgif;) U) =0.
Démonstration. En utilisant les suites exactes (24) pour tout r € [[0,d] et le
théoréme 4.2.2 avec n =1 (en remarquant que oy, = & pour tout o € A), on obtient
directement les isomorphismes des points (i) et (ii). On montre la naturalité du premier
en rappelant les différentes étapes de sa construction. La filtration de Bruhat (1,),cf—1.47
de Indggf;) U est fonctorielle en U, tout comme l'isomorphisme B(F)-équivariant
I/ = P CEWNw(F). V)
L(w)=r

pour tout r € [[0,d]. Ainsi, les suites exactes (24) sont fonctorielles en U pour tout
r € [0, d]l. On suppose F = Q,. En tenant compte des cas d’annulation du théoréme 4.2.2
avec n = 1, on en déduit un isomorphisme naturel 7 (Q)-équivariant
1 G(@Qp) ~ 1
H'Ordp(q,) (Ind ;- G U) = @ H'Ordp(q,) (C° (N, (F). U)).

aeA

Soit o € A. Avec les notations de la sous-section 3.3, I'inclusion V, ¢ C V;, est fonctorielle

en U. En utilisant le lemme 3.3.1 avec w = s, et le lemme 4.1.1, on voit qu’elle induit un
isomorphisme naturel 7 (Q)-équivariant

H'Ordpg,)(Vs,) <— AIT1®ar7+1H' (No, Vs, 0).

Enfin, en notant Ny le sous-groupe radiciel de N correspondant & o et Ny ¢ I'intersection
de N, (Qp) avec Ny, on a des isomorphismes naturels T*-équivariants
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~ Nva,

H'(No, Vi,.0) <— H'(Nego, V)
— H' (N, U%)
AN U“@(a)fl ow).

Le premier est I'inflation, le second est induit par ’évaluation en 1 € Ny, (Q,) et le dernier
est I'isomorphisme de la proposition 3.1.8. O

Définition 4.2.5. Un « twisting element»? de G est un caractére algébrique 6 de T tel
que (0, aY) =1 pour tout o € A.

Remarque 4.2.6. Lorsque le groupe dérivé de G est simplement connexe, la somme des
poids fondamentaux relatifs & A est un « twisting element» bien défini & un caractére
algébrique de G prés.

On calcule & présent le §-foncteur H*Ordp(r) en degré quelconque sur l'induite d’un
caractére lorsque G admet un « twisting element» que ’on note 6.

Corollaire 4.2.7. Soient x : T(F) — A* un caractere lisse et n € N. On suppose A = kg
oun < 1. On a alors un isomorphisme T (F)-équivariant
G(F — ~ —
H'Ordp(ry (Indg ) x - (@ o)) = €D w0 (@ 'oh).
[F:Qp-L(w)=n
Démonstration. En utilisant les suites exactes (24) pour tout r € [0,d] et le
théoréme 4.2.2 avec U = x - (o~ ! 00), on obtient un isomorphisme 7 (F)-équivariant

H"Ordpr) (Indgi’f}) @ 'en)= P @ et ®w  oay)
[F:@p]'l(w):n
et pour tout w € W, on a par définition
X (@ 00" @@ o) =w () (@ o (w1 (O) +aw)).

En faisant le changement de variable w > w™! dans la somme directe (possible car
L(w) = Z(w_l)), on voit qu’il suffit de montrer que w='(0) 4+ oy, = 6 pour tout w € W.

Soit p = %Z%(w a la demi-somme des racines positives (qui n’est pas un caractére
algébrique de T en général). Pour tout w € W, on a

wil(p)—i—aw: % Z a—% Z o |+ Z o=p.

aedt aedt aedt
w(a)edt w(a)¢d+ w(a)¢d+

D’apreés [11, Partie IT, § 1.5], on a (o, «¥) = 1, donc (6 — p, a”) = 0 pour tout & € A. On
en déduit que 6 — p est invariant sous l'action de W, d’ou

wl@ tay=w @ -+ P tan) =@ —p)+p =0
pour tout w € W. O

2Terminologie d’aprés [1].
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4.3. Variante pour les induites paraboliques

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et L C P le sous-groupe de Levi
standard. On reprend les notations de la sous-section 2.3. On calcule le §-foncteur
H*Ordp(rF) sur les induites paraboliques d'un caractere.

Calculs en degré quelconque. Soient n: F* — A* un caractére lisse et dét un
caractére algébrique de G. Le lemme 4.2.1 et sa démonstration sont vrais tels quels
avec P, L et nodét au lieu de B~, T et U, et les suites exactes (5) et (6) au lieu de
(3) et (4). En utilisant le lemme 4.1.1, on voit que pour tout r € [0, d]l, on a des suites
exactes courtes de représentations lisses de T'(F) sur A

0 — H*Ordp(r) (17 ) = H*Ordp(r) (IF) > @) H*Ordp(r)(CZ (N, (F). o dét)) —0.
L(wp)=r
(25)
Soit n € N. On suppose A = kg oun < 1. En utilisant les suites exactes (25) pour tout r €
[[0, d] et le théoréme 4.2.2 avec U = 1 o dét, on obtient un isomorphisme T (F)-équivariant

H"Ord p(r) (Indgﬁf;) nodét) = P modét)- (@ o). (26)
[F:Q, 1-£(p)=n

Calculs en degrés 0 et 1. On suppose P # B et on fixe un caractére algébrique de G
noté dét.

Corollaire 4.3.1. Soit n: F* — A* un caractére lisse. Alors
Ordp ) (Indp ). n o dét) = 0.

Démonstration. Soit Wp € Wp. Par définition de Wp, on a £(ip) > L(wr o) avec égalité
si et seulement si Wp = wyr 9. Comme P # B, on a wr o # 1 donc £(wp) > 0, ot [F :
Qpl-£(wp) > 0. On en déduit que la somme directe de I'isomorphisme (26) avec n =0
est nulle. O

Pour tout @ € A, on note P, le sous-groupe parabolique standard de G correspondant.

Corollaire 4.3.2. Soit n: F* — A* un caractére lisse. Alors

1 G(F) .
H' Ordp(F) (IndP*(F) n odet) =0

sauf si F=Q, e P=P, avec a €A, auquel cas on a un isomorphisme
T(Qp)-équivariant
1 G(Qp) i A~ . —1
H OrdB(@p)(IndPa,((ap) nodét) = (nodét)- (0 'oa).

Démonstration. Soit wp € Wp. Si [F : Qpl-€(wp) =1, alors [F : Q,] = £(wp) = 1 donc
F=Q, et Wp =wp,0 =S5y avec @ € A, d’ott P = P,. On en déduit que Iisomorphisme
(26) avec n = 1 est non nul si et seulement si F = Q, et P = P, avec @ € A, auquel cas
on obtient bien I'isomorphisme de ’énoncé (en utilisant le fait que a;, = o). O
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5. Application aux extensions

Nous étudions les caractéres de T(F) et leurs extensions. Puis, nous calculons les
Ext! entre certaines induites de G(F) dans la catégorie des représentations continues
unitaires admissibles de G (F) sur E. Nos démonstrations prouvent également les résultats
analogues dans la catégorie des représentations lisses admissibles de G(F) sur kg. Enfin,
en supposant vraie la conjecture 4.1.3, nous calculons les Ext® entre certaines induites de
G (F) dans la catégorie des représentations lisses localement admissibles de G (F) sur k.

5.1. Caractéres de T(F) et extensions

On définit et on étudie des notions de généricité pour les caractéres de T (F). On détermine
ensuite les extensions entre ces derniers.

Caractéres génériques. Soit xy un caractére de T (F) & valeurs dans le groupe des
unités d’un anneau quelconque. Si w € W, alors on définit un caractére w(y) de T(F)
par w(x)(t) = x(w~'r) pour tout r € T(F).

Définition 5.1.1. On dit que x est :
— faiblement générique si so(x) # x pour tout @ € A ;
— fortement générique si w(x) # x pour tout w € W — {1}.

On étudie ces notions de généricité dans les lemmes ci-dessous. En particulier, on les
compare & [2, Définition 3.3.1].

Lemme 5.1.2. Soit o € ®T.

(i) Sisq(x) # x, alors xoa¥ # 1.
(ii) Sile centre de G est connexe, alors la réciproque est vraie.

Démonstration. Le lemme ne dépendant pas de B, on peut supposer @ € A. Si x oa” =1,
alors pour tout cocaractére algébrique A de T, on a

Sa(X)or = xosg(W) = xo(h— (o, ") = (xor)-(xoa) @ = y 0.

Comme les images des cocaractéres algébriques de T engendrent T (F), on en déduit le
point (i). Réciproquement, si s4(x) = x, alors pour tout cocaractére algébrique A de T,
on a

xo(=sa() = (xoh) (xosa()™ = (xoh) (su() oM™ =1.
Si le centre de G est connexe, alors avec A le copoids fondamental relatif & o on a
r—s4(A) =Y, d’ou le point (ii). O

Lemme 5.1.3. Soit @ € A. On suppose le centre de G conneze et so(x) # x. Alors pour
tout B € A, on a sq(x) = sg(x) si et seulement si o = fB.

Démonstration. Soit § € A. Pour tout cocaractére algébrique A de T, on a

(xoh)- (spsa(x)0R) ™" = x 0k —sasp(M) = x 0 ((h — 54 (M) + 52 (1 — 55 (1))
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Avec A le copoids fondamental relatif & a, on a A —s,(A) =" et si B # «, alors A —
sg(0) =0, d’otr
X0 ((A—s4(M) + 54X —s5p(1) = xoa" # 1

d’aprés le lemme 5.1.2 et on en déduit que sgsq(x) # X O

Extensions entre caractéres. On calcule les Ext® entre caractéres lisses de T'(F) dans
la catégorie des représentations lisses localement admissibles de T (F) sur kg en utilisant
une résolution injective. En degré 1, il revient au méme de calculer les Ext' dans la
catégorie des représentations lisses admissibles de T (F) sur kg en utilisant les extensions
de Yoneda (voir [8, Proposition 2.2.13]).

Proposition 5.1.4. Soit x : T(F) — k; un caractere lisse.

(i) Soit x': T(F) — kj un autre caractére lisse. Si x' # x, alors

EXt'T(F)(X/, x) =0.

(ii) Si F ne contient pas de racine primitive p-ieme de l'unité, alors
dimg, Exty o (6 %) = ([F : Q14 1) rg(G).

(iii) Si F contient une racine primitive p-iéme de l'unité, alors
dimy, Exty g (x. x) = ([F : Qp]+2)1g(G).

Démonstration. Le point (i) est une généralisation immédiate de [9, Lemme 4.3.10]. Pour
les points (ii) et (iii), on utilise les isomorphismes kg-linéaires suivants

Exty ) (X» X) = Extp gy (1, 1) = Hom&n (T (F), k)

avec 1 la représentation triviale de T (F) sur kg et HomcGOr‘I‘)t
continus. On a des isomorphismes de groupes topologiques

les morphismes de groupes

[F:Qp]

T(F) = (F)9 ot F*=Zx(Z/q7) x (Z/p"Z) x L,

avec g le cardinal du corps résiduel de F et r le plus grand entier naturel tel
que F contienne une racine primitive p’-iéme de l'unité. Les kg-espaces vectoriels
Homg’r‘l‘;(Z, kg) et Homg’r‘;t(Zp,kE) sont de dimension 1. La dimension du kg-espace
vectoriel Homg’r‘;(Z/p’Z, kg) est 1 sir > 0 et 0 sinon. Enfin, (Z/gZ)* est d’ordre premier

a p, donc HomCGOr‘[‘)t((Z/qZ)X, kg) = 0. On obtient ainsi les points (ii) et (iii). O

Remarque 5.1.5. Pour tout entier n > 1, on ne sait pas si 'application canonique
Exty (L 1) — H'(T(F), 1)
est un isomorphisme car T (F) n’est pas compact (voir [9, §2.2]).
On calcule les Ext! entre caractéres continus unitaires de T (F) dans la catégorie des

représentations continues unitaires admissibles de T'(F) sur E en utilisant les extensions
de Yoneda.
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Proposition 5.1.6. Soient x, x' : T(F) — Of C E* des caractéres continus unitaires.
Alors
Exty (g (x'» x) =0

sauf si x' = x, auquel cas

dim g Exty ) (0 %) = (F : @yl + D re(G).

Démonstration. Si x’ # y, alors il existe r € T(F) tel que x'(t) # x(r), donc pour toute
extension £ de x’ par x, I'endomorphisme ¢ de £ est diagonalisable (car son polynome
minimal est scindé a racines simples) et comme il commute avec T (F), on obtient ainsi
une section de I’extension £. Si x’ = x, alors la dimension se calcule comme dans la preuve
des points (ii) et (iii) de la proposition 5.1.4, sauf que cette fois Homg’r’f‘f(Z/p’Z, E)=0
quel que soit 'entier naturel r puisque E est sans torsion. O

5.2. Extensions entre induites

On détermine les extensions entre certaines induites de G(F). On calcule les Ext! dans la
catégorie des représentations continues unitaires admissibles de G(F) sur E en utilisant
les extensions de Yoneda. On démontre également les résultats analogues dans la catégorie
des représentations lisses admissibles de G(F) sur kg.

Résultats dans le cas F =Q,. On suppose F =Q, et on fait les hypothéses
suivantes® sur G : son centre est connexe et son groupe dérivé est simplement connexe.
On note 0 la somme des poids fondamentaux relatifs & A.

Théoréme 5.2.1. Soit x : T(Q,) — (’)E C E* un caractére continu unitaire.
(i) Six" :T(@Qp) — Of C E* est un autre caractére continu unitaire, alors

G(Qp) G(Qp)

1 —1 —1
EXtG(Qp)(IndB—(Qp) x - (e 0h), IndB*(Q,,) X - (e 09)) #0

st et seulement s1 x' = x ou x' = so(x) avec a € A.
(ii) Soit @ € A. Si sq(x) # x, alors

. G(Qp) - G@Qp) -
dimg Eth(Qp)(IndB*(([@p) sa(x) - (e 1 00), IndB*((&,,) x - (e 1 09)) =1.

iii) Si x est faiblement générique, alors le foncteur IndGEQ”) induit un isomorphisme
B=(Qp)
P
E-linéaire
ExtlT(Qp)(X (7o), X (¢! 09))

~ 1 G(Qp) —1 G(@Q)) 1
- ExtG(QP)(IndB,(ép) x- (e o@),IndB,(ép) x - (e o0)).

Remarque 5.2.2. On s’attend a ce que le point (iii) soit vrai sans 'hypothése de généricité.
De méme pour son analogue modulo p sauf lorsque p = 2, auquel cas on s’attend & ce

3Dans un prochain article, nous traiterons le cas général.
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que l'injection kg-linéaire induite par le foncteur Indg(_%’i)) ait un conoyau de dimension
P

card{a € A | 54(x) = x}.

Démonstration. Soient x, x':T(Q,) - A* des caractéres lisses. En utilisant le

corollaire 4.2.7 avec n = 1, la suite exacte (23) avec U = x'- (w0 ' of) et V = Indgf(%&) Y X
P
(@~ 1 00) devient une suite exacte de A-modules
0— EthT(QI,)(X/ (w100, X - (0 '06))
1 G(Qp) / -1 G(Qp) —1
— EXtG(Qp)(IndB—(@p) x (w " 00), IndB_(Qp) x - (w 06))
— P Homyz(g,)(x" (@' 00),5(x) - (@' 00)). (27)

BeA

On suppose A = kg et on prouve la version modulo p du théoréme. En utilisant la
proposition 5.1.4, on obtient les cas d’annulation du point (i) modulo p. Le premier cas
de non-annulation (x’ = x) se déduit encore de la proposition 5.1.4. On suppose x' # x
et on montre le second cas de non annulation (x' = s,(x) avec « € A). Dans ce cas, on
construit comme dans |2, § 3.4] une telle extension non scindée par induction parabolique
a partir de 'unique extension non scindée dans

1 GL2(Qp)
ExtGL2 @) (Ind B (@)

GL, (Q p)

-1
sa(X) - (@™ 00), Indg{(@p)

X (@' 00))

avec B, le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures et a la racine de GL;
négative par rapport a B, (voir [9, Proposition 4.3.15]), d’ou le point (i) modulo p.
Soit & € A. On suppose sq(x) # x, donc so(x) # sg(x) pour tout g € A —{a} d’aprés
le lemme 5.1.3. En utilisant la proposition 5.1.4, on voit que la suite exacte (27) avec
x" = s¢(x) donne une injection kg-linéaire

G(@Qp) — G(Qp) _
Extg(Qp)(IndB,(ép) sa(x) - (@ L 00), Indyy—6) ) X - (@ 106))

— Homr(q,) (s« (X) - (@' 00), 5a(x) - (@' 00)).

On en déduit que la dimension de la source est au plus 1. Comme elle est non nulle
d’apreés le point (i) modulo p, on en déduit que sa dimension est exactement 1, d’ou
le point (ii) modulo p. Enfin, si x est faiblement générique, alors sg(x) # x pour tout
B € A, donc la suite exacte (27) avec x’ = x donne un isomorphisme kg-linéaire

Extrg,) (X - @' 08), x - (@' 06))

G(Qp) G(Qp)

-~ 1 -1 -1
— EXtG(Qp)(IndB*(Qp) X (W™ 00), IndB*(Qp) x - (w 09)),

d’ou le point (iii) modulo p.

On prouve maintenant le théoréme. Soient x, x': T(Q,) — OF C E* des caractéres
continus unitaires. Pour k > 1 entier, les suites exactes (27) avec A = OE/wlifOE et
les réductions modulo wé‘ des caractéres x et x' forment un systéme projectif. En
passant a la limite projective puis en tensorisant par E sur Og, on obtient, en utilisant
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[8, Lemme 4.1.3], I'isomorphisme (B.1) et la proposition B.2, une suite exacte de
E-espaces vectoriels

0 — Extrg, (X' (67 00), x - (¢ 06))

G(Q)) / —1 G(Q) -1
by X € 00), Ind T8 (67 00))

— P Homr (g, (x' - (€7 00). 55(x) - (e 00)).
BeA

— Extg(q,, (Ind

On utilise la proposition 5.1.6 pour calculer les extensions entre caractéres continus
unitaires de T'(Qp) et on montre que si a € A et sq(x) # x, alors

1 G(@Qp)
ExtG(Qp) (Ind B (6p)

-1 G@p) -1
500+ (671 06). Ind () x - (671 06)) # 0
en construisant comme dans [2, §3.3] une telle extension non scindée par induction
parabolique a partir de I'unique extension non scindée dans

GL2(Qp) GLa@p)

1 —1 —1
EXtGLz(Qp)(IndB;(Q,,) Sq(x) - (g7 00), Inde’(Q,,) (e 9))

(ce E-espace vectoriel est de dimension 1 d’aprés [2, Proposition B.2]). Le reste de la
démonstration est identique a la version modulo p. O

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et dét un caractére algébrique de G.
On suppose P # B.

Proposition 5.2.3. Soient x : T(Qp) — Op C E* et n:Qy — Op C E* des caractéres
continus unitaires. Alors

1 G@Qp) G(Q,) Ay
ExtG(QP)(IndB,(ép) X IndP,((ép) nodét) =0

sauf si P = Py avec a € A et x = (nodét)- (e oa), auquel cas

G odét)- (67 oa), Ind® Y podet

. 1 _
dimg Ext(;(Qp) (IndB_(Qp) Pr @) ) =1.

Démonstration. Soient x : T(Q,) — A* et 7n: Q;‘ — A* des caractéres lisses. En

utilisant le corollaire 4.3.1, la suite exacte (23) avec U = x et V = Indg(,(%g)) yno dét donne
P

une injection A-linéaire

G(@Qp)
B=(@Qp)

G(Qp)

Xs IndP,(Qp)

. GQp) ,
Exté;(@p) (Ind nodét) < Homrq,)(x. HIOrdB(QP) (IndPE((%p) nodét)).

En utilisant le corollaire 4.3.2, on en déduit que

G(@Qp)
Bi(@p)

G@Qp)

Extb@p) (Ind e IndP*(Q,,) no dét) =0 (28)

sauf si P = Py avec @ € A, auquel cas on a une injection A-linéaire

G@Qp G(@Qp)

1
EXtG(Qp) (IndBi(Qp) Py (Qp)

x, Ind no dét) — Homr(q,)(x, (1 0dét) - (w o). (29)
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On suppose A = kg et on prouve la version modulo p de la proposition. On déduit de
(28) et (29) les cas d’annulation et on voit que si & € A, alors
G(Qp) dG(Qp)
Bi(QP) Po? (Qp
est de dimension au plus 1. On montre qu’il est non nul en construisant comme dans [2,
§3.4] une telle extension non scindée par induction parabolique & partir de 'unique
extension non scindée dans

Ext]G(Qp) (Ind (nodét) - (w o), In |no dét)

Extgn g, (Indy 0" (r0dét) - (@™ o). nodét)
avec B, le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures et a la racine de GL,
négative par rapport a B, (voir [9, Proposition 4.3.13]). Ainsi, la dimension est
exactement 1, d’ou la proposition modulo p.

On prouve maintenant la proposition. Soient yx : T(Q,) — Og CE* et n: Q; —
Op C E* des caractéres continus unitaires. Pour k > 1 entier, (28) et (29) avec A =
Ok /wb]fOE et les réductions modulo zzréf des caractéres xy et n forment des systémes
projectifs. On passe a la limite projective, puis on tensorise par E sur O comme dans
la preuve du théoréme 5.2.1. On montre que si @ € A, alors

| G(@p) G@p)
Extgg,) (Indg-(g,)( P (@)
en construisant comme dans [2, §3.3] une telle extension non scindée par induction
parabolique & partir de 'unique extension non scindée dans

GL2(Qp) P - .
Eth}Lg(QI,) (Inde_z(Qp’; (nodét)- (e o), no det)

nodét) - (¢ ' oa), Ind nodét) # 0

(on procéde comme dans la preuve de [2, Proposition B.2] pour montrer que ce E-espace
vectoriel est de dimension 1). Le reste de la démonstration est identique & la version
modulo p. O

Résultats dans le cas F # Q,. On suppose F # Q) et on ne fait aucune hypothése
sur G.

Théoréme 5.2.4. Soit x : T(F) — O C E* un caractére continu unitaire.

(i) Six": T(F)— Of C E* est un autre caractére continu unitaire, alors
1 G(F) ’ G(F)
ExtG(F)(IndB,(F) X ,IndB,(F) X) #0

st et seulement si x' = x.

(ii) Le foncteur Ind4*)

B~(F) induit un isomorphisme E-linéaire

G(F) )

~ G(F
EXt]T(F)(X, xX) — Exth(F)(Ind &) X,IndB,(F) X

B~(F)
Démonstration. Soient x, x':T(F) — A* des caractéres lisses. En utilisant le

corollaire 4.2.4, la suite exacte (23) avec U = x' et V:Indg(,f;)x donne un
isomorphisme A-linéaire

~ G(F G(F
Exthp (X' X) — Exthp) (IndBE(},) X, IndBE(},) X)-
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Avec A = kg et en utilisant la proposition 5.1.4, on obtient la version modulo p du
théoréme. Par un passage a la limite projective et un produit tensoriel comme dans la
preuve du théoréme 5.2.1, et en utilisant la proposition 5.1.6, on obtient le théoréme. [

Soient P C G un sous-groupe parabolique standard et dét un caractére algébrique de
G. On suppose P # B.

Proposition 5.2.5. Soient x : T(F) - Of C E* et n: F* — Op C E* des caractéres
continus unitaires. Alors

G(F L
Extg ) (Ind 55 x, Ind5 0 o dét) = 0.

Démonstration. Soient y : T(F) - A* et n: F* — A* des caractéres lisses. En utilisant
les corollaires 4.3.1 et 4.3.2, on déduit de la suite exacte (23) avec U =y et V =

G .
IndP( (;) nodét que

x, IndS") podst) = 0.

ExtG (F) (Ind P~(F)

B~ (F)
Avec A = kg, on obtient la version modulo p de la proposition. Par un passage a la limite
projective et un produit tensoriel comme dans la preuve du théoréme 5.2.1, on obtient
la proposition. L]

5.3. Résultat conjectural sur les Ext®

Dans cette sous-section, on suppose que la conjecture 4.1.3 est vraie (on rappelle que
cette derniére est démontrée pour GL, dans [10]). Par souci de clarté, on fait également
I’hypothése que G admet un « twisting element» noté 6. On calcule les Ext® entre certaines
induites (admissibles) de G(F) dans la catégorie des représentations lisses localement
admissibles de G(F) sur kg.

Théoréme 5.3.1. Soient y : T(F) — kg un caractere lisse et n € N.

(i) Soit x": T(F) — kg un autre caractére lisse. Si

1@ o), IndB(f;) X- (@ '00) #0

alors x' = w(x) avecw € W et [F : Q,]-£(w) < n

EXtG r) (IndB (F

(ii) Soitw € W tel que [F : Qp]-£(w) < n. Si x est fortement générique, alors on a un
isomorphisme kg-linéaire

G(F) —1 G(F) n [F:Qp]-L(w)
Extly ) (Ind§ ) w(x) - (@' 06), Ind5 ") x - (@' 06)) = Bxty ) (0 1)

avec 1 la représentation triviale de T (F) sur kg.

Remarque 5.3.2. Sous les conditions du point (ii), on déduit du théoréme que

. [F:Qpl-£(w) G(F — G(F -
dimy,, Ex tG(F)" v (IndB((;)w(X)-(a) 109),Ind3£(;)x.(w o)) =1.

Lorsque F = Q), la non-annulation de cet espace était attendue par Emerton (voir [2,
Remarque 3.5.2]).
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Démonstration. On note (Eﬁ"/) la suite spectrale (20) avec A = kg, U = x’- (w1 ob) et
V = nd%%) x - (@ ' 00). En utilisant la conjecture 4.1.3 et le corollaire 4.2.7, on voit

B~ (F)
que
&= P  Extrp( @ ed) w' () @ e0)
[F:Qpl-L(w)=j
i+j G(F — G(F —
= Ext’G(;)(IndBS(;)x’-(w ‘oe),lndBS(;)x-(w 106)).

On suppose que le kg-espace vectoriel du point (i) est non nul. Il existe alors i, j € N
tels que i + j = n et 5;’] # 0, donc il existe w’ € W tel que [F : Qp]-£(w') = j et

Exty ) (X (@' 00), w'(x) - (@' 06)) # 0.

En utilisant la proposition 5.1.4, on en déduit que x' = w’(x). Comme de plus [F :
Qpl-£(w") = j < n, on obtient le point (i).

On suppose x fortement générique. Si x' = w(x) avec w € W, alors pour tout w’ € W
on a x' = w'(x) si et seulement si w’ = w. En utilisant la proposition 5.1.4, on voit que
la suite spectrale (§,7) dégénére : pour tous i, j € N, on a 5;’1 =0sij#[F:Qp] £(w)
et on a

. _ ) .
&I Exty (w0 - @71 00), w() - (@7 00).

En comparant cela a la limite de (S;’j), on voit que sin < [F : Q,]-£(w), alors

Xt ) (Indg ) w(x) - (@' 00), nd {0} x - (@' 00)) =0

tandis que si n > [F : Qp]-£(w), on a alors un isomorphisme kg-linéaire

EXtY, ) (Indgif}) w(x) - (@ 100), dS") x - (@7 00))

B~(F)
~ —[F:Qpl-t — _
= Exty e M w0 - @7 08). w(x) - (@7 0 0).
Aprés torsion par I'inverse du caractére w(y) - (w™! o), on obtient le point (ii). O

Remarque 5.3.3. Soient x : T(F) — kj un caractére lisse fortement générique et w € W.
Siw = wywy avec wy, wp € W et £(w) = £(wq) + £(wy), alors on s’attend a ce que I'unique
extension non nulle dans
[F:Qpl-€(w) G(F - G(F -
Extgp/ (IndBE()F) wx) - (@ o8, IndBE()F) X- (@ '08))

soit le produit de Yoneda de celles dans

[F:Q1tw) 1 G _ G _
ExtG(gp "2 (1nd ) wa () - (@7 00). Ind 5L - (@71 00))

B—(F) B—(F
et
[F:Qpl-£(wy) G(F — G(F _
Extg gy i (IndBf(})wlwz(X%(w 100),Ind3£(}) war(x) - (' 00)).
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A. Algébre de Lie et sous-groupes standards

Nous donnons quelques résultats sur l'algébre de Lie de N en lien avec certains
sous-groupes ouverts compacts de N(F).

Algébre de Lie et exponentielle

Soit Lie(N) l'algebre de Lie de N sur F (c’est-a-dire le noyau de la surjection canonique
N(F[e]) - N(F) avec €>=0). C’est une F-algébre de Lie nilpotente, d’indice de
nilpotence inférieur ou égal & d. On déduit de [7, Chapitre IV, §2, Proposition 4.1]
que 'exponentielle induit un homéomorphisme canonique

exp : Lie(N) —> N(F).

On note log : N(F) —5 Lie(N) 'inverse de exp. Si N est un sous-groupe fermé de N,
alors 'exponentielle identifie N (F) avec Lie(ﬁ) C Lie(N). Si de plus N est distingué
dans N, alors Lie(ﬁ ) est un idéal de Lie(N) et ’exponentielle identifie N(F)/ N (F) avec
Lie(N)/Lie(N).

Soit Z(X,Y) la série de Campbell-Hausdorff. C’est une série formelle de Lie a
coefficients rationnels dont on note Z*(X,Y) la composante homogéne de degré k pour
tout k e N. Ona Z%X,Y)=0et Z'(X,Y) = X+ Y. A travers I'exponentielle, la loi de
groupe sur N(F) est donnée par la formule de Campbell-Hausdorff :

(exp X)(expY) = exp(Z(X, Y)) (A1)

pour tous X,Y € Lie(N) (voir [7, Chapitre IV, §2, Proposition 4.3]). En particulier,
I’exponentielle est un isomorphisme de groupes lorsque N est commutatif. Cette formule
est bien définie car les composantes homogénes de Z(X, Y) de degré strictement supérieur
a lindice de nilpotence de Lie(N) sont nulles sur Lie(N) (on peut utiliser la série
de Campbell-Hausdorff tronquée aux termes de degré inférieur ou égal a d dans la
formule (A.1)).

Définition A.2. Sment N C N un sous- groupe fermé et No un sous-groupe ouvert compact
de N(F) On dit que No est standard si log(No) C L1e(N) est une sous-Zp-algébre de Lie.
Dans ce cas, on note Lle(No) cette derniére.

Représentation adjointe et décomposition radicielle

On rappelle la décomposition radicielle de Lie(N) relative & T. Pour tout o € ®*, on
note Ny le sous-groupe radiciel de N correspondant. On a une décomposition F-linéaire

Lie(N) = € Lie(Na) (A.3)

aedt

et Lie(Ny) est le sous-espace propre (de dimension 1 sur F) de poids « de la représentation
adjointe de T (F) sur Lie(N). Par définition, I’exponentielle est un entrelacement entre
I’action adjointe de T (F) sur Lie(N) et ’action par conjugaison de T (F) sur N(F).
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Soit N ¢ N un sous-groupe fermé stable sous ’action par conjugaison de 7. On a une
décomposition F-linéaire
Lie(N) = P Lie(Na)
acd+
avec &t C ®T. On déduit de [11, Partie II, § 1.7] que le produit induit un isomorphisme
(quel que soit I'ordre sur &)

[] No— N. (A.4)

Définition A.5. Soit Ny un sous-groupe standard de N(F). On dit que Ny est compatible
avec la décomposition radicielle si on a la décomposition Z,-linéaire

Lie(No) = @] (Lie(No) NLie(Na)).

acdt

Sous-groupes standards de N(F)

On étudie des sous-groupes ouverts compacts particuliers de N (F).

Lemme A.6. Pour tout ¢ € N, il existe une base de voisinages de 1 € N(F) constituée de
sous-groupes standards No compatibles avec la décomposition radicielle et tels que pour
tous ny, ny € Ny, on ait dans Lie(Ng) la relation

log(niny) =logn; +logny (mod p°).

Démonstration. On pousse un peu plus loin la preuve de [9, Lemme 3.5.2]. Soit My un
Zp-réseau borné de Lie(N) (c’est-a-dire un sous-Z,-module de type fini qui engendre
Lie(N) sur Q) vérifiant
My = @ (Mo N Lie(Ny)).
acdt

La famille (p" Mp),<z est une base de voisinages de 0 dans Lie(N) constituée de Z ,-réseaux
bornés vérifiant aussi cette décomposition radicielle. Soit r € Z. Alors exp(p” My) est un
ouvert compact de N(F). Comme [My, My] est borné et My est un réseau, il existe a € Z
tel que [My, Mp] C p~*My. On a donc

[p" Mo, p" Mo] C p"“(p" Mo)

et on en déduit que p”" My est une sous-Zp-algebre de Lie lorsque r > a. On note —b le
minimum de la valuation p-adique sur les coefficients des Z*¥(X, Y) pour k € [2, d]. Pour
tout entier k > 1, on a donc

Z5(p" Mo, p"Mo) C """ (p" Mo)
et on en déduit que exp(p” Mp) est un sous-groupe de N(F) lorsque r > a +b. De plus,
Z(X,Y)=X+Y (mod p" =" (p" My))

pour tous X,Y € p"My. Ainsi, la famille (exp(p”Mo))r>a+b+c vérifie les conditions de
I’énoncé. O
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Proposition A.7. Soit No wun sous-groupe standard de N(F) compatible avec la
décomposition radicielle. Si N1, Ny C N sont deux sous-groupes fermés stables sous
laction par conjugaison de T, alors

(N1(F) 0 No)(N2(F) N No) = (N1 (F)N2(F)) N No.

Démonstration. On prouve I'inclusion non triviale. En utilisant I'isomorphisme (A.4),
on voit que l'on peut supposer N1 ﬂNz =1. Soit n =nn; € (Nl(F)Ng(F))ﬂNo avec
ni € Nl(F) et np € N2(F) On va montrer que log(n1), log(ny) € Lie(Np). Puisque Ny est
compatible avec la décomposition radicielle, il suffit de montrer que pour tout o € ®*,
on a

nq(logni), my (lognz) € Lie(No)

avec 7y : Lie(N) — Lie(Ny) la projection relative a la décomposition radicielle (A.3). Soit
a € ®*. La formule de Campbell-Hausdorff (A.1) nous donne

logn = logn +10gn2+ZZk(logn1, logny).
k>1

En appliquant w, a cette égalité et en utilisant le fait que 7, (logn;) = 0 ou 7y (logny) =0
(car Ny NNy = 1), on voit qu’il suffit de montrer que pour tout entier kK > 1, on a

7o (Z*(logny, logny)) € Lie(Ng).

On note |ar| = Y 5. p cp avec o = Y 5 5 cpp la décomposition de o dans la base A. Etant
donné que
[Lie(Ng,), Lie(No,)] C Lie(Na, +a;)

pour tous a, ay € T, on voit que pour tout entier k > 1, on a

a(ZF(logny. logna)) =7y [ Z* [ D" 7 (logni), Y 7, (logny)

lor|<er] oz | <]er]

On en déduit le résultat par récurrence sur |«|. O]

B. Représentations modulo p et p-adiques

Soit H un groupe de Lie p-adique. Nous explicitons certains liens entre les représentations
continues unitaires admissibles de H sur E et les représentations lisses admissibles de H
sur Og/ zzréf(’)E avec k > 1 entier.

Représentations continues

On rappelle quelques définitions et résultats concernant les représentations continues de
H sur E (voir [12, §2]). Une telle représentation est un E-espace de Banach V muni d’une
action E-linéaire de H continue au sens ou 'application correspondante H X V. — V est
continue. On dit que V est admissible si son dual continu V' = Hom%o“t(V, E) est de
type fini sur l'algébre d’Iwasawa E ® o, Or[[Hol] de Hp pour un (ou de fagon équivalente
tout) sous-groupe ouvert compact Hy de H. On dit que V est unitaire s’il existe une boule
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Vo C V (c’est-a-dire un réseau ouvert borné) stable sous ’action de H. Les représentations
continues unitaires admissibles de H sur E et les applications continues E-linéaires
H-équivariantes forment une catégorie abélienne (en fait, 'unitarité n’est pas nécessaire).
Une représentation wg-adiquement continue de H sur O est un Og-module
wg-adiquement séparé et complet V dont la torsion est d’exposant borné (c’est-a-dire
que le sous-Og-module de torsion est annulé par une puissance de @wg) muni d’une action
Og-linéaire de H continue pour la topologie wg-adique. Dans ce cas, Vp/ wlif Vo est une
représentation lisse de H sur O /wEkOE pour tout entier k > 1 et E®@, Vo est une
représentation continue unitaire de H sur E. On dit que Vj est admissible si Vy/@g Vo
est admissible, auquel cas Vj/ zzréf Vo est admissible pour tout entier k > 1 et E ®¢, Vo est
admissible. Réciproquement, si V est une représentation continue unitaire de H sur E,
alors toute boule Vy C V stable par H est une représentation wg-adiquement continue
de H sur O et V est admissible si et seulement si Vg est admissible. Les représentations
wg-adiquement continues admissibles de H sur O et les applications Og-linéaires
H-équivariantes forment une catégorie abélienne (voir [8, Proposition 2.4.11]).

Extensions modulo p et p-adiques

Soient U et V des représentations continues unitaires admissibles de H sur E. On note
Uy (resp. Vp) une boule de U (resp. V) stable par H et Uy (resp. Vi) sa réduction
modulo w]if pour tout entier k > 1. Le Og-module Hompg (Uy, V) s’identifie & un réseau
de Hompy (U, V) et on a un isomorphisme Og-linéaire

Hompy (Up, Vo) = lim Homp (Ug, Vi),
d’otl un isomorphisme E-linéaire
Hompy (U, V) = E ®o, LiﬂlHomH(Uk, Vie). (B.1)
De plus, pour tout entier k£ > 1, le noyau de I'application de réduction
Homg (Uy, Vo) — Hompg (Ug, Vi)
est le sous-Og-module wéf Hompg (Up, Vpy), d’otr, avec k = 1, 'inégalité
dimg Hompy (U, V) < dimg, Homp (Ug, V1).

Nous montrons des propriétés analogues (déja connues, voir appendice de [2]) pour le
foncteur ExtlH. On calcule Ext}q(U, V) (resp. Ext},(Uo, Vo), Ext},(Uk, Vi) avec k > 1 entier)
dans la catégorie des représentations continues unitaires (resp. wg-adiquement continues,
lisses) admissibles de H sur E (resp. O, Op /wf Og) en utilisant les extensions de Yoneda.

Proposition B.2. Avec les notations précédentes, si U est résiduellement de longueur
finie*, on a alors un isomorphisme E-linéaire

Exth (U, V) = E®0, LiLnExt}q(Uk, Vi)

et
dimg Extl, (U, V) < dimy,, Extl, (U, V).

4est-a-dire que Upy/wg Uy est de longueur finie (cela ne dépend pas du choix de Up).
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Démonstration. Le produit tensoriel par E sur O est exact (en tant que localisation),
donc il induit une application Og-linéaire

A : Extl (Uo, Vo) — Exth (U, V).

Montrons que ker A est le sous-Og-module de torsion de Ext}{(Uo, Vo). Comme
Ext}, (U, V) est sans torsion, il suffit de montrer que toute classe dans ker A est de torsion.
Soit donc & € ker A représentée par une extension

O—>V0i>W0£>U0—>0.

Par hypothése, il existe une section o : U — W avec W = E ®p, Wy. Comme Ug et Vp
sont sans torsion, il en est de méme pour Wy, d’out une injection Wy < W. Soit n € N.
On peut choisir n suffisamment grand pour que @y o (Up) C Wy. Alors @y o induit une
section de 'extension

—n

00— W N 1 (Vo) + g Wo w—> Uy — 0.

Or la classe de cette extension est @} £. Donc @& =0 et £ est de torsion.

Montrons que im A est un réseau de Ext H(U , V). Il suffit de montrer que toute classe
de Ext;I(U, V) est envoyée dans im A par une homothétie. Soit donc £ € Ext}{(U, V)
représentée par une extension

0>V -—>W-U-=D0.

Soit Wp une boule de W stable par H. On peut supposer t~! (W) = Vo, quitte a remplacer
Wo par (V) +@f Wy avec n € N suffisamment grand pour que L_I(ZU£ Wo) C Vp. Soit
n € N. La classe @y £ est représentée par I'extension

—n

L (25
0O V—sW — U-—=0.

On peut choisir n suffisamment grand pour que Uy C @y "m(Wp). Alors WonN
(o " 7)1 (Up) est une boule de W stable par H et par construction, c’est une extension
de Uy par Vp. Ainsi @€ € im A.

Le Og-module Uy est plat car sans torsion. Pour tout entier k > 1, la réduction
modulo w,if des extensions induit donc une application Og-linéaire vy : Ext}{(Uo, Vo) —
Ext}q(Uk, Vi), d’ott une application Og-linéaire

Y : Exty (Uo, Vo) — lim Exty (Ur, Vi)

ou les morphlsmes de transition du systéme projectif sont les apphcatlons Og-linéaires
Vi j ExtH(U Vi) — ExtH(U,, Vi) mdultes par la réduction modulo @y des extensions

pour tous 1 <i < j entiers (le O/ OE—module U; étant plat par changement de base).
Montrons que Y est surjective. Soit (&) € LiLnExt}_I(Uk, Vi) représentée par des
extensions
L TT)
0 — Vk—k> Wk—k>Uk—>0).

Ces extensions forment un systéme projectif qui vérifie la condition de Mittag-Leffler
(car les morphismes de transition V; — V; sont surjectifs pour tous 1 <i < j entiers).
En passant a la limite projective et en notant Wy = l(u_n Wy, on obtient donc une suite
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exacte courte de représentations de H sur O
0— V0i>WOE>U0—>O.

Comme W, est wg-adiquement séparé et complet (en tant que limite projective de
Og-modules wg-adiquement discrets) et sans torsion (puisque Vp et Up le sont), on obtient
une classe & € Ext}q(Uo, Vo). Par construction, on a Y(&)) = (&).

Montrons que Y est injective. Soit & € ker T représentée par ’extension

O—>V0i>W()ﬂ>U0—>0.

Par hypothese, il existe une section Uy — Wy avec Wy = Wo/wéf Wo pour tout entier
k > 1. Comme Uy est de type fini sur A[H] (car U est résiduellement de longueur finie)
et Vi est admissible (car V est admissible), Hompg (U, Vi) est de type fini sur Og/ wéfOE
d’aprés [8, Lemme 2.3.10] done fini. Or, deux sections Uy — Wy différent par un élément
de Hompg (Ug, Vi). On en déduit qu’elles sont en nombre fini. On peut donc choisir
par récurrence une section oy : Uy — Wi pour tout entier k > 1, de sorte que o; = o;
(mod wé) pour tous 1 < i < j entiers. On obtient ainsi une section og : Uy — Vp, d’ou
& =0.

On a ainsi montré que Y est un isomorphisme. Par ce qui précéde, on a une application
Og-linéaire

Ao~ imExty (Uy, Vi) — Exty (U, V)

dont le noyau est le sous-Og-module de torsion et dont l'image est un réseau. En
tensorisant par E sur O, on obtient donc I'isomorphisme de I’énoncé.

Il reste & démontrer 1'inégalité de I’énoncé. Montrons que pour tout entier k > 1, le
noyau de I'application de réduction

vk : Extl, (Uo, Vo) — Extl, (Ug, Vi)

est le sous-Og-module wéf Ext}i(Uo, Vo). Comme Ext}i(Uk, Vi) est un module de
wé‘—torsion, il suffit de montrer I'inclusion ker vy C wé‘ Ext}q(Uo, Vo). Soit donc &y € ker vy
représentée par l'extension

0—>V0i>W()ﬂ>U0—>O.

Par hypothése, il existe une section Wy — Vi avec Wy = Wy/ wlif Wo. On note oy : Wy —
Vi sa composée avec la projection Wy — Wy. Alors & = wh"fé'(’) avec 5(’) € Ext}_, (Uo, Vp) la
classe de ’extension

wéft() ~ 0
0— Vy — keroy — Uy — 0,

d’out & € wj Extl, (Uo, Vo).
On a ainsi montré que pour tout entier k > 1, la réduction modulo wlif des extensions
induit une injection Og-linéaire

Extl, (Uo, Vo)/w Extly (Uo, Vo) < Exth, (Ux, Vi).

Avec k = 1, on en déduit 'inégalité de ’énoncé. O
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