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ABSTRACT

We define and study a Lefschetz operator on the equivariant cohomology complex of
the Drinfeld and Lubin—Tate towers. For f-adic coefficients we show how this operator
induces a geometric realization of the Langlands correspondence composed with the
Zelevinski involution for elliptic representations. Combined with our previous study of
the monodromy operator, this suggests a possible extension of Arthur’s philosophy for
unitary representations occurring in the intersection cohomology of Shimura varieties
to the possibly non-unitary representations occurring in the cohomology of Rapoport—
Zink spaces. However, our motivation for studying the Lefschetz operator comes from
the hope that its geometric nature will enable us to realize the mod-¢ Langlands
correspondence due to Vignéras. We discuss this problem and propose a conjecture.
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1. Introduction

Soit K un corps local non-Archimédien de caractéristique résiduelle p, et d un entier non
nul. Notons G le groupe GL4(K) et D T'algebre a division de centre K et d’invariant 1/d.
Choisissons une cléture algébrique K de K et notons Wx le groupe de Weil associé. La tour
de Drinfeld (M p,.»)nen est un systeme projectif d’espaces analytiques sur K , étales au-dessus
de I’espace symétrique de Drinfeld Q4~1. Le groupe G agit sur chaque étage continiiment, et le
groupe D> agit sur tout le systeme. La tour de Lubin-Tate (M1 ,)nen est une tour d’espaces
analytiques sur K , étales au-dessus de Iespace projectif P?~!. Le groupe D* agit sur chaque
étage continliment et le groupe G agit sur le systéme. L’action de G x D* sur chacune des deux
tours se factorise par le quotient GD := (G x DX)/KdXiag du produit G x D* par le sous-groupe
K> plongé diagonalement.

Received 1 June 2010, accepted in final form 1 July 2011, published online 25 January 2012.
2010 Mathematics Subject Classification 14G35, 11F70 (primary).
Keywords: Lubin—Tate spaces, local Langlands correspondence.
L’auteur remercie I'Institut Universitaire de France et I’Agence Nationale pour la Recherche (contrat ANR-
10-BLANC 0114) pour leur soutien financier.
This journal is (© Foundation Compositio Mathematica 2012.

https://doi.org/10.1112/5S0010437X11007214 Published online by Cambridge University Press


http://www.compositio.nl
http://www.ams.org/msc/
http://www.compositio.nl
https://doi.org/10.1112/S0010437X11007214

J.-F. DAT

Soit ¢ un nombre premier distinct de p. Dans la section 3 de [Dat07], nous avons défini les
complexes de cohomologie étale a coefficients dans Z; :

RFC( (Bm Zz) et RPC( Ea’:l“v Zé) c D%E(GD % WICySC)

dans la catégorie dérivée bornée des Z,-représentations de GD x W qui sont lisses pour ’action
de GD.

1.1 Opérateurs de Lefschetz sur le complexe RI'.(M, Zy)

Dans la premiere section de cet article nous définissons pour chacune des deux tours un ‘opérateur
de Lefschetz’, ¢’est-a-dire un morphisme dans D%/(G x D* x Wlisey

Ly : RU (M35, Zy) — RT (M5, Zy)[2](1) pour ?= Dr ou LT

donné par cup-produit par la classe de Chern d’un fibré inversible équivariant convenable. Du
coté Lubin—Tate, le fibré inversible que nous choisissons est le tiré en arriere du fibré tautologique
de Tespace des périodes P41, Du c6té Drinfeld, on choisit le tiré en arriere de l'inverse du fibré
tautologique de l'espace projectif P4~! contenant Q4.

1.1.1 Améliorant des idées de Faltings, Fargues a montré dans [Far08] que les complexes
RT (MG, Zy) et RT (M, Zg) sont naturellement isomorphes, cf. [Dat07, 3.4] pour une breve
explication. En reprenant la construction de I'isomorphisme, nous montrerons :

THEOREME. Les opérateurs Lyt et Lp, coincident via I'isomorphisme de Faltings—Fargues
RT (MG, Zy) = RI.( oy Lyp).

Dans la suite, nous noterons les deux complexes par le méme symbole RI'.(M,Z;) et L
l'opérateur de Lefschetz. Nous verrons que cet opérateur est nul en cohomologie, mais qu’il est
non trivial sur le complexe, et méme intéressant, au moins apres extension des scalaires a Q.

1.1.2 Soit C' une extension algébrique de Qy ou F,;. Pour une C-représentation lisse
irréductible m de G, on pose

Ry :="M*(RHomg,q(RT (M, Zy), 7)) = @ Extgg(RTe(M, C), 7).
ne”L

C’est un C-espace vectoriel gradué muni d’une action
o7 : D* x Wk — Auto_g(Ry)

continue degré par degré pour la topologie f-adique de R} (qui est discrete si C est de
caractéristique ), et d’'un morphisme

LY :R: — R:[2](1)

induit par L, et commutant & ’action d%. Si 'on veut oublier la graduation, on note simplement
R le C-espace vectoriel sans graduation, et

Op: D" X W — Autc(R;) et Lp:Rp— R:(1).

Lorsque C' est de caractéristique nulle, on voit que R, est de dimension finie grace a la finitude
cohomologique pour les représentations lisses de G sur C. Pour C de caractéristique positive, on
montre dans [Dat10, Proposition 2.1.5] que R est encore de dimension finie.
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1.2 Coefficients ¢-adiques : Lefschetz et Zelevinski
Nous supposons ici que C est de caractéristique nulle, et méme que C = Q. Nous allons
expliquer comment le triplet (R, 0, L) s’exprime en termes des correspondances de Langlands
et Jacquet—Langlands, et de I'involution de Zelevinski.

Pour ce faire, il est commode de considérer le Q, espace vectoriel

R, := Hompx (LIg(m), Re) = H*(RHomgp(RTo(M, Qp), m © LIg(m)")).

Voir [Dat07, Lemme 4.4.1] pour la deuxieme égalité. Ici, LJ4(7m) désigne la représentation
irréductible de D* déduite de 7 par la correspondance de ‘Langlands—Jacquet’, cf. [Dat07,
2.1.5]. Par fonctorialité, R/ hérite d’une action continue v, : Wx — GL(R.) et d’un opérateur
de Lefschetz L! : R/, — R..(1), et I’évaluation fournit une application Q-linéaire D* x Wi-
équivariante et compatible aux opérateurs L :

LJ4(7) ®g, (Ry, Y, L) — (Ra, 6z, Lr). (1.2.0.1)
Farr. L’application (1.2.0.1) est bijective.

Bien-sir, cette assertion est contenue dans le Théoreme A de [Dat07], mais en fait elle
découle simplement de la description de la cohomologie H} (M1, Q;) par Boyer dans [Boy09,
Théoréme 2.3.5] et du fait que deux représentations irréductibles de G n’ont pas d’extensions de
Yoneda si elles n’ont pas le méme support cuspidal.

1.2.1 Opérateur N et correspondance de Langlands. Dans [Dat07] nous avons utilisé les
travaux de Boyer [Boy09] complétant ceux de Harris—Taylor [HT01] pour décrire explicitement
le complexe RI'.(M, Q) dans la catégorie D(%Z(GD) ainsi que l'action naturelle de Wy, donnée
par un morphisme

v WK — AutDb(GD) (RFC(M, @Z))

Pour comprendre cette action, nous avons défini en [Dat07, 4.3.2] un opérateur nilpotent
N : RT (M, Q) — RT (M, Qp)(-1)

tel que, si 'on choisit un relevement de Frobenius géométrique ¢ dans Wi, I'application

7?2 : Wi — Endpy(gpy(RLe(M, Qp))*
w = y(w) exp(=Nte(ip(w)))  on w = "), (w)

définit une action localement constante de Wy sur RTo(M, Qy). Icity: Ixx — Zy(1) est donné par
I’action de I sur les racines £"-émes d’une uniformisante, et v : Wi — 7Z envoie les Frobenius
géométriques sur 1.

Par fonctorialité, on en déduit un couple (75, N.) formé d’une action localement constante
7% de Wi sur Rl et d’un opérateur nilpotent N/ : Rl. — R!(—1), & partir desquels on retrouve
l'action 7, en inversant la formule ci-dessus. Le théoréme A de [Dat07] dit alors en substance :

FAIT. Le triplet (R, ¥, N.) est isomorphe a la représentation de Weil-Deligne associée 4 m par
la correspondance de Langlands locale, convenablement normalisée.

Deux mots sur la normalisation mentionnée : la correspondance de Langlands usuelle
(pour les représentations complexes) 7+ og(m) = (05’(7), Nq(7)) ne devient invariante par
automorphismes de C qu’aprés torsion par le caractére w € Wy — |w|(@1/2) cf. [Dat07,
Fait 2.2.3] par exemple. Ainsi pour la transférer sans ambiguité & Q, il faut la normaliser
en posant o/(m) :=o4(m)((d —1)/2). Notons que l'énoncé ci-dessus contient le fait que la

509

https://doi.org/10.1112/5S0010437X11007214 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11007214

J.-F. DAT

représentation 5 est semi-simple, et que I’espace R, est non nul si et seulement si 7 est elliptique
au sens de [Dat07, 2.1.6]. Bien-sir, le cas ou 7 est supercuspidale est dii & Harris-Taylor. Dans
ce cas, 7 est un objet injectif parmi les représentations lisses & caractére central fixé de G, et il
n’y a pas lieu d’utiliser le langage des catégories dérivées.

Afin de préparer notre énoncé sur 'opérateur de Lefschetz, il est utile de reformuler 1’énoncé
ci-dessus en termes de L-parameétres. Suivant Deligne [Del72], on peut considérer la représentation
de Weil-Deligne (v#, N.) comme une représentation localement algébrique du groupe Wx x _ G,
(ot w agit sur G, par multiplication par ¢—¥ (w)) sur R/, et on sait la prolonger de maniére unique
en un L-parameétre

&N Wi x SLy — GL(R.)

grace a Jacobson—Morozov. Ici le plongement Wi x _ G, — Wy x SLo envoie (G, sur 'unipotent
—v(w)/2
q

P /2>>. On peut alors reformuler I’énoncé

supérieur de SLo et w € Wgk sur (w,(
précédent en :

Farr. La représentation ’yﬂ’N est le L-parameétre de m (convenablement normalisé).

1.2.2 Opérateur L et correspondance de Zelevinski. Partant de la description concréte de
RT'.(M, Qy), nous calculons explicitement I'opérateur L dans la section 3. Le point crucial
consiste a utiliser la propriété d’uniformisation des revétements de Drinfeld pour estimer ’ordre
de nilpotence de L grace au théoreme de Lefschetz difficile en géométrie algébrique.

Le couple (v#, L') n’est pas a proprement parler une représentation de Weil-Deligne puisque
L. accroit les poids. Néanmoins, il définit une représentation algébrique du groupe Wy X 4 G,
ot cette fois w € Wi agit sur G, par multiplication par ¢*(®). A son tour, cette représentation
se prolonge de maniére unique en un L-parametre

&L Wi x SLy — GL(R.),

pour le plongement Wx X G, — Wx x SL(2) qui sur Wk est défini comme ci-dessus mais qui
envoie G, sur 'unipotent inférieur. Notre calcul de L/ s’interprete alors comme suit.

THEOREME. La représentation v¥'" est le L-paramétre (convenablement normalisé) de la
représentation Z(m) image de m par I'involution de Zelevinski.

Pour faire bref, nous appellerons correspondance de Zelevinski la composition de la
correspondance de Langlands avec l'involution de Zelevinski. C’est aussi la correspondance
naturellement fournie par la classification de Zelevinski (par opposition a la classification
de Langlands). Nous renvoyons aux sections 9 et 10 de [Zel80] pour le lien entre ces deux
classifications et 'involution.

On peut aussi utiliser L pour réaliser la correspondance de Langlands directement. Pour cela,
introduisons

Ty :=H*(RHomgp((m" ® LIg(m)), RTc(M, Q¢))(d - 1),

qui est aussi muni d’une action 6, de W et d’'un opérateur induit par L. Comme ci-dessus on
s R N L
en déduit deux L-parametres 02" et 057,

COROLLAIRE. La représentation 021 est le L-parameétre de m, et 02N est celui de Z(m).

On peut bien-sur obtenir ce corollaire par un calcul explicite comme le théoréme précédent,
mais il est conceptuellement plus intéressant de remarquer qu’il découle du théoreme via
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de jolies propriétés de dualité cohomologique. Plus précisément, soit D I’anti-involution de
D(%Z(GD) induite par le foncteur V — Homgp(V,C°(GD)). Alors d’'une part on déduit de
[SS95, TI1.3 et IV.5] qu’il existe un entier n, tel que D(mY ® LI4(m)) = Z(7) @ LIg(7)Y[nr].
D’autre part, d’apres [Far07], on a D(RT(M, Q;)) = RT(M, Q)[2d — 2](d — 1). Tl s’ensuit donc
un isomorphisme 7. ~ R/Z(w) compatible & 'action de Wi et & l'opérateur de Lefschetz.

1.2.3 Paramétres d’Arthur non wunitaires. Une question naturelle est de savoir si la
représentation de Wr x (G, x G,) définie par le triplet (v, N., L") se prolonge en un A-
parametre

~NL W x SL(2) x SL(2) — GL(RL).

PROPOSITION. Le triplet ci-dessus se prolonge en un A-paramétre vy ML i et seulement si

o . e e . . N,L
est unitarisable, i.e. est une série discréte ou une représentation de Speh. Dans ce cas vz est
le parameétre d’Arthur de 7.

Lorsque 7 est unitaire, cette proposition illustre le principe général selon lequel ‘I’involution
de Zelevinski échange les deux SL(2) d’Arthur, celui de la monodromie et celui du Lefschetz’.
Dans ce cas précis des variétés de Shimura uniformisées par les revétements de Drinfeld,
cela avait été observé par Harris et lui avait fait deviner la forme de la cohomologie de ces
revétements.

Lorsque 7 n’est pas unitaire, ce qui empéche le triplet (v, N, L’) de s’étendre en un A-
parametre est que le transposé ‘L ne commute pas & N.. C’est 14 une différence notable avec
ce qui se passe pour la cohomologie d’une variété algébrique propre et lisse, pour laquelle une
conjecture standard de Grothendieck prévoit que ce transposé est d’origine géométrique. On
a envie de penser aux triplets (%, N., L) comme & des parameétres d’Arthur ‘non unitaires’.
Le théoréeme montre qu’ils possedent la méme propriété de symétrie vis-a-vis de 'involution de
Zelevinski que les vrais parametres d’Arthur. L’auteur ignore si de tels triplets pourraient étre
utiles a la description de la cohomologie des espaces de Rapoport—Zink, comme ceux d’Arthur
le sont pour la cohomologie d’intersection des variétés de Shimura.

1.3 Coefficients £-modulaires : une conjecture

On suppose maintenant que C' est un corps de caractéristique ¢, et pour simplifier on supposera
C =T,. Dans cette situation, l’auteur ne voit aucun moyen de définir un opérateur N sur le
complexe comme ci-dessus. En d’autres termes, ’énoncé de 1.2.1 n’a tres probablement pas
d’analogue sur Fy. Par contre, 'opérateur L existe bel et bien, et ’auteur conjecture qu’il fournira
une interprétation géométrique a la correspondance de Langlands—Vignéras; c’est méme la notre
principale motivation pour avoir introduit I'opérateur de Lefschetz. Commencons par quelques
rappels sur cette correspondance.

1.3.1 La correspondance de Langlands mod ¢. Dans [Vig01], Vignéras définit une bijection

{Fy-repr. lisses irréd. de G}, «— {Fy-repr. de Weil-Deligne de dim. d} .,
T = o4(m) = (o7 (7), Na(m)).

Ici, comme dans le cas complexe, une représentation de Weil-Deligne est un couple (%%, N)
formé d’une représentation semi-simple 0% de Wr et d’'un morphisme nilpotent N : 0% —
o%(—1).
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La partie semi-simple de cette correspondance est caractérisée par de jolies propriétés de
compatibilité avec la partie semi-simple de la correspondance classique sur Q, via la réduction
modulo ¢, cf. [Vig01, 1.6]. La recette pour définir la partie ‘nilpotente’ est esquissée en [Vig01,
1.8] et repose sur une classification ‘a la Zelevinski’ des représentations de G décrite dans [Vig98|.
Elle n’est caractérisée par aucune propriété de fonctions L ou facteurs e et n’est pas compatible
d la réduction modulo £. Cependant, cette recette fait intervenir une involution de Zelevinski
pour les Fy-représentations de G, définie dans [Vig97], et il apparait que la correspondance de
Zelevinski modulo £ est un peu plus naturelle que celle ‘de Langlands’. Elle est méme compatible
avec la réduction modulo £, quoiqu’en un sens un peu compliqué lié a la théorie des dérivées de
Gelfand, cf. [Vig01, 1.8].

Ainsi, en I’état actuel, la correspondance modulo ¢ compléete (de Langlands ou de Zelevinski)
résulte d’'un travail de classification, et n’a pas de justification arithmétique claire. C’est ce
qui nous a motivé pour en chercher une justification géométrique, similaire a celle obtenue
dans [Dat07] dans le cas f-adique. Cependant l'opérateur N sur RI.(M, Q) est défini de
maniere arithmétique en examinant la restriction de l’action de Wg a un sous-groupe ouvert
arbitrairement petit. Ceci ne s’adapte pas aux coefficients modulo ¢ puisqu’un sous-groupe
suffisamment petit agira trivialement. Il faudrait donc une définition géométrique du N. Une
telle définition serait possible si I'on disposait de modeles semi-stables des Mp,., ou Mp7,,.
Cependant, de tels modeles ne sont pas pres d’étre disponibles. Pire, dans les cas ou 'on en
dispose (n =1, cf. [Yos10]), les calculs que nous avons pu effectuer ne donnent pas le N de la
correspondance de Langlands, ce qui n’est pas si étonnant, puisque celle-ci n’est pas compatible
a la réduction modulo £.

1.3.2 L’homomorphisme LJ;5,. Silon veut un énoncé analogue a celui du théoréme 1.2.2,
il faut comprendre ce qu’il advient de I'action de D*. Pour cela, nous avons défini un transfert
de Langlands—Jacquet pour les Fy-représentations dans [Dat12].

Soit R(D*, C) le groupe de Grothendieck des représentations lisses de longueur finie de D*
a coefficients dans le corps C. On dispose d'une application de décomposition 74 : R(D*, Qp) —
R(D*,F;). Rappelons briévement que pour définir 74(p), on choisit un sous-Z,[D*]-module w
de type fini de p qui engendre p apres inversion de ¢, puis on montre que la semi-simplifiée de la
réduction modulo I'idéal maximal de Z; de w ne dépend pas du choix de w. Notons que r4(p) =0
si le caracteére central de p n’est pas entier. Par le méme procédé, on peut définir une application
re: R(G, Qp) — R(G, Fy), cf. [Vig96, I1.5.11b).

Farr [Dat12, Théoréme 2.4.2]. Il existe un unique homomorphisme Ll;g, : R(G, Fp) —
R(D*,Fy) compatible avec I’homorphisme LJ;: R(G, Q) — R(D*, Q) de [Dat07, 2.1.5] via
les applications de réduction ry.

Dans [Dat12], il est conjecturé, et prouvé dans quelques cas, que I'application LJ 4, envoie
les irréductibles sur des représentations effectives au signe pres.

1.3.3 Spéculations. Soit 7 une Fj-représentation irréductible de G. Considérons comme

plus haut l'espace vectoriel gradué R} = H*(RHomg(RI'.(M,F;), 7)) muni de Paction §* de
D* x Wk et de opérateur LY : RY — RZ:[2](1).
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Par analogie avec le cas f-adique, ’énoncé le plus optimiste que ’on peut attendre est le
suivant, qui était conjecturé dans la version initialement soumise de cet article.

ENONCE OPTIMISTE. (i) R% est concentré en degrés tous pairs ou tous impairs.
(ii) LJgg,(7) est effective au signe prés. On note alors |LJ; 5, ()| sa ‘valeur absolue’.

(ili) (655, "Ly) ~ L g5, (7)| @ (oq(r), N7 (7))((d — 1)/2) ot NZ(w) est 'opérateur nilpotent
associé a w par la correspondance de Vignéras—Zelevinski.

Dans le dernier point, 65° désigne la semi-simplifiée de la représentation o, sur R, et
'L 05 — §%(—1) désigne le ‘transposé’ de Ly, que 'on peut définir par exemple a laide
de la filtration de Deligne (les détails de cette construction seront donnés ailleurs).

Depuis la version initialement soumise de cet article, 'auteur a étudié plus précisément cet
énoncé. Dans [Dat10], il est prouvé lorsque 7 est cuspidale ; dans ce cas, R: est concentré en
degré 1 — d. Dans un travail en cours, nous le prouvons lorsque ¢ est d’ordre d dans ]1'?2< et m est
unipotente. C’est le premier cas ou la théorie des représentations est vraiment différente du cas
f-adique. L’auteur sait aussi le prouver pour m quelconque lorsque n = 2.

Néanmoins, I’énoncé est pris en défaut lorsque ¢ =1[¢] et £ > n. Plus précisément, le point
(ii) est vrai, cf. [Dat12, Corollaire 3.2.5], mais le point (i) est faux, cf. [Datl0, (2.2.7)]. Pour
contourner cette difficulté, on peut définir un élément [5%, ‘L] dans le groupe de Grothendieck
des représentations de Weil-Deligne en prenant en compte la partie paire et la partie impaire
de R}. L’énoncé espéré prend alors la forme d’une égalité.

CONJECTURE. On a dans le groupe de Grothendieck des représentations de Weil-Deligne
légalité

05, 23] = L3,,(7) @ foa(m), M) (45 )

Notons que dans [Dat10, Théoreme 2], une telle égalité est prouvée sans le L, mais en toute
généralité.

2. Définition de I'opérateur de Lefschetz

2.1 Classes de Chern équivariantes-lisses

2.1.1 Soit X un espace analytique sur K muni d’une action continue d’un groupe topologique
G. Berkovich a défini la notion de faisceau G-équivariant ‘discret’ sur X que nous avons exposée
dans [Dat06, B.1]. Ces faisceaux forment un topos Xet(G).

Soit £ un faisceau inversible sur X. Nous dirons qu'une G-linéarisation (i.e. une structure
G-équivariante) sur £ est ‘continue’ si 'action de G sur le fibré en droites |£| associé a L est
continue. Dans cette situation, nous allons associer a L sa classe de Chern

cag(L) € Extd(Ax, Ax (1))

dans la catégorie ModA(j(\e/t (G)) des A-modules dans Xot (G), ot A désigne une Zg-algebre locale
de torsion et Ax le faisceau ‘constant’ de germes A.

2.1.2 Probléme avec la définition classique. Si I'on oublie 'action de G, la construction
classique de [SGA5, Exposé VII] s’adapte sans probléme aux espaces analytiques. On peut en
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effet se ramener & A :=Z/{"Z, auquel cas la classe de Chern
ea(£) € HA(X, A(1)) = Ext?*(Ax, Ax (1)) (2.1.2.1)

est définie comme I'image de la classe de £ dans H'(X, G,,) par le morphisme bord associé &

i
la suite exacte de Kummer 0+— Ax (1) — G, L G,, — 0 de faisceaux étales sur X. Cette

construction fonctionne encore si on rajoute l'action de G mais en oubliant sa topologie. En effet,
notons G4¢ le groupe G muni de la topologie discrete. Alors le faisceau G,, est naturellement
GIsc_gquivariant et la classe de £ définit une extension G4¢-équivariante de G,, par Z. On en
déduit donc une classe de Chern G4¢-¢quivariante

cpgaise (L) € ExtZae (Ax, Ax(1)). (2.1.2.2)

Le probleme pour passer de Gdisc y G vient de ce que le faisceau Gy, n’est pas un objet
de Xet(G). On pourrait peut-étre élargir le topos Xet(G) en considérant des faisceaux continus
d’espaces topologiques, mais nous préférons suivre une voix plus économique.

2.1.3 Notons ¢:|L| — X la projection naturelle, et i: X — |L| la section zéro. Par
hypothese, ce sont des morphismes équivariants d’espaces analytiques munis d’une action
continue de G. Rappelons [Dat06, B.1.5] que les foncteurs ‘image directe a supports propres’
induisent des foncteurs

0% 1 |L]et(G) — Xer(G) et if° =i : Xt (G) — [ L]e(G)

puis, en dérivant,
Rg : DY(L](G)) — DR(Xa(G)) et it =i DA(Xar(G)) — DA(ILIa(G)).
Appliquant Rgp® au morphisme d’adjonction Az — i2°(Ax), on en déduit une fleche
RqPO(Am‘) — AX (2.1.3.1)

dans Di’\(jX\; (G)). Par ailleurs, la compatibilité cohomologique [Dat06, B.1.7] entre ¢/ et g
montre que g (A|z)) est concentré en degré 2, puisque ¢ est un fibré vectoriel de rang 1. Comme

le morphisme trace relatif R*qi(A|z)) — Ax(—1) de [Ber93, Theorem 7.2.1] est évidemment G-
équivariant, il induit un isomorphisme

R (Ayz) — Ax[-2](-1) (2.1.3.2)
dans D8 (Xei(G)).

DEFINITION 2.1.4. Dans la situation de 2.1.1 et avec les notations ci-dessus, on définit la classe
de Chern cpg(L£) comme la composée

Ax = Rai® (A [2)(1) — Ax[2)(1)

de l'inverse de l'isomorphisme (2.1.3.2) et du morphisme (2.1.3.1) décalés de 2 et tordus
par A(1).

PROPOSITION 2.1.5. Soit ¢\ (L) I'image de cyq(L) par le morphisme d’oubli de la structure

G-équivariante ExtZ(Ax, Ax(1)) — Ext?(Ax, Ax(1)), et soit cy(L£) la classe de Chern
‘classique’ de (2.1.2.1). Alors on a I’égalité cy (L) = ¢\ (L).
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Preuve. La suite de morphismes d’adjonctions i*i!(Am) — A — " (A)) & laquelle on
applique Rq s’insere dans un diagramme.

iM(Ayz) “ > Rq(Ajg)) — Ay

Cll T lTI‘q

Ax[=2](-1) Ax[=2](=1)

Ici Try est le morphisme trace, qui est un isomorphisme comme on l'a déja vu, et Cl; est
I'isomorphisme de pureté cohomologique relative de [Ber93, Theorem 7.4.5] appliqué a la X-
paire lisse (X, |L]). Comme |L| est l'analytification d’un schéma de type fini relativement
compactifiable sur X, il résulte de la compatibilité GAGA de [Ber93, Theorem 7.1.4] que les
deux propriétés suivantes dans le cas des schémas, cf. [SGA4%, Exp. VI, 2.1], restent vraies dans
le contexte des espaces analytiques.

(i) L’isomorphisme Cl; est I'image par i* de la classe de Chern cj(Oz(X)) vue comme
morphisme Az [—2](—1) —>i*i!(A‘£‘) dans DP(|L], A). (En effet, cette classe de Chern est
par définition a support dans X, i.e. vit naturellement dans H§(|£|,A(l)):Ext2(Aw,

ixi'Apg(1)).)

(ii) La composée TryoaoCl; est l'identité. En effet, il suffit de le montrer sur les fibres
géométriques (car la source et le but sont des complexes de faisceaux concentrés en un
seul et méme degré), or sur chaque fibre, c’est la ‘compatibilité fondamentale’ de [SGA4%,
Exp. VI, 2.1.5].

On en déduit I’égalité suivante dans Ext?(Ax, Ax (1)) :

(L) =i ea (O (X))

Maintenant considérons l'espace total |¢*L| = |L| xx |£| du fibré inversible ¢*L sur |£|. La
diagonale |L| — |£| xx |£| définit une section de ¢*£ qui s’annule sur X et induit donc un
morphisme O £|(X ) — ¢*L, lequel est tautologiquement un isomorphisme. Par compatibilité
des classes de Chern au changement de base on a donc cA(Of(X)) =¢*ca(L) et par suite
A (L) =ca(L). 0

2.1.6 Changement de base. Soit (f,¢): (X, G) — (X', G’) un morphisme de paires comme
dans 2.1.1, et soit £’ un faisceau inversible G’-equivariant continu sur X’. L’image inverse
L:= f*(¢*L") du faisceau G-équivariant ¢*L’ sur X’ déduit de £’ via ¢ est naturellement
un faisceau G-equivariant continu sur X. Le théoreme de changement de base pour g et i,
[Ber93, Theorem 7.7.1] et la compatibilité du morphisme trace au changement de base [Ber93,
Theorem 7.2.1(a)] montrent que la définition 2.1.4 est compatible au changement de base en le
sens suivant :

ceac(L) = f* (¢ eaer (L)) (21.6.1)

Ici ¢* désigne le foncteur };(G’) — X/, (GQ) de restriction le long de ¢.
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Si I'on suppose de plus que f est étale, alors Rfy = f est adjoint a gauche de f* et il s’ensuit
que le diagramme suivant est commutatif dans D} (X’ (G)).

cag(L

Rfihx —2Y . RpAx[2)(1)

| |

Axs Ax:[2](1)

ereper (L)
Appliquant le foncteur RI'2°(X’, —) on en déduit un diagramme commutatif dans D (G).

RI®(X, A) cac &) RI(X, A)[2](1)

i l (2.1.6.2)
" RIZ (X', A) @ RIZ (X', A)[2](1)

P epgr (L")

2.1.7 Passage au quotient. Placons-nous encore dans la situation de 2.1.1 et supposons
donné un sous-groupe discret I' de G dont I'action sur X est libre et propre. On peut alors former
lespace analytique quotient X/T', et la projection p: X — X/I' est un revétement analytique
Galoisien dﬁ\gioupe I". En particulier, le morphisme d’image inverse p* induit une équivalence
de topoi (X/I')et — Xot (T"). Par ailleurs, l'action de I" sur |£]| est aussi propre et libre, et le
quotient |£]/T" est un fibré en droites sur X/I" dont on note le faisceau inversible associé Lr. On a
un isomorphisme canonique £ —— p*Lr. Notons ¢ I'inclusion de I" dans G. D’apres le paragraphe
précédent, on a alors les égalités suivantes dans Ext?(Ax, Ax (1)) :

car (L) = *eaq(L) =pTea(Lr). (2.1.7.1)
Par ailleurs, faisant X’ = X/I" et G’ ={1} dans le diagramme (2.1.6.2), on obtient par
adjonction de ¢* et du foncteur des coinvariants sous I' un diagramme commutatif.

A @Ky RU(X, A) — 219 Ak RTG(X, A)[2)(1)

i l (2.1.7.2)
RTW(X/T, A) RTW(X/T, A)[2](1)

ca(Lr)

Rappelons que dans cette situation, les fleches verticales sont des isomorphismes, d’apres [Dat06,
B.3.1].

2.1.8 Supposons maintenant que A est une extension finie et plate de Z,. On lui associe un
pro-anneau Aq = (A/0"),en. Un Ag-module dans un topos 7 est un systéme projectif (Fp,)nen
de A-modules tels que £"F,, = 0. La définition 2.1.4 s’adapte immédiatement aux As-modules et
fournit donc une classe de Chern

CA.G(ﬁ) € HomD?\. (Xt (G)) (A07X7 Ao,X[z](l))'

Les propriétés des paragraphes 2.1.6 et 2.1.7 s’appliquent encore.
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2.2 Opérateurs de Lefschetz sur les tours

2.2.1 Rappels et correction de la définition de RI'.(M,A). Nous utilisons librement les
notations des paragraphes 3.1, 3.2 et 3.3 de [Dat07] et en profitons pour corriger une erreur dans
le paragraphe 3.3. Pour traiter simultanément les deux tours, on note P l'espace des périodes,
qui est muni de 'action continue du groupe J triviale sur le centre K*. Dans le cas Lubin—Tate,
P est la variété de Severi-Brauer d’invariant 1/d et J = D*. Dans le cas Drinfeld, P est ’espace
symétrique de Drinfeld Qf(_l et J = GL4(K). Dans chacun des cas nous avons presque défini en
[Dat07, 3.3.1] un foncteur ‘sections & supports compacts sur la tour’

T (M, =) : Por(J/KX) — (GD x W), (2.2.1.1)

ou le terme de droite désigne le topos des GD X Wik-ensembles qui sont discrets pour I'action
de GD x Wk. En fait la source considérée dans [Dat07, 3.3.1] est le topos J-équivariant Pet(.J).
Mais celui-ci donne plutot naissance a un foncteur (voir aussi [Far08, IV.13])

DX (M, ) : Py () — (G x DX x W) (2.2.1.2)

qui forme avec le précédent et les foncteurs d’inflation un carré commutatif évident. Une fois
corrigée la construction du complexe en remplacant topos J-équivariant par topos J/K*-
équivariant, le reste de l'article [Dat07] ne nécessite pas de changement supplémentaire. En
particulier le théoréme de comparaison IV.13.1 de [Far08] entre les deux tours reste vrai avec
les topos J/K*-équivariants, et ce avec la méme preuve. Cependant dans le présent article,
nous allons constater que les classes de Chern les plus ‘naturelles’ sont .J-équivariantes et pas
J/K*-équivariantes et pour cela nous devrons surtout utiliser le foncteur (2.2.1.2), et méme une
modification (2.2.3.1) donnée plus loin.

Lorsque A est de torsion, le complexe RT'.(M, A) de [Dat07] est obtenu simplement en
évaluant le foncteur dérivé

RT (M, =) : D} (Pet(J/K*)) — DY (GD x W)

en le faisceau Ap. Lorsque A est une extension finie plate de Zy, on note A, le pro-anneau
(A/I")pen. On a alors défini RI(M, A) comme D'évaluation en le Ao,-module A,p de

Pet(J/K*) du foncteur dérivé
RTc.o(M®*, =) : D}, (Pet(J/K*)) — DR(GD x WiE*)
du foncteur
Tea(M, ) = Te( M, =) o i /K70 s Mody, (P (/K X)) — Mody(GD x W)
de [Dat07, p. 108, 1.7].
2.2.2 Classes de Chern canoniques. Soit K le faisceau canonique de P, i.e. le déterminant de
son fibré cotangent sur le corps de base K. Il est canoniquement J/K *-équivariant, donc la classe

de Chern cp;(K) de la définition 2.1.4, respectivement cp, ;7(K) de 2.1.8, induit un morphisme
dans D4 (GD x Wise)

K : RT (M, A) — RT (M, A)[2](1). (2.2.2.1)

Les classes de Chern K7 et Kp, ainsi obtenues ont deux inconvénients. D’une part, ce ne sont
part,
pas les ‘moins divisibles’ possible, ce qui pourra étre génant lorsqu’on s’intéressera au cas A = IFy.
D’autre part, elles ne sont pas faciles & comparer a travers 'isomorphisme de Faltings et Fargues.
) p p
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2.2.3 Modification de la construction du complexe. Les classes de Chern que nous voulons
maintenant définir ne seront pas G D-équivariantes mais seulement G x D*-équivariantes. De
plus, pour une raison technique qui apparaitra au paragraphe suivant, nous devons modifier un
peu la définition du complexe en changeant simplement la source du foncteur L.(M, —). Pour
cela fixons un progénérateur ¢ de Gal(K n1f|K ) et considérons le topos P (J X ) des faisceaux
étales J-équivariants continus sur P™ :=P K , munis d’une donnée de descente a la Weil
(i.e. p-équivariants). La méme construction que dans [Dat07, 3.3.1] fournit un foncteur

DX(MS, =) : PI(] x ) — (G x DX x W), (2.2.3.1)

qui factorise le foncteur (2.2.1.2) a travers le foncteur d’extension des scalaires 73;;(J) —
Aef‘t/r(J x ). Comme ce dernier foncteur est exact et envoie faisceaux mous sur faisceaux mous,
on voit que l'objet RI'(M, A) défini comme D'évaluation en Apnr, respectivement Aq por du
foncteur dérivé

LY (M, =) : DY (PI(J x ) — DY(G x DX x W),
respectivement du foncteur dérivé
RIS (M, =) : D} (PE( % ¢)) — DR(G x D™ x W)

coincide avec l'image par le foncteur d’inflation Moda(GD) — Moda (G x D*) du complexe
RT' (M A) de [Dat07] et du premier paragraphe.

Notation. Nous noterons simplement RI'.(M, A) le complexe RT' (M, A). Pour éviter toute
confusion, nous préciserons toujours dans quelle catégorie dérivée on le considere.

2.2.4 Classes de Chern tautologiques. Supposons donné un faisceau inversible £ sur P™,
muni d’une action continue de J et d’une donnée de descente a la Weil. La classe de Chern
caTxo(L) de la définition 2.1.4, respectivement cp, jx, de 2.1.8, induit alors un morphisme

Lo (M, A) — RT(M A)[2](1) dans D§(G x D* x Wise). (2.2.4.1)

Voici les faisceaux que nous consideérerons par la suite.

Dans le cas Lubin-Tate, on rappelle que P™ =P(M) est l'espace projectif des droites
quotients du module de Dieudonné rationnel M :=Dp(H)g (ou du module de coordonnées si
car(K) > 0) du O-module formel H que 'on déforme, voir [Dat07, 3.2.8]. Le module M est un
I/(Fr—espace vectoriel de dimension d muni d’un endomorphisme @-linéaire inversible de pente
1/d. Celui-ci induit une donnée de descente effective sur P(M) et ’espace descendu est la
variété de Severi-Brauer d’invariant 1/d. Il induit aussi une donnée de descente sur le fibré
tautologique Opgy(1) mais cette derniere n'est pas effective. C’est la raison pour laquelle nous
avons modifié la source du foncteur I'.(M, —) dans le paragraphe précédent. Par ailleurs le
commutant J = GL(M)? s’identifie & D* et agit continiment sur P(M) et Op(y(1). Remarquons
que l'action sur P(M) se factorise par J/K*, mais pas celle sur Opgy (1).

Du coté Drinfeld, on a un morphisme de périodes Mp, o — P(Npy) ot Ny est un certain
facteur direct du module de Dieudonné N=Dp(G)g (ou du module de coordonnées) du
Op-module formel spécial G que 'on ‘déforme’. Plus précisément, Ny est un Ko -espace vectoriel
de dimension d, muni d’un endomorphisme -linéaire de pente 1. A nouveau celui-ci induit une
donnée de descente effective sur P(Ng) qui permet d’identifier I'espace des périodes P™ au lieu
‘faiblement admissible’ Q?{l’m complémentaire de la réunion des hyperplans K-rationnels dans
P(Np). Par contre la donnée de descente induite sur Op,) (1) n'est pas effective. Par ailleurs le
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commutant J = GL(Np)¥ s’identifie & G = GL4(K) et agit continiment sur P(Np) et Opqy,)(1)-
Ici encore I'action sur Op(y,)(1) n’est pas triviale sur le centre K*.

DEFINITION. Avec les notations ci-dessus :

— lopérateur de Lefschetz Lpp: RT'o((M%,, A) — RI'.

(MG, A)[2](1) est le morphisme
(2.2.4.1) induit par la classe de Chern de L7 := Op M)( )

e

(—

— lopérateur de Lefschetz Lp, : RI'.(M%.,A) — RI'
(2.2.4.1) induit par la classe de Chern de Lp; := Op)

.. A)[2](1) est le morphisme
) Qd 1,nr.

Nous comparerons ces classes de Chern tautologiques a celles de (2.2.2.1) au paragraphe 2.2.6.
En attendant, voici la motivation principale pour les préférer.

2.2.5 Comparaison entre Lpp et Lp,. Dans le théoreme IV.13.1 de [Far(08] est construite

une équivalence de topos JL : Pryet(D*) — PDT et(G) qui entrelace les foncteurs ‘sections &
supports compacts sur la tour’, au sens ot I'c(M$., —) =(M$%., —) o JL. La preuve établit
aussi une équivalence

JL PR o (D™ X @) —— PR, (G x @) (2.2.5.1)

qui entrelace les foncteurs ‘sections & supports compacts sur la tour’ du paragraphe 2.2.3. Cela
induit formellement 1’isomorphisme dans D4 (G x D* x Wisc)

Ce(MPp, A) — RL(MSF,, A), (2.2.5.2)

déja mentionné dans l'introduction. Il nous faut maintenant comparer les classes de Chern
utilisées dans la définition 2.2.4.

THEOREME. Les opérateurs Lpr et Lp, de la définition 2.2.4 se correspondent via
Iisomorphisme (2.2.5.2).

Preuve. Nous devons rappeler quelques détails sur la construction de 'isomorphisme (2.2.5.1)

dans [Far(08]. Notons mt(G x D*), respectivement mt(G x D*), le topos des faisceaux
étales cartésiens D*-équivariants sur la tour de Lubin—Tate, respectivement G-équivariants
sur la tour de Drinfeld. On renvoie & [Far08, IV.11] pour la définition de ces objets et plus
précisément a [Far08, Proposition IV.11.20] pour la vérification du fait que ces topoi s’identifient
naturellement & /;T_;(DX) respectivement %(G). L’isomorphisme (2.2.5.1) provient en fait
d’un isomorphisme 7

Mrret(G X D*) =5 Mpyet(G % D*) (2.2.5.3)
a la donnée de descente pres, que nous négligeons ici pour simplifier ’exposition.
Maintenant, le faisceau inversible D*-équivariant Lrp sur P}}, donne naissance a une tour

(IL| 7 n)nen au-dessus de la tour de Lubin-Tate, et on note |L|r7et(G x D) le topos cartésien
équivariant correspondant. Idem du c6té Drinfeld. Vu la définition 2.1.4 de la classe de Chern,
pour prouver la proposition il nous suffira de compléter le diagramme commutatif suivant.

’£’LT6t(G X DX) ’ﬁlDret(G X DX)
QLT\L iqu (2.2.5.4)

Mipret(G x DY) $mt(G x D*)

519

https://doi.org/10.1112/5S0010437X11007214 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11007214

J.-F. DAT

ou l'isomorphisme du bas est celui de (2.2.5.3). Pour des raisons techniques qui apparaitront
plus bas, il est utile de reformuler le probleme de la fagon suivante. Pour un faisceau inversible
L sur un espace analytique X notons P(L) :=P(L @& Ox), un fibré projectif de rang 1, muni
de la section ‘infini’ i : X — P(L) donnée par la projection £ ® Ox — Ox. Le morphisme de

topos ]Z]vet <, 5(; s’obtient par restriction du morphisme de topos P (L)et 2, 3(; au sous-topos
ouvert de P(L)et formé des faisceaux dont la restriction le long de la section infini ¢ est nulle.
Appliquant ceci aux tours (P(L)r1.n)nen €t (P(L)Drn)nen associées, respectivement a L7 et
Lpr, on voit qu’il suffira de compléter le diagramme commutatif suivant.

P(L)17.6t(G X D)= P(L) pret(G x D)
N N (2.2.5.5)

~

Mizu(G x DX) Mpret (G x DX)

Pour cela, il faut rappeler quelques aspects de la construction de 'isomorphisme (2.2.5.3).

Dans le chapitre I et la section III.1 de [Far08], Fargues construit deux schémas formels
w-adiques sans w-torsion M1 o et Mp, o sur Spf(O™), notés respectivement Xoo et Voo
dans [Far08], et munis d’une action de G x D*. Ces schémas formels n’ont pas les conditions
de finitude requises dans la théorie de Raynaud, mais Fargues leur associe tout de méme un
topos ‘E-rig-étale’ et montre dans les théoremes IV.12.3 et IV.13.1 que le topos M p7.t(G x D*)
s’identifie & celui des faisceaux ‘E-rig-étales surconvergents’ G x D*-équivariants sur M7 o et
de méme du coté Dr.

Un point technique. Comme il est expliqué dans la remarque IV.6.4 de [Far08], un morphisme
9 L.’% de schémas formels w-adiques sans w-torsion n’induit pas toujours un morphisme

P Y e N

De_rig_et AN Xe_rig—et des topos E-rig-étales associés. Cependant, il découle du théoreme de
changement de base propre et du théoréme de décomplétion [Far08, IV.6.7] que si X peut s’écrire
comme limite projective @ieN X; de schémas formels admissibles quasicompacts & morphismes
de transition affines, et si ) est de la forme yinieN(iDO Xx, X;) pour un morphisme propre

Do o, Xo de schémas formels admissibles, alors f induit bien un morphisme de topos f comme
ci-dessus. Cela est le cas en particulier lorsque f est un éclatement admissible. Dans ce cas,
f est un isomorphisme.

Dans le chapitre III de [Far08|, Fargues construit deux éclatements admissibles G x D*-

@) et iﬁi) dans [Far08], ainsi qu’un

équivariants M’ et M’ . respectivement notés X,

isomorphisme G x D*-equivariant
Mg oo = M, oo (2.2.5.6)

L’isomorphisme (2.2.5.3) est induit par celui-ci.

Pour compléter le diagramme (2.2.5.5), nous utiliserons le lemme suivant. Pour un Ox-module
inversible A sur un schéma formel X, on note P(\) le schéma formel qui classifie les quotients

P
A @ Ox — K avec k un module inversible. Comme plus haut on a un diagramme P(\) ~—~X ou
1

p est la projection canonique et i la section ‘infini’. Notons que p et i induisent des morphismes
de topos p et i puisque, localement sur X, ils vérifient les conditions mentionnées ci-dessus.
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LEMME. Soit X un schéma formel w-adique sans w-torsion, A1 et Ay deux Ox-modules inversibles
sur X et ¢:\[1/w] — A3[1/w] un isomorphisme de Ox[l/w]-modules. Alors le foncteur

. s . . . f . .
qui a un X-schéma formel w-adique sans w-torsion ) — X associe l’ensemble des paires

J*Xi @ Oy—k;, 1 =1,2 avec K; des Oy-modules inversibles, et s’inscrivant dans un diagramme
commutatif

(f*M @ Oy)[1/w] — 24 (12g @ O)[1/]

ﬁll 5zl
Ra[1/@o] o T R [1 ]

est représentable par un schéma formel w-adique sans w-torsion, noté P(yp). De plus, les
projections évidentes P(p) — P(\;) sont des éclatements admissibles de support disjoint
de la section infini. En particulier, le morphisme ¢ induit canoniquement un isomorphisme
73(/\1)5—rig—et L/ﬁ()\g)g_rig_et des topos E-rig-étales, compatible aux projections p; et aux
sections infini z: .

Preuve. Le probleme étant local pour la topologie de Zariski sur X, on peut supposer ce

dernier quasicompact, et choisir ainsi un entier k& tel que w”®p(A1) C 2. Mais alors, pour tout
(), f) schéma formel w-adique sans w-torsion au-dessus de X, une paire d’épimorphismes

J*Ai @ Oy—ky,i=1,2 s’inscrit dans un diagramme commutatif comme dans I'énoncé si et
seulement si elle s’inscrit dans un diagramme commutatif du type

@k (F*pdld
(M @ Og) L2 (123, 0 O)
ﬁli [bi (2.2.5.7)
e

Notons 72 : P(A2) — X la projection canonique, et B3 : m5(A2) © Op(y,) — k4" 'épimorphisme
universel de Opy,)-modules. Considérons l'idéal

T = B8 (3 (" A1) @ @ Op(,)) ® (5871 C Op(y)-

C’est un idéal admissible au sens de [Far08, Définition IV.1.23]. Soit Pi(¢) I'éclatement de
P(A2) le long de Iy, o, et soit m: Qi x — X le morphisme vers X. Notons encore 55" le pull-back
de B sur Py(p). Par construction I'image du morphisme i := 33" o w®(1*p @ 1d) est un
sous-faisceau inversible de k5". Notons-le k]". On dispose donc d’une paire (35", 5i") sur P (p)
s’inscrivant dans un diagramme du type (2.2.5.7). Par pull-back, tout morphisme 2 — P (¢)
fournit une paire 31, B2 s’inscrivant dans un diagramme du type (2.2.5.7) ; en effet, l'injectivité de
la feche du bas résulte de I’absence de w-torsion dans ) et du fait que le conoyau de " — k5"
est de w-torsion. Réciproquement, la propriété universelle des éclatements montre que toute
paire ((31,32) sur un (9, f) s’inscrivant dans un diagramme du type (2.2.5.7) provient par
pull-back d’un unique morphisme 2 — Pr(¢). Finalement, on constate que Pi(p) est
indépendant du choix de k et représente le foncteur de 1’énoncé.

C’est bien un éclatement de P(\2) par construction. De plus, au-dessus de la section infini,
on éclate I'idéal w*Ox qui est inversible, donc le support de 1’éclatement est bien disjoint de la
section infini. Le fait que P()\) est aussi un éclatement formel de P (A1) se déduit par symétrie.
Enfin, la conséquence toposique découle de I'invariance du topos E-rig-étale par éclatements
admissibles. O
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Nous utiliserons les deux conséquences suivantes de ce lemme :

(i) supposons X muni d’une action d’un groupe I' et A[1/w] d’une structure I'-équivariante.

—_~

Alors on peut parler de faisceau I'-équivariant dans P(\) Ces derniers forment un

E-rig-et”
topos et p, i sont naturellement I'-équivariants ;

(ii) supposons que X est réunion de deux ouverts X; U X9, munis de modules inversibles A1, Aa.
Alors tout isomorphisme \[1/w] —— Ag[1/w] induit une donnée de recollement des topos

PO goriget €t P(N2)

Revenons a la preuve du théoreme 2.2.5 et commengons a travailler du c6té Drinfeld. Le
schéma formel Mp, o, est défini comme la limite projective des normalisés M p, , du schéma

E-rig-e E-rig-et”

formel Mp, o dans les revétements rigides Mp, ,. Le schéma formel Mp, o classifie des Op-
modules formels spéciaux rigidifiés. I1 est muni d’une action continue de G x D* triviale sur O
et d’un objet universel, noté G,,, équivariant sous G x D*. Le dual wg, de 'algebre de Lie de G,,
est un faisceau localement libre G-équivariant de rang d. Il se décompose en une somme wg, =
ZjeZ Jdz, WG, de faisceaux inversibles G-équivariants. Le morphisme de périodes Mp,. o SLLEN

Qfgl’nr provient d'un morphisme de schémas formels M Dro — ﬁigl’m da & Drinfeld, de but
le modele formel de Deligne—Drinfeld de chl(_l’nr. Le faisceau inversible £p, sur Q?{l’m provient
d’un faisceau inversible encore noté Lp, sur l’espace annelé (ﬁ}igl’m, Oga-1.ae[1/p]) (voir par
exemple [Far08, Remarque I11.2.6]). De plus, par définition du morphisme dg périodes, pour tout
Jj €Z/dZ on a une égalité

wa,,jl1/@] =m5(Lpr) en tant que O -//V[\Dr,O[l /w]-modules inversibles.

Notons que 74 (L p,) est naturellement muni d’une action de G x D* triviale sur O}j. Le faisceau
wa,,; est donc un modele entier G x Of-équivariant de 7j(Lp,). Ce modele entier n’est pas
stable sous G x D> puisque l'action de 1’élément central (o, !) est la multiplication par @
sur les fibres. Considérons maintenant le tiré en arriere ws, de wg, o sur M\ Dr,oo- 11 est donc
G x Of-équivariant. Comme plus haut, we, définit un diagramme

Plwos) === Mproo (2.2.5.8)

olt p est un fibré de rang 1 et i sa section ‘infini’. Ce diagramme est seulement G x O-
équivariant, mais grace au lemme 2.2.5, on peut prendre les topos G x D*-équivariants. Les
techniques amenant au théoreme IV.12.3 de Fargues dans [Far08] montrent alors que le coté
droit du diagramme (2.2.5.5) s’obtient en prenant le topos ‘E-rig-étale surconvergent G x D*-
équivariant’ du diagramme (2.2.5.8).

Passons maintenant du c6té Lubin Tate. Le schéma formel M LT,00 €st un recollement de
cellules quasi-compactes D, o, indexées par les sommets a =[A, M| de I'immeuble de GD,
chacune étant stabilisée par le fixateur (G x D*), = GL(A) x O} de a dans G x D*. Chaque
cellule est une limite projective de cellules ‘en niveau fini’ D, ,,, n € N. La cellule D, o classifie des
O-modules formels de dimension un rigidifiés et satisfaisant certaines conditions de ramification.

Soit H, le O-module formel universel sur D, et soit A\, son algebre de Lie. Le morphisme

;. Ta,0 .. . ,
de périodes D¥y —— P(M) est la restriction d’'un morphisme de schémas formels Dg o —

~

P(Dp(H)) et on a une égalité
Aaoll/@] =7, o(Lrr) en tant que Op, ,[1/w]-modules inversibles. (2.2.5.9)
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Notons alors Ay oo le tiré en arriere de A, sur Dy . C’est un faisceau inversible (G x D*),-
équivariant qui définit un diagramme
P
P()\a,oo) -~ HJ)a,oo
(]
comme plus haut. Notons que les A\, o ne se recollent pas en un faisceau inversible sur /T/T LT,00
mais I'égalité (2.2.5.9) montre que les Aqoo[l/w] se recollent en un Og; — [1/w]-module

P

inversible G x D*-équivariant. Grace au lemme 2.2.5, on peut recoller les topos P (g, 00)
pour obtenir un diagramme.

E-rig-et

— D

P()\oo)é’—rig—et <~ M\LT@og—rig—et (22510)
7

Les techniques développées par Fargues dans sa preuve du théoreme IV.12.2 de [Far08] montrent
alors le coté gauche du diagramme (2.2.5.5) s’obtient en prenant les objets G x D*-équivariants
continus dans le diagramme (2.2.5.10).

Comparons maintenant les deux cotés via I'isomorphisme (2.2.5.6). On a donc, au-dessus de
la. cellule éclatée ]D)fwo, deux faisceaux inversibles (G x D*),-équivariants A\, oo €t woo. Or, il
résulte de la construction méme de I'isomorphisme (2.2.5.6), et plus précisément de la définition
du morphisme des ‘périodes de Hodge—Tate’ ]wao — ﬁ‘;(_l’nr de [Far08, IIL.2], que ces faisceaux

coincident apres inversion de p. Par le lemme 2.2.5, le diagramme (2.2.5.5) est donc complété. O

2.2.6 Comparaison entre classes de Chern canoniques et tautologiques. Considérons le
faisceau inversible trivial sur le point M(K™) et munissons-le de l'action continue du

groupe K* donnée par l'inclusion K* < K™ Sa classe de Chern Ccarcx est un élément de
Ext%(X(AM(@), AM(I/(E)(U) ~ H?(K* x I, A(1)), ot I désigne le groupe de Galois absolu
de K7Ur. Par ailleurs, reprenant les notations ‘génériques’ P, J de 2.2.1 et notant J BELINY TG TS
morphisme déterminant ou norme réduite selon le cas, on dispose d’une application de pull-back

det*

& HY (K™ x I, AN(1)) —=— H*(J x I, A(1)) — Ext?(Apnr, Apnr(1)).
PROPOSITION. Dans Ext?(Apur, Apu (1)), on a I'égalité de classes de Chern
CAJ(]C) =—d- CAJ(O'Pnr(l)) + f*CAKx .

Preuve. Soit k un corps, V un k-espace vectoriel de dimension d et S®(V*) 'algebre symétrique
du k-dual de V' munie de sa graduation usuelle. Alors le faisceau canonique Kpyy de P(V)
est associé au S*(V)-module gradué A V* @, S*(V*) ot A V* est placé en degré d. Ainsi,
Kp(vy est isomorphe a Opyy(—d) en tant que faisceau inversible, mais l'action de Auty(V)
est tordue par le déterminant. Plus précisément, notant 7 :P(V) — Spec(k) le morphisme
structural, on a un isomorphisme Auty(V)-équivariant Kp(y) =~ Opy(—d) @ 7*(k, det), ol la
notation (k, det) désigne l'action de Auty(V) sur k par le déterminant. Il suffit maintenant
d’appliquer ces remarques a k = KietV=MouV = Ny (notations de 2.2.4). O

Notons maintenant cpr et cp; les opérateurs RI'. — RI':[2](1) induits par les classes de
Chern &fp(epxx) et &, (eaxx)-
COROLLAIRE. Dans Homps (¢ px XW%SC)(RFC, RT'.[2](1)), on a les égalités

KLT =—d- LLT +cr et KDI‘ =d- LDr + ¢pr-
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De plus, on a ccr=cpy =0 si ¢q— 1 est inversible dans A. Ici q est le cardinal du corps
résiduel de K.

Preuve. La premiere assertion découle immédiatement des définitions et de la proposition
ci-dessus. Pour la deuxieme assertion, remarquons d’abord que cpr et ¢p, ne dépendent par
définition que de l'image de cppx dans H2(K*, A(1)) (classe de Chern ‘absolue’). Ecrivons
alors K* >~ (1 +@O) X pg-1 X Z avec jg—1 = le groupe des racines g — 1-¢mes de I'unité.
Le groupe (1 + @wO) est pro-p, donc H*(K*, A(1)) ~ H?*(iq—1 X Z, A(1)). Le groupe Z étant
de dimension cohomologique 1 avec H(Z, A) = A, on a H?(pig—1 x Z, A(1)) ~ H' (ug—1, A(1)) &
H?(j14-1, A(1)). Mais ce dernier groupe est annulé par 'ordre de f1g—1. O

Remarque. Avec les notations de la preuve ci-dessus, on peut calculer explicitement la com-
posante de ¢y« dans H2(p4—1, A). Pour cela, remarquons d’abord que le complexe RI'.(GS2, A)

dans DY (p4—1) est parfait, de cohomologie H!' = A et H? = A, donc est homotope & 0 —

1—
Afpg—1] X, Aflpg—1] — 0 ot = désigne un générateur de py—1. Il s’ensuit (exercice sur la

définition 2.1.4) que la composante cherchée est explicitement donnée par I'extension de Yoneda

0 — A — Alptgo] == Afprga] — A — 0,

qui est un générateur du groupe H?(py—1,A) ~ A/(g — 1)A. En particulier, si ¢ — 1 n’est pas
inversible dans A, la classe cp g x n’est pas nulle.

3. Description explicite dans le cas £-adique

Dans cette section nous fixons un nombre premier £ p et nous noterons simplement RI'c le
complexe RI'(M Q) dans la catégorie D(%Z(GD x Wdise) Toutes les représentations qui

interviendront seront implicitement supposées étre a coefficients dans Q.

3.1 Description de 'opérateur de Lefschetz

3.1.1 Décomposition de RI'.. Rappelons que la cohomologie de RI'. n’est pas admissible,
mais seulement admissible ‘modulo le centre’. Plus précisément, pour tout sous-groupe ouvert
compact H C G, les H'(RI'.)" sont des représentations projectives de type fini du centre K*
de G. Fixons donc un caractere lisse w : K* — Q, et considérons le complexe

RTey = RTc @ g (Qu)w € D]

w,w—1

(G x D* x Wlsey,

Le produit tensoriel est pris pour l'action de K* identifié au centre de G. La catégorie dérivée
est donc celle des GD x Wgsc—représentations lisses telles que le centre K* de G agisse via
le caracteére w, c’est-a-dire des G x D* x W[d(isc—représentations lisses telles que le centre de G
agisse via w et celui de D* via w™!. Comme la catégorie Mod,,~1(D>) des représentations lisses
de D* de caractére central w™! est semi-simple, on a une décomposition

RT.,= € p"®RIp), (3.1.1.1)
p€Elrr,, (D)

ou 'on a posé

RT[p] = Hompy (pey(p”, RTew) € DE(G x W),

Comme le suggere la notation, RI'.[p] peut s’obtenir sans réduction préalable modulo w. En fait,
d’apres le lemme suivant ce complexe coincide avec celui noté aussi RI'c[p] a la p. 115 de [Dat07].

524

https://doi.org/10.1112/5S0010437X11007214 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11007214

OPERATEUR DE LEFSCHETZ SUR LES TOURS DE DRINFELD ET LUBIN-TATE

LEMME 3.1.2. Il y a un isomorphisme naturel RI'.[p] ~ RT'. ®64DX p dans D(G x Wise),

Preuve. Cela résulte des deux observations suivantes.
(i) Pour tout M € Mod(D*), on a

M Qg,px P= (M Q) K (@E)wl) ®q, p)px -
(ii) Pour tout N € Mod,,-1(D*), I'application Q,-linéaire canonique
Hompx (p", N) = (N ® p)°" — (N ® p) px

est bijective. O

3.1.3 Décomposition de L. Par fonctorialité, 'opérateur L induit un morphisme
Lw € HOHIDE) (GXDX XWId{iSC) (ch,w; ch,w [2] (1))

Noter ici qu’il n’y a plus de condition de caractere central pour 'action de D*. La catégorie
Modg, (D*) n’est pas semi-simple, mais on a tout de méme R Hompx (p, p') = 0 pour toute paire
de représentations irréductibles p, p’ non isomorphes. Il s’ensuit que L, se décompose en une
somme L, = ®p€h‘rw—1(DX) L, avec

Ly € Hompy (g p xW;}iSC)(PV ® RTc[p], p* ® RTc[p][2](1)).

Nous ne décrirons pas précisément cet opérateur mais plutot son image, encore notée L, dans
Hom (0¥ @ RTc[p], p¥ @ RTc[p][2](1))P" W = Hom s (¢ (RTc[p], RTc[p][2](1))".

Pour cela nous devons d’abord calculer le Qg-espace vectoriel ci-dessus.

3.1.4 Rappel de la description de RT:[p]. Il est ici commode de choisir une racine carrée
de p dans Q. Celle-ci permet de parler de puissances demi-enticres du caractere de Tate
de Wk et des caracteres |det|x des groupes linéaires, d’utiliser l'induction parabolique
normalisée, et de définir une correspondance de Langlands ‘non convenablement normalisée’,
cf. paragraphe 1.2.1 et [Dat07, commentaire apres 2.2.3]. Comme dans [Dat07, 2.1.10] nous
notons d, l'unique diviseur de d et m, I'unique représentation supercuspidale irréductible de
GLg/4q,(K) tels que la correspondante de Jacquet-Langlands JL4(p) de p apparaisse dans 'induite
parabolique normalisée |det|=%)/2x, x - .. x |det|(%~1)/27,. Dans [Dat07, 2.1.6 et 4.1.1] nous
avons introduit la terminologie de ‘représentations elliptiques de type p’ pour désigner les
représentations de G ayant le méme support supercuspidal que JLg4(p). Ces représentations sont

paramétrées

IC{l,...,dp—l}HTI'£EII"I“(G)
par les sous-ensembles de {1,...,d, —1}. Comme dans [Dat07, 4.1.1] il est commode de noter
7rp<i pour ﬂgl""’i}, avec la convention que 7r§0 = ﬂg. Grace aux résultats de Boyer [Dat07,

4.1.2] et quelques remarques cohomologiques [Dat07, 4.2.1], on sait qu’il existe dans D?(G)
des isomorphismes

RT.[p] ~ (d@ w5t @ oupa )i ) - ().

925

https://doi.org/10.1112/5S0010437X11007214 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1112/S0010437X11007214

J.-F. DAT

Un tel isomorphisme induit a son tour une application linéaire Wi -équivariante bijective
dp—1
Hom pys 6y (RTc[p], RTc[p]] @ Ext™I T2 (751 757) @ Endg, (0474, (7)) (i — j + 1).
i,j=0

D’apres les calculs d’extensions de [Dat07, 2.1.17], cette derniere se simplifie en

dp—1
Hom py gy (RLc[p], RLc[p]| @ Exté;,(r5', 75+ @ Endg, (04/4, (7))
et par conséquent induit I'isomorphisme
dp—1
Hom pyy () (RTc[p], RT[p][2](1))"* == @B BExtéy, (5, w5t ~ Q. (3.1.4.1)
=0

On peut donc décomposer l'opérateur L, en une somme @dﬁ_l L,; avec
Lp,i S EXté,w (ﬂ';l, <z+1) Qg
PROPOSITION 3.1.5. Les L,; sont non nuls. De maniere équivalente, I'opérateur
dpy—1
LYY= L,[2d, — 4]0 -0 L,[2] o L, € Hompy, () (RT[p], RTe[p)[2d, — 2](d, — 1))V¥
est non nul.

Preuve. Le fait que les deux assertions sont équivalentes découle de la formule pour les cup-
produits de [Dat07, 2.1.17(ii)]. Nous allons prouver la deuxiéme en utilisant la propriété
d’uniformisation p-adique de la tour de Drinfeld. Notons pour cela que 1’énoncé est insensible a
la torsion de p par un caractére non ramifié. On peut en particulier supposer w trivial.

Soit I" un sous-groupe discret cocompact et sans torsion de G. Un tel sous-groupe agit
librement sur chaque Mp, , et on sait d’apres de nombreux travaux (Kurihara, Mustaphin
etc) que le quotient M p,.,, /T" est algébrisable en une variété propre et lisse sur K. On obtient
ainsi une tour (St )nen de variétés algébriques munie d’une action de D> triviale sur (I' N K™).
Comme dans le paragraphe 2.1.7, le faisceau inversible £ p, induit sur chacun de ces quotients un
faisceau inversible, qui par GAGA [Ber90, Proposition 3.4.11] provient d’un faisceau inversible
Lr, sur Sr,. De plus, la classe de Chern Ly, : H*(Sr n, Q) — H**2(Sr,, Q/)(1) est induite
par Lp, via le diagramme (2.1.7.2). Notons que cette classe de Chern commute & I’action de O.

Supposons que I' se décompose en un produit (I' N K*)(I' N SLy(K)). Alors d’apres [Kur80,
2.2.4] le faisceau inversible Lr o est ample sur Sp . Comme S, est fini sur Sr, il s’ensuit que
Lr ,, est ample sur Sr, pour tout n.

Soit n tel que pj1one,, soit triviale. D’apres le calcul fait page 140 de [Dat07], la partie
p-isotypique H*(Srn, Q¢)[p] de la cohomologie de Sr,, est non nulle en degrés d — d,. Comme
le degré médian est ici d — 1 = dim(Sr,,), on déduit donc du théoreme de Lefschetz difficile que

Ll(ﬂd%_l) est non nul sur la partie p-isotypique, et par conséquent que L,(od” - # 0 comme voulu. O

3.2 Opérateur de Lefschetz et correspondance de Zelevinski

Nous allons décrire et interpréter 'action de l'opérateur de Lefschetz sur la D* x Wi-
représentation graduée R} := H*(RHomg(RT'., 7)) de l'introduction. Notons que cet espace est

nul si m n’est pas elliptique. Nous supposerons donc 7 de la forme 7T£ comme dans le paragraphe
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précédent, et pour un sous-ensemble I = {iy,... 4} C{l,...,d, —1}. Nous poserons aussi
io := 0 et 4|74 := d,. Enfin nous noterons dj :=igy1 — i pour k=0, ..., [I].

3.2.1 Dans le paragraphe 4.4 de [Dat07], voir notamment la remarque 4.4.2, on a construit
un isomorphisme D* x Wi-équivariant gradué

]

. d—d
Ry < 0 o () @ (@mk wizn) - (S5%),

ou 74, est la représentation ‘spéciale’ de dimension dj, c’est-a-dire I'unique représentation

indécomposable de W de dimension dj et de poids 0, ..., d;r — 1. En particulier, on a donc
-1
H RN 210 ~ D H ; a1 — 1)) ~ Q!
ompx XWK( Tr{,’ 71‘{)[ ]( )) — OMW g (Tdk (’Lk)a Tdy+1 (Zk-‘rl )) =¥ -
k=0

Le deuxieme isomorphisme provient du fait que le seul poids commun & 74, (ix) et 74, (ix41 — 1)
est dp — 141 =11 — 1, et que ce poids intervient dans le socle de TdkH(ikH — 1) et le cosocle
de Tdy, (Zk)

L’opérateur de Lefschetz Lﬂz se décompose donc en une somme @' e Lwﬁ,lr
PROPOSITION 3.2.2. Chacun des Lﬂlg,k est non nul.

Preuve. Cela découle de la proposition 3.1.5 par le méme argument que celui utilisé pour
expliciter l'action de Wx dans [Dat07, 4.4]. En effet, avec les notations de [Dat07], il s’agit

ici de déterminer quand le cup-produit sur EXtGw st ol ) par I'élément non nul L,; 1 €

p

Ext! (m5'~1, m5") de la proposition 3.1.5 est non nul. Par [DatO? 2.1.17], cela revient a demander
que 5(2 -1, I) =9(i, 1)+ 1, ou encore, que i —1—08(i—1,1)=(i—4(i,I)) —2. D’apres le
lemme [Dat06, 4.4.1], cela équivaut a ¢ = iy pour un certain k, c’est-a-dire i € I. O

3.2.3 Preuve du théoréme 1.2.2. L’espace R;I muni de I'action lissifiée ’y;fl de Wy introduite
P P
dans la section 1.2.2 est isomorphe &
dp—1

—d .
RLy.+%) @ iy ) (15 ) 0 (3:2.3.1)
et une fois choisi un tel isomorphisme, on peut écrire

Endg, (R, ) Ma,(Endg,(04/4,(mp))),

ot le terme de droite désigne les matrices de tailles d,, & coefficients dans Endg,(04/4,(7))). Une
telle matrice A = (A; j)o<i,j<d,—1 est dans l'espace

Homyy, (Re, R(1)) = Endg, (047, (1,)) (1)VE

si et seulement si A;; est scalaire pour tout 4, j, et nulle si j #4 4 1. Dans ce cas, la matrice
transposée ‘A est dans I’espace

Homyy, (R}, Ry (1)) = Endg, (04/4, (7)) (—1)"'%.

Ceci s’applique en particulier a I'opérateur ng. D’apres la proposition précédente, le bloc L; ;11
de sa matrice est non nul si et seulement si i + 1 € I. Quitte & multiplier I'isomorphisme (3.2.3.1)

par une matrice diagonale inversible on peut supposer que L; ;1 =1d,, 1, (70" D’apres la forme
P
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explicite de la correspondance de Langlands pour les représentations elliptiques donnée dans le
lemme 2.2.8 de [Dat07], et en raisonnant comme au-dessus de la remarque 4.4.2 de [Dat07], on
en déduit que

c d - 1 c

t I I

(R;{)7’77f£, Lwll,)zo-d(ﬂ-p )< 2 ) :O-(/i(ﬂ-p )7

ou °I désigne le complémentaire de I dans {1,...,d, — 1}. Notons que la paire (R, tLﬁg) est

]

I'unique paire de Weil-Deligne dont le prolongement de Jacobson—Morozov coincide avec celui de

la paire (R, Lﬂ£) que nous avons noté 'yf}L dans le théoréme 1.2.2. Ainsi, ce théoréme découle
P P

de la proposition suivante.

PRrROPOSITION 3.2.4. L’image Z(7r£) de 77{) par I'involution de Zelevinski est la représentation
°r

Tp

Preuve. Nous utiliserons la définition de Schneider et Stuhler de I'involution de Zelevinski. Soit
Mod,(G) la catégorie abélienne des représentations de longueur finie de G dont tous les sous-
quotients irréductibles sont elliptiques de type p. Notons g’p la composée de la contragrédiente
avec le foncteur contravariant noté £%~! ou simplement € dans [SS95, I11.3]. D’aprés le théoréme
II1.2.2 de [SS95] et en raisonnant comme dans la preuve de leur théoreme II1.3.1, on voit que
ce foncteur £ se restreint en un endofoncteur covariant involutif de Mod,(G). L'involution de
Zelevinski de 7] est alors donnée par Z(m)) = gp(ﬂ'{)), cf. [SS95, IV.5].

La théorie de Bushnell-Kutzko fournit une équivalence de catégories Mod,(G) —— Mod; (G")
pour un groupe G' = GLy(K’), cf. [Dat07, 2.1.9]. Cette équivalence échange les involutions
respectives g’p et c‘j’{ En effet, si 7 est un type pour le bloc de Bernstein associé a (M, 7,), H,
son algebre de Hecke, alors 1’équivalence Hom(7, —) entre ce bloc et la catégorie des H,-modules
transforme le foncteur € en le foncteur M — Ext;lf:l(M , H-). Cela découle de la définition de €
dans [SS95, III.1].

On est ainsi ramené au cas ot p = 1. Dans ce cas, soit BT le sous-groupe de Borel des matrices
triangulaires supérieures, dg+ son caractere module et § := (5;1/ 2 Tdentifions {1,...,d—-1} a
I’ensemble des racines simples du tore diagonal dans Lie(B; ) en les numérotant de haut en bas.
Par définition, [Dat06, 2.3.3], 7r{ est I'unique quotient irréductible d’une induite parabolique
normalisée ig(é) ou B est n’importe quel sous-groupe de Borel dont la chambre de Weyl est
contenue dans lensemble X défini en [Dat06, 2.2.3]. Rappelons que si w est un élément du
groupe de Weyl tel que *(B) = By, alors i%(6) :ig+ (*6). De [SS95, Theorem I1.2.2] et de

Pexactitude de £, on déduit que £(n!) est I'unique quotient irréductible de ig+ (*owg). Cette

derniére induite s’indentifie & i%,(8) pour B’ = w lwy ! (By). Remarquons que B’ est le Borel
opposé a B, et donc sa chambre de Weyl est contenue dans —X; = Xcj. O

3.2.5 Preuve de la proposition 1.2.3. Considérons le triplet (’yf,, Nﬁg, ng) sur 'espace R/ ;. 11
I3 P

donne naissance aux deux parametres ’y;f}N, V;f}L :Wpg x SLy — GL(R; ;) du paragraphe 1.2.2.
Ces deux parametres se prolongent en unp para;n\etre d’Arthur si et seulement si les deux actions
de SLy commutent, et ceci se produit si et seulement si N, commute au transposé 'L_; défini
au paragraphe 3.2.3. Or ces opérateurs sont données par des matrices de Jordan de supports

complémentaires. De telles matrices ne commutent que si I’'un des support est vide.
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