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Abstract We establish an infinitesimal version of the Jacquet-Rallis trace formula for general linear
groups. Our formula is obtained by integrating a kernel truncated a la Arthur multiplied by the absolute
value of the determinant to the power s € C. It has a geometric side which is a sum of distributions I, (s, -)
indexed by the invariants of the adjoint action of GL, (F) on gl,, 1| (F) as well as a «spectral side» consisting
of the Fourier transforms of the aforementioned distributions. We prove that the distributions /4 (s, -) are
invariant and depend only on the choice of the Haar measure on GL,(A). For regular semi-simple classes
0, Iy (s, -) is a relative orbital integral of Jacquet-Rallis. For classes o called relatively regular semi-simple,
we express Io (s, -) in terms of relative orbital integrals regularised by means of zeta functions.

Résumé Nous établissons une variante infinitésimale de la formule des traces de Jacquet-Rallis pour
les groupes linéaires. Notre formule s’obtient par intégration d’un noyau tronqué a la Arthur multiplié
par la valeur absolue du déterminant a la puissance s € C. Elle posséde un cété géométrique qui est une
somme de distributions I, (s, -) indexées par les invariants de 'action de GL; (F) sur g, (F) ainsi qu’un
«coté spectraly formé des transformées de Fourier des distributions précédentes. On démontre que les
distributions I, (s, -) sont invariantes et ne dépendent que du choix de la mesure de Haar sur GL,(A).
Pour des classes 0 semi-simples réguliéres, I, (s, -) est une intégrale orbitale relative de Jacquet-Rallis.
Pour les classes o dites relativement semi-simples réguliéres, on exprime I, (s, -) en termes d’intégrales
orbitales relatives régularisées a ’aide des fonctions zéta.
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1. Introduction

1.1. Contexte

Dans [8], Jacquet et Rallis proposent une approche via une formule des traces relative
a la conjecture globale de Gan-Gross-Prasad (GGP) pour les groupes unitaires [4]. Ils
proposent d’établir deux formules des traces relatives, une pour les groupes unitaires et
une autre pour les groupes linéaires. Les deux formules ont des cotés géométriques et
spectraux. La comparaison de cotés géométriques de ces deux formules doit mener aux
résultats spectraux qui sont l'objet de la conjecture de Gan-Gross-Prasad. Une version
simple de cette formule, c’est-ad-dire une version valable pour une certaine classe de
fonctions test, a été utilisée par Zhang pour démontrer une partie substantielle de la
conjecture GGP [17, 18] ainsi que certains cas du raffinement de la conjecture GGP di
a Ichino et Ikeda [6] et Neal Harris [12].

1.2. Nos résultats

Afin que l'on puisse étendre les résultats de Zhang, il faut des formules des traces
valables pour toutes les fonctions lisses a support compact. Cet article étudie la variante
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infinitésimale du coté géométrique de la formule des traces relative de Jacquet-Rallis pour
les groupes linéaires et il est précédé par [19] ot I'on étudie la variante infinitésimale du
cOté géométrique pour les groupes unitaires. Les cotés géométriques pour les groupes
ainsi que les cOtés spectraux sont présentés dans [20].

Soient E/F une extension quadratique de corps de nombres, A 'anneau des adéles de F
et n : F*\A* — C le caractére associé a I'extension E/F par la théorie de corps de classes.
Soit n € N et notons G = GL,, que I’on voit comme un sous-groupe de G= GL, 11 par le

plongement diagonal g — (g 1). Soit S,+1 la F-sous-variété de ReSE/Fa composée des

g € Resg /FG tels que gg = 1 ou g est le conjugué de g par 1’élément non trivial du groupe
de Galois de E/F On voit G et G comme des F-sous- groupes de ResE/FG L’action de
G sur ResE/FG stabilise alors Sy41.

Du coté géométrique de la formule des traces relative de Jacquet-Rallis pour le groupe
linéaire, on étudie l'intégrale formelle

/ k¢ (x)n(detx) dx (1.1)
GIENG(A)

ol f € C°(Sy4+1(A)) est une fonction lisse & support compact sur S,11(A) et k¢ (x) égale
Zyes,,+1(F) f(x~lyx) pour x € G(F)\G(A). Cette intégrale n’est pas bien définie pour
toutes les fonctions f. Zhang utilise cette intégrale pour des fonctions vérifiant certaines
conditions de support local pour lesquelles elle converge et admet une décomposition en
une somme d’intégrales orbitales relatives.

Dans cet article, on s’intéresse & la version infinitésimale de I'intégrale (1.1). Soient
9= Lie(é) et 5,41 lespace tangent & l'identité de S,4;. Alors, $,41, vu comme un
sous-espace de Resg/Fg, est:

snt1 = {X € Resgp@nr11X +X = 0}.

Si 'on choisit un 7 € E tel que T = —7, la multiplication par 7 induit un isomorphisme
entre 5,41 et g. Le groupe G agit sur s, et sur § par adjonction. Cette identification
est alors G-équivariante. Soit s € C. L’analogue infinitésimal de l'intégrale (1.1) que 'on
consideére est

16, f)=f kp(oldetx[yn(etx)dx, kp)= Y. f&lEx). [ eSEA).
GINGA) E€F(F)

ol |-]a est la valeur absolue standard sur le groupe des idéles de A et S(§(A)) est
Pespace des fonctions de type Bruhat-Schwartz sur g(A). Dans cet article, on définit une
régularisation de cette intégrale par un processus de troncature a la Arthur et on étudie
les propriétés de la distribution ainsi obtenue. Décrivons briévement cette troncature
maintenant.

Fixons B un sous-groupe de Borel de G ainsi que sa décomposition de Levi B = MyNy
avec My une partie de Levi de B et Ny son radical unipotent. On note F(B) ’ensemble
des sous-groupes paraboliques de G contenant B. Tout P € F(B) admet alors une
unique décomposition de Levi P = MpNp. Soit Mg I'unique sous-groupe de Levi minimal
de G contenant My. On note F (Mg, B) T'ensemble des sous-groupes paraboliques de
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contenant B. Tout P € F (Mg, B) admet alors une unique décomposition de Levi
= MpNp ot My € Mp. Pour tout Pe F (Mg, B), on a PNG e JF(B). On note alors
P:=PNG.

Au début de la section 3, on introduit une décomposition de F(F) en classes
géométriques, dont on note I’ensemble O, qui sont stables par action adjointe de G(F).
Pour tous P € F(Mg, B), 0 € O et f eS(@A)), on pose

QR

kypox)= Z / Fa Y E+U)x)dU, x € Mp(F)Np(A\G(A).
seLie(Mp)(F)no ¥ LICNE)(A)

Le noyau tronqué est défini alors comme

ki)=Y (=% N Fp(Hp(Ox) — Tk, 5 ,(6x), x € GENG(A),
PeF (Mg, B) seP(F)\G(F)

oil, si 'on pose ap := Homz(Homp(Mp, Gp), R), alors Hp : 5(&) — ap est I'application

de Harish-Chandra, 75 est la fonction caractéristique d’un coéone obtus dans ap,

dyp =dimgap et T est un paramétre dans aj := Homyz(Homp (Mg, G,), R) (voir le

paragraphe 2.1). Notre premier résultat, démontré dans le paragraphe 3.2, est alors le

suivant.

Théoréme 1.1 (cf. théoréme 3.6). Pour tout T € T4 + ag et tout o € R, on a:

Z[ |k} (x)]|det x| dx < oo.
= Jemnew

Ici af est un cone aigu dans a5 (une chambre de Weyl positive fixée) et T} € ad est

0
précisé dans le paragraphe 2.8.
Ensuite, on s’intéresse au comportement de Papplication T + |, GENG(A) k]Tc o () [det x [}
n(detx) dx. Dans le paragraphe 4.3, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.2 (cf. théoréme 4.8). Soient 0 € O et s € C. La fonction

o1l = [ K7 () det x|} (detx) dx,
GINGA)

ou T parcourt Ty +al, est un polynéme-exponentielle dont la partie purement
polynomiale est constante si s # —1, 1.

On note I, (s, f) la partie constante du polyndéme-exponentielle IOT (s, f) pour s € C~\
{—1, 1}. Il s’avére que la distribution I,(s, -) a des propriétés remarquables. On obtient
le théoréme suivant.

Théoréme 1.3. Soient f € S(GA)), 0 € O et s € C~{—1, 1}.

(cf. théoreme 4.11). Pour y € G(A), notons ¢¥ € S(GA)) la fonction définie par
¢ (X) = p(Ad(y)X). On a alors

Io(s, f) = |det y[yn(det y)Io(s, f)
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(cf. paragraphe 4.5). La distribution I,(s,-) ne dépend que des choix des mesures de
Haar.

Dans le paragraphe 4.6, on constate que pour les classes o dites semi-simples réguliéres,
sur lesquelles G (F) opére fidélement et transitivement, la distribution IUT (s, -) ne dépend
pas de T et IOT (s, f) égale une intégrale orbitale relative qui apparait déja dans [8].

Dans la section 5, on démontre la version infinitésimale de la formule des traces relative
pour les groupes linéaires

Théoréme 1.4 (cf. théoréme 5.1). Pour tout f € S(G(A)) et tout s € C~{—1,1} , on a

D Lol )= Lo(s, f).

0O 0O

Ici f est une transformée de Fourier (on en considére plusieurs) de f.
Notre dernier résultat, démontré dans la section 6, concerne des formules explicites pour

certaines nouvelles distributions I,(s, -). Tout X € g(F) s’écrit (i Z,) ou & € Lie(G)(F),

u,v € F" et d € F. On écrit alors £y := &. Soient P € F(B) et & € Lie(Mp)(F) un élément
elliptique (qui n’est contenu dans aucune sous-algébre parabolique propre de Lie(Mp)).
Soit 0 € O une classe contenant un élément X tel que &x = &. Alors, 0 est une réunion
finie d’orbites pour ’action de G(F). De plus, les orbites de dimension maximale dans o
ont des centralisateurs triviaux. Fixons un représentant X de 'orbite fermée dans o tel
que £x, = & et choisissons un ensemble O, C o0 de représentants des orbites de dimension
maximale dans o de sorte que tout X € O, vérifie £x = &. Soit Tp le centralisateur de Xg
dans G. Pour f € S(§(A)) et X € O,, on pose:

tx () = / FAdG™HX)e Py (det x) dx,
G(A)

ott A € Homp (Tp, G;n) ®z C =: ag. que I'on peut voir naturellement comme un sous-espace
de Homg(ap, C). L'intégrale définissant {x (f) converge sur un ouvert de ag, qui dépend
de X et admet un prolongement méromorphe a af noté aussi {x(f). Notons que le
déterminant est naturellement un élément de Hompg (7p, G,;,), on a donc un élément associé
det € ag.. On obtient alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.5 (cf. théoréme 6.12). Soit 0 comme ci-dessus. Alors, la droite {sdet|s €
C} C af, n'est contenue dans aucun hyperplan singulier de la fonction méromorphe

agsr | D0 ()| .

XeO,

De plus, la fonction méromorphe

Cos> [ D ox(f) ] (sdev

XeO,
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est holomorphe pour s # —1,1 et l'on a:

L. /y=| Y tx(f)| (sden, VsecC.

XeO,

Dans la section 6 de [19], on obtient un résultat complétement analogue pour les groupes
unitaires.

Commentons finalement 'apparition du déterminant a la puissance complexe dans
la définition de la distribution I,(s,-). On ajoute ce terme en vue de possibles
applications aux dérivées des intégrales orbitales relatives de Jacquet-Rallis. Pour les
classes semi-simples réguliéres, les dérivées des analogues locaux des distributions 7, (s, -)
définies sur la variété S,y; ont d’abord été introduites dans [16] et ensuite étudiées
dans [13, 14] pour des fonctions test particuliéres. Ces travaux lient ces dérivées a des
nombres d’intersection sur certains espaces de Rapoport-Zink et s’inscrivent dans le cadre
de la variante arithmétique de la conjecture de Gan-Gross-Prasad. Récemment, dans [11],
les dérivées des analogues locaux des distributions infinitésimales I, (s, -) ont aussi été
étudiées. On espére que notre formule aura un intérét pour ces questions.

2. Prolégomeénes

2.1. Préliminaires pour la formule des traces

Soient F un corps de nombres et G un F-groupe algébrique réductif que 1'on suppose
déployé sur F. Pour tout F-sous-groupe de Levi M de G (c’est-a-dire un facteur de
Levi d’'un F-sous-groupe parabolique de G), soient F(M) 'ensemble de F-sous-groupes
paraboliques de G contenant M et P(M) le sous-ensemble de F(M) composé de
sous-groupes paraboliques admettant M comme facteur de Levi. On fixe un sous-groupe
de Levi minimal My de G. On appelle les éléments de F(Mj) les sous-groupes paraboliques
semi-standards et les éléments de P(My) les sous-groupes de Borel. On utilisera toujours
le symbole P, avec des indices éventuellement, pour noter un sous-groupe parabolique
semi-standard. Pour tout P € F(Mj), soient Np le radical unipotent de P et Mp le
facteur de Levi de P contenant My. On a alors P = MpNp. On note Ap le tore central
de Mp déployé sur F et maximal pour cette propriété. Si P est un sous-groupe de Borel,
on a alors Ap = My et on pose dans ce cas Ag := Ap = Mp. Pour P; € F(Mp), quand il
n’y aura pas d’ambiguité, on écrira Ny au lieu de Np,, M| au lieu de Mp,, etc.

Soit P € F(My). On définit le R-espace vectoriel ap := Homz(Homp(Mp, G,,), R),
isomorphe & Homz(Homp(Ap, G;), R) griace a linclusion Ap < Mp, ainsi que son
espace dual a}, = Homp(Mp, G;,) ®zR et on pose

dp =dimgap, dj=dg—dp, QCP. (2.1)

Si P| € P, on a un homomorphisme injectif canonique a3 < a} qui donne la projection
a; — ap, dont on note a% = ag le noyau. On a aussi l'inclusion ay < aj, qui est une
section de a; — ap, grace a la restriction des caractéres de A} & Aj. Il s’ensuit que si
P; C Py, alors

a; =al @ a. (2.2)
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Conformément & cette décomposition, on pose aussi (a%)* ={A eaf|A(H) =0VH € a}.
On aura besoin aussi de (a%)(c)* = (a%)* ®rC et de af » = a] ®@r C.

Si P € Q sont des sous-groupes paraboliques semi-standards ot P est un sous-groupe
de Borel, on note simplement ag = ap, a; = a}Q,, a; = ajp, etc. Cela ne dépend pas du
choix de P. En général donc, si P; C P, grace a la décomposition (2.2) ci-dessus, on
considére les espaces a; et a} (resp. af et (a)*) comme des sous-espaces de ag (resp. af).

Notons Ag = Ap lensemble de racines simples pour ’'action de Ap sur Np. Il y a
une correspondance bijective entre les sous-groupes paraboliques P, contenant P; et les
sous-ensembles A% = Ag? de Ay = Ap,. En réalité, A% est ’ensemble de racines simples
pour l'action de A; sur Ny N M, et I'on a

ay = {H € aj|a(H) = 0 Ya € A3},

De plus, A% (les restrictions de ses éléments a a%) est une base de (a%)*.
Fixons P; C P, et soit B € P(Mj) contenu dans P;. On a alors ’ensemble

A} ={a" € qpla € Ap)

de coracines simples associées aux racines simples Ap. Soit (A%)v I’ensemble de
projections d’éléments de A} dans a% privé de zéro. Cela ne dépend pas du choix de
B. L’ensemble A% est en bijection canonique avec (A%)V, la bijection étant: & « € A?, on
associe 'unique a¥ € (A%)v tel que a(a”) > 0. Notons également Z% et (K%)V les bases de
(a%)* et a% duales & (A%)V et A% respectivement. Si P, = G, on note simplement Ay, AY
etc.

Soient P, P;, P, € F(My), on note

a}p ={H € apla(H) > 0 Yo € Ap}
et si P| € P», notons 112, flz les fonctions caractéristiques de

{(H € apla(H) > 0 Va € A}}, {H € aplw(H) > 0 Yor € A2}

respectivement. On note tp pour rg et Tp pour fg.

Soit A = Ap l'anneau des adéles de F et soit |- |5 la valeur absolue standard sur le
groupe des idéles A*. Pour tout P € F(My), posons Hp : Mp(A) — ap défini comme

(Hp(m), x) =log(|x(m)|a), x € Homp(Mp,Gy), m € Mp(A).

C’est un homomorphisme continu et surjectif, donc si ’on note Mp(A)! son noyau, on
obtient la suite exacte suivante

1> Mp(A)' - Mp(A) = ap — 0.

Soit A%’ la composante neutre du groupe des R-points du tore déployé et défini sur Q
maximal pour cette proprié¢té dans le Q-tore Resp/gAp. Alors, comme F ®g R s’injecte
dans A, on a naturellement A% < Ap(A) < Mp(A). De plus, la restriction de Hp a
A est un isomorphisme donc Mp(A) est un produit direct de M p(A)! et A% . Pour
0 € F(My) contenant P, on pose Ag’oo =A% N MQ(A)]. L’application Hp induit alors
un isomorphisme entre Ag’oo et ag.

Fixons K un sous-groupe compact maximal admissible de G(A) par rapport a
My. La notion d’admissibilité par rapport a un sous-groupe de Levi minimal est
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définie dans le paragraphe 1 de [2]. Il en découle donc que, pour tout sous-groupe
parabolique semi-standard P, K N Mp(A) est admissible dans Mp(A) et on obtient
aussi la décomposition d’Iwasawa G(A) = P(A)K = Np(A)Mp(A)K, ce qui nous permet
d’étendre Hp & G(A) en posant Hp(x) = Hp(m) ou x =nmk avec m € Mp(A),
n € Np(A),k € K. Dans ce cas, Hp(x) ne dépend pas du choix de m.

On note Q¢ le groupe de Weyl de (G, Mp). Pour tout s € QC, on choisit un représentant
ws dans 'intersection de G (F) N K avec le normalisateur de My. Cela n’est pas toujours
possible donc on impose la condition sur K que cela est possible. On peut toujours
trouver un tel K dans le cas ot G = GL, et c’est le cas qui va nous intéresser. Pour un
F-sous-groupe H de G et s € Y, on note sH le F-sous-groupe wSst_l. Le groupe Q¢
agit donc ainsi sur F(Mp). Pour tout B € P(Mo), I'application Q€ 3 s — sB € P(My)
est une bijection. Pour tout P € F(My), soit QF le sous-groupe de QC stabilisant P. On
a donc QF = {s € QY ws; € Mp(F)}.

Notons finalement que, parfois, pour économiser ’espace, on utilisera la notation [H]
pour noter H(F)\H (A).

2.2. Le domaine de Siegel

Soit B un sous-groupe de Borel de G semi-standard. Pour un compact w € Ng(A)Mg(A)!
et un réel négatif ¢, on définit le domaine de Siegel Gp(w, ¢) dans G(A) comme

Sp(w,c) = {mak € G(A)\m € w, k € K,a € AT (¢)},

ou AF(c) = AP(G,c) ={a € AP |a(Hp(a)) > c¢,Ya € Ap}. En général, pour un sous-
groupe parabolique semi-standard P de G contenant B, on définit

65(0), ¢) ={mak € G(A)|m € w,k € K,a € AF (P, ¢)},

ou AP (P, c) ={a € AQ|a(Hp(a)) > c¢,YVa € Ag}.
On utilisera le résultat suivant de la théorie de réduction, que ’on peut trouver, par
exemple dans [5].

Proposition 2.1. Il existe un réel négatif co et, pour tout sous-groupe de Borel
semi-standard B de G, un compact wp € Ng(A)YMo(A)! tels que pour tout sous-groupe
parabolique semi-standard P contenant B, on a:

G(A) = P(F)&E (ws, co).

Fixons la constante ¢y comme ci-dessus. Pour tout sous-groupe de Borel semi-standard
B, on fixe aussi un wp comme dans la proposition 2.1, de facon que si B’ € P(Mj) est tel
que sB =B, ott s € QY on a it wp = wywp ws_l. Les définitions de ce paragraphe sont
valables en particulier pour les sous-groupes de Levi de G. On voit donc que 'on peut
fixer les compacts wp de fagon que pour tout sous-groupe parabolique semi-standard
P et tout B € P(Mp) contenu dans P, le compact Mp(A) Nwp ainsi que le sous-groupe
Kp := Mp(A)N K jouissent des roles de wp et K ci-dessus par rapport au groupe réductif
Mp et son sous-groupe de Borel BN Mp, la constante ¢y restant la méme.

Soient B € P(My), P2 B et T €ag. On définit Flf (x,T) comme la fonction
caractéristique de I’ensemble :

{x € G(A)| 38 € P(F) 6x € Gh(wp.co). w(Hp(x)—T) <0 Vo € Ak}
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Autrement dit, si ’on pose
AF(P,co,T):={a € AF(P,co)|lw(Hp(a)—T) <0, Vo € Zg},

il en découle alors que F 11; (-, T) est la fonction caractéristique de la projection de
wpAF (P, co, T)K sur AXNp(A)Mp(IF)\G(A).

2.3. Algébres de Lie

Soit g = Lie(G), pour tous P, P;, P, € F(My) tels que P; C P, on note le = N1 N M>,
mp = Lie(Mp), np =Lie(Np) et n}=Lie(N}). Soit P € F(Mp) le sous-groupe
parabolique opposé & P (i.e. tel que PN P = Mp). On note alors ip = np et ﬁ% =myNny.

On fixe une forme bilinéaire non dégénérée (-, -) sur g invariante par adjonction. Pour
tout P € F(My), la restriction de la forme (-, -) & np x np est alors non dégénérée, donc
I'espace np s’identifie a ’espace dual np grace & cette forme.

2.4. Fonctions de Bruhat-Schwartz

On note Ay l'anneau des adeles finis de F et Foo :=F®qgR, de fagon a avoir
A =Fo x Ar. Notons S(g(A)) I'ensemble des fonctions de Bruhat-Schwartz sur g(A),
i.e. Vespace de fonctions sur g(A) engendré par des fonctions du type foo ® x°° ol foo €st
une fonction de la classe de Schwartz sur g(Fo) et x°° est une fonction caractéristique
d’un compact ouvert de g(A ).

2.5. Les mesures de Haar

Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard de G. On fixe dx une mesure de Haar
sur G(A), ainsi que, pour tout sous-groupe connexe V de Np (resp. toute sous-algébre
h de np), 'unique mesure de Haar sur V(A) (resp. h(A)) pour laquelle le volume de
V(E))\V(A) (resp. h(F)\h(A)) soit 1. Choisissons aussi la mesure de Haar dk sur K pour
laquelle la mesure totale de K vaut 1.

On fixe aussi une norme euclidienne | - || sur ag invariante par le groupe de Weyl Q¢
et sur tout sous-espace de ap la mesure de Haar compatible avec cette norme. Pour
tout Q € F(Mp) tel que Q D P, on en déduit les mesures de Haar sur Ag’oo et A via
I’isomorphisme Hp.

Soit dp la mesure de Haar sur P(A) invariante & gauche normalisée de fagon que
dx = dpdk (grace a la décomposition d’Iwasawa). Notons pg = pp 'élément de (ag)*
tel que d(Ad(m)n) = €20 HPM) gy pour m € Mp(A) et n € Np(A). 11 Sensuit qu'il existe
une unique mesure de Haar dm sur Mp(A) telle que si 'on écrit p = nm ot p € P(A),
n e Np(A)etm € Mp(A), alors dp = e=2°PHP(™) 4y dm. Les mesures de Haar sur Mp(A)
et AY induisent alors une unique mesure de Haar sur Mp (A)!, que on fixe, telle que la
mesure de Haar sur Mp(A) soit le produit de mesures sur A} et sur Mp (AL

2.6. GLn —> GLn_H

Soit W un F-espace vectoriel de dimension finie n 4+ 1 et soit V € W un sous-espace de
dimension n, ou n € N. Notons G = GL(W). Fixons un vecteur eg € W . V et notons Dy
la droite qu’il engendre. On a alors W = V @ Dy, ce qui permet d’identifier G = GL(V)
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comme un sous-groupe de G stabilisant V et fixant eo. Choisissons n droites Dy, ..., D,
dans V qui engendrent V. Soit My le stabilisateur dans G des droites (D;);=1,..n. C'est
un F-sous-groupe de Levi minimal de G. Soit alors My 'unique F-sous-groupe de Levi
minimal de G contenant My. Alors My est le stabilisateur des droites (D;);o,..., dans G.
Les résultats des paragraphes précédents s’appliquent aux groupes G et G et leurs
sous-groupes de Levi minimaux Mo et Mj. Les objets associés & G seront notés toujours
avec un tilde. Pour le choix du sous-groupe compact maximal, on fixe des vecteurs
non nuls e¢; € D; pour tout i = 1,...,n, ce qui, avec le choix du vecteur ep, définit les
isomorphismes Gz GL;+1 et G = GL,. On pose alors K= I, Ev otll, pour une place
finie v de F, on note I?U = GL,4+1(Oy), ou O, est 'anneau des entiers de la complétion de
F en v ; pour une place réelle v, on pose Ky=0m+1) - le groupe orthogonal anisotrope
— et pour une place complexe, on pose Ev =U(n+1) — le groupe unitaire anisotrope.
On pose aussi K = Kn G(A). Dans ce cas, K et K vérifient les conditions du paragraphe
(2.1). Les inclusions G < G et My <> My induisent linclusion Q% < QC. On choisit
aussi des représentants du groupe de Weyl Q¢ de G comme les éléments permutants les
vecteurs e;. Pour tout 5 € Q€ on a alors wy € G(F) NK etsis e Q6 alors wy € G(F)NK.
On identifie ag et aj avec des sous-espaces de ag et at respectivement. En particulier,
la mesure de Haar et la norme euclidienne sur ap sont celles d’un sous-espace de ag.
Posons V; = EBi D; C V. On fixe B € P(My), le stabilisateur du drapeau

j=1
0CVIC---CV,=V. (2.3)

=

On appelle P € F(My), tels que P D B, les sous-groupes paraboliques standards de G.
Tout P € F(My) standard est alors défini comme le stabilisateur d’un sous-drapeau du
drapeau (2.3) ci-dessus.

Notons V* = Homg(V, F) et W* = Homg(W, F). Pour un F-sous-espace V C V de type
V=@, Dioul<k<I<n, onpose V*={reV*Alp, =0,1<i<k [ <i<n}et
VI = {1 e V¥rly =0}.

Pour tout P € F (Mp), on admet la notation:

P:=PNG. (2.4)

Alors P est un sous-groupe parabolique de G semi-standard. Le groupe G (resp. 5)
agit aussi naturellement sur V* (resp. W*) donc aussi sur V x V* (resp. W x W*). Pour
PeF (Mg), on note V5 € V x V* le plus grand sous-espace de V x V* stabilisé par P
vu comme un sous-espace de W x W*. On note aussi Zp C V le plus petit sous-espace
de V tel que My stabilise Zp @ Dg € W. On pose Zp = Z5 X Z*Ig CVxV*

On note F (Mg, B) ={P € F(My)| B < IN’}. On appelle les éléments de F (Mg, B) les
sous-groupes paraboliques relativement standards de G.

Soit P e F (Mg, B). 1l est défini alors par une suite des entiers 0 =ip < --- < iy =net

un entier k tels que 1 <k </ <n+1 et k vérifie la propriété que si i;_| =i; pour un
1 < j <, alors j = k. Le sous-groupe P est alors le stabilisateur du drapeau:
0=Vip GG Vi, GVi®Do &~ GV ®@Do=W. (255)

Dans ce cas, P est le stabilisateur de

0=Vy G-~ CVy , SVy &---CVy=V.
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On a de plus
Ve=V, , xViicVxV* Zz= P D (2.6)

ik—1<j<ik

On voit que 'on a des isomorphismes :

Mp= [] GLi,i,, xGL(Zp®Do) x [] GLi;—i;_, =GpxMp (2.7

1<j<k k<j<l
[] GLi;—i;., xGL(Zp) x [] GLi,~i,_, =GpxMp (2.8)
1<j<k k<j<l

ol 513 =GL(Zp® Dy), Gp = GL(Zp) et I'on voit My comme un sous-groupe de Mp,
donc aussi de Mp, qui agit trivialement sur Zp. Dans ce contexte, on note A” = AL

— la partie standard du tore A°~° puisque A°~° NGA) = AS~[ *° d’ot la notation. On pose

aussi a‘%’ = aM; , donc a% S ! cC ag, ce qui determlne les mesures de Haar sur a% » ! et sur A‘}f’oo
On a alors:

Mp(A) = A Mp(A) x G(A), Mp(h) = A5 MpA)' x G5(A)).

On fixe donc 'unique mesure de Haar sur M F(A)] x G5(A) de fagcon que la mesure de
Haar sur Mp(A) choisie soit le produit de cette mesure et de celle sur A” 0,

On fixe un ¢g < 0 tel que la proposition 2.1 ci-dessus soit vraie pour tous les groupes
GLy définis sur F ot k < n+ 1. On suppose alors que pour tout sous-groupe de Borel
relativement standard B de 5, on a wp C wg.

On remarque finalement une conséquence de notre choix des  représentants du groupe
de Weyl. On suppose donc que pour tout s € QG, on a wy € G(F) NK. Soient s € QO,
Be P(Mp) et P, Q € F(Mp) tels que BCPcC Q Alors pour tout x € G(A) et tout
T € ag, les formules suivantes sont vraies :

f;g(Hsﬁ(x) -T)= Ag(H;s(w;lx) —s7'1), (2.9)
L, T) = FE ;' x, 57T, (2.10)

2.7. Relation entre a et ap

L’application naturelle aﬁ—> a% induite par la projection ap — a

isomorphisme. On note jz son jacobien et on note

RSN

, est un

G \* Stk L st — q*
F‘C) — (Cli;y(c) = Hompg (a5, C) = O350

I'isomorphisme induit. Si P= 57 on pose jp = 1.
Ainsi, pour toute fonction ¢ sur ap qui est ag-invariante et tout A € (asff C)*, on a

/ M G(HYdH = j5! / ¢FPID () dH. (211)
at a
;

o)
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2.8. Quelques résultats de la théorie de la réduction
On fixe un sous-groupe de Borel semi-standard By € P(Mp) de G. Pour tout H € ay et

tout P € F(Mg), on note Hp € ap la projection de sH dans ap ol s € Q0 est tel que
sBO C P. Cette définition ne depend pas du choix de s.
La relation (2.10) nous permet de poser la définition suivante. Soient P € F(Mpg) et

s € QO tel que sBy C ﬁ; on pose donc:
Fﬁ(x, T):= FS%O()C, TSE())’ X € a(A), T € a3. (2.12)

Cette définition ne dépend pas du choix de s € QG car Iigﬁ est M (F)-invariant pour

tout sous-groupe de Borel semi—standard B contenu dans P. Remarquons ausbi que si le
paramétre T appartient a la chambre af | alors T,5, est dans la chambre a™. . On note

By’ 5By
désormais :

+._ .+

ag = ag .

Le lemme suivant est 'application du lemme 6.4 de [1] & notre situation.

Lemme 2.2. I existe un Ty € ag tel que pour tout sous-groupe parabolique semi-standard
Q de 5, tout sous-groupe de Borel semi-standard B contenu dans Q, tout T € Ty + a%'
et tout x € Q(A), on a:
> > FPex, T)rlg(Hﬁ(éx) ~Tp) =1
BSPcQ8eP(M)\O(F)

Fixons alors un 71 € a%' comme dans le lemme 2.2 ci-dessus.
On a alors ’analogue relatif du lemme 2.2.

Proposition 2.3. Soit Q un sous-groupe parabolique relativement standard de G. Alors,
pour tout T € T —i—a%' et tout x € G(A), on a:

YooY FPax DrfHpmo) - Tp) =1,
BCPcQ neP(F)\Q(F)
ot la somme porte sur tous les sous-groupes paraboliques relativement standards de G

contenus dans Q et on note P = PN G, etc.

Démonstration. Soient Q et T comme dans I’énoncé de la proposition. Fixons un
sous- groupe de Borel relatlvement standard B contenu dans Q Pour un P € F (Mg, B)

tel que BcCcPc Q, on fixe Q g un ensemble de représentants dans {s € QG|s Ip c
Q et s_lP € F(Mg, B)} pour la relation s1 ~ s si est seulement si slsglﬁ = P. Pour
seQ~§ on note Py = (s_lﬁ)ﬂG

On voit donc que la somme dans le lemme égale

ooy > Fg(wsnx,Tg)tg(Hp(wsnx)—Tﬁ).

] G Py(F F
BCPC QSEQ%QUG (FN\Q(F)

Sous cette forme, le résultat est démontré dans [7], lemme 2.3. O
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Soit P un sous-groupe parabolique relativement standard de G. On note
P(Mjg, B, P) = {B € P(M;) N F(Mg, B)|B C P). (2.13)

Posons wp =wpNMp(A) et Kp = KNMp(A). On a alors le lemme suivant.

Lemme 2.4. Soit P € F (Mg, B). Le sous-ensemble suivant de Mp(A)
U 0rAF(P.co)NAF(P. co)Kp
BeP(Mg,B,P)
se surjecte sur Mp(F)\Mp(A).

Démonstration. En vertu de la proposition 2.1, il suffit de montrer que pour tout
a € AP (P, cp), il existe un B € P(Mg, B, P) tel que a € A°°(P cp). On se raméne

facilement au cas P = G et dans ce cas, c’est I'assertion (2.5) de [7]. O

On note aussitodt le corollaire qui suit.
Corollaire 2.5. Soient P € F(My, B) et T € T, + a%'. L’ensemble
U  or(AFP.co))NAF(P. co. T5) Kb,
BeP (Mg, B, P)
ou P(Myp, B, P) est défini par (2.13) ci-dessus, se surjecte sur ['ensemble des
m e Mp(F)\Mp(A) tels que FP(m, T) = 1.

Demonstmtwn Soientm € Mp(F)\Mp(A)et Be P(My, B, P) telque kjaky € wp(AF (P,
co) ﬂA (P c0))Kp est un représentant de m dans Mp(A), comme dans le lemme 2.4
ci- dessus Il résulte du lemme 2.2 et du lemme combinatoire de Langlands
(proposition 1.7.2 de [10]) que si k1 € o NMp(A), d € A%O(P, co) et k € KN Mp(A) sont
tels que Fg (7(15%, T) =1, alors fg(T —Hz@)=1. En particulief, puisque @B C wg
pour tout Be ]-'(MO, B)YNP(Mp) et K C I? si 'on suppose que FP(m, T) = Ff(lqakz,
Tz) =1, on a tf(T Hg(a)) =1 d'ou a € AR (P, co)ﬁAoo(P co, Tp) et le corollaire
suit. O

2.9. Majorations cruciales

Dans ce paragraphe, on se propose de donner une majoration de I'intégrale du type:

P HP) B P (T ()| dm (2.14)

Mp(F)\Mp(4)

ot PeF (Mg, B), peajp et @ est une fonction sur Mp(A) invariante & gauche par
M;(F)A%". Pour B € P(Mjp, B, P), notons:

G0y .y . 5 ~ G,
AE OO(P, o, TB) = A%O(P, o, TB) N AE oo.

On a alors le lemme suivant.

https://doi.org/10.1017/51474748016000141 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748016000141

748 M. Zydor

Lemme 2.6. Soit p € a},. Il existe une constante ¢ > 0 indépendante de p ainsi que, pour
tout B € P(Mg, B, 1;), un Pz p € (ag)* tels que pour toute fonction ® comme ci-dessus
et pour tout T € Ty + a3, Uintégrale (2.14) est majorée par ¢ fois

Z ePBFHE@)  qup | D(kjaky)| da.
_ ~ kiewgNMp(A)
BGP(MO'B’P)AQ’OO(ﬁ,CO,Tg) kzel?ﬁMﬁ(A)

B

Démonstration. Soient Bp = BN Mp et Bp(A)! = Ng (A)Mp(A)'. Alors wp € Bp(A)!.
Le compact Kp est un sous-groupe compact maximal de Mp(A). La décomposition
d’Iwasawa implique que I'on a Mp(A) = Bp (A)IA%O K p. 1l existe alors une unique mesure
db’ sur Bp(A)! invariante a gauche telle que dm = e~205 HP @) g1y da dk.

En utilisant le corollaire 2.5, on voit alors que l'intégrale (2.14) est majorée par:

> vol(wp) / P25 HE@) up D (kjaky)|da.  (2.15)
~ ~ kicw
BeP (5. B.P) A (P.co)A (Pco.Tp) keKy

Soit B € P(Mjp, B, ﬁ). On peut appliquer les résultats du paragraphe 2.7 a P =B car
onaag = aSE’. Si I'on note pp 5 = L%’(p —2pk) € (ag)*, on obtient, en vertu de 1’égalité
(2.11), que (2.15) égale

> Jz'vole) / ePRPHFD) i |0 (kiaky)] da.
B ~ >3 ~ kiewp
BeP (Mg, B, P) Ag,oo(ﬁ’CO’TE) kreKp
On conclut en remarquant que wp € wz N Mp(A) et Kp C KN Mp(A). O

3. Formule des traces relative pour gl(n+1)//GL(n)

On note g=Lie(G) et §= Lie(é). Conformément au paragraphe 2.3, pour tout
P e F(Mg), on note mp = Lie(Mp), np = Lie(Np), etc. Pour la forme bilinéaire (-, -),
on choisit la forme trace.

3.1. Les invariants

Soit X € g. Suivant la décomposition W = V @ Dy, on écrit :

X = (Ij Z) (3.1)

ou B € g, u € Homp(Dg, V), v e Hompr(V, Dg) et d € Homp(Dy, Dg). On rappelle que
I'on a fixé un vecteur non nul ep € Dp. On note alors ej € W* I'élément défini par
eg(eo) =1 et ejly =0 et on identifie donc d avec ej(d(ep)) € Ga, u avec u(eg) € V et
v avec I'élément de V* = Homp(V, F) défini par x — ej(v(x)).

On dit que X € ¢ est semi-simple régulier s’il vérifie les conditions de la proposition
suivante, due & [15], théoréme 6.1 et proposition 6.3.
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B u

P ition 3.1. it X =
roposition Soi <v d

> €9, alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) det(a;j) #0 ot a;j = vB™u, 0<i,j<n—1.
(2) Le stabilisateur de X dans G est trivial et l'orbite de X dans § pour Uaction de G
est fermée pour la topologie de Zariski.

~

. . . . . . ~ o B
On introduit alors les invariants suivants pour ’action de G sur g. Soit X = (v Z) €y

comme ci-dessus. On pose Ag(X) =d et A;(X) =vB'~lu pour i = 1,2,...,n ainsi que
B;(X) =Tr A/ Bpour j = 1,...,n. Alors, le lemme 3.1 de [18] dit que les fonctions A;, B;
engendrent 'anneau des polynomes sur g invariants sous action de G. Ils définissent alors
une relation d’équivalence sur g(F), moins fine que la relation de conjugaison par G(F), ol
X,Y € §(F) sont dans la méme classe si et seulement si A;(X) = A;(Y) et Bj(X) = B;(Y)
pour i =0,...,n et j=1,...,n. Notons O l'ensemble des classes d’équivalence pour
cette relation. Cette relation pour des éléments semi-simples réguliers coincide avec la
relation de conjugaison sous G(F) comme il est démontré dans [15], proposition 6.2.

Lemme 3.2. Soient X et Y deux éléments semi-simples régquliers de §(F). Ils appartiennent
a la méme classe dans O si et seulement s’ils sont conjugués par G(F).
Dans le paragraphe 2.6, on a introduit pour tout PeF (Mp) des sous-espaces Vg et

Zp de V x V*. Voici leur rapport avec la décomposition (3.1).

B u

Lemme 3.3. Soient X = (
v d

) cFetPe F(Mg). Alors

(1) X e mp si et seulement si B € mp et (u,v) € Z5;

(i) X e np si et seulement si B € np et (u,v) € Vp.

Démonstration. Il s’agit d’un calcul matriciel direct. O

On étudiera maintenant les intersections des classes 0 € O avec les algebres de Lie de
sous-groupes paraboliques relativement standards.

Proposition 3.4. Soit P un sous-groupe parabolique relativement standard de G. Alors,
pour tous X e mp(F), NengF) etoec O, ona:

X€eo < X+Ne€o.

Démonstration. La preuve s’appuie sur le lemme 3.3 ci-dessus et est essentiellement
identique a celle de la proposition 2.5 de [19]. O

Corollaire 3.5. Soient P € F(My, B) et o€ O. Alors pour tout A Cmp(F) et tout
BCunp), ona:

0cN(AGB)=(0NA)DB.

https://doi.org/10.1017/51474748016000141 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748016000141

750 M. Zydor

3.2. Convergence du noyau modifié
On définit det € af comme le déterminant du tore Ay pour son action sur W. Notons que

0
pour tout x € G(A) et tout o € R, on a alors |detx|] = e Hc (),

Soit f € S(g(A)). Pour tout Pe F (Mg, B) et toute classe 0 € O, posons

kp o) =k po) = Y. / O E+UPNAUF,  x € MpE)Np(ANG(A).
temp(F)No np(A)
(3.2)
Pour T € ag, on pose alors

ki (x) = ko (x)
= > (—1)% > Fp(HpOx) = Tplkp ,(6x), x € GID\G(A) (3.3)
PeF (Mg, B) seP(F)\G(F)

ol dg est défini par (2.1). N.B.: la somme sur § dans P(F)\G(F) est finie en vertu du
lemme 5.1 de [1].

Théoréme 3.6. On a pour tout T € T4 + a%' et tout 0 € R
Z / kI (x)||det x| dx < oo.
SHJeEnGm)
Démonstration. En utilisant la proposition (2.3), il découle que kUT (x) égale la somme sur

Pe F (Mg, B) de (—1)d1g fois la somme sur § dans P(F)\G(F) de

> Y. FPsx, Tp)th (Hp (08%) = T5,) | £5(Hp(6x) = Tp)kp 4 (6x).
F (Mg, B)>PiCP nePII\P(F)
Suivant Darticle [1], paragraphes 6 et 7, on a:
th(H)ip(H) = ) of(H) Heag

52215

ou ~

P. 5 @ 0 A
oF(H) =o0f(H) = ) ()% t2 (H)i5(H), H eay.

5252
Si 'on pose
{E(x) = F'(x. T)of (Hy(x) = 7)., x € PENG(A), (3.4)
kg, B,.0(X) = ki3 ,(x) = Z (—l)dgkﬁ’o(x), x € PI(F\G(A), (3.5)
F1§F932

on s’apercoit alors que

ko)=Y > xi500ki3,6%) (3.6)

PiC P, 8ePIPO\G(F)

ol la somme porte sur tous les couples ﬁl, ﬁz € F (Mg, B) tels que ﬁl - 52.
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On fixe alors de tels P} € P, et 'on s’apercoit qu’il suffit de démontrer :

Z[ X5 (0 lkg 3 o () [e” P HED gy < oo, (3.7)
oc0 I PIENG(A) "

Si Py = P, # G, c’est une consequence du lemme 5.1 de [1] que o~ = 0 donc 'intégrale
(3.7) converge. Si P=P = G7 les résultats de la section 2.9, le 1em£ne 2.6 en 'occurrence,
montrent que l'intégrale (3.7) est majorée par une somme sur B € F (Mg, B) NP (Mp)
d’une intégrale d’une fonction continue sur ’ensemble Ag’oo(é o, Ty) qui est compact,

donc il y a aussi convergence dans ce cas. Si P1 Pz, on demontrera un peu plus.

Théoréme 3.7. Soient f € S(GA)), o0 € R et Py, P, deux sous-groupes paraboliques
relativement standards de G tels que Py C P,. Alors pour tout réel g9 > 0 et tout N € N,
il existe une constante C qui ne dépend que de N, f, o et &g telle que:

Z/ F5(0)lky 5 (0 lIdetx|f dx < Ce NI
oc0 Y PILENG(A)
pour tout T € T++aj tel que Ya € Ag, a(T) > &l T]-

On fixe alors deux sous-groupes relativement standards P1 P». On introduit d’abord
quelques notations. Pour tous sous-groupes paraboliques relativement standards Q - S ,
posons :

ﬁ5Q~ = (ﬁg)/ (3.8)
QCRCS
et mp = Hﬁ,c§cﬁ(m/ ~ E) pour tout P; € P C P.
Fmalement en utlhsant le corollaire 3.5, on obtient, pour tout o0 € O et tout
P1 - P - P2
onmp®) = [[ enmirend)@)= [[ onmi;@)enf®).
PicScP PicScP

Grace a cela, on peut réécrire kp ,(x) comme :

)IED IS / X'+ +Up)x) dUp.

pPcScP ,]enf(F) {em~ (F)ﬂo

Fixons un caractére additif non trivial ¥ sur F\A En appliquant la formule sommatoire
de Poisson pour la somme portant sur n € n~ (F) de la fonction:

nfysy— FONY + ¢+ Up)x) dU5,
np()
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pour tout ¢ € m’gT(F) No, on obtient
kpo)= Y > Y ®x,m),
PICSCP yerf (F) s ems 7 E)Ne
ou:

P3(x, X, Y) = / f(x*I(X+U§)x)w((Y, U:)dUz, x € G(A), X emz(A),Y € ﬁ%(A).
n3(A)

En utilisant I'égalité (3.8), on peut écrire kg ,(x) aussi comme:

Y X % e
ae

RSP cemi ()0 pe@by(F)

Gréace a cette formule, on a pour tout 0 € O:

e = Y (D% kp )

PicPch,
4G
= SRS DR DR €N )
~] 25717957172 CGmé«YT(F)ﬂo ﬂe(ﬁg)/(F)
a6
- Z Z 5(x, & m) Z (=D°P. (3.9)
PISSSREP, cemi (N0 pe(@fy (F) RcPch,

On invoque maintenant l'identité due & Arthur [1], proposition 1.1:

7 0si R # Py,
Yot (3.10)

(PIRCPCP)) 1 sinon.

On en déduit que la somme (3.9) décrivant ki3 ,(x) se réduit a:

1'% )IED DD DR G}

PicSch, r;e(n ) (F) {€mz (F)No
Ainsi, pour démontrer le théoréme 3.7 il suffit de majorer :

/ Hz@ Do D 15 g mle” IO ax (3.11)
Pi(F)O\G(A pe 7

1 (NG (A) ne(ﬁ%)/(F) gemS,T(F)

ot P| € § C P, sont fixés. Remarquons que la double somme sur 0 € O et ¢ € m/gT(F) No
s’est réduite a la somme sur tout ¢ € m~~(F)

En utilisant la décomposition d’ Iwasawa G(A) = P1(A)K, ainsi que la décomposition
= N1 My, il découle que (3.11) égale

/ Fln1, T)o2(Hy(my) — Ty)e'® det=200(Hon)
K (0,118

x> Y [ @5mimik, & m)dni dmy dk.

ne@ly(F) ¢emyy(E)
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Pour B € P(Mz, B, P) (voir définition (2.13)), soit Ag1, 'éléement de (ag)* associé a
p = o det t—2p; € aj par le lemme 2.6. En vertu de ce lemme il suffit de borner, pour un
tel B C Py fixé, 'expression suivante :

[Ny]

APy, Tp)

x sup )0 )0 |@gnkiak, ¢l dn da
kieorkek e(n y(F) §em 7(F)

ol wy = wy N M;7(A).

L’intégrale ci-dessus est essentiellement identique & celle qui apparait dans la preuve
de la proposition 4.4 dans [3], qui affirme justement qu’une telle expression vérifie les
conditions du théoréme 3.7. Plus précisément, on voit qu’elle apparait quand on passe de
Pexpression (4.8) a (4.9) dans loc. cit. On remarque que dans la preuve dans loc. cit., on
argi, = 2,05 — 2pp;, mais en réalité, la preuve marche sans changement pour n’importe
G)*

quel A € (a ce qui démontre les théorémes 3.7 et 3.6. O

4. Propriétés qualitatives

On fixe une fois pour toutes n : F\A* — C* un caractére continu, qui est trivial sur le
groupe R, vu comme un sous-groupe de A* via l'inclusion RY ) — (F®qR)* — A*.
Notons alors pour s € C et x € A*:

s (x) = [x[jn(x).
Pour une fonction f € S@(A)) et T € Ty 4 a, on note
K (x) =k} (x) = Z kf (), x € GENG(A).
0O

Grace au théoréme 3.6, les distributions suivantes :
T _ T +
I, (ns, f) = f kf’o(x)ns(detx)dx, 00O, Te T++a—0~,
GING(A)

Mo = | KT (o (det ) dx
GINGA)

sont bien définies pour tout s € C.

Dans le paragraphe 4.3, on démontrera que pour s € C, la fonction T +— IUT(nS, id)
est un polynéme-exponentielle et si s # —1, 1, son terme purement polynomial, noté
I,(ns, f), ne dépend pas de T. Pour bien énoncer ce résultat, on étudie d’abord
les fonctions de type polynéme-exponentielle dans le paragraphe 4.1. et, dans le

paragraphe 4.2, on introduit les distributions I, Mo (ns, ) pour tout sous-groupe
parabolique relativement standard Q de G. La suite de cette section est consacrée aux
propriétés des distributions I, (n;, -) pour s %= —1, 1.
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4.1. Polynémes-exponentielles

Soit ¥V un R-espace vectoriel de dimension finie. Par un polynéme-exponentielle sur V),
on entend une fonction sur V de la forme

f) = Z VP ), veV
reV*
ou P, est un polynoéme sur V a coefficients complexes, égal a 0 pour presque tout A € V*.
On appelle exposants de f les A € V* tels que P, # 0 et le polynéme correspondant &
A =0 le terme purement polynomial de f. On a alors le résultat d’unicité suivant: si
f est comme ci-dessus et g = D", ) e* Q0 est un polynéme-exponentielle sur V tel que
g() = f(v) pour tout v € V, alors pour tout A € V* on a P, = Q,;.

Pour i =0,1,...,n, soit ef € c% le caractére par lequel Ag agit sur D;. Posons aussi
e}/ € a, les éléments tels que el’."(e}/) =4;joui,j=0,1,...,n.Onposepouri=1,...,n
. on+l-i (&, i (., & .
0, = — el ——— e+ e |,
' n+1 Z U TR Z '
j=1 j=i+1
. i—1 . n
~yr  nt1-i N " i N
w. = ———|e,+ e: | — e:
! n+1 0 Z / n+1 Z !
j=1 j=i
On définit z?r,._’v, zz~ri+’v en remplagant * par V. Alors @, , frf € (aaG )*. On pose aussi
@ =@, =0pourl ¢{l,...,n}

Fixons un sous-groupe parabolique relativement standard é de G stabilisant le drapeau
0=Vip GGV, GVi®@Do&--- GV @Do=W.

Alors
Ag=1{o, &} 11<a<k—1, k<b<I-1),

zvé = (& ", z%l.jjlu <a<k—1, k<b<Il-1).
Posons %5 =, oum= max({j|i5j_ € KQ}U{O}). De méme, on pose ﬁg =@, ou
m= min({j|iz“7;’ € KQ}U{O}). Pour s € C, posons:
Dt do e —
5§ = s(n—i—- )+.lk i (4.1)
i —ig—1+1
et -
~ e Ay A\t G *
Py =0 +SQ)ZU§ +d —sQ)wé € (U'Q(C) . (4.2)

Avec la notation du paragraphe 2.7, on a le lemme suivant.

Lemme 4.1. Soient s € C et Q € F(Mg, B). Alors

1.
0.y = Lsé(s det —2pg) +2p5

ot l'on voit s det —2pg comme [’élément de (axé (C)* par restriction ;
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2. pour tout m € M@(A)1 X GQ(A), on a
e P2sHE) | det my, = |detm] 2 ;

3. pour tout R e F (Mg, B) tel que RD é, la restriction de P O R égale pg -

Démonstration. Calcul direct. O

Lemme 4.2. Soit é € F(Mg, B).
(i) Pour tout s € C~{—1,1} et tout @" € Ké, on a pé’s(iﬁv) #0.
(ii) Pour tout s € C tel que —1 < Re(s) < 1 et tout @V € K\é, on a Re(pé,s(z’frv)) > 0.

Démonstration. On a, pour 1 <a <k—1, pé’s(%i:’v) =i,(1+s)et,pourk <b<Il—1,

PD.s (5’l~:_’i_v1) = (n—ip)(1 —s), d’out les résultats voulus. O

On note le corollaire immédiat du lemme 4.2.

Corollaire 4.3. Soit é un sous-groupe parabolique relativement standard de G. Alors, pour
tout sous-groupe paraboligue R 2 Q différent de G et tout s € C~ {—1, 1}, la restriction
de PH.s G ag est non nulle.

Soit vy le volume dans ct(Qz du parallélotope engendré par (KQ)V. Suivant le

paragraphe 2 de [2], posons

é@(u) = vél 1_[ w@Y), pe C‘*Q,C' (4.3)

wGAé

Supposons R> é; pour X €ag, on note Xp sa projection dans ag selon la
décomposition (2.2). Suivant loc. cit., posons

7 -
PHH, X) =y (—1)déf§(H§—X§)rg(H), H. X €ag. (4.4)
R20

Lemme 4.4. Soit é e F(M3, B). Alors, pour tout s € C
pé,s(X) ::/ e(sdet+2p@—2PQ)(H)F/§(H’ X)dH, Xc¢ a@
ast
est un polynome-exponentielle sur ag/ag. De plus, si s #—1,1, pour tout R> é, il
existe un polynoéme P5 Rs de degré au plus dg sur ag/ag tel que

.—1 7 (X5
P (X) =5l Y PR TR ps g (Xp)
R20

G A
ol an,S(Xa) = (—l)dééé(pé’s)_l. En particulier, si s # —1,1, la fonction Pg,s est
un polynéme-exponentielle dont le terme purement polynomial est constant et égale a

dg .15 -
(=1)°2j5'00(p5 07"
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 sont uniquement déterminés

Remarque 4.5. On ne prétend pas que les polynomes PO.R.
pour tout R> é En effet, il arrive que pg ; = pg  pour R #* R. Cependant, G est le

seul sous-groupe parabolique RD é tel que pg ¢ =0sis # —1, 1, d’ou l'unicité du terme
P3.G.s

Démonstration. En utilisant le lemme 4.1 et I’équation (2.11), on a

pg. 0 = jg! [ e T X at.

a

[S}o)

11 résulte du lemme 2.1 de [2] que pour un X fixé, la fonction ag >H— F’Q(H, X)
est a support compact. L’intégrale ci-dessus est donc bien définie et le lemme 2.2 dans
loc. cit. montre que c’est un polynéme-exponentielle, ce qui démontre la premiére partie
du lemme.

Quand s # —1, 1, on applique le lemme 4.2(i) et son corollaire 4.3 et on voit que 'on
est dans la méme situation que dans le lemme 4.3 de [19]. En utilisant ce lemme, on
conclut. O

4.2. Une généralisation du théoréme 3.6

Soient W’ un F-espace vectoriel de dimension m + 1, V/ € W' un sous-espace de dimension
m et D S (W'~ V') U {0} une droite, oit m € N. Soient M = Hﬁ'{:l GL,,, G’ = GL(V') et
G'=GL(W)oukeN, et n; e Npouri=1,...,k On identifie G’ avec le sous-groupe
de G’ qui agit trizialement sur Dj. On va généraliser le théoréme 3.6 au cas de I'inclusion
MxG — MxG'.

Notons m = Lie(M), g = Lie(G') et § = Lie(G'). Pour X € (mx7g)(F), soient
X1 em(T) et X; € §(F) tels que X = X1 + X». Soit OMXG" 15 relation d’équivalence sur
(m x @) (F) définie de la fagon suivante. On a X = X1+ X, ~ Y = Y] + 1 si et seulement
si les polyndmes caractéristiques de X et Y| coincident et si X, et Y» sont dans la méme
classe pour la relation d’équivalence dans g’ (F) décrite dans le paragraphe 3.1 par rapport
a linclusion G’ < G'.

Soit B un F-sous-groupe de Borel de M x G’ et fixons aussi My, une partie de Levi de B.
Soit Mg I'unique sous-groupe de Levi minimal de M x G’ tel que Mz 2 My. On peut alors
parler de sous-groupes paraboliques standards de M x G’ et semi-standards de M x G
Notons Fyxg (Mg, B) le sous-ensemble de sous-groupes paraboliques semi-standards P
de M x G’ tels que P D B.

Fixons un sous-groupe de Borel §0 € F(Mp) de G.Soit P e F (Mp). Pour tout H € ag,;
on note Hp la projection de s H dans ap oil s est un élément du groupe de Weyl de M x G
tel que SE() C P. B

Pour une fonction f € S((m x §)(A)), un Pe Fmxc (Mg, B) et une classe o € OMxG’
on pose

kppol) = > / Fa N E+UpX) AU, x € Mx G)(A).
geLie(Mp)(F)no Y HIeWR(A)

https://doi.org/10.1017/51474748016000141 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748016000141

La variante infinitésimale de la formule des traces de Jacquet-Rallis 757

Pour un T € a , on pose donc

B ?

deG A
o= 35 (DT > B HRGn) ~ Tpky 5y 03)
PeFypq (M5.B) bePENMx=G)(F)

ot P=PNMxG).

Théoréme 4.6. Soit f € S((m x @) (A)), alors pour tout T € ago suffisamment réqulier et
tout o € R, on a

Z / |k} o (x)||det x| dx < oo.

s ) MXGENM®) G/ (B)

Démonstration. La preuve est similaire & celle du théoréme 3.6. Les détails sont laissés au
lecteur. Notons quesi f = f1 ® frou f € S(m(A)) et f» € S(F (A)), c’est une conséquence
immédiate des théorémes 3.6 ci-dessus et 3.1 de [3]. O

Notons alors pour s € C, 0 € OMXG' ot feS((mxg)A)
IMXGT 0 p) =/ k?o(x)ns(detx)dx.
(MxG")(F)\M(A)! xG’(A)

Revenons au contexte de linclusion G <> G. Soit Q un sous-groupe parabolique
relativement standard de G. Comme il est expliqué dans le paragraphe 2.6, on a les
décompositions Mgz _MQ X GQ et Mg _MQ xGg ou MQ, Gg et GQ vérifient les
conditions de ce paragraphe.

Soit 0 € O, il existe 055 1,...,05, € OM3%%G o1 0 < m < oo, tels que
m
mz@E) No=]Joz; NmzE). (4.5)
i=1
+ L . . . . M@T M=.T
Pour T € al et s € C, on définit alors les distributions I, (ns, ) et 12" (ns, ) sur
S(mQ(A)) par:
m
Mz.T M3.T M~ T Mz.T
I O s, =) oy sz ) 10T, Y= 1% (s, /) (4.6)
i=1 0eO

ol 55 est défini par (4.1) et pour 05 € OMQ I0 NQ (ns, -) est la distribution associée a
Iinclusion Mg < My décrite ci- dessus par rapport au sous-groupe de Levi minimal M

de Mg et aux sous-groupes de Borel BN Mg de Mg et Eo NMpy de Mg.
Pour f € S(g(A)), on pose

fé(X)zf/ FETN X +Ugkon(detk)dUg dk, X € mz(A); (4.7)
K Jnga)

alors 5 € S(mé(A)). Notons que I'application

02 F 0 MynP
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définit une bijection entre les sous-groupes paraboliques relativement standards de G
contenus dans é et les sous-groupes paraboliques semi-standards de Mg contenant
BN Mg. En utilisant le lemme 4.1, on s apergonﬁ alors que pour tout sous-groupe de
Borel relativement standard B C Q et tous T € a~ et s € C,on a

Mz, T
I, %" (ns, f3) = / Zka o5, M)71sg; (detm) dm
Mo(F\Mg(A) xGg(Aa) '~

g
- / e~Pas g §7 (1)
Mo(F)\Mg(A) xG 5(A) Pco

x > flg(Hﬁ(nm) —Tp)
ne(PAMg)(F)\Mq(F)

| X FaAd(m) ™)@ +U2) dUE | ng(detm) dim.

temz(F)No 5
HREREY-10N)

(4.8)

4.3. Le comportement en T

On démontre la proposition suivante.
Proposition 4.7. Soient f € SGA)), T' e Ty +a¥,seC,o0ecO et T € T’+ag. Alors

5.:(T5) Mz, T
1L, )= Y. pgTg—THe"P 1% (. fp)
OeF(M;,B)

ol pour un sous-groupe parabolique é relativement standard, la fonction Po.s est définie

’

>~ M3.T .
dans le lemme 4.4, Py.s € (ag)* est défini par (4.2), la distribution I, ¢ est définie
dans le paragraphe 4.2 et 5 € S(mé(A)) est définie par (4.7) dans le méme paragraphe.
Démonstration. 1l est démontré dans le paragraphe 2 de [2] que les fonctions F’é, définies

par (4.4), vérifient la relation suivante. Pour tout sous-groupe parabolique relativement
standard P de G, on a:

. 950 1
t5(H —X) = Z( 1%+ t5 (H)T5(H.X), H.X €ag. (4.9)
0P
Fixons un T’ € T++ag et soit T €T’ —|—c%r . En utilisant 1’égalité ci-dessus dans
13 définition du noyau kI (3.3) avec H = Hp(8x)— 5 et X =Tp—T5 pour tout
P € F(Mj, B) et tout § € P(F)\G(F), on a
G a6 /
I, f) = / (—1)% (=1 Gyl (8x)ns (detx) dx
o (s e - 2 PO BICINEAs ¥ MCLE

PeF(M5,B) seP(FO\G(F) §oP
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g
- > DCICDS
Germg.B) " CINOB) 20 B)sFc SE(PNMQ)(F)\ Mg (F)
x \P}T)«:Té’o(Sx)ns(detx) dx (4.10)
ou:

V5T ) = kp o (EF (Hp(x) = THT 5(Hp(x) = T, Tg — TG).

Le fait que lon peut sortir la somme Y o avant I'intégrale va se déduire du fait que
I’on va montrer que les intégrales correspondantes sont absolument convergentes.
Fixons Q € F(Mg, B). On remplace l'intégrale sur Q(F)\G(A) par l'intégrale sur

No(E)\Ng(A) x AF™ x (Mo (F)\Mg(A)' x G5(A)) x K

ce qui donne dx = e~2PeHo@m) gy da dm dk.

Soient m € (MQ(A)1 X GQ(A)), ace Asé’oo, ke K,5eMp) et Pc Q On a donc:

/ \1/1? g o (8namk) dn = /
No(F)\Ng(4) = No(F)\Ng(A)

car 8§ € Mg (F) normalise Ng(A) sans changer sa mesure et il commute avec A

Les facteurs de wg’g 0(nacSmk) deviennent :

\Ilg’g 0(naSmk) dn

st,00

oo
5 C Ay

L (H~ L TL Tx —TL) = I~ (H ~ —m) — T T~ — T
I5(Hg(nasmk) — T, Ty — T) = U5 (Hg (@) + Hg(m) — TG, Ty — T%),

29 (Hp(nasmk) — T5) = £ 2 (Hp(6m) + Hp(a) — T) = £ (Hp(5m) — Th).

udn

Quant a kp o(nanmk), on fait le changement de variable (a~'n~!(& + Up)na —&) — Up
(voir la définition de kp , au début du paragraphe 3.2) et I'on obtient :

kp o (nasmk) = >0 M@ / S F(@mk)TE + Up)smk) dUp.
npA) Eemp(F)No

Ensuite, comme la mesure de No (F)\Ng(A) vaut 1, en faisant le changement de variable
((6m)~1(& + Ug)sm — &) — Ug;, on obtient

e 205 (Hg (@) / / k. o (nasmk)n(detk) dn dk
e [Ngl

=/ f Y F(@mh) T E + Up)smk)n(detk) dU dk

K nﬁ(A) Z;‘emp(F)ﬂo

= / " fK / Y F(Gm)TNE+UE + Ug)dmhyn(detk) dUg dkdU S

E(A) Eemp(F)No

2P Hpm) [@ > faemTE +U§)8m)dU§ (4.11)
5 gemzE)No

ou fgz € S(mgz(A)) est définie par (4.7) dans le paragraphe 4.2.
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Remarquons que 'on a ZpQ(Hé(m)) =2pg(Hp(m)). En utilisant les lemmes 4.1 et 4.4
ainsi que 1’égalité (2.11), on voit donc que I'intégrale sur A%’OO se réduit alors a

" (H~x ~ _ 7L Te _ 7Ly, det+2(05—p0)) (Hp(a))
/A%oo I5(Hp(@) +Hg(m) —T5, Tg —Tg)e da
0
Py (T5—Hgm))
= 0T s (T —Tp).

En utilisant le calcul (4.11) et en regardant la relation (4.8), on s’apercoit qu’avec la
notation de I’équation (4.10), on a

a2 /
> =n% > \Iflg:Té’a(Sx)ns(detx)dx
O(FN\G(A) ﬁg@ 8€(POMQ)(F)\MQ(F)
P55 (TA) Mz, T
=e @ 0ps (T _Té)lo " (s, 1)
Ce qu'’il fallait démontrer. O

En utilisant la proposition 4.7 démontrée ci-dessus et le lemme 4.4 qui décrit les
fonctions p s explicitement, on obtient le comportement en T des distributions 7, OT et IT.

Théoréme 4.8. Soit f € S(G(A)). Les fonctions T — I (ns, f) et T+ IT(ns, f) ou
0€0, se€C et T parcourt T++a%' sont des polynomes-exponentielles. De plus, si
s # —1, 1, leur parties purement polynomiales sont constantes et données respectivement

par
% 4 L1 pg(TL) Mp.T'
L, /)= ) (=D'Cjzlo5005,)7"e 001, % @, fp).
OeF(M5,B)
dS |~ 1 05.(T5)  MAT
1. re= Y (=Dj5'05005) "0 MO (. £,
OeF(M5,B)

pour tout T' € Ty + ot . En particulier, les distributions I, et I ne dépendent pas de T'.

0

Remarque 4.9. Soit é un sous-groupe parabolique relativement standard de G. Par

le méme raisonnement que dans la proposition 4.7, on obtient que pour tout s € C,
M3,T ~ .

les distributions I, ¢ (i, ) et I MQ’T(ns, -), définies dans le paragraphe 4.2, sont des

polyndémes-exponentielles en T qui ne dépendent pas de T €ap. Cependant, si Q # G,

le terme purement polynomial n’est pas constant.

Remarque 4.10. En vertu de la convergence absolue, pour tout Q € F(Mg, B) et tout f €

S(mg(A)), il découle que les fonctions C 3 s > 1MeT (4, f) et Cos > I;VIQ’T(nS, ),
ot 0 € O, sont holomorphes. Le théoréme 4.8 énonce alors que pour tout f € S(g(A)) et
tout 0 € O, les fonctions C\{—=1,1} 35— I(ns, f) et C{—1,1} 25+ I,(ny, f) sont
holomorphes et admettent des prolongement méromorphes & C avec des podles possibles
en —1 et 1.
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4.4. Equivariance
Soient f € S(G(A)) et y € G(A). Notons f¥ € S(§(A)) la fonction définie par f¥(X)

fAd(»)X).
On voit que 1[I (ns, f¥) pour T € T+—i—c%r et que s € C est égal a

G
[y e ¥ =T et
G(F)\G(A) P ]:(M B) BEP(F)\G(F)

Pour x € G(A) et P € F(B), soit kp(x) un élément de K tel que xkp(x)~! € P(A)

kp o (8x)Tp(Hp(Sxy)

Alors, en utilisant I’égalité (4.9), on a:
<) = §.0 ,
Tp(Hp(dxy) —Tp) = Z(—l) ot ;(Hp(fsx) Tp)F (Hp(éx) —Tp, —Hp(kp(3x)y))
02F

d’ott ’on obtient que IOT(nS, fY) est égal a la somme sur é € F(Mg, B) de
I5(Hg(x) = T, —Hg (ko (x)y))

O(N\G(A)
x Y (=D > kp o (83)22 (Hp(8x) — Tp)ns (det(xy)) dx.
Pco seP(F)NMo (F)\Mg(F)

Soit x = namk ot n e No(F)\Ng(A), m € MQ(F)\(M@(A)l X G@(A)), ae AL®
k € K. Donc dx = e~2reHo@m) gn da dm dk et pour § € Mg(F) on a
F/Q(Hé(énamk) — Ty, —Hg (kg (8namk)y)) = F/(j(Hé(a) + Hg(m) — Ty, —Hg(ky)).

Ensuite, en faisant les mémes opérations comme dans (4.11) au début de la preuve de
la proposition 4.7, on s’apergoit que ’on a pour P - Q, me Mg (F)\(MQ(A)1 X GQ(A))

et 8 € Mo(F)
/e(Sdet_sz)(HQ(“m))kﬁ’o(Snmak)F’é(Hﬁ(ﬁnamk)

A';:;'OO K [Ngl
— T, —Hp(kp(8namk)y))n(det k)
dndkda = |detm] 2 P87
/ > /// e®3s) k= (m8) "' & + U)sm + Uz)k)n(det)
n

emP(F)ﬁo Q(A)

'UNQZ
QQIQZ

I (H, —Hg(ky) dUg dH dkdU 2
Yo Soay )N E+ Ug)ma) dUg

nQ(A) temp(F)No
K

S5 ~ '~
= |detm|,2 070
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ou l'on pose

13.5,yX) :/;{/ “ f(kfl(X—i-Ué)k)u’Qs(k,y)n(detk)dUé dk, X emgz(A)
"

/ —
ué’s(ka )’) - /;

La fonction K > k — u’§ S(k, y) étant continue, on a bien f@,s,y € S(mQ(A)). On obtient

ou
gpé.s(H)F’é(H, —Hg(ky))dH, keK,seC.

QR

le théoréme suivant.

Théoréme 4.11. Soient y € G(A), s € C et f € S(G(A)). Les distributions IOT(nS,-)
vérifient

~ -\ Myz,T
I (s, f) = ns(det I (g, f) = mdety) > ePETDL 0 (g, f5, )
QOeF(Mz,B)~{G}

Mz,T
ou les distributions I, ¢ (i, ) sur S(mg(A)) sont définies par (4.6). En particulier,
pour s = —1,1, on a

Io(ns, f7) = ne(det ) Io(ns, f),  1(ng, f7) = ng(dety)I(ns, f).

Démonstration. La formule pour la différence IUT(nS, ) —ns (dety)IUT (ns, f) est claire
aprés les calculs que l'on a faits. Si s # —1,1, cette formule-ci démontre aussi
I'ns-invariance de la distribution I,(ns, ), car si Q C G, d’aprés la remarque 4.9, le
M3,T . .
terme I, ¢ (1, 15.y.s) est un polynéme-exponentielle en T qui ne dépend pas de
G

T3 En outre, Pg5.s est non trivial sur aj en vertu du lemme 4.2. 11 en découle que
~ (T~ M3, T

epQ,s(TQ)I0 7 (ns, 5.y n’a pas de terme constant dans ce cas et, par conséquent, les

termes constants de IUT(nS, fY) et de ny(det y)IoT(nS, f) coincident. O

4.5. Indépendance des choix

Soient s € C~ {—1, 1} et 0 € O. Dans ce paragraphe, on démontrera que la distribution
I,(ns, -) ne dépend d’aucun choix, sauf celui d’'une mesure de Haar sur G(A) et ceux des
mesures sur les F-sous-espaces V de g, notre choix étant que V(F)\V(A) soit de volume 1.

Remarquons d’abord que I,(7s, -) ne dépend pas du choix du sous-groupe de Borel
Eo € P(Mg) choisi au début du paragraphe 2.8 (les paramétres de troncature Ty
dépendent du T € Ty +a~ qui lui-méme dépend de Bo) En effet, ce choix intervient

seulement dans le choix d’une chambre positive. Soient Be P(Mg) et o € QG tel que
O’B()— B. Notons Iy ,(ns, ) et I~ (nx, ) les distributions obtenues a partir de B.
Alors si T € aE, on a Ig’u(r]s, -) =17 T(ns, ) et le théoreme 4.8 implique que

IE’g(nSa ) = Io(’]w )
Démontrons que I,(7s, -) ne dépend pas du choix du sous-groupe de Borel B de G
contenant My. Soient B’ € P(My) et o € Q€ tel que B’ = o~ 'B. Notons B’ = o' By.
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Notons [ ;,’ o (s, *) et Ip o (75, -) les distributions construites par rapport aux sous-groupes

de Borel B’ et B'. 1F(ns, ) = Ig,T;T(nS, -) est une conséquence simple de la relation (2.9).
Le théoréme 4.8 permet de déduire alors de nouveau que I, (15, -) = Ip/ o (s, -)-

Le compact maximal K que 'on a choisi dans le paragraphe 2.6 dépend du choix
des vecteurs non nuls dans les droites D; ou i = 1,...,n. Tout autre compact K* de
ce type défini par rapport & My égale donc yKy~! pour un y € Ag(F). Si 'on note
alors Ig. , la distribution définie par rapport aux mémes données que I, mais pour le
compact K* = yKy~louy e Ag(F), on voit que Ix* o (s, f) = Lo(ns, f7), ce qui est égal
a I,(ng, f) en vertu du théoréme 4.11 et du fait que ny est trivial sur F*. La distribution
I, (ns, -) ne dépend pas alors du choix de sous-groupe compact maximal «standard» par
rapport a M.

Il nous reste a démontrer I'indépendance du choix de sous-groupe de Levi minimal
de G (car My est déterminé par celui-ci). Soit M) = yMoy~! un F-sous-groupe de Levi
minimal de G, ou y € G(F). On note alors 1 M}, 0 la distribution définie par rapport au
sous-groupe de Borel yBy~!, le compact maximal yl? y~! de CN}(A) et le sous-groupe de
Borel y}ABJ()y_1 de G. On trouve alors IM(/)’U(nS, ) =1Is(ng, f7) et le résultat découle du
théoréme 4.11 de nouveau.

4.6. Orbites semi-simples réguliéres

Soit O,ee € O l'ensemble des orbites semi-simples réguliéres, c’est-a-dire des orbites
composées d’éléments semi-simples réguliers. La preuve de la proposition suivante
est pratiquement identique & la preuve de son homologue dans le paragraphe 4.6
de [19].

Proposition 4.12. Pour tous f € S(G(A)), T € Ty +a%', s€C,0e0rpg et Xeo,0ona

1I(ns, £) = Lo(ns, ) = f F X x)ns(detx) dx
G(A)

ot lintégrale est absolument convergente.

5. Formule des traces infinitésimale

Il résulte de lanalyse faite dans le paragraphe 3.1 que 'on a la décomposition de g en
F-sous-espaces stables sous 'action de G suivante :

I=totbdts (5.1)

ot =g, th =V x V*¥et t3 =G,. Soit t € g un F-sous-espace défini comme une somme
directe de certains des t;, i = 1,2, 3. Il y a donc huit possibilités pour t. Puisque chaque
t; est G-stable et la restriction de la forme trace (-, -) a t; est non dégénérée, il en est de
méme pour t. Pour X € §(A), soit X la projection de X dans t(A) selon la décomposition
(5.1) ci-dessus.
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Fixons 4 un caractére non trivial de F\A. Pour t comme ci-dessus, notons F
l’opérateur sur S(i(A)) suivant

Fe(fHX) = /A) FX =X+ YU ((Xe, Y)dYe, f eS@EA)), X €g(A)
#(
ou dY¢ est la mesure de Haar sur t(A) pour laquelle le volume de t(F)\t(A) vaut 1.

Théoréme 5.1. Pour tout f € S(G(A)) et tout s € C~{—1,1}, on a
D Io(s, £) =Y Lo(ns, Fi(f)).
0cO 0O

Démonstration. Soient T € Ty + u%r et s € C tel que —1 < Re(s) < 1. On se place dans
le contexte de la preuve du théoréme 3.6. En utilisant l'identité (3.6) et 'analyse qui

suit 'équation (3.7), il découle que Y ,co IX (s, £) =Y ocor 1L (s, Fe(f)) = 1T (s, f) —
1T (ng, Fe(f)) vaut

kg g(x, f) —kg g(x, Fe(f)
[G]

+ > Y xh G0k 5 Gx, )=k 5 (6x, F()) | ne(detx) dx
P C P, 8ePLF\G(F)

ou, pour les sous-groupes paraboliques relativement standards P C P et b € S@EA)),
on pose

loN

kg, p,(x, &) = Z -1¢

PicPCh

(Z kd)’ﬁ)o(x)) , x e P(O\GA).

0O
On a alors pour tout x € G(A)
ke, = Y falEx)= Y F(HxTEx) = kg g, Fe(f)
£eg(®) gegd®

grace & la formule sommatoire de Poisson. On s’apercoit alors que ) _» IOT ns, ) —
Y 0cO IUT(nS, Fi(f)) est en réalité la somme sur Py C P, de

/ xE 5 (kg 5,0 ) —kp 5, (8, Fi(£)s(detx) dix.
PING(A) ’

Fixons g9 > 0. En utilisant le théoréme 3.7 pour f et F¢(f), on a donc pour tout N > 0

117 (s, 1) =17 (5, Fe(f)] = 0N
siT € Ty + a%r est tel que Yo € Ag,, a(T) > eolT]. D’aprés le théoréme 4.8, la différence
IT (s, f) —IT (ns, Fe(f)) est un polynome-exponentielle en 7. L’égalité ci-dessus, valable
pour tout N > 0, n’est possible alors que si ce polynéme-exponentielle est identiquement

nul. En particulier, en invoquant de nouveau le théoréme 4.8, on a égalité des termes
constants de I7 (n, f) et de IT (ny, Fe(f)) pour s # —1, 1. O
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6. Orbites semi-simples

B
Soit O,y € O l'ensemble des classes contenant un élément <v Z) tel que le polynome

caractéristique de B soit séparable (i.e. B est semi-simple régulier dans g(F)). On
qualifie ces classes de relativement semi-simples réguliéres. Si 0 € Oy, alors tout élément

B . . .
( vo Z) € o posséde la propriété selon laquelle By est semi-simple régulier.

Soit 0 € O,5. Le but de cette section est de donner une expression explicite pour
I,(ns, -), ce que 'on achéve par le théoréme 6.12. Les résultats sont analogues, et parfois
méme identiques, a ceux de la section 6 de [19] et, par conséquent, on renvoie souvent a
cet article pour les preuves détaillées. En particulier, on omet les résultats de convergence,
qui sont démontrés dans le paragraphe 6.7, ainsi que les résultats de prolongement
méromorphe qui se trouvent dans le paragraphe 6.8 de loc. cit. On utilisera aussi la
méme notation que dans la section 6 de loc. cit., ce qui rendra ’analogie plus visible.

Voici le plan de la section : aprés avoir introduit quelques notations dans le paragraphe
suivant 6.1, on décrit la décomposition de o en G (F)-orbites dans le paragraphe 6.2. On
introduit encore un peu plus de notations dans le paragraphe 6.3. Dans le paragraphe 6.4,
on définit une expression i,(x) pour laquelle on a

Io(ns. ) = / io (s (det.x) dx (6.1)
[G]

si —1 < Re(s) < 1. En supposant cela, on donne la preuve du théoréme 6.12 omettant
les preuves des énoncés techniques. Dans la section 6.5, on introduit un nouveau noyau
tronqué i%a(x) tel que f[G] i;a(x)ns(detx) dx = IoT(ns, f) pour tout s € C. Ce résultat
nous permet de démontrer (6.1) dans le paragraphe suivant 6.6. On finit la preuve dans
le dernier paragraphe 6.7 ot l'on étudie certaines fonctions zéta — les homologues des
fonctions zéta étudiées dans [19].

6.1. Notations

On utilisera les lettres I, J, avec de possibles indices, pour noter des sous-ensembles finis
de N*. Soit I € N* fini. On pose —I = J;¢;{—i}. On dit que 7 est un e-sous-ensemble
de I,siZC TU—I et sipour tout i € Z, on a —i ¢ Z. Dans ce cas, on écrit Z S, I. La
notation est un peu abusive car Z n’est pas forcément un sous-ensemble de I. On définit
aussi |Z| = {|i||i € T} € N* et Z¥ C, I par la propriété ZuZ* = |Z|u —|Z|. Autrement dit,
7% = —7 mais on écrira 7% dans ce contexte. On réserve les lettres Z, J et K, et seulement
ces trois lettres avec de possibles indices, pour des €-sous-ensembles.

On utilisera aussi la notation abrégée suivante: soient I’ € N* et Z, 7 C¢ I, on écrira
JUTZ C. I pour signifier que la réunion ensembliste ZU J est aussi un e-sous-ensemble
(ce qui n’est pas toujours vrai). On utilise le symbole L pour noter la réunion disjointe,
donc I uJ = I’ implique I NJ = &. On écrira aussi, pour Z C, I’ fixés ,

Y2y Xey. ¥ = X%

\TI=r JcI' KuJcel K.JCZ  IKuJI=r K.JCI'
|T =1 Kng=2 IKul T 1=1
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Finalement, pour J; U J3 U Ja C¢ Iy et J» € J3, on utilisera parfois la notation suivante

T2 =N, Ji3=0UT, Jis:=T1UTBUT, et

6.2. Orbites dans une classe relativement semi-simple réguliére

Dans ce paragraphe, on décrit une décomposition en orbites d’une classe relativement
semi-simple réguliére.
En utilisant la décomposition (3.1), on va écrire les éléments X de g sous la forme

X =(B,w,d)

ou Beg, weV xV*etde G, On considére alors V x V* comme un espace vectoriel
dont V et V* sont des sous-espaces. L’action d'un g € G s’écrit donc simplement

Ad(g)X = (Ad(g)B, gw, d)

ou G agit sur V x V* par ses actions naturelles sur V et V*.
Donnons-nous :

e un polyndme séparable Q € F[T] de degré n;

e une décomposition de Q en facteurs irréductibles Q =[], Q; et notons I =
{1,...,m};

e pour tout i € I, notons F; = F[T]/(Q;(T)) (resp. F_; = F[T]/((=1)%€ 2 Q;(~T))) et
F; =F[T1/(Q(T)) (resp. F_; = F[T]/((—1)"Q(—T))). On identifie F; (resp. F_;) a
[Tic; Fi (vesp. [[;e; F-i) al'aide des homomorphismes des F-algébres F[T1/(Q(T)) =
F; — F; =F[T]/(Qi(T)) (resp. F_; = F_;) induits par T + T ;

e on fixe l'isomorphisme des algébres étales ¢; : F; — F_; induit par T — —T7. On
identifie F_; a F7 en tant que F-espace vectoriel grace a la forme bilinéaire non
dégénérée Fy x F_j 3 (u, v) = Trg, p(ue (v));

e on note by € F; I'image de T dans F;. Dans ce cas, by engendre la F-algébre étale F;.

Soit alors Py = M;N; le sous-groupe parabolique standard de G défini comme le
stabilisateur du drapeau

0=V, GV, CVp & CVj,, =V

= = = =

oupouri € l,on adegQ; = ji— ji—1. Pouri € I, posons Z; := j.":jHH D;. On peut
et on fixe un B € mp, (F) dont Q; est le polyndme caractéristique pour son action sur Z;.
Alors, B est semi-simple régulier dans g(F) et tout élément semi-simple régulier de g(F)
s’obtient par une telle construction.

L’élément B induit une structure de F[T]-module sur V par T.v = Bv. L’algébre Fy
est aussi naturellement un F[T]-module qui est isomorphe, en tant que F[T]-module
a V. On fixe un tel isomorphisme et on identifie V & F; désormais. Notons qu’un tel
isomorphisme identifie aussi F; a Z; pour tout i € I. De plus, I'isomorphisme V = F;
induit "isomorphisme dual entre V* et (F;)* = F_;. On identifie aussi ces espaces. On a
donc pour tous (u,v) e F; xF_;, g € GF) et k € N:

v(B*u) = Trp, /p (Bhue; (v)),
Trg, Fp(gutr (gv) = Trp, /p(ut; (v)).
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Pour tout i € I, on note 1; et 1_; les unités de F; et F_; respectivement. Pour tout
T Ce I, on pose Fr = @ie] F, CF;xF_jetlz= Ziel 1; € F%

Soit T le centralisateur de B dans G. C’est un F-tore maximal de G et il est contenu
dans Mj. Pour J C I, on note Tjy C Ty le plus grand sous-tore qui agit trivialement sur
Fyos. Si J = {i}, on écrit simplement 7; = T;;. Alors T = [[;; T; et pour tout i € I, le
groupe T;(F) agit simplement transitivement sur F} ainsi que sur F*,.

On fixe une classe 0 € O, contenant un élément X de type (B, w, d). Remarquons que
d est le méme pour tout X € o, on le note simplement d,.

On introduit l'ensemble V, = {(u,v) € F; x F_IlTrpl/F(bﬂml(v)) =A;(X) V 0<i
<n—1} ou X €0 est quelconque et les invariants A;(X) ont été définis dans le
paragraphe 3.1. Comme T;(F) agit sur F; x F_;, commute & B et préserve 'accouplement
naturel sur F; x F_j, il agit aussi sur V,. On voit que I’ensemble des orbites dans V,
sous 'action de T7(F) est en bijection avec I’ensemble des classes de G (F)-conjugaison
dans o, la bijection étant induite par ’application V, > w — (B, w, d,).

Pourwe F;y xF_; et Z C, I, on pose wr := lzw. Si Z = {i}, on note simplement w; =
wyi}. On va continuer pourtant d’écrire parfois les éléments de F; x F_; comme (u, v).

Lemme 6.1. Il existe un oy € Fy tel que pour tout (u,v) e Fy xF_;, on a
(u,v) € Vo < utj(v) = «ay.
Démonstration. Pour tous (u,v), (u’,v') € Vo et k e Non a
v(B*u) = Trp, p(bjut; (v) = Trp, pGiu'y () = v'(BA)
d’ou
Trp, p (b (u (v) —u'ty; () =0, YkeN.

D’aprés la proposition (18.3) dans [9], la forme Trg, r est non dégénérée et puisque les
puissances de by engendrent F; sur F, on obtient

uy(v) =u'y @), Y (@, v), W,v) eV,. (6.2)

On pose donc «; := ut;(v) ou (u,v) € Vo est quelconque. Il reste & démontrer que si
(u,v) € V, est tel que ut;(v) = ay, alors (u, v) € V,. Pour cela, il suffit de faire le méme
calcul dans le sens inverse. O

Soit a7 = («;)ie; € F; comme dans le lemme précédent. Notons Iy € I I'ensemble des
i €1 tels que o; = 0.

Proposition 6.2. Il existe une unique T;(F)-orbite dans V, composée des (u,v) € V, tels
que ui =0 et v_; =0 pour tout i € Iy. On choisit £ un représentant de cette orbite.
Alors, les Tr(F)-orbites dans V, sont en bijection avec les €-sous-ensembles de Iy, le
représentant de l’orbite correspondant a T C. Iy étant £z + 17. Les orbites de dimension
maximale correspondent aur I C. Iy tels que |Z| = Iy.

Démonstration. La preuve est identique a celle de la proposition 6.2 de [19]. O
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6.3. Quelques définitions associées aux orbites

D’aprés la proposition 6.2 ci-dessus, les
X1 := (B, &0+ 17, do) (6.3)

ou Z C. Iy sont des représentants des orbites pour 'action de G(F) a 0. On les considére
fixés désormais.

Pour un F-sous-groupe H de G, X € §(F) et une F-algébre R, notons H (R, X) le groupe
des R-points du stabilisateur de X dans H. Alors, pour tout Z C, Iy et toute F-algébre
R, on a:

G(R, X1) = Tiy71(R). (6.4)

Pour tout i € I, on choisit une mesure de Haar sur T;(A) et pour tout I’ € I, on met la
mesure produit sur Tp(A) = [[;c;» Ti(A). On note Hy 'application de Harish-Chandra,
introduite dans le paragraphe 2.1, par rapport au sous-groupe parabolique standard P;j.
Pour I’ C I, on note ay 'image et Tp(A)! le noyau de la restriction de 'application H;
a Tp(A) (la restriction étant un homomorphisme car Tp/(A) € Mp,(A)). En particulier,
a; = ap, et le quotient Ty (F)\Tp(A)! est compact. Puisque H; restreint a Tp(A)N A%‘;
est un isomorphisme, on obtient une unique mesure de Haar sur Tj/(A)! compatible avec
celles sur T/ (A) et a;.

Si 1" € I' € 1, les espaces aj» et ap 7 sont en somme directe. On voit alors aj, :=
Homg (a;/, R) comme un sous-espace de ag, et donc de a% aussi.

En particulier, puisque Ap, € T € Mp,, on voit que a’; s’identifie & Homp (77, G,,) ®7,
R. Pour tout i € I U—1I, on note alors p; € aj le caractére par lequel Ty agit sur F;. On

a alors p; = —p_;. Soit Z C¢ Ip. Il en découle donc que {p;};c7 est une base de “TIr On
pose aussi
Pz =2 Pi €.
i€l
Notons que p7z = —p7.

On définit encore :
e pour I’ C I, 'espace ay ¢ =0, QrC;

e pour 7 C, Iy, 17 la fonction caractéristique des H € ay, tels que

pi(H) <0, VieINnly et pi(H) <0, VieIn—I.

6.4. Le résultat principal

Dans ce paragraphe, on énonce et on démontre le théoréme 6.12. Cependant, certains
résultats seront seulement énoncés avec les renvois vers leurs démonstrations dans les
paragraphes suivants.

On note My le sous-groupe de Levi de G stabilisant F;, pour tout i € I, ainsi que Dy
et 'on note M T le sous-groupe de Levi de G qui stabilise les espaces F;, pour tout i € I,
ainsi que l'espace somme de Dy et des F; pour i € I \ Ip. On a donc My C M.

Soit é € F(M7). Remarquons alors qu’il existe un unique Z <, I tel que I'espace Vo
défini dans le paragraphe 2.6 soit égal & Fz. On pose dans ce cas Ié = 7. D’ailleurs,
il est clair que si lorbite d'un X7 (voir (6.3)), ou Z <, Iy intersecte non trivialement
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mp(F), ou Pe F (Mg, B), alors celui-la est conjugué & un élément de F(M7). On peut
alors reformuler le lemme 3.3 de la maniére suivante.

Lemme 6.3. Soit é € F(My). Alors X1 € mé(F) si et seulement si (JZ|U (I \ Ip))N
|I§| =J.
On a en particulier que si maF)No # 3, alors (1 N 1) N|I5| = @ autrement dit
é eF (M7,). Pour un sous-groupe parabolique relativement standard P de G on pose
F(Mj, Py = {0 € F(M7)|3y € G(F), yQy~' = P}.

Soit é e}'(MNO,ﬁ)”’l et y e G(F) tel que yéyfl = P. Grace a la décomposition
de Bruhat, on choisit alors un 55 € Q6/Q92 tel que y € B(F)wSQQ(F). On a alors

~

Ws 5 Qws_é1 = P.

Lemme 6.4. Soient P € F (Mg, B) et T Cc Ip. Alors, lintersection de la G(F)-orbite de
X7 avec mp(F) égale

I 11 (AdG ™ wyy) X 7).
OeF My, Pyl seMp(F, Ad(ws5)X1)\Mp (F)
IZINITy1=2

Démonstration. Voir la preuve du lemme 6.4 de [19]. O

Pour une fonction ¢ sur g(A) et x € G(A) on définit
bx(X) = dAd(x~HX).

Fixons f € S(g(A)). Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard de G. D’apres
le lemme 3.3 b) on a un isomorphisme Np-équivariant

ng =np®Vp.
On pose
fPx) = / fFX+Y)dY, X eGA). (6.5)
V5 (A)

Supposons en plus que P est relativement standard et posons

o =ifpo®= > 3 fh@. xeP®\GW). (6.6)

temp(F)No yeNp(F)
ott fF = (fu)f. En vertu du lemme 6.4 on a alors

o= Y ) 3 Fh(Adwsp) X 7).

5 ~ pyrel  IC.I P(F,Adws~ X7)\P(F
QeF (Mj Py IIlﬂlfg\L@ veP(F, Ws 5 T\P(F)

On voit donc que

Yo ip,n= Y > > 2 xo). (6.7)

seP(M\G(F) @e]—'(M;O,ﬁ)”” IZIf%I%I\O o 3eG(F. XD\G(F)
ol=
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Pour tout J C¢ Ip posons A7 = AQr F 7. Notonsaussi Ay = AQrFret Ay = A®Fp
F_; pour tout I’ C I. Fixons un caractére additif continu non trivial ¥ sur F\A. Pour
une fonction ¢ € S(G(A)) et J C¢ Iy, on définit la «transformée de Fourier» de ¢ par
rapport a J

o7 (x) = /A B ug+w =W, dVWug, W) dug (6.8)
T

ou X = (B',w',d") € g(A) ; du s est la mesure de Haar sur A 7 pour laquelle F 7\A 7 est
de volume 1 et (-, -) est 'accouplement défini par la forme trace. En réalité, si I'on écrit
w =W, v)eArxA_jetus=w,v)otucAyyetveAsnj,ona

(ug, Wfﬂ) = (ug,w) =Trp, /p@'t;(v) +u(v)).
La restriction de la fonction dA)J a g(A) x Ar (gnn XA (gn-n X A est aloEs de type
Bruhat-Schwartz. Dans tout ce qui suit, les arguments des fonctions de type ¢ seront

toujours dans g(A) x A;(7nn X A_r(gn-1 X A, de fagon que l'on pourrait les traiter
comme les fonctions de type Bruhat-Schwartz.

Soient alors é € }-(MZ)’ ﬁ)’el et T Cc Iy tel que |I|ﬂ|IQ| =g. On a fXQ(XZ) =

T T T~
(78 (X7). On utilisera la notation abrégée fi 2(X7) := (o) 2(X7). En utilisant (6.4),
on voit donc que l'on peut réécrire (6.7) comme

NP
)ENEED DR DR e ©9)
~ F(M~ )ffrel Z§€] 8€Ty, (F)\G(F)
QeF My, P) IIWIIQILQ Io~IZ|

Les sommes (6.9) et (6.7) sont absolument convergentes, ce que ’on démontre de la méme
fagon que le lemme 6.5 (ou bien le lemme 6.24) de [19].
On pose:

io(x) =ifo(x)= Y -)% Y ip,6x), xe GENGA).

PeF (Mg, B) seP(F)\G(F)
Proposition 6.5 (cf. 6.17). On a pour tout s € C tel que —1 < Re(s) < 1:
/ lif,0(x)ns(detx)|dx < oo et / if,0(X)ns(detx) dx = Io(ns, f).
GING(A) GINGA)

En utilisant le résultat ci-dessus, on a f[G] io(x)ng(detx)dx = I,(ns, f) pour —1 <
Re(s) < 1, on, grace a la formule (6.9), on a

. d L
Lh)= Y D% Y > Yo H2(x.
PeF (Mg, B QeF (M7 Pyt ICcly 8Ty zj(F\G(F)
eF (Mg, B) QeF(Mj,, P) |Z|ﬁ|I§\O=@ Iy~IZI

En inversant ’ordre de sommation, on a aussi

W= Y ug Y. fIXp

TuJCely 8€Tyy 71 (F\G(F)
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ou ~
ds
wg= ), L% 3 L
PeF (Mg, B) éef(M;O Py
ZQ:]

Lemme 6.6. Soit J Cc Iy. Alors pg = (-D*7.

Démonstration. Remarquons d’abord que 'on a

QeF (M)
I5=TJ

Soient Iy = J NIy et I, =—(J N—1Iy). Soit é € F(Mj;) et notons k = dg. Alors, la
condition IQ = J signifie qu’il existe des sous-ensembles @ =Jy C J1 C---C Ji=1
et @3=J;CJ C--- CJ_; =D tels que Q est le stabilisateur du drapeau

O0=FpCky G- CF,=F, CFi n®Do=Fq . nyusy®Do
S Fuinpury®Do S - S Fuinpuy_ ®Do=Fr& Do.
Si l'on pose alors iy = #1I, iy = #1, et
alf" =#(Jo, J1,.... =L N C---CJi={2,....,m}}, i,meN,

on voit que le nombre des é € F(M7) tels que I5=J etk= dg est égal a

k
i1,y . iy 2
¢ = E a; a;_;.
i=0

On veut alors montrer que 1’expression

i1+iz

i| i2
2 g = | e | | ey
k=0 i=0 j=0

est égal a (—1)!172. Or, comme il est expliqué dans le lemme 6.7 de [19], on a, pour tout

meN, Zlmzo(—l)ia;” = (—1)™, donc le résultat suit de I'identité ci-dessus. O
On vient d’obtenir alors
)= Y (-D* 3 £ xo. (6.10)
TuJCely seTiy ) (FN\G(EF)

Lemme 6.7 (cf. corollaire 6.23). Soient J, J1, J2 Se Iy tels que J1u T € J. Llintégrale
sutvante

1

Tig~ 1712l NG (A)

(H(x)) fI>T(x (detx)dx, seC

(T~TUTE ST s

converge absolument et uniformément sur tous les compacts de —1 < Re(s) < 1 et admet

un prolongement méromorphe a C, noté K%Jz 1, )(s), holomorphe surs € C~ {—1, 1}.
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Le rapport entre les K:%Jz(n, F)(s) et Io(ns, f) est donné par le lemme suivant.

Lemme 6.8. Pour touts € C~{—1,1}, on a:

L. =3 Y (DWINTDRT o, f)s).
|T|=lp JIuJH T

Démonstration. En raisonnant comme dans la preuve du lemme 6.9 de [19], on obtient
pour tout x € G(A):

Z Z (_1)#(..7\;712) Z f;{\\% (leujzn)l(j\jz)ujzt(HI(X))

|T1=Io /1T 8€T| 7,1 (F)
= Y oV 3 .
ZuJCelo 3eT|z F)

On multiplie cette égalité par ns(detx), ot s € C est tel que —1 < Re(s) < 1. En regardant
le coté droit de cette égalité et en utilisant la formule (6.10), on voit que, en vertu de la
proposition 6.5, I'intégrale de cette expression sur Ty, (F)\G(A) est égale a I,(n;,, f). Or,
en vertu du corollaire 6.7, I'intégrale du coté gauche sur le méme quotient donne 1’égalité
cherchée pour s € C tel que —1 < Re(s) < 1. Cela suffit pour conclure car s — I,(ns, f)
est une fonction méromorphe en vertu de la remarque 4.10. O

On introduit maintenant les fonctions zéta.

Proposition 6.9 (cf. 6.20 et lemme 6.22). Soit J S, Iy. Alors lintégrale
Fa X 7x)e Ny detx)dx, A e a7 e
GA.X7\GA)

converge absolument et uniformément sur tous les compacts d’un ouvert non vide de
a?‘jl c €t admet un prolongement méromorphe a aI*JI o noté &g (m, f). De plus, la droite
Cdet C “Tm ¢ est non singuliére.

Corollaire 6.10. Pour J C¢ Iy, on définit la fonction méromorphe sur C suivante :

c7(m, £)(s) :=¢7(m, f)sdet), seC

ou ’on voit det comme un élément de aTJI par restriction.
Remarque 6.11. II découle de la proposition 6.20 que pour certains J C¢ Iy, pour tout
s € C, I'élément s det € aI*JI ¢ Wappartient pas au domaine de convergence de I'intégrale

définissant ¢7(n, f).

Soit I;, € Ip 'ensemble des i € Iy tels que la restriction de n au groupe de normes de A}
dans A* est non triviale. On est prét a démontrer le résultat principal de cette section.
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Théoréme 6.12. Soit f € SG(A)).

(1) Pour tout Ji Ce I tel que |J1| = I, la fonction de la variable s € C suivante

> tqug. )
T =lo~ 1
est holomorphe sur C~ {—1, 1}.
(ii) On a pour tout s € C~{—1,1}:
L, )= Y, > taug @ N6

|Ti1=1y [T 1=1o~1Iy

Démonstration. Le point (i) est démontré dans le corollaire 6.24 ci-dessous. En outre, en
vertu du lemme 6.29 de [19], on a ’égalité suivante de fonctions méromorphes sur C:

oY CNRRT caa =Y o p.
|T=lo J1uJ>CT | T |=Io

En utilisant alors l'égalité démontrée dans le lemme 6.8 ainsi que le point (i) de ce
théoréme, on peut conclure. O

6.5. Seconde formule pour le noyau tronqué

On considére f € S(g(A)) fixée. Pour Pe F (Mg, B), dans le paragraphe 6.4, équation
(6.5), on a introduit la fonction £ ainsi que f;(X) := f(Ad(x~1)X). Par £F on entend
toujours (fx)ﬁ. Soient P, é € F(Mg, B) tels que Pc é On pose alors

Vg =VpNZ5. (6.11)

Alors, pour 0 fixé, les espaces V}g, ol Z-"(Ma, B)> P C é, jouent le role des espaces Vg
dans le contexte de l'inclusion G o> Gp. De plus, on a les relations suivantes :

nQGBV;;:nQEBVIg, n%@nQ:npéBVIg. (6.12)
Les lemmes suivants sont des analogues des corollaires 6.14 et 6.15 de [19)].

Lemme 6.13. Soient P € F(Mg, B), E emp(F)No et x € G(A), alors

o o= Y fle+o.

yeNp(F) tenp(F)

Lemme 6.14. Soient P € F(Mg, B), £ e mp(F)No et x € G(A), alors

/ fni(é)dn = / fE+U)dU.
Np(A) np(A)
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Pour T € a~ , posons

-lok

iTo=il,= Y D% Y tpHGx) - Tpip,(6x), x € GENGA)
PeF(Mg,B) 3eP(F\G(F)

ot ip , est définie dans la section 6.4 par (6.6). La fonction il est une variante de kI
définie au début du paragraphe 3.2.

Théoréme 6.15. Pour tous T € Ty + a2, f € S@A)), 0 eR et o€ Oy, on a:

/ lif o (0] |det x| dx < oo.
GIEN\G(A)

Démonstration. En procédant comme au début de la preuve du théoréme 3.6, on montre
que lintégrale f[G] |i;0(x)| |detx | dx est majorée par la somme sur les sous-groupes

paraboliques relativement standards 131 C S C Fz de

/P RS DRI D DN D S S fP e 40| Idetxld dx,

ge(ng)’(F)m ScPch cenl (@) veNPE)

En utilisant le lemme 6.13 ci-dessus (pour la fonction X — f(X+V)ou V € ng (F))
et ensuite la formule sommatoire de Poisson, on s’apercoit que la somme entre la Valeur
absolue dans l'intégrale ci-dessus est égale a

> % Z Y G5 E G+ (6.13)

Schch, {len~(F) Henp(F)
ou:
B X = [ FAAGTDH UDBAU V) U, x € GA). X € m (A).Y € fs(h)
nz(A)

et np est le radical mlpotent de I'algébre de Lie du sous-groupe parabolique opposé a P.

On pose [g =af @np. Grace aux décompositions (6.12), on voit que l'on a [S C [1D

pour tout S - R C P. On pose donc

gy =K< |J &

ScRcP

i~y

On a donc [? = ]_['igl?gﬁ([g)/ et, par un raisonnement habituel basé sur I'identité (3.10),
on s’apercoit que (6.13) est égale a

Y £
ce() (F)
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Posons alors

Ur(r, X, ¥) = Y ¢35, X.Y+0), xeGh), X em~(A) Yei (A).
feny(F)

Alors Wg(x, X, Y) € S((m%@ﬁ%)(&)) pour un x fixé et on a:

> Yo s E0|< Y Do s, E )

gemy@)no [ce(y (F) ge(md) (F)no ¢ €@y (F)

car 'image de (%)’ par la projection naturelle sur ﬁ% est contenue dans (ﬁ%)’ .

On se raméne alors a borner, pour 131 C S - 132 fixés:
/ s Y S (@5, 0] detx|? dx.
PIFNG(A) 5 >
ge(md) (F)no o) (F)

Cette intégrale est identique a (3.11) du théoréme 3.6. Cela conclut la preuve. O

Proposition 6.16. Pour T € Ty +al, s € C, f € SGA)) et o € Oy, on a:

17 (s, ) = / i} o (X)ns (detx) dx.
GENG®)

Démonstration. Dans la preuve on utilisera la notation du paragraphe 3.2 introduite au
début de la preuve du théoréme 3.6. Donc, en raisonnant comme au début de la preuve
de ce théoréme-la, on voit que

/ i;o (x)ns(detx) dx
Gl

= Y Z/ X5 (x) Z (- I)Pzpo(x)ns(detx)dx

FieF(My.B) Pyop, * NIENGA) PicPch,

Fixons les sous-groupes paraboliques relativement standards P C P et décomposons
I'intégrale sur P;(F)\G(A) en une double intégrale sur x € M (F)N{(A)\G(A) et n; €
Ni (F)\N1 (A). Ensuite, on fait passer cette derniére intégrale a 'intérieur de la somme
sur P. On peut le faire car pour tout P1 cPcC Pz, la fonction Ni(A) > ny — ip,(n1x)
est Ni(F)-invariante et continue donc bornée sur le compact Nj(F)\N;(A). Comme le
volume de Np(F)\Np(A) vaut 1 et Np € Ny, on a

/iﬁ,o(mx)dnl =/ Z / Z ff,mlx(s)dndnl

(M) (V] SEmpINepN,) v ENPE)

=/ 3 / £E @ dndny.
Np(A)

[N] Semﬁ(F)ﬂa

La derniére expression égale f[Nl] kp o(n1x)dny en vertu du lemme 6.14. On intervertit

de nouveau la somme qui porte sur P et l'intégrale sur Nj(F)\N;1(A) et I'on recombine
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cette derniére avec 'intégrale sur M (F)N{(A)\G(A). On retrouve donc

/ if,(ng(detx)de = Y > X{E(x)kﬁa(x)ns(detx)dx.
GENG(A) Bt B) Faof, ) NG

Chaque intégrale dans la somme ci-dessus converge d’aprés le théoréme 3.7, ce qui justifie
I'intégration et, de surcroit, la somme elle-méme égale OT (ns, f) grace a l'identité (3.6) et
la définition de IOT (ns, f) donnée au début de la section 4, ce qu’il fallait démontrer. [

Plagons-nous maintenant dans le cadre du paragraphe 4.2. On veut généraliser le
théoréme 6.15 et la proposition 6.16 au cas de l'inclusion M x G — M x G

Notons O%XG/ I’ensemble de classes contenant un élément X|+ X, € m(F) x g'(F) tel
que le polyndéme caractéristique de X; est séparable et tel que X, € §'(F) appartient a
une classe relativement semi-simple réguliére dans le contexte d’inclusion G’ < G'.

Pour f € S((m x §)(A)), 0 € OM*C ot P € Py (Mg, B), soit

pe= > Y [ gadm e+ vparg
geLie(Mp)(F)No yeNp(F) * V5
oitx € M x G')(A) et V% est le plus grand sous-espace de V' x (V/)* stabilisé par P.
Pour T € ago, on pose aussi

MxG’ ~
ifo= Y (D% > ENC Hp6x) = Tp)i 5, (6),
PeFyxg (M5, B) seP(F)\(MxG")(F)
ot x € (M x G')(F)\(M(A)' x G'(A)). La preuve du théoréme 6.15 s’étend sans probléme

a ce cas, donnant pour tout o € R

/ lif o ()] |det x| dx < 0o
(MxG)(F)\(M(A)! xG'(A))

pour T suffisamment régulier. De méme, la preuve de la proposition 6.16 s’étend aussi

bien et I’on obtient, avec la notation du paragraphe 4.2, pour o € (’)%IXG, et s € C

/ i7 o (ng(detx)dx = IMCT (g, f).
MxG)(F)\(M(A)! xG'(A))

Soient maintenant Q € F(Mg, B), 0€ Oy et 051> 00.m € OMé comme dans

MN
I'équation (4.5). Alors o5 ; € O, pouri =1,...,m. On a dans ce cas I’analogue suivant
de Dégalité (4.8): pour tout sous-groupe de Borel relativement standard B C é et tous

feS@A)) et s €C,

m
M’“,T .TN
I, ¢ (s, fp) = / Zlfg’oél_(m)mé(detm)dm
Mo(F)\Mg(A) xGg(h) '~

_ / e~0a:Hgtm) Y (1)

Mo(F)\Mg(8)! xG5(A) Pco
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x > t5 (Hp(dm) ~T)
8e(PNMo)(F)\Mg (F)

<Y / 5 faAdsm)™HE + 1)) dY
gemp@no Y Vi)
yeN§ (F)

x ns(detm) dm. (6.14)

6.6. Expression intégrale de J,

Dans ce paragraphe, on démontre la proposition suivante, énoncée dans le paragraphe 6.4
par la proposition 6.5.

Proposition 6.17. Pour tout s € C tel que —1 < Re(s) < 1, on a
/ lif,0(x)ns(detx)|dx < oo et / if,0(x)ns(detx)dx = Io(ng, f).
GING®H) GIENGA)

Démonstration. Pour tout é € F (Mg, B), soit 5 la fonction caractéristique des H € ag
tels que a(H) < 0 pour tout o € A - Il résulte du lemme combinatoire de Langlands

(proposition 1.7.2 de [10]) que pour tout P € F (Mg, B) et tout H € ap, on a
A0 pn= _
> 25 (H)ig(H) = 1.
0P
En utilisant cette identité, on a pour tout T € T4 + a»g

o= Y Y paem= Y

PeF (Mg, B) yePINGEF) PeF(Mg,B)

<Y ip.0 | X #Hp 0 — ThEs(Hy () — Tp)

yeP(\GE) 0oF
ag _ a2
= Y =D Y FHern-Te) Y. (=D
QeF(Mg.B) y€QFN\G(F) F(M5,B)>P<0
x > i5,0(yX)EF (Hp(Syx) — Tp)
se(MoNP)(F)\Mg (F)

ol les sommes sont absolument convergentes. Il suffit de montrer que pour tout Q €
F (Mg, B) et tout s € C tel que —1 < Re(s) < 1, I'intégrale

T5(Hyz(x)—T5)
/Q(F)\G(A) ere e

d . ~0
x Z (=D Z zﬁ’o((sx)rFQ(H,;(ax) — Tp)ns(detx)dx (6.15)
F(Mg,B)>PcO 8e(MoNP)(F)\Mq(F)

Qo

converge absolument. L’analyse va étre analogue a celle de la preuve du théoréme 4.8.
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Posons x = namk ot n € No(F)\No(A), m € MQ(F)\MQ(A)l xGzA), ae Asé’oo ot
k € K. Donc dx = e~ 2reHol@m) gy da dm dk.

Fixons P € F(Mp, B) tel que P € Q. Pour n, m, k et a comme ci-dessus et § € Mg (F),
on a f@(Hé (8namk) — Té) = fé(H@ (ma) — T@) et, en faisant les changements de variable
Sa 'nas™' > n et ailYF = Yp,

/ iﬁo(Snamk)fIg(Hi;((Snamk) —Tp)dn = / iz 0(5namk)f§ (Hp(dm) — Tp) dn
[Nol [Nol

— fg(Hﬁ(Sm) _ TF)eZpg(HQ(a)) Z Z / N Snysme(E +Y)dY dn

sempE)No e NG (FINg (A) ’

(6.16)
ou l'on utilise le fait que la somme des poids pour AMQ C Aj agissant sur ng @ Vp =
né@vg (voir paragraphe 6.5, equations (6.11) et (6.12)) égale 2pg car AMé agit

trivialement sur ZQ ) VQ.
En utilisant le lemme 6.14, on a pour tout £ € mp(F) No fixé

f / Faysmi (€ + V) dYpdn = / FromE+Uz+Y2)dUzays.
No) JVa) Ve Jngw)

On voit alors que U'intégrale sur k € K de (6.16) multiplié par n(detk) devient:
e DL (HE(m) —Tp) Y > / - fpAd((ysm)TH(E + 1)) dY
EEmP(F)ﬂo }/ENQ(F) F )
ou f5 € S(mé(A)) est définie par (4.7) dans le paragraphe 4.2. D’autre part, l'intégrale

sur Aséfoo se réduit, grace a l'identité (2.11) et le lemme 4.1, &

/ ePra2Po s VM 55 (4 Hy(m) — Ty) dH
a’t

— j5'ePangm) /

ag

PO i5(H —Ty) dH.

©

L’intégrale ci-dessus converge pour s € C tel que —1 <Re(s) <1 en vertu du
lemme 4.2(ii) et donne précisément QQ(p~ )~ 1ePasT9) on 9~ = 99 est définie par (4.3)
dans le paragraphe 4.1.

En utilisant alors I’égalité (6.14), on s’apercoit que U'intégrale (6.15) égale Jéwé’T(ns, )
multiplié par jéléé(pé’s)_lepé,sg@).

On a donc la convergence de I'intégrale dans le théoréme, ainsi que pour tout T € a%'
suffisamment régulier et tout s € C tel que —1 < Re(s) < 1

(s (det ) dx = (1)
/[G]l Z

OeF (M5, B)

dC i 1 o~ (Tx) M5.T
0j5'0p(05,)7 P8P 10 (ns, f)-

D’aprés le théoréme 4.8, la somme ci-dessus est égale a I, (55, f), ce qu’il fallait démontrer.
O
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6.7. Résultats d’holomorphie

Soient {eiv}ielou—lo C ay, les vecteurs tels que

1sij=i,
pie/) =14 —1sij=—i, i,jelyu—Ip.
0 sinon,
On a donc e = —eY, pour tout i € Iy. De plus, il est clair que pour tout Z S Iy,

I'ensemble {e'};c7 est une base de a|7).
Soit Z C¢ Ip. On introduit le cone ouvert a¥ , défini comme

al;= {Zamdai > 0} C a7 S .
ieT

Donc, pour qu'un X € a\*ﬂ,c vérifie Re(d) € a7, il faut et suffit que Re(i(e;)) > 0 pour
tout i € 7.

Soit I’ C I. Pour A € a?O on note A; sa restriction a a}k/,(C' Remarquons aussi que le
caracteére det est naturellement un élément de a7, . I vérifie det = Yier Pi-

On rappelle que nous avons défini /;, comme I'ensemble des i € Iy tels que la restriction
de 1 au groupe de normes de A¥ dans A* est non triviale. Pour I’ C Iy, notons

cy =/ n(dett) dt.
Tl/(F)\Tl/(A)1

On voit donc que si I'N 1, # @, alors ¢p = 0. Notons aussi vy le volume dans ay du
parallélotope déterminé par les vecteurs {e; }jez ott Z C¢ I’ est tel que |Z| = I'. Cela ne
dépend pas du choix de Z. Notons aussi pour tout i € I’:

?’,i,c ={r e a}‘,’(cM(eiv) =0}={)r¢€ a}‘,’CM(ezl-) = 0}. (6.17)
Lemme 6.18. Soit T C. Iy. Alors, pour tout x € G(A), l'intégrale

17 (Hp(1x)e* 1 (detr) dr, A e a7.c
Tz (F\Tjz (A)

converge absolument et uniformément sur tous les compacts de Re(A) € aZ ;. Elle admet
un prolongement méromorphe, noté Nz, égal a

nz) = =¥ e [ [rEe) ™
i€l

En particulier, nz ne dépend pas de x € G(A) et vaut 0 si |[Z|N1, # 2. Si|ZINI, =@,
l’ensemble {D|*I|,i,<c}i€|1| est [’ensemble de tous les hyperplans singuliers de ng.

Démonstration. Calcul direct. O
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Lemme 6.19. Soient J, J1, Jo, J3 Se lo tels que JTuT3 S T et o € J3.
(i) L’intégrale suivante
Y7.7.5m, )
(K+p]u YH(x)) .
= 3\2 3
= / 1J1U\72n(H1(x))e 1 (leujzn)n(detx) dx,
Try~ 1 T2l (NG (A)

ou A€ a*j ¢ converge absolument et uniformément sur tous les compacts de
Re(}) € aTJm et définit une fonction holomorphe sur “ij c-

(i1) L’intégrale suivante

1 (Hj (x))e 1)

(T~T)UT;
T\ 7 T2 ) Ty 71 (A\G (A)
N *
X f 3(XJIUJ;)n(detx) dx, M€ a47.C
converge absolument et uniformément sur tous les compacts de

Re(t) € a7, x (P gz +02 7. 7,)

et/ gjile admet un prolongement méromorphe a a\*JL(C’ noté K?],Jz,j} n, ), qui
vérifie

-J
A7, 5.5, PG =T 70 M T~ Tl + PA DV, 7.75 (05 ) 7D
Si|I NJn2lnl, #3, on axglﬁjz’ja (n, f) =0 et dans le cas contraire, l’ensemble :
{Deri,(C}ieU\le U {Drj|,|i|,C +p-ilies
ot les hyperplans Dl"j"i@ sont définis par (6.17), est lensemble de tous les
hyperplans singuliers de K:%Jz,%(”’ ).

Démonstration. Le premier point est le lemme 6.23 de [19]. Les assertions sur la
convergence, le prolongement méromorphe ainsi que ’équation fonctionnelle dans le
second point découlent des lemmes 6.26 et 6.27 de loc. cit. Finalement, la propriété

d’annulation de Kgl’ 7.7, f) et lassertion sur ses éventuels hyperplans singuliers
découlent de I’équation fonctionnelle qu’elle vérifie et de la propriété analogue de la
fonction 17 7, décrite dans le lemme 6.18 ci-dessus. O

Proposition 6.20. Soit J C, Iy. Alors, lintégrale

faT X g0t n(detx)dx, X € afy o
G(AX7\G(A)

converge absolument et uniformément sur tous les compacts de Re(r) € p 7 —i—ot”;jﬁ et
admet un prolongement méromorphe a aI*J\ c» noté g (n, f), qui vérifie

-—J
ty = > (DR 4 2. f).
JuhHuJeT
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De plus, l’ensemble
{Dl*Jl,i,(C}iElJl U {Drjm,c +p-ities>

ou les hyperplans DI*JI . ¢ sont définis par (6.17), contient tous les hyperplans singuliers
de &g (n, f)-

Démonstration. La convergence, le prolongement méromorphe et ’équation fonctionnelle
découlent de la proposition 6.28 couplée au lemme 6.26 de [19]. L’assertion sur les
hyperplans singuliers est une conséquence de I’équation fonctionnelle vérifiée par £ 7 (1, f)
et du lemme 6.19 ci-dessus. O

Dans le contexte du lemme 6.19 ci-dessus, posons Kgl,.fz(”’ f)= K%JLJ\% n, f)-

Lemme 6.21. Soient I' C Iy et Jo S I' N1, tel que |Jol = I'N1,. On a alors Uégalité de
fonctions méromorphes sur aj, - suivante

-
> tpunHan = > DRI (OO
|Zol=1"|1'NLy| JoCTUTLCel | T31=1"\|J12|

Démonstration. Soient Ji, Jo, J3,Zo Se 1"\ |I'N 1| tels que [Zo| = I' \|I'N 1| et Ji U

JHuJs CTy. En vertu du lemme 6.19(ii), il découle que si Jo € JiuJp, alors

K??g%o,\% (n, f) =0. En vertu de la proposition 6.20, on a donc:

> tun(H )

[Zol=I'~|T'Ny]

_ # 5 JoVLy
= 2 > Y. CODMAR g )
|Zo|=I"\|I'N1,| ToST1UT2SToUZLy T3 S(JoULo)NT12

-
= 2 DR C D DR v A G RX
JETUNLE! T3Sl T2 VASY NN
Il résulte de légalité (6.28) du lemme 6.29 de [19] que si I’ |J123] # &, on a
—J1234 _
Y AR ha D=0,
VASYNNTE

D’ou le résultat voulu. O

Lemme 6.22. Pour tout T C¢ Iy non vide et tout i € Z, la droite Cdet n’est pas contenue
dans DI*I\,IiI,(C U (DI*II,IiI,C +p_i).

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu’il existe un s € C tel que s det(el\i/‘) #0 et
(s det —i—p,’)(elfl) # 0. Mais s det(elf‘) =set(s det—i—p,-)(elfl) =5+ |§—:‘, d’oit le résultat. O
Soient J, J1, J2 Ce Iy tels que J1 U J> € J. Posons:

AT 20, ) =R 201, fsden, seC.

En vertu des lemmes 6.19 et 6.22, la fonction K%’jz(n, f)(s) de la variable s € C est
méromorphe sur C. On a alors le corollaire du lemme 6.19 suivant :
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Corollaire 6.23. Soient J, J1, J2 Ce Iy tels que J1uJr C J.

(i) Pour —1 <Re(s) <1, la fonction K%,Jz(”’ f)(s) est donnée par [l'intégrale
absolument convergente suivante :

1 (Hy(x)) fI>T(x (detx) dx.

(T ~T)UT; g s

Tro~ 17121 NG (&)

(i1) La fonction K%Jz(n, f)(s) est holomorphe sur s € C~ {—1, 1}.
(i) Si |7~ Tial NI, # @, on a Ao 7 (0, £)(s) =0,

Démonstration. Pour démontrer le point (i), en vertu du lemme 6.19, il suffit de vérifier
Re(s det) C‘TJ12| X (P T Tip)t T a’;j\le) —1 < Re(s) < 1. (6.18)

Autrement dit, on doit avoir Re(s) det_p(J\le)ﬁ € aij\]lz‘ Or, la restriction de det &

A7\l est égale a Ziej\Ju Pl = Ziej\Ju ﬁpi et P Tt = ZieJ\Jn —pi. Par
définition de a¥ TTi’ il en découle donc que (6.18) est vérifié si et seulement si pour

tout i € J \J12, on a Re(s)‘%| > —1. Comme % € {—1, 1}, lassertion suit.
Pour le point (ii), en utilisant ’équation fonctionnelle donnée dans le lemme 6.19, on
a

—7
A7z 7, ) =ng g, (sdet+p 7 7)Y 7, 7.7 (0, ) (s det) (6.19)

et la description explicite de n7. 7, donnée dans le lemme 6.18 nous donne

. —1
# 1
N gn(sdet+p7. 7,) = (D" e 7 govz g [] (Hms) '
jeI~NTJn2

Puisque 1+ ﬁs = 0 implique s € {—1, 1}, on a I’holomorphie de K%JZ n, f)(s) sur C~
{—1, 1}, vu I'holomorphie de C 5 s = Y7, 7,7, f)(s det).
Le point (iii) découle de I’équation fonctionnelle (6.19) ci-dessus. O

Pour J C¢ Iy, on définit la fonction méromorphe ¢ 7(n, f) sur C par
¢, £)s) =g, f)(sdey), seC.
En vertu de la proposition 6.20 et du lemme 6.22, la définition est licite.

On a alors le corollaire suivant du lemme 6.21 et du corollaire 6.23.

Corollaire 6.24. Soient I' C Iy et Jo Ce I' N1, tel que |Jol = I'N1L,. On a alors Uégalité
de fonctions méromorphes sur C suivante

Y taumH= Y > EOMERTE o ).

[Zol=1"\11"NLy| JoCETUDNEA |T31=1"\Tal

En particulier, en wvertu du point (it) du corollaire 6.23, la somme ci-dessus est
holomorphe sur C~ {—1, 1}.
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