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Résumé Nous démontrons, sous la forme forte conjecturée par Peyre, la conjecture de Manin pour les
surfaces de Chatelet dont les équations sont du type y2 +72 = P(x, 1), ol P est une forme binaire quartique
a coefficients entiers irréductible sur Q[i] ou produit de deux formes quadratiques & coefficients entiers
irréductibles sur Q[i]. De plus, nous fournissons une estimation explicite du terme d’erreur de la formule
asymptotique sous-jacente. Cela finalise essentiellement la validation de la conjecture de Manin pour
I’ensemble des surfaces de Chatelet. La preuve s’appuie sur deux méthodes nouvelles, concernant, du
part, les estimations en moyenne d’oscillations locales de caractéres sur les diviseurs, et, d’autre part,
les majorations de certaines fonctions arithmétiques de formes binaires.

Abstract 'We prove Manin’s conjecture, in the strong form conjectured by Peyre, for Chatelet surfaces
associated to surfaces of the type y2+z2 = P(x, 1), where P is a binary quartic form with integer coefficients
that is either irreducible over Q[i] or the product of two quadratic forms with integer coefficients and
irreducible over Q[i]. Moreover, we provide an explicit upper bound for the remainder term in the relevant
asymptotic formula. This essentially settles Manin’s conjecture for all Chatelet surfaces. The proof rests
on two new tools, namely upper bounds for mean values of local oscillations of characters on divisors
and sharp upper estimates for mean values of arithmetic functions of binary forms.

Keywords: Chatelet surfaces; Manin’s conjecture ; Peyre’s constant ; del Pezzo surfaces of degree 4;
count of lattice points over algebraic varieties ; number of representations as a sum of two
squares ; method of descent
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1. Introduction

Soient P € Z[X, Y] une forme binaire de degré 4 de discriminant non nul et V un modeéle
propre et lisse de la surface affine

y2 +72= P(x, 1).

Alors V est une surface de Chatelet sur Q. La conjecture de Manin est relative
a la répartition des points rationnels de cette variété. Elle propose un équivalent

+ Soutenu par le projet PEPR de ’ANR.
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asymptotique pour le nombre Np(B) des points Q-rationnels de V dont la hauteur
n’excede pas une borne déterminée B.

Il existe un morphisme ¥ : V — P* dont I'image est une surface de del Pezzo de
degré 4. Désignant par ||P| la somme des modules des coefficients de P, nous nous
donnons une hauteur H sur V définie par H = Hy o ¥, olt Hy : P*(Q) —10, co[ est une
hauteur exponentielle associée a la norme

x|l lxal 5
||x||P=maX{IXO|,|x1|,IX2|, , xeR?).
VIPI VP ( )
Ces choix étant effectués, on peut montrer (voir le lemme 2 de [9]) que la quantité
Np(B) a estimer dans le cadre de la conjecture de Manin vaut

Np(B) = 3 > L. (1.1)
(v,2,1,u,0)€Z5, >0
II (v21,uvt,u21,y,z) lp<B
y2+22=r2P(u,v)
(u,v)=0,z.0=1

Lorsque les différents corps de rupture associés aux facteurs irréductibles de P sur Q ne
contiennent pas de racine de X2 + 1, la conjecture de Manin s’énonce sous la forme

Np(B) ~ Cy(V)BlogB (B — o), (1.2)

ou Cg(V) est une constante géométrique dont la valeur, initialement calculée par
Peyre [27], a été précisée au fur et & mesure des généralisations envisagées pour la
variété V. Pour une présentation bibliographique plus complete du sujet, le lecteur
pourra consulter en particulier [5] et [8].

Alors qu'une majoration générale par I'ordre de grandeur conjectural Np(B) < Blog B
a été obtenue dans [9], 'examen de la forme précise (1.2) de la conjecture nécessite des
approches distinctes en fonction des différentes factorisations possibles du polynéme P.
Le cas ou P est scindé est traité dans [5]. Celui ou P posseéde un facteur cubique
irréductible sur Q est résolu dans [4]. La situation ol P est le produit de deux
formes linéaires et d’un facteur quadratique releve des méthodes de [3] et [5] dont
une adaptation standard permet d’obtenir le résultat.

Nous proposons ici de traiter les deux cas résiduels, correspondant donc aux
éventualités ou P est irréductible sur Q[i] et ou P est le produit de deux formes binaires
de degré 2 a coefficients entiers, irréductibles sur Q[i] et non proportionnelles.

Nous obtenons les résultats suivants. Ici et dans toute la suite, nous notons || - || la
norme euclidienne sur R2 et posons ||x]leo := max{|x1], [x2]} pour x = (x1, x2) € R2.

Théoréme 1.1. Soit P une forme binaire de degré 4 de Z[X, Y], irréductible sur Q[i].
Ona

1
(log B)l/lOO

Dans les hypothéses de cet énoncé, la question de la positivité de Cgy(V) est
théoriquement résolue de maniere satisfaisante. En effet, il résulte du théoreme B de

Np(B) = {CH(V) +0 < >}BlogB (B — 00). (1.3)
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[12] que le principe de Hasse s’applique dans ce cas. Ainsi, nous avons Cy(V) > 0 si, et
seulement si, V posséde au moins un point dans chaque complété de Q.

Théoréme 1.2. Soit P une forme binaire de degré 4 de Z[X, Y], qui est le produit de
deux formes binaires de degré 2 a coefficients entiers, irréductibles sur Q[i] et non
proportionnelles. On a

1

La vérification du fait que la constante du terme principal est bien celle de Peyre
— cf. (9.43) infra — releve de la méthode développée dans [5]. Il est & noter que, dans
le cas du Théoreme 1.2 comme dans celui de toutes les surfaces de Chatelet, la seule
obstruction possible au principe de Hasse est celle de Brauer-Manin — voir [10]. Le
premier contre-exemple, correspondant au choix P(X,Y) = (3Y 2 _ XQ) (X2 — 2Y2), a été
exhibé dans [23]. L’étude générale de la validité du principe de Hasse pour Iensemble
des surfaces de Chatelet a été finalisée dans [12] et [13]. Nous vérifierons que Cgy(V) >0
si, et seulement si, la surface V contient un point rationnel.

Le Théoreme 1.2 implique donc que, pour la classe de surfaces de Chatelet considérée,
la seule obstruction au principe de Hasse est celle de Brauer-Manin. Cependant, il ne
s’agit pas ici d’une nouvelle démonstration de ce principe puisque la paramétrisation des
coordonnées des points rationnels repose sur les mémes méthodes de descente que celles
qui sont mises en ceuvre dans [13].

L’extension de nos résultats aux surfaces du type y2 —az2=P(1,x), o a <0, ne
présente pas d’obstacle conceptuel. Lorsque le groupe des classes du corps Q(4/a) est
trivial, nous pouvons écrire

rami= Y 1=wa ) Xa(d) (1.5)

(s,)€Z? d|n
2

S —at2:n

ol w, désigne le nombre de racines de I'unité de Q(\/a) et x, est un caractere réel
de module 4a convenablement choisi. Lorsque le groupe des classes est non trivial, la
situation est sensiblement plus délicate mais demeure abordable. En effet, la quantité
rq(n) peut alors s’écrire comme une combinaison linéaire finie de fonctions analogues a

celle du membre de droite de (1.5).

Cependant, en raison des complications techniques et méthodologiques liées aux
places de mauvaise réduction et & l'occurrence des caracteres de Hecke dans les
extensions de (1.5), nous avons préféré ne pas inclure une telle généralisation dans
ce travail : cela aurait impliqué une dilatation significative des démonstrations sans
grand intérét théorique. De méme, nous n’avons pas considéré ici la question de
I’approximation faible® via I’équirépartition des points dans des voisinages adéliques.

3 Voir notamment [10] et [11].

https://doi.org/10.1017/51474748012000886 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748012000886

762 R. de la Bretéche et G. Tenenbaum

2. Réduction du probléme

Désignons par r(n) le nombre de représentations d’un entier générique n sous forme
d’une somme de deux carrés et posons

Rp:={x e R?:|lx]ls < 1, P(x) > 0}, (2.1)
Rp€) = {xeR*:x/e e Rp} (£>0). (2.2)

Des manipulations élémentaires permettent de réduire I’évaluation de Np(B) a celles de
sommes de la forme

T
&= > rT@). SEdn= 3 r(if)) (2.3)
x€Z2NRr1(§) xe%flﬁ]?(zg(f)

ou T parcourt un ensemble de formes binaires construites a partir de P, sous réserve
d’une uniformité adéquate relative aux coefficients de T.
Avec les notations

fa@) =" uoyr(d®) (d.neN"), (2.4)
tk=n
T b
Sr(€,d) == > r ( (L; v)) (6 >0,deN, (2.5)
(u,v)€Z2, (u,v)=1
d| T(u,v)
lul.lv|<é

nous avons le résultat suivant.

Proposition 2.1. Soit P € Z[X, Y] une forme binaire de degré 4. Nous avons

B
Np(B) =1} Z p(d) x (d) Z fa(n)Sp <\/;, d) . (2.6)

d<B n<min{B/d,Bd—3/2./[P[[}

Remarque. Seules les valeurs impaires de d contribuent au membre de droite. Une
inversion de Mobius fournit alors

SpE,d) =Y u(O)SE/L, dy; Pr) (2.7)
£eN*
ou ’on a posé
3P (u, v)
dyi= ———, Piu,v)i= +—-" " ¢1:= v, 2.8
= P w)i=—gaes b pvlgﬁp (2:8)

L’introduction de la variable £1 est ici justifiée par 'identité r(2n) = r(n) (n > 1) et par le
fait que, lorsque d est impair, d | £2P(u, v) équivaut & dg | Pe(u, v).

Démonstration. Posons

Di={deN*:p|ld=p=1mod4}, r(mm)= Y 1 (mneN%), (29

(a,b)eZ?
n=a’+b?
pged(m,a,b)=1

2

de sorte que ’on a identiquement r(n; 1) = r(n) et r(m n; m) =0 lorsque m ¢ D.
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En reportant dans (1.1) la formule d’inversion de Mobius
2
y°n
roPn:y) =Y ulkr (kQ> :
kly
nous obtenons

NeB)=5> nk) > > (PP v).

k<B t<B/k (u,v)622
(u,v)=1
ul,[vI<V/B/ (ki)

Soit x le caractére de Dirichlet non principal de module 4. La relation®

r(mn) = % Z w(d)x (d)r (%) r (g) (2.10)
d | (m,n)

fournit alors

B
NeB) =g nk) > pdxd > rd*)sp <\/; d)

k<B d<B/k t<B/(kd)
B
-1 -
=35> n@dxd > Sp (x/dn,d>fd(n).
d<B n<B/d

De plus, la condition de sommation d|P(u,v) dans la somme intérieure implique
d < |P||B?/d?n? et donc n < B[P /d%/2. O

Nous aurons 'usage d’évaluations concernant des sommes pondérées par la fonction fy
lorsque d € D. Le lemme 14 de [4], énoncé ci-dessous, fournit I'estimation nécessaire.

Lemme 2.2. Nous avons uniformément pour d € D, wd?=1,&>1,

fam)  r(d)e’(d) 3
y BT {1ogs+0(1og (a)(d)+2))}, (2.11)

n<é
ot 9" (d) =TT, 1,1+ 1/p)7".

Remarque. Le calcul de la constante dans (2.11) provient de 'identité

11 (1+X(p)> =;, (2.12)

» p

qui sera utilisée ultérieurement.

3. Sur le nombre de solutions locales d’une équation polynomiale
Ce paragraphe contient essentiellement des résultats classiques.

4 Cette formule classique est aisément vérifiable lorsque m et n sont des puissances de nombres
premiers; le cas général s’en déduit par multiplicativité.
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Commengons par introduire quelques notations valables pour toute la suite de
I’article.

Nous désignons par D(T) := disc(T) le discriminant d’un polyndéme a une variable ou a
deux variables, de sorte que D(T'(X, Y)) =D(T(X, 1)) =D(T(1, Y)).

Etant donnés T € Z[X], s € N*, nous désignons par o7(s) le nombre de racines de T
dans Z/sZ. Lorsque T est une forme binaire de Z[X, Y], nous posons

07 (s) 1= > 1, of(s):= > 1 (s>1). (3.1)
1<a<s 1<a,b<s
T(a,1)=0 (mod s) T(a,b)=0 (mod s)

Pour T € Z[X, Y], s € N* nous introduisons les ensembles
A(s; T) :={(m,n) € 7? 15| Tm,n)}, A*(s;T):={(m,n) € A(s; T) : (m,n, s) =1},

de sorte que 'on a Q}r (s) :=|A(s; T) N[O, s[2| avec la notation introduite en (3.1). Nous
posons également
07 (s) == 1A%(s; T) N [0, s (s> ). (3.2)
De méme, pour T = (T, T2) € Z[X, Y], s = (s1, 52) € N*Q, nous posons
ALz T, To) = A T) 1= {x € 2% 1 51| 1), 52 | To(®) } 53
or(s) == AGs; T) N [0, s152[%]. '

Ici et dans toute la suite de ce travail, la lettre minuscule p désigne un nombre premier.

Lemme 3.1. Soit T € Z[X] un polynéome primitif de degré d et de discriminant D(T)
non nul. Si p* || D(T), nous avons

or(p?) < dp™intv=1.(A=1/dv).2u) (3.4)

Démonstration. L’inégalité or(p”) < dp{d=1DY) est due & Stewart [30], les autres sont
établies dans le livre de Nagell — cf. [26], théorémes 52, 53 et 54, pp. 87-90. O

L’énoncé suivant, qui est un cas particulier du lemme 2.2 de [7], permet de préciser les
liens entre les quantités o (n) et Q}_ (n).

Lemme 3.2. Soit T € Z[X, Y] une forme binaire primitive de degré 2 ou 4 et de
discriminant D(T). Pour tout nombre premier pt T(1,0)D(T) et tout entier v > 1,
nous avons

2Mv/41 _ q
p’or (L + p2(v=Iv/AD sid=4,

07 (p") = P21+ 1/p)
P o7 (0)[v/21( — 1/p) + p2=TV2D  gid =2,

et donc, en particulier, of (p) = (p — Doz () + 1, 03 (") = 0(p")or (")
De plus,
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Nous nous restreignons ici au cas ou T € Z[X, Y] est irréductible, de degré > 2. On sait
classiquement que la fonction zéta de Dedekind

1
= —— (R 1),
Sk (s) ; Nerg @) (Res > 1)

ou k est un corps de rupture du polynome T(X, 1) et A décrit ’ensemble des idéaux
entiers de k, reflete le comportement en moyenne de o7 (n). D’une part, ¢ posseéde une
décomposition en produit eulérien

() =1~ Nyo®@ ™) " (Res> 1),
&

ou g parcourt ’ensemble des idéaux premiers. D’autre part, pour tout nombre premier p
tel que p 1 D(T), la factorisation

TxX. =[] X D%modp)

1<r

ou les T; sont des formes irréductibles de Z/pZ[X] de degrés respectifs f;, induit la

décomposition
¢
rz= 11 o
1<j<r

avec N (9)) =pi (1<j<n). Ainsi f; = 1 signifie que 7; possede une racine modulo p, et
or ) =g : Nyale) =p}l  @1DD).

Lorsque d = 4, nous pouvons donc déduire de ce qui précede et du Lemme 3.1
I'existence d’une fonction arithmétique multiplicative A7 telle que

. .
3 QTT(”) —a® Y # (3.6)

n=>1 n=>1

et satisfaisant, pour tous « € ]0, i[, & > 0 fixés, a la majoration

hy _
Z'nif’?'«K [T -p" Y Ol (3.7)

n=1 p | T(1,0)D(f)

Nous déduisons aisément des Lemmes 3.1, 3.2 et de (3.6) qu’il existe une fonction
arithmétique multiplicative A} telle que

* h*
G0 a3 oes > (3.8)
n=1 n>1

et satisfaisant, pour tout « € ]0, i[,

h*
> 'nTl(_'?'«K I a-pH"P<irr, (3.9)

n>1 p | T(1,00D(T)

pour tout & > 0 fixé.
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De méme, il existe une fonction hJTr satisfaisant aux mémes majorations et telle que

+ h+
an;ﬁ) =) Y % (Res > 1). (3.10)

n=>1 n=>1

Nous obtiendrons des renseignements sur le comportement en moyenne de x(n)or (n)
grace aux propriétés analytiques de la série de Dirichlet

X NiyRD)
L (s, = —r (R 1),
x(s, X) ; Nejo @) Res>1)

ou k est le corps de rupture du polynome T(X,1) et 2 décrit 'ensemble des idéaux
entiers de k. Des analogues des résultats mentionnés plus haut pour ¢ sont alors
classiquement valables. Par exemple, il existe des fonctions h}L(~; x) et hp (-5 %)
satisfaisant aux majorations de type (3.9) et telles que

+ hi :
2W=L"“’X)2T(;X)' (3.11)
n> n>

Enfin, nous ferons appel au théoreme des idéaux premiers et a sa version relative aux
progressions arithmétiques sous la forme suivante. Comme il est d’usage, nous notons

) *odr

li(x) := —
5 logt

le logarithme intégral.
Le résultat suivant est établi dans le survol d’Heilbronn [18].

Lemme 3.3. Soit T une forme binaire irréductible sur Q[i]. Il existe ¢ > 0 telle que
lon ait

> or()=lix) +0 (x eV 1°g") (3.12)

PSX
S x@or () K xemeVIe, (3.13)
pSX

ot les constantes implicites dépendent au plus de la forme binaire T.
En particulier, la série Zp x@or (p)/p est convergente.

Remarque. L’estimation (3.12) est encore valable lorsque T est irréductible sur Q mais
pas sur Q[i].

4. De nouveaux outils

Les démonstrations des Théoremes 1.1 et 1.2 reposent de manieére essentielle sur
des résultats nouveaux, développés a cette fin dans [6] et [7] et possédant un intérét
propre. Nous consacrons ce paragraphe a la description des théoremes obtenus, en nous
cantonnant au niveau de généralité directement utilisable dans le présent contexte.
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4.1. Moyennes de fonctions arithmétiques de formes binaires

Etant donnés des parametres Ay > 1, A2 > 1, ¢ > 0, nous notons M(A1, Az, €) la classe
des fonctions arithmétiques F positives ou nulles satisfaisant la condition

F(ab) < min{AT“, Asa® L F(b) (4.1)
pour tout a, b tels que (a, b) = 1. Par ailleurs, nous rappelons la notation Q}' introduite
en (3.1).

Théoréme 4.1 ([7]). Soit T € Z[X, Y] une forme binaire primitive de degré au plus 4,
irréductible sur Q. Pour tous

8€l0,1[, A1 21, Ax>1,

il existe une constante cq telle que, uniformément sous les conditions

0<e<8/4000, FeM(A1,A2¢e), min(u,x)>comaxiu,x, |T]}°, (4.2)
on ait
Z F(IT(m, n)|) < uxEr(u + x; F), (4.3)
m<u,n<x

ot la constante implicite dépend au plus de A1, A2, &, 8, et ot l’on a posé

+ +
Er:F) =[] <1—Q7I");p)) 3 F(s)Q7;2(S) w>1) (4.4)

1<s<v

4<p<v

De plus, il existe une constante C = C(A1) > 0 telle que

C _
Er(w:F) < [] <1+;> exp | QTT(p)(F(p)—l) (v=1),

p|D* PV

piD*
ou l’on a posé D* :=D(T).

Lorsque T = (T1,T2) € Z[X]Q, nous définissons une fonction arithmétique de deux
variables par

or ()= ) L. (4.5)
1<E,n<s152
Th(€,m=0 (mod sp,) (h=1,2)

Théoreme 4.2 ([7]). Soit T := (T1, T2) € Z[X, Y1? un vecteur dont les deux coordonnées
sont des formes binaires primitives irréductibles sur Q de degré 2 mon proportionnelles.
Pour tous

de 10,1, A1=>1, A2>1,
il existe une constante cq telle que, uniformément sous les conditions

0<e&8/4000, F1,F2e M(A1,A2,¢), min(u,x) > comaxfu, x, ||Q||}8, (4.6)
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on ait

> Fi(IT1i0m. m)|) F2(|Ta(m, n)|) < uxEr (u + x), (4.7)

m<u,n<x

ot la constante implicite dépend au plus de A1, A2, €, 8, et ot l’on a posé

i +
Er(vi F1, F2) := H <I_QT1PT§@)> Z F1(s1)F2(s2)QST2§;)-

d<p<v seN*2 172

1<s152<v

De plus, il existe K = K(A1) > 0 telle que, notant D* := D(T1T3), on ait

1 K
Er(v; Fi, Fa) < [ <1+p> Er, (v; F1)E, (v; F2).

p|D*
Nous notons M2 (Z)* := Ma(Z) N GL2(R) ’ensemble des matrices 2 x 2 & coeflicients
entiers et de déterminant non nul, muni d’une norme d’opérateur notée || - ||. Le lemme

technique suivant permettra de simplifier certaines démonstrations.

Lemme 4.3. Soient J € Z[X, Y] une forme binaire irréductible sur Q de degré au plus
4, A121,A2>21,k>0,geN* >0 et Fe M(A1,A2,¢). On se donne en outre une
matrice M € Ma(Z)* et un entier g € N*, et ’'on suppose que la forme binaire

T(x):=J(Mx)/q (x€eR?)

est a coefficients entiers. Il existe alors €1 > 0 tel que, pour tout 0 < e < &1, et
uniformément sous la condition

vz M|+ e,
on ait
o (p)
p

Er(v; F) < |ITIFE;(v; F),  Ej(v; F) K H <1 +

PSV

Fp) - 1)) .

Démonstration. Ces majorations découlent de la validité de la relation Q? n) = Qf(n)
sous ’hypothese (n, g dét M) = 1. Nous omettons les détails. O

4.2. Oscillations localisées de caracteéres sur les diviseurs

Etant donnée une fonction arithmétique f, nous posons

Am.fiwv):= Y fd), (eN ueRv>0),
din
eu<d< eu+v
An,f):= sup |An,fiu,v)l.

ueR,0<v<1

Ainsi, les fonction A(n,f) sont des généralisations de la fonction A de Hooley,
correspondant au cas f =1 — cf. notamment [22], [17], [24] et les références indiquées
dans ces travaux. Nous avons n+> A(n, f) € M(A1) := Ng=0Ua,~0M (A1, A2, ) pour tout
A1 > 2 des que, par exemple, f est a valeurs dans le disque unité.
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Désignons par M*(A1,c¢) la sous-classe de M(A1) constituée des fonctions
arithmétiques g multiplicatives, vérifiant en outre les relations asymptotiques

S &) =i + 0 (xe=v1E)

PSX

i ( ) 4.8
D xP)g(p) K xemVloex S )
P<X

La majoration suivante est un cas particulier du théoréme principal de [6]. Nous
utilisons la notation

L(x) :=expy/loggxloggx (x> 16), (4.9)

ou log;, désigne la k-ieme itérée de la fonction logarithme.

Théoréme 4.4. Soient A1 >0, ¢ >0 et g e M*(A1,c). Il existe une constante o =
a(g) > 0 telle que l’on ait

D emAm. x)* KxL@* (x> 16). (4.10)

n<x

En particulier, pour toute forme binaire T € Z[X, Y], irréductible sur Q[i], nous avons,
avec la notation (4.4),

E7(x; A(-, X)) L7 LX) (x> 16) (4.11)
avec ot 1= a(Q‘T").

En effet, une sommation d’Abel standard permet de déduire (4.11) de (4.10).

5. Géométrie des nombres

5.1. Partition des ensembles A*(s; T)

Nous effectuons ici quelques remarques préliminaires concernant les ensembles
A(s; T).

Soient T € Z[X, Y] une forme binaire et s € N*. Dans A*(s; T), nous définissons une
relation d’équivalence en convenant que x ~ y si et seulement s’il existe A € Z tel que

y=Xx (mod s),

et nous notons que cela implique (A, s) = 1. L’ensemble Ur(s) des classes d’équivalence
induit donc une partition de A*(s; T). Pour tout A € Ur(s) et tout x € A, nous avons

A= e A*(s;T):IL€Z, (A, s) =1,y =Ax (mod s)}.

Comme XA est déterminé modulo s de maniére unique par y, nous avons la relation
’A N [0, s[2’ = ¢(s), d’on

Ur ()| = 07()/¢(s). (5.1)
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De plus, pour toute classe A de Ur(s), tout diviseur ¢ de s et tout x de A, 'ensemble
Ai={yeZ?:3reZ y=hx (mod )} (5.2)

est un sous-réseau de Z2 de rang 2 et de déterminant 7, dont la définition ne dépend pas
du choix de x dans A.

Ici et dans la suite, nous définissons implicitement les coordonnées m et n d’un vecteur
x de Z2 par la relation x = (m, n).

Lemme 5.1. Soit T € Z[X,Y] wune forme primitive. Nous avons uniformément
pour £ >0, s € N*,
*(g 2
> 1<<QT()<$+1>.
@) \'s

xe Z2, (m,n)=1
lxll<&, s | T(x)

Démonstration. D’apres ce qui précede, les vecteurs x a compter se répartissent dans des
réseaux Ay, de déterminant s, ot A décrit Ur(s). D’apres le lemme 3 de [18], on a pour
toute classe A de Ur(s),

2
Z 1«1+ E—.
xeAy Il <t s
(m,n)=1

La majoration annoncée résulte donc de (5.1). O

5.2. Répartition des points de A(d; T) dans les domaines convexes

Dans ce paragraphe, nous considérons sur une forme binaire T € Z[X, Y] et un
domaine R C R? satisfaisant aux hypothéses minimales suivantes :

(H1) R est un ouvert borné dont la frontiere est continément différentiable par
morceaux ;

(H2) T est irréductible sur Q[i], de degré 4 ;
(H3) T(x) > 0 pour toutx € R.

En cohérence avec (2.2), nous posons
R(E) = {xeR?:x/E eR}.

Les quantités suivantes constituent des mesures du diametre de R relativement a la
distance euclidienne et a la distance associée a T

800 = 8oo(R) :=sup ||x|l, 87 =87 (R) :=sup |T )2 (5.3)

xeR xeR

Des raisons techniques nous ameéneront & restreindre les sommations de type (2.3) aux
vecteurs x de Z2 tels que m = 1 mod 2 : cela revient & y remplacer le domaine R N Z? par

R = {erQHR:mzl (mod 2)}.
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Nous nous proposons alors de majorer

+
P=0E y:T.0.9):= Y sup|lAWd: T)mRT(sn—vol(R)gQQT(d) , (5.4)
1<d<y 242
2td

olt le supremum est pris sur l'ensemble des parties convexes R de R? telles que
300(R) < 0, 87(R) < ¥, et dont la longueur de la frontiere est <« o. Notons que
87(R) < |ITI*85(R), de sorte que nous pouvons supposer sans perte de généralité
que ¥ < || TV *o.

Nous rappelons la définition de la fonction £ en (4.9).

Lemme 5.2. Soient ¢ >0, k >0, J € Z[X, Y] une forme binaire irréductible sur Q de
degré 4, M € Ma(Z)*, g € N*, et R un domaine de R? vérifiant (H1). Sous I’hypothése
que la forme binaire T définie par T(x) =J(Mx)/q (x € R2) est a coefficients entiers et
vérifie (Ho) et (H3), et sous les conditions

y=2, £ 4 MIF, 1/VE<o <EYE 1//E<9 <EV? 9 <|T|V 0,

nous avons

B,y T, 0,9) LTI (0 + MESy +) LoE)YV2Te (5.5)
De plus,

&,y T, 0,0) < ITIE (62 + 02)&2ogyé. (5.6)

Les constantes implicites de ces deux majorations dépendent au plus de k, €, J.

Remarques. (i) Roger Heath-Brown, que nous prenons plaisir & remercier ici, nous a
indiqué comment remplacer, dans le membre de droite de (5.5), le facteur E(U.‘E)*@*8
par ||T||1/2(10g2$)2. Cette précision peut étre utile dans certaines circonstances. Nous
indiquons brievement, immédiatement apres la démonstration qui suit, les modifications
nécessaires pour établir cette variante. Il est toutefois a noter qu’'une dépendance aussi
faible que possible en ||T| est indispensable pour atteindre les objectifs principaux du
présent travail.

(ii) Un résultat comparable aux majorations (5.5) et (5.6) a été établi par Daniel au
lemme 3.3 de [15]. Nous précisons ici 'uniformité en T et affranchissons le majorant de
toute puissance de log(c&). Ce gain, essentiel, permet d’obtenir, pour toute constante
¢ > 0, une estimation non triviale dés que y < 02£2/(log )¢ — la majoration (5.6) étant
plus précise que (5.5) lorsque y est grand devant o 2&2.

(iii) Les conditions 1//& < o < £3/2,1//E <9 < £3/2 garantissent que

log(c&) < log(¥€) < logé.

(iv) Une majoration triviale s’écrit

o7 (d)

o <ITIfo’E%log€y),  (5.7)

PE, YT, 0M <K Y, t(T) +0%”
xR (E) 1<d<y
24d
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ou t désigne la fonction nombre de diviseurs et ou nous avons utilisé le Théoreme 4.1,
puis le Lemme 4.3, pour obtenir

Er(c&; 1) < || T|f logé.

Démonstration. La majoration (5.5) découlant directement de (5.7) lorsque
y > 02£2 log &, nous pouvons supposer dans la suite que y < 02£2log €.

Nous pouvons aussi, classiquement (voir par exemple le lemme 5 de [3]), nous
restreindre au cas ou la forme T est primitive. On a alors

AWd:T)= | | bA*dy: T) (5.8)
b1y ()

avec dy, :=d/(d, b*), et ¥ (d) := H,,v”dp[”/”-
Adoptant I'approche de [15], nous commengons par établir les analogues de (5.5) et
(5.6) pour A*(s; T). Il s’agit donc d’estimer

* 2
P*=P*E,y; T,0,9) := Z sup||A*(s; T) N R (&) — QT(S);% . (5.9)
1<s<y >
2¢ts
Lorsque 21t s, on a
* 2 * 2
4% Ty N R (g)] — LRI ‘ 3 <|AmRT (&) — SO )’
2s 2Ur(s)|s
A e Ur(s)
2
< Y AN - 7(/’“”01;73)5 . (5.10)
2s
AelUr(s)

Comme A = {(m,n) € Ay : (m,n,s) = 1}, la formule d’inversion de Mobius permet
d’écrire, lorsque 21 s,

ANRT©I= > > uby= Y u®) Y, 1 (Aclr(s).

xe ANRT(E) bl (m,n,s) bls,2tb xeR(&/b)
24h bxe A,

Pour chaque diviseur b de s, la condition bx € Ay équivaut & l'existence de (A,y) € Z x A
tel que bx = Ay (mod s). Puisque (y1, y2, s) =1, on a nécessairement b | A. Autrement dit,
la condition bx € A, équivaut a l'existence de (v,y) € Z x A tel que x = vy (mod s/b), et
nous obtenons

IANRI @)1= > w®IRTE/L) N Ayl (AcUr(s). (5.11)
bls,21b

Posons 7 :=s/b. On sait classiquement (voir par exemple le lemme 2.1 de [15]) qu’il
existe une base minimale (v, w;) = (v,(A), w;(A)) de A; dont les vecteurs satisfont

1< oelllwell < V21, 0 < ol < V2, gl < Dwil, | e wa) | < gllvelllwell, (5.12)
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ou | - || désigne la norme euclidienne et (-, -) le produit scalaire associé. De plus, il découle
immédiatement de la derniére inégalité que 'on a

2z 2z
(Y, 1,20 €Z2 x RT)  |av, +owyl| <z= A < ——, ] < :
ol lwl

(5.13)

Comme I’abscisse d’un vecteur de RT est un entier impair, donc non nul, nous déduisons
de ce qui précede que RT(€/b) N A, = @ deés que |v;]| > 20&/b. D’oti, en vertu de
I’approximation classique du nombre de points entiers dans un domaine convexe avec un
terme d’erreur majoré linéairement en fonction du périmetre,

+ _ vol(R(§/b)) ( ok { o2&2 })
IR'(&/D)N A, = 7% + 0 bl +m 1, —bs

_vol(R) 5 a3 0%
= "ou 3 —I—O(b” t”—i-ml { hs })

En reportant dans (5.11) puis (5.10), nous obtenons que la quantité @* & majorer vérifie

D* L oED] + D (5.14)

ou ’'on a posé

(s) : o%&?
or=3% > (A)” ZQT 3 mi {1,bs}. (5.15)

b<y t<y/b Acly (bt) by
bls
Maintenant,
1 1
or<y - — 1
S b Z Il 22
by ve(z?y vl /4<1<y/b
lvl2<2y/b 11T(w)
1 (T(v)
<D X o <ITI Y5 logé, (5.16)
by ve(Z2)*
lvi2<2y/b

ol nous avons successivement fait appel au Théoreme 4.1, au Lemme 4.3 et a la
majoration

Ej(ﬁ; r) < logé.

Cette majoration de @] sera affinée en reportant (5.6) dans (5.15).

252
3

La contribution @5, a @3 des entiers s tels que bs > o vérifie

o7(b) o7 (0
IR
@62y L7 22y ¢

2¢/3 2 o7(b) b
L T 5 Z (/)(b)b2 log {2+ 2782
b0t/ /v
<L IT 0§ min(\/y, 0§) log (2 + 2§2>
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ol les sommes relatives & o7 ont été majorées en utilisant (3.8), (3.9) et les propriétés
de Zx(s), en tenant compte du fait que le corps k est indépendant de g et M. Nous avons
également utilisé la sous-multiplicativité faible de la fonction n i+ o7(n)/@(n) sous la
forme

Q?(bt) <IT ”s/3QT(b)QT()
<ﬂ(bt) p(b)p(1)

(e > 0).

Lorsque (bt, T(1,0)D(T)) = 1, cette majoration découle du Lemme 3.2 et de I'inégalité
o7 (mn) < oy (m)o~(n) (m>=1,n > 1); lorsque (b,t, T(1,0)D(T)) > 1, il suffit de faire
appel & (3.8) et (3.9).

La contribution @3, a @3 des entiers s tels que bs < o

£(b
P <D ioT((b)) > QT(()) < Z GO in (. 0%2/0)

b>1 t<min(y/b,02£2 /b2)

2£2 vérifie

2
< ITI min(y, 0262) log (2 + f)
En reportant les deux derniéres estimations dans (5.14), nous obtenons

@5 <TI0 min(/y, 0§)loga &,  @* < |T|°/yok logé. (5.17)
L’étape suivante de la démonstration consiste a déduire la majoration de @ de celle

de @*. Rappelons a cet effet que nous nous sommes placés dans ’hypothese ou T est
primitive. D’apres (5.8), nous avons

|Ad:T)NRIE)| = D [A*dy: T)NRT(5/b)].

dp)d?
Q}f(d)— Z QT(Qb) '

b1Y () siva P
Dot
5(dp)vol(R)E?
Do D sup|lA*dy T)HRT(S/b)I—%
1<d<y bl V(@) ’

24d

Or, la condition d | b*T(x) équivaut & dp | T(x) avec djp = d/(d, b*). Lorsque s et b sont
fixés, il y a au plus 7(b*) entiers d tels que s = dp et b | ¥ (d). De plus, pour chacun de ces
entiers d, on a dj, = d/(d, b*) < d/b < y/b. 1l suit

x 2
o< () Y swp 4t D AR E/p) - LSO
R S
b<y 1<2s?§/b (5.18)
<Y t(b")@*(5/b,y/b: T, 0,9).
by
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En utilisant la majoration triviale (5.7) lorsque b > B :=2+ 02£2/y, nous obtenons, pour
toute constante A > 0,

b* 1 b*
@ <y " (Gﬁj;gé +y> e Y T 0% og(en

bsB B<b<y
242 4
o*£~log(£y)(log B)
< |T)° {aéﬁ log& + y(log B)® + g By g } .

Siy < o2£2, la somme du second et du troisiéme terme est

262\ \ °
< ||T||8<7§\/§10g(§y);/§y <1Og (2 + Of)) L |IT|fo& /ylog(§y).

Compte tenu de (5.7), cela fournit

® < |T||°o& min{/y, o& } log(£y), (5.19)

ce qui constitue une premiere étape dans la preuve de (5.5).

Nous sommes & présent en mesure d’établir (5.6). A cette fin, nous majorons la
contribution & la somme de (5.4) de I’ensemble des entiers d < y; := 02£2/(log£)? en
appliquant (5.19) avec y = y1 : nous obtenons bien une majoration compatible avec (5.6).

Traitons a présent la contribution résiduelle, correspondant donc a la sous-somme
de (5.6) définie par la condition supplémentaire y; < d < y. Comme vol(R) < 462 sous
nos hypothéses, nous avons, d’apres (3.10),

+
vol(R)E% )~ QTdéd) < ITIFo?E2 {logot + log™ (y/o2E2) ). (5.20)

y1<d<y

En appliquant la majoration logta <« (1 + a2/b2) (1 4 log™) (a > 0,b > 0) pour
a:=y/o2E2, b:=y/9262, nous obtenons que lestimation (5.20) est également
compatible avec (5.6).

Il reste donc a évaluer

OE) = > AT NR ). (5.21)
y1;f§y
A cette fin, nous scindons le domaine R et posons
RYE) == {x e RT®) : IT(x)| > 9&%/Qog )V, x| <o&}. R*E):=R'&)\R¥(®).
de sorte que
OF) < O*¢) + 0% ®), (5.22)
ou 'on a posé
O*E) = Y A NRIE| OFE):= D 1AM NRIE).

y1<d<y y1<d<y
2td 2td
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Nous avons
1/2

e < Y. tTan<| Y tTe)? Y 1

xeR*() xeRT (&) XeR*(&)

Un emploi successif du Théoreme 4.1 et du Lemme 4.3 permet de montrer que la
premiere somme du membre de droite est

LTI o2E%E (0; t2) < |IT)F0?E% (log £),
d’ou
O* (&) < ITIFo&|R* ()2 (log £)3/2. (5.23)

L’estimation de |R*(£)| résulte de la validité, pour tout 8 < 1, de la majoration

vol{x € R: |T()|/9* < B} < ‘/_ Vol{x eR: @I/ < B} < 092\/gB. (5.24)
Pour établir cela, nous appliquons le lemme 3.4 de [15], en vertu duquel

3 2\ %
Juin |m ¢nl < J@I/lIx° (e € (R)T).

Il s’ensuit que ’ensemble {x € R : |J(x)|/194 < B} est inclus dans

14 o et Il opl/
el <optJ) | qxeR*: 27 < Zrn <2 im—inl < = b
J(¢,1)=0 OB / 8

jz1

qui est de mesure «;92,/B. Cela établit bien (5.24), d’oti, en effectuant le choix
B:=1/(og )",

IR*(&)] < £2vol{x e R: |T(x)|/9* < 1/(log &)} « \fq0?€?/(log£)¥/*.  (5.25)

Compte tenu de (5.23) et de ’hypothese g < (log &)1/ il suit, quitte & supposer sans
perte de généralité que k < %,

IT||co0E2g /4

252
Togeyve—3z ITIM@ +9)7E%,

CAIRS

une majoration également compatible avec (5.6).
Il reste donc & évaluer ®@*(&). Nous avons

OO <y Y > L.

b<o§ y1<d<y xeR*(&/b). |x||<c&/b
(m,n)=1,d | b*T(x)

Or, la condition d | b*T(x) équivaut & dp | T(x) avec djp = d/(d, b*). Lorsque s et b sont
fixés, il y a au plus 7(b%) entiers d tels que s = dp. Il suit

CHOERICH DY 3 1. (5.26)

b<oé y1/bt<s<y xeZ?,|x||<o&/b
(m,n)=1,s | T(x)
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Désignons par @i la contribution au membre de droite de (5.26) correspondant & la

condition supplémentaire s < (o2 + 92)&2/b?, et notons @; la contribution résiduelle.
D’apres le Lemme 5.1, la somme intérieure de (5.26) est

oF o262 + 24 92)g2
(g){ §+1}<<QT(S)s(;(s;IL92 ) (s<@*+9%)8?) . (527)

Do, grace a (3.10),

0f < (02 +9%Hs2 Y sz ) > £/ )

2
b<o§ y1/b4<s<(02+192) bose(s)

L TI? (0 + 0?8 Z

b<o&
< TN (0% + 92)E2logyé,

ol nous avons utlhse la majoration ¥ < ||T||1/4
Pour estimer ()27 nous introduisons € := T(x)/s < (9&/b)*/s < 04€2/(ob + VD)2 et
observons que

E=T@)/s >0 {s(og &)} > v1&"/ {y1(log &)/<}.
Il vient donc, par un nouveau recours au Lemme 5.1,

4 o7 (0) (o022
O3 < 2 =@ 2 T )
2

b<o§ 9464 /(y1 (log §)4/x) <t<DIE2 /(o b+0b)

4 +
oo ¥ T > il

0)¢
b<o§ 044 /{y1(log §)4/K} <t<94£2 /(o b+0b)? v

4
<T@ + o022 3 1)

b<o&
LTI @ + 0)2E%logyt.

Cela acheve la démonstration de (5.6).
La méme majoration est valable pour la quantité @* définie en (5.9), soit

(/0 +92E?)}

¥,y T, 0,0) < T (0 + 9)2E2logyé. (5.28)

Pour établir cela, nous observons d’abord que la contribution a (5.9) des entiers s < y1
peut étre estimée par (5.17). Ensuite, nous majorons trivialement, pour s €]y, y], le
terme général de (5.9) par I'inégalité triangulaire. Comme

07 ()vOl(R)E? _ o7 (s)vol(R)E>
252 h 252 ’
la contribution correspondant a la somme sur s €]y;,y] peut étre majorée comme

dans (5.20). De plus, 'inégalité
|A*(s; T) NRT&)| < |A@s: D) NRT ()]
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induit & la méme somme une contribution < @ (&), une quantité précédemment majorée
de maniere satisfaisante.

D’aprés (5.12), les vecteurs v, = v;(A) apparaissant dans (5.15) vérifient ||lv,]|2 < 2y/b.
Lorsque |Jvgll/~/2y/b €11/2F1,1/2], on a t > y/(b220tD). En reportant dans la premiére
définition (5.15), il suit

oF < Z Z > 2 oL (5.29)

JVy/b
b<y J>0y/(b22(’+1>)<t<y/b v/ ve(Z?)*
Ioll<y/29/B/2
11 T(w)

Appliquons alors le lemme 2.2 de [31] sous la forme Ej(c&; A(-, 1)) K /j(aé)ﬁﬂ, En
utilisant en outre le Théoreme 4.1 et le Lemme 4.3, nous obtenons

+ 1Y
DD SE D DEPNC IR VRV CRAC N CEY
b<y />0 ve(ZhH*
lvli<v/2y/b/2

puis
&* KT (085 + y) L&) Y2re.

En reportant finalement dans (5.18) et en faisant appel & (5.28) pour les grandes valeurs
de b, il vient, uniformément par rapport au parametre B > 2,

@ T(bh) (oéﬁ ) (bh)
||T||S£(GE)‘/§+8 <<}Z;; b bl/2 Ty Z b2 o

B<b<y

< {aéﬁ +y(log B)® + (log BY* (0 + 19)252/3} : (5.31)

puisque le terme logyé apparaissant dans le majorant de (5.28) est négligeable devant
E(aé)ﬁﬂ. En choisissant B=2 + (¢ + 0)252/)1, nous obtenons le résultat annoncé. [

Comme annoncé dans la remarque (i) suivant I’énoncé du Lemme 5.2, indiquons
a présent comment remplacer, dans le majorant de (5.5), le facteur E(US)‘@“ par
(7|12 (loggé)Q. Au vu de ce qui précede, il suffit d’établir la majoration

&F < TNV /y(loggt)?. (5.32)

Rappelons la définition de @} en (5.15). Les vecteurs v; = v;(A) y apparaissant ont
au moins une coordonnée impaire. La variante de (5.29) ou les vecteurs v = (v1, v2)
satisfont & cette méme condition est donc valide. La contribution au membre de droite
des vecteurs v tels que v1 est impair est

V2y/b 'y 14 Yo7 ()
<y ZW ( 55 T LITI ) > i

b<y J>1 ¥/ (B220+D)<s<y/b
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En appliquant (5.6) et en faisant appel & (3.10), nous obtenons alors que cette quantité
est dominée par le majorant de (5.32). La contribution complémentaire peut étre
estimée similairement.

6. Sommes de carrés localisées : majorations

Cette section est dévolue a I'obtention de majorations pour les quantités S(&,d; T) et
St(&, d) respectivement définies en (2.3) et (2.5).

Lemme 6.1. Soient T € Z[X, Y] une forme binaire de degré 4, irréductible sur Q[i], et
e > 0. Sous les conditions € > 1,d > 1, p2(d) = 1, nous avons uniformément

2

6¢E, d;T) < d° <‘§d+sl+8), (6.1)
2

Sr(E, d) < d° <'§d +§1+€). (6.2)

Les constantes implicites dépendent au plus de la forme binaire T et de €.

Démonstration. Observons tout d’abord que (6.2) découle facilement de (6.1). En effet,
nous avons, avec les notations (2.8),

S, de; Tp) < L6, di; T),

et la relation (2.7) fournit immédiatement I’estimation souhaitée.
11 suffit donc de montrer (6.1). D’apres (5.8), nous pouvons écrire, avec les notations
introduites au paragraphe 5.1 et en notant que ¥ (d) = d puisque u(d)? =1,

ad:ncl) U pv4

b|d AUz (dp)

ot Ay, est un réseau de 72 de rang 2 et de déterminant d, = d/(d, b). D’ou

SE&TI<Y, Y, > r@w/d)

b|d AeUr(dp) xERT(%')ﬂb.Adb
<Y > r(b*T(x)/d). (6.3)
b|d Aclr(dp) xERT(f/b)ﬂ.Adb

Pour chaque s = dp, choisissons une base minimale (vy, wy) du réseau A, satisfaisant
aux propriétés (5.12), (5.13). En particulier, la condition x = Avg + vw; € Ry(§/b) avec
(A, v) € Z? implique

Al < 2600 (R1)E/{DllUsI}, V] < 2800 (R7)E/{bIIWs|I}-
Considérons le polynome
Typ(h, v) := bIT (g + vwy) /d,
dont les coefficients sont <« b*s3, et appliquons le Théoréme 4.1 avec

u:=280(R1)E/{DI0sll},  x:=2800(R1)E/{DIIWs]}-

https://doi.org/10.1017/51474748012000886 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748012000886

780 R. de la Breteche et G. Tenenbaum
Lorsque min(u, x) < & e/ 2, nous avons

Z r(b4T(x)/d> < 58/2 ma.X(I/t, X) max \ r(n) < él“rs.
xeR(E/D)NA; 1<n|«E

La contribution correspondante au membre de gauche de (6.3) est donc

o7 (dp) 1+
<<€_.1+s 7<<E €4
bZd: 0(dp)

Lorsque min(u, x) > £%/2, nous désignons par ¢ le contenu de Tsp, de sorte que
Ty, = Ts»(x)/q est primitif et nous introduisons la fonction multiplicative r, définie
sur I’ensemble des puissances de nombres premiers par

v+1 siplg,
rq(pv) = v .
r(p"”) siptgq.
Nous avons donc

r(gn) < t(q@)rqy(n) (neN¥).

Observons de plus que Q;*] (p) = o7 (p) lorsque p1bg et que D(T:,)|D(T). Grace au

Théoréeme 4.1 et au Lemme 3.3, nous obtenons dans ce cas

Yo ' T@/d) < Tl Y rg(TE0. )

xeR(E/b)N A A<x,v<u
— 2
o2 XD\ €
LT, Uxd ’'“ exp Z <d =P
p<utx
En reportant cette estimation dans (6.3) et en observant que
S S
b2dy b2dpp(dp)
b|d Aelr(dy) b|d
nous obtenons le résultat annoncé en (6.1) . O
7. Sommes de carrés localisées : formules asymptotiques
7.1. Enoncé et remarques liminaires
Nous posons
OM)=Alogh—2+1 (A>0)
et notons
£ = U {n eN*:n=2H (mod 2”+2)} : (7.1)
u=0
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Nous nous proposons ici, sous certaines conditions concernant la forme binaire T et le
domaine R, d’évaluer asymptotiquement l’expression

QE:T.R) == >  r(Tk) (7.2)
X€Z2NR(E)
dont la quantité (2.3) est un cas particulier. Lorsque v > 0, nous notons &, 'image de &£

par la projection canonique de £ dans Z/2"Z, soit

& = {n €Z/2'Z:3n € N:n=2" (mod 2min(#+2"}))} . (7.3)

Lemme 7.1. Soient ¢ > 0, « >0, J € Z[X,Y] une forme binaire de degré 4
irréductible sur Q[i], M € Ma(Z)*, q € N*, tels que 21q détM, et R un domaine de R?
vérifiant (H1). Sous Uhypothése que la forme binaire T définie par T(x) := J(Mx)/q
(x € R2) est g coefficients entiers et vérifie (H2) et (H3), et sous les conditions

E> M4 MIF, 1/VE<o <& 1/E< <&

- 7.4
8o(R) <o, 87 (R)<¥, #<IIT|Y o, 4
nous avons
T.R) = 2, o (11820 + )2
Q(&: T, R) = mK(T)vol(R)E? + 0 ( e ) (7.5)
ou K(T) := Hp K,(T) et
Ko(T) = lim 272" {x € (2/2"2)* : T(x) € €, }],
x () x("e :
Ky(T) := (1 - > Z - (p>2).
v=0 P
La constante implicite dans (7.5) dépend au plus de €, k et J.
De plus, nous avons pour tout nombre premier p
Ky(T) = lim p~*|{(x,5,0) € (Z/p"D)* : T(x) = 5* + 1* (mod p") }|. (7.7)
V—>00
La somme Q(&; T, R) compte le nombre de solutions entieres de
s? + 12 =T(m, n), (7.8)

avec (m,n) € R(£). Un principe général stipule que le terme principal d’une évaluation
asymptotique de cette quantité est égal au produit du carré du facteur de dilatation par
les densités archimédienne et p-adiques associées au probleme®. Vérifions que la densité
archimédienne Ko, est effectivement donnée par la formule Ko = mwvol(R). Reprenons,
a cette fin, les calculs effectués au théoreme 4 de [2] dans le méme contexte. Par
symétrie, nous pouvons nous restreindre aux solutions du premier quadrant s > 0, f > 0,
en écrivant Ko, = 4KJ. Nous calculons alors K}, en paramétrant t = \/T(x) — 52 et en

5 On pourra se reporter & la section 2.2.1 de [27].
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intégrant la forme de Leray, donnée ici par (21)~1 ds dxdy. Compte tenu de la formule

VT ds 1
——=sn1 (T>0), 7.9
/0 T — s2 2 (7.9)
nous obtenons
VT(x.) ds
K :/ dxdy/ — = 17vol(R)
R 0 20/T(x,y) — 52

d’ou la valeur annoncée K.

En raisonnant comme dans la démonstration du théoreme 4 de [2], on peut montrer
similairement que les densités p-adiques K,(T) associées a I’équation diophantienne (7.8)
sont bien données par (7.6).

7.2. Premiére réduction du probléme

Notre approche consiste a exploiter systématiquement 1’identité de convolution

r)=4% x(d (=1) (7.10)
d|t
avec t = T(x), et & estimer les contributions issues de différentes plages pour la
variable d. Dans cette perspectiveS, il est essentiel de limiter la taille de d. A cette
fin, nous ferons appel & la symétrie des diviseurs d’un entier n autour de 4/n. Il sera alors
commode de disposer de 'information x (T(x)) = 1.

L’étape liminaire de la démonstration consiste a scinder la sommation initiale en
sous-sommes vérifiant cette condition. En fait, les nouvelles sommations porteront
génériquement sur des vecteurs x = (m,n) € Z2 et des formes T tels que 2t m et
T(x) =m* (mod 4).

Désignant par v la valuation 2-adique, nous commengons par scinder la
sommation (7.2) selon les valeurs de wv2((m,n)) et va(T(x)), en utilisant
systématiquement la relation r(2t) = r(¢)(t € N*). Nous obtenons

QE:T.R)=) Qi¢/?:T.R) (7.11)
=0
ou 'on a posé
QUET.R):= Y, rT@N=) >  rlk) (7.12)
x€Z2NR(E) k20 xeZ2nR (&)
24 (m.n) 24 (m,n)
v2(T(x)=k

Rappelons que r(f) = 0 si t =3 (mod 4) et analysons la condition
21 (m,n), va(T(x)) =k, T(x)/2k # 3 (mod 4), (7.13)

qui est certainement satisfaite par tous les vecteurs x de la somme intérieure de (7.12)
pour lesquels r(T(x)) # 0. Comme vo(T(x)) = k implique T(x) = h2¥ (mod 2¢2) avec

6 Voir notamment la formule (7.28).
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h =1 ou 3 et que cette derniére éventualité est exclue, nous voyons que (7.13) équivaut &
21 (m,n), T(x)=2%(mod 2F32). (7.14)
Soit Wy I’ensemble des solutions dans {1} x Z/2k727Z de I’équation
T(x) = 2" (mod 2°72),

identifié avec un systeme de représentants dans {1} x [0, ok+2 [ L’ensemble des solutions
x = (m,n) de (7.14) ot m est impair coincide donc avec l'ensemble des vecteurs x
satisfaisant a x = mo (mod 2k+2) lorsque o décrit Wk.

Symétriquement, désignons par Z; l’ensemble des solutions dans Z/2K27 x {1} de
I'équation T(X, 1) = 2K (mod 2]“"2) telles que X =0 (mod 2), identifié avec un systeme
de représentants dans [0, 2k+2[. Alors Pensemble des solutions x = (m, n) de (7.14) ou
m est pair coincide avec ’ensemble des vecteurs x vérifiant x = no (mod 2k+2) ou n est
impair et o décrit Z.

Pour chaque entier k > 0, les solutions de (7.13) se répartissent donc en deux classes,
que nous pouvons paramétrer sous la forme

i) x=(m pm+2n) (me2Z+1,neZ a=(1,p)eW).
(i) x=(Bn+22m,n) (meZ,ne2Z+1,a=(B1) e Z).

Posons
1 0 )
P o2 sia=(1, B) e W,
Uy = B gk+2 (7.15)
(1 0 ) sia=(8,1) € Z,
et

Ta i) =T (Uasx)/2" (x €Z?).

Il résulte de ce qui précede que l’ensemble des valeurs r(T(x)) satisfaisant la
condition (7.13) coincide avec

{r(Ta,k(x)) xe€e(2Z+ 1) xZ,a e W, U Zk} .
De plus, nous avons identiquement
Tax@) =mt (mod 4) (x=(m,n) € QZ+1) xZ, k>0, e WeUZ). (7.16)
Nous notons, & des fins de référence ultérieure, que
I Takll < 2*FBIT (k> 0,0 € Wi U Zp), (7.17)
et que, avec la notation (7.6), nous avons

Ky(Tui) =K,(T) (p>2.k>0,0 € Wi U Zp). (7.18)
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Posant
Raki={x e R?: Uy sx e R}, (7.19)

de sorte que vol(Ry 1) = vol(R) /22, et

QET.R):= >  r(Tw), (7.20)
x€Z2NR(£)
m=1mod 2
nous pouvons donc écrire
Q1(6;T,R) = Z Z Q2(&; Tak» Rak) (7.21)
k=20 aeWUZ,

ce qui, associé a (7.11), constitue notre premiere réduction du probleme.
Notons que, avec la notation (7.6), nous avons

IWkI+|Zk| Wil + | 2|
Koy = 30 3T IEIE g 5o I 722
=0 k=0 k=0
En effet, en classant les couples x selon la valeur de j := va((m, n)), nous obtenons
. 1
Ka(T) = lim on— > > > L
0V xe(Z/2V 772 0<k<v+2 )
21, (m’n) T(x)z2k (mod 2mm(k+2,u—4]))

La contribution aux deux sommes intérieures des entiers k tels que k + 2 > v — 4j est
< v2'1% ; elle peut donc étre négligée dans le passage & la limite. Lorsque k + 2 < v — 4j,
la condition T'(x) = 2¢ (mod 2¢2) ne dépend que de la valeur de x modulo 2¢72. 11 suit

1 1
KQ(T):ZZQ%W+3 > 1=%Zﬁ > 1. (7.23)

20 k20 xe(2/2+27)2 k=0 xe(2/24+27)2
21 (m,n) 21 (m,n)
T(x)=2* (mod 2t+2) T(x)=2* (mod 2k+2)

Considérons un vecteur x = (m, n). Si m est impair, alors x est compté dans la somme
intérieure si, et seulement si, il existe a = (1, 8) € W, tel que n= Sm (mod 2k+2); il
y a 251 tels vecteurs x dans (Z/2¥T27)2. Si m est pair, alors n est impair et
x apparait dans la sommation si, et seulement si, il existe « = (8,1) € Z; tel que
m= Bn (mod 2°72); il y a 2K 2| tels vecteurs dans (Z/2"2Z)%. En reportant ces
valeurs dans (7.23), nous obtenons bien (7.22).

Nous aurons ultérieurement 1'usage d’une estimation de la vitesse de convergence de la
série (7.22). A cette fin, nous remarquons que, puisque 2 t g dét M, nous avons

1 or (2) o7 (29
Wil + 12l < 5 ) I« < <L (7.24)
(m,n)e(Z/2+27)2
2t (m,n)

T(m,n)=0 (mod 2F)
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11 suit
(Wil + | Zkl 1
Z T2k < > (z=0), (7.25)
(j,k)eN?
max(j,k) >z

ou la constante implicite est indépendante de M et g.

7.3. Seconde réduction

Dans ce paragraphe, nous nous proposons d’utiliser (7.21) pour établir la formule
asymptotique

(7.26)

es2 2
Q1(&: T, R) = 37 K(T)vol(R)E% + O, <”T”§(G+ﬁ)>

(log §)1/48
sous les hypotheses du Lemme 7.1 et sous réserve de la validité d’une estimation
auxiliaire — cf. (7.41) infra — qui sera explicitée plus loin.

Notons d’emblée que la formule asymptotique (7.5) résulte immédiatement de (7.26)
via (7.11).

La validité de la condition (7.16) pour les vecteurs x pris en compte par la somme
(7.21) garantit que Ty x(x) =1 (mod 4) et donc x(Ty ((x)) = 1. Donnons-nous alors un
parametre réel y satisfaisant a

922/ logE <y < 9262 /(log€)®, (7.27)
posons
Tii=[1y, To:=]y, 0%y, I3:=]9%"/y, 00|,
décomposons la somme de (7.10) sous la forme
r= Y r® @¢=1) (7.28)
1<j<3

ou rj(t) :==4> | 1.deT; x(d) (1 <j<3), et notons immédiatement que, sous la condition
t=1 (mod 4), nous pouvons remplacer Z3 par

I3(0) = [1, yt/0%E%].
Reportons dans (7.21) et, pour 1 <j < 3, désignons par Q1;(§; T, R) la contribution
globale de r;, de sorte que
QET.R) = > Q& T.R). (7.29)
1</<3
avec donc, pour j € {1, 2, 3},

Q& T, Ry =4y > > >, x@ (7.30)

k=0 aeWUZ, xeRa,k(E)ﬂZQ d | Te x(x)
deTj(Ty k(x))
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ot nous convenons que Z;(¢) :=Z; si j =1 ou 2. Notons que pour j =1 ou 2, nous avons

QiET. Ry =4 > > x@. (7.31)

xeRE)NZ2 d| T(x)
2f(mny 4

Nous verrons que Q12(£;T,R) peut étre considéré comme un terme d’erreur.
Evaluons dans un premier temps les quantités Q11(&; T, R) et Q13(&; T, R). Pour cela,
nous intervertirons les sommations en d et x dans (7.30) et estimerons ensuite la somme
intérieure en x grace au Lemme 5.2.

La mise en ocuvre de ce calcul nécessite de définir et d’estimer dans ce nouveau
contexte, uniformément en o« et k, les différentes quantités apparaissant dans la
définition (5.4).

Pour k>0, ¢ € Wi U Z, d > 1, nous posons

Ri(d) =R, Rs(d :={xeR:d<yTx)/9*},
Ri(d, @, k) i=Rax, Ra(d,a,k):={x€Rax:d<ylyrx)/o"},
RJT(E, da, k) =ERid,a, k) NQZ+ 1) xZ (je{l,3}),

et notons que

vol(Ryd, o, k) = NI (e 1,5y

Comme dét Uy, = +2%2 nous avons Q};k(d) = Q}r(d) (de2Z+1).
Par ailleurs, nous avons, sous les hypotheses du Lemme 7.1,
500 (Ra,k) < 2800 (R)v 5Ta,k (R(x,k> < ST(R)- (7-32)

Pour établir la premiere inégalité, rappelons la définition (7.19) de Ry k. Lorsque,
par exemple a = (1, B) € Wk, la condition Uy ix € R avec x = (x1,x2) € R? implique
|Bx1 + 2+2x2] < 800 (R), donc
w2l < 800(R)/22 + 1| < §30(R)
car 0 < B < 212 D’on
Soo(Rai) = sup [x] <2 sup max{lx1], [x2]} < 2860 (R).
x€Ra k [x1|<800(R)
|Bx1 425222 | <800 (R)

La seconde inégalité de (7.32) résulte de 'identité

87 (Rak) = sup T (0)|'/* = sup [T(x)/2"/* = s7(R) /241 (7.33)
XERy k xeR

Montrons que, pour j = 1 ou 3, la contribution & (7.30) des entiers k > 3logo& peut étre
englobée par le terme d’erreur de (7.26). Nous avons nécessairement k < logé et, pour
chaque k, il y a au plus, d’apres (7.24), une quantité uniformément bornée de valeurs de
o & considérer. Lorsque &/2F < £¢/2, une majoration triviale fournit

Y t(Tas®) < (08

x€Z2 N Ra,k(g)

ce qui induit, apreés report dans (7.30), un terme d’erreur acceptable dans (7.26).
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Lorsque &/2F > /2 nous sommes en mesure d’appliquer le théoréme 4 de [21] pour
évaluer la sommation relative a m ou a n, selon que « appartient a W ou Z. Il vient

TIE/252E2 - TIee262]
Z T (T (®) < ”!k(li)gexp{z QTP(P)} <« 7)o ¢ logé

ok(1—¢)
x€Z2 N Ry k(€) p<é

En reportant dans (7.30), nous obtenons bien que la sous-somme correspondant a la
condition k > 3logy& est

< T o%E2 (log &)t ~1=011088 716262/ /log €

lorsque & est choisi suffisamment petit; cette contribution est donc également
négligeable au regard du terme d’erreur de (7.26).

Nous sommes a présent en mesure d’évaluer Q1;(¢; T, R) lorsque j =1 ou 3. D’apres ce
qui précede et le Lemme 5.2, nous avons dans ce cas

T 60.2 2
oETR=1 Y 3 Y x@laws Ta,k)nR}(s,d,a,k)|+o(w)
k<3logs £ aeWUZ; d<y ogé§

Fd Wil + 12
=4S2Zx<d>vol(7zj(d)>g;;2) 3 %
d<y k<3logy &
/2 o0, ITI0%8?
+0 [ @+ MESogd)? > 3 Tasl*0 + T

k<3logq & Wi UZ

Puisque || Ty || < 8| T| d’aprés (7.17) et comme [W,UZ;| < 1 par (7.24), nous pouvons
écrire
ST Tl ITIR YT 820« T (log £)°72.
k<3logsy & aeWiUZ; k<3logq &

11 vient, compte tenu de (7.22)

o7 (d)
d2

Q(E: T, R) = $Ka(ME2 S x(@)vol (R;(d)
d<y
+0 (nTuf(o + )& (log §)° 5 + ””"252) . (7:30)
Jlogé

Rappelons que
Rid)=R, R3d)\R={xeR:Tkx)y/>*<d}.

En notant que, d’apres (3.11),

+ e
S x@ZL TNy, (7.35)
d log z

d>z
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il s’ensuit que, pour j =1 ou 3,

+
S ol (Rya) 22D D> 4D g
d<y d<y T(x)y/z94<a’<y
B QT (d) ITIIF0?Y _ vol(R)wK(T) IT)|°02
=vol(R) > x(d) 0( g & )_ KT +0< o e

a1

ol nous avons estimé le terme d’erreur grace & (7.35) et & la majoration

dx o2 o2
I <— < —,
R log(T)y/0* +2) =~ dét M Jix<1 log(J@)Y +2) — {log(2+ )} dét M

ott l'on a posé Y = oty/(®%g): nous avons Y > 02£2/(/|[T]log&) par (7.27) et
IT]| < (log &)Y/#, nous obtenons la majoration annoncée.
En reportant dans (7.34) puis dans (7.29), nous obtenons

Q1(&: T, R) = 3w K()vol(R)E2 + Q12(5; T. R)

+0 <||T||8(o +9)Eiog £)° + W) . (7.36)
Jlogé&

Majorons a présent Q12(£; T, R). Posons

Y(Eb= Y. > x@, (7.37)

XeR(E)NZ2  d|b*T(x)
(mm=1  y<da<oiet)y

et notons la majoration triviale
r@E.bhH<rbh Y (T@) <L ITIFr (b5 log &,
xeR(E)NZ2

qui résulte du Théoreéme 4.1. Nous avons, par (7.31) avec j =2,

IT|)°0 %82
QuE:T.R)=4) Y (/b,b)=4 Y (E/b.b) +0 () . (7:38)

21b 21b
ot1 Pon a posé L := (log £)20,
Estimons a présent T (&, b) lorsque §/L < & < & et b < L. Pour obtenir un résultat

satisfaisant, il est essentiel de traiter non tr1v1alement la somme intérieure de (7.37):
nous exploitons le fait qu’elle est

< AT x), x) log (20782 /y) < 7(b*) A(T(x, x))logaé.

compte tenu de (7.27). Dans l'idée d’appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
observons qu’en vertu du Théoreme 4.1, du Lemme 4.3 et du Théoréme 4.4, nous
pouvons écrire

Y ATW. 0 < ITIF0?E%E(08; A, X)) L ITIFo*E2L(8)0D.

xeR(E)NZ?
(m,n)=1
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Posons

— — 3
B(E.y1.y2) = > 1 ((8,y1,y2) €R*). (7.39)

xeR(E)NZ2
(m,n)=1
3d | T(x) : y1 <d<y2

Compte tenu de ce qui précede, nous pouvons écrire
o 2 o o o
T(8,0)% < ITI°7 (b*) " (logo8)?B(E, y/b*, 0% fy)o? 82 L(8)°D. (7.40)

Admettons provisoirement la validité de ’estimation

<t s (S sty
lorsque &, y1, y2 satisfont §/L< E <&, 1<y1<y2et0<n< %
En reportant dans (7.40) puis (7.38), nous obtenons
Qua(&: T. R) L |ITII (o + 9)o&? ( ve + ! ) (7.42)
(log&)®/y ~ (log&)?

des que

<n61]1r(1)§1>§2[mln{4Q( m, 301 +n)}

Nous pouvons choisir § = 0,021 > %, correspondant a la valeur n =0, 305. En
spécialisant alors y := 9262 /(log £)?% dans (7.36), nous obtenons bien (7.5).

7.4. Complétion de argument
Nous prouvouns ici la majoration (7.41). Le résultat étant trivialement acquis si 'on a
y1 < 92E52/og£)2C2M ou yo > 92E52(log£)23M | nous pouvons supposer dans toute la

suite que log(y2/y1) < logo§.

Rappelons la définition de la constante c¢g dans (4.2). Soit § = §(kx) €10, 1[ tel que
IT)1® < coo&/L. Supposons alors, sans perte de généralité, que e < /4000, fixons
z=12z(¢e) > 3 tel que (log?2)/logz < ¢ et introduisons la fonction arithmétique additive

2= v (7.43)

p’lln
P>z

Ainsi, toute fonction arithmétique F sous-multiplicative satisfaisant & 0 < F < 2%
vérifie les hypotheses du Théoreme 4.1 pour la forme T.
Soit n €10, %[. Désignons par B; (1 <j < 3) les contributions respectives a (7.39) des
vecteurs x satisfaisant respectivement aux conditions supplémentaires
(B1)  $£2:(T(x)) > (1 + mlogyé,
(B2)  2:(T(x) < (L+mlogeg,  Tk) > 95/ (logé),
B3) Tk <v'E/(og8)?,

de sorte que B(&, y1,¥2) < Y143 Bj-
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Nous commencons par observer que, par (5.24) avec 8 :=1/(log& )2, nous avons

B3 < ||T|*0°5%/\/log§. (7.44)
La méthode paramétrique fournit lorsque y € [1, 2[
B Y yRT@-Cemlogt

xeZ?
Ix||<o &

En vertu du Théoreme 4.1, il suit

IT|10252
II31+0-D

1S AT Toay
1+m1
(log &)(1+m logy at

o7 (p) IT|*0252 IT|%0252
< (log &)1+ logy—y+1 (log £)20+n)’

pour le choix y:=1+4 .

Majorons Bo. Par hypothese, chaque vecteur x de Z2 compté dans la somme est tel
que T(x) possede un diviseur d dans ]y1, y2]. L’une des quatre conditions suivantes est
alors nécessairement vérifiée :

() 2.(d) <1 —nlogyé et y1 <d<v282;
(i) £2.(d) <2nloget et 9282 <d <yo;
(i) £2.(d) > 2nlogyé et 9252 <d <yo;
(iv) 2.(d) > (1 — nlogeé et y1 <d <9252

Notons Boj (1 <j < 4) les contributions correspondantes a la somme Bo. D’apres le
Lemme 5.1 et le Théoreme 4.1, nous avons pour tout y < 1

B21 < Z yﬂz(d)—(l—n)10g2§ Z 1

y1<d<9252 XeR(E)NAW;T)
(m,n)=1

+ 2 =2
d) (oc°&
logg)-1-mlosy 3" 2.)0r )
< (log &) y 7 7 +
y1<d<9252

2, 92 —(1-n) logy .Q(d)Q;_(d)E2
L (07 + %) (logg)~ T8 Z N
yl<d§192.’5'2
< ITIE (02 4+ 02) 52 log(202 52 /y1) (log &)Y "L~ logy
<TI0 + 02 E2(log&) 21 log (20252 /y1)

pour le choix y:=1—n.
D’apres le Lemme 5.1, nous avons encore, pour tout y < 1,

322 < Z sz(d)_erlOgZ%_ Z 1

9252 <d<y> xeR(E)NA()
(m,n)=1
+ 22
_ , or(d) (o“E
< (lo 2nlogy $2:(d) +1
(log$) E y 7 p
19252<d§y2
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1+02/92 Z ygz(d)Q;(d)

2nlogy
(log ) (9 8)2<d<y2 d

< TN + 0 2/92)(log &) 12118 yg < |IT(1F{1 + 02 /92 }ya/(log £) 23N

pour le choix y = 2n.
Pour estimer Ba3 et Bo4, nous raisonnons sur le diviseur complémentaire £ = T(x)/d.
Nous avons £ < 194:’74/d et

2:(0) = 2,(T(®)) — $2,(d) < (1 + loga€ — 2:(d).

Ainsi, dans B3, £ joue le rdle de d dans Bop et 9*E%/ya(log&)? celui de yp;
similairement, dans Bag, £ joue le role de d dans Bas et pizt /y1 celui de yo.

Comme Q(1 + n) < Q(1 — 1), nous obtenons bien ainsi (7.41).

Cela achéve la démonstration du Lemme 7.1.

8. Preuve du Théoréme 1.1

8.1. Estimation asymptotique de Np(B)

Nous allons établir ici I'existence d’une constante Cp, indépendante de H, telle que
Pon ait

1

Nous faisons appel & la Proposition 2.1, dont la formule (2.6) permet de réduire
Pestimation de Np(B) a celle des quantités Sp(&,d), définies en (2.5), et qui sont
elles-mémes exprimables, via (2.7), en fonction des sommes S(§, d; T) définies en (2.3).

Commengons donc par évaluer les quantités &(&, d; T). Plagons-nous d’abord dans
Ihypothese ot le contenu de T est premier avec d. Rappelons les notations (2.8) et (5.2)
et posons

T
Ga(E, Aseb):= Y r( Z(x)) (€20, AcUr(d), beN* e|dp).
xGE.Adb/gﬂRT(E/b) b

La décomposition canonique (5.8) de ’ensemble A(d; T) nous permet d’écrire

o Tp(x)
¢ d:T)= > > r( 0 )

b| ¥ (d) xe A*(dp; Tp)R1 (€ /D)

=D, D D n@%E Aeb). (8:2)

b|y(d) Aelr(dy) eldy

Nous sommes ainsi ramenés a un comptage de points entiers sur un réseau de
déterminant dpe.

L’estimation de 4 (&, A, e) releve du Lemme 7.1. Pour nous placer dans les hypotheses
de cet énoncé, nous nous donnons une base minimale (e1, e2) de vecteurs du réseau
eAg, e (ainsi, [le1] et [lez| sont les minimums successifs des normes d’éléments de
eAg,/e) et nous désignons par E la matrice de Ma(Z)* qui transforme la base canonique
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en (e1, e2), de sorte que
eAd,se = E(Z2).
Posant Ry :={x € R? : Ex € Ry/b}, nous avons donc
VOI(RT) i VO](RT)
b2dét E b2dpe

Introduisant la forme binaire définie par Mg(v) = Tp(Ev)/dp, (v € 72), nous pouvons
écrire

Vvol(R}) =

Gi(6. Aie.b)= > r(Me()) =6 (& Mg, Ry).
veZ2NRE(E)

avec la notation (7.2).
Estimons ensuite dans le présent contexte les quantités intervenant dans le terme
d’erreur de (7.5). Nous avons d’abord

Sup(RE) = sup {IMe)|Y*} = sup {|Tp(x)/dp)"/*}
* xeRr/b

VER}
Sr(Rr)
= sup {|Tx)/d|"*} = = 9.
xe'RT{ } d1/4
Puis
IMell < ITINEN/dy < I TIldje® < | T||d".
Enfin
. 800 (RT)
8o0(Ry) = sup |lv]| € °°b :
VERE

Notant o7 := §so(R7), nous déduisons donc du Lemme 7.1 que
7 Kgvol(Ry)&? o. (lor/b+ 04)2d°E?
b2dpe (log &)1/48 ’

ou Kg :=KMg) = Hp K, (ME) est défini par les formules (7.6) avec T = Mg.
Reportons (8.3) dans (8.2). La constante du terme principal est donc un multiple de

wan:=Y Y ZIZ’;‘;:Z).

b| ¥ (d) Aelr(dy) eldp

Gy, A, e, b) = (8.3)

On peut calculer la valeur de cette expression par des manipulations identiques a celles
qui apparaissent dans la preuve du théoréme 3 de [3] et dont nous omettons ici les
détails. Nous obtenons

W(d: T) =[] W,(d: T) (8.4)
p
avec Wao(d; T) := Ko(T),

_ X<P>> 3 X(@")of @)

Wy (d: T) = (1 D 20420, (d) P >2).

v=0 p
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De plus, nous pouvons déduire de (7.7) que, pour tout nombre premier p, nous avons

1

(x,5,N€(Z/p"L)*
T(x)=pr @ (s2++?) (mod p")
Pour estimer la contribution du terme d’erreur de (8.3) & la somme (8.2), nous
observons d’abord que le nombre de termes apparaissant dans la somme (8.2) vaut

ndiDi= 3, > D mei= ) QT(?Z;)Qw(db)<<r,gd8. (8.6)

b | ¥ (d) Aellp(dp) eldp by )

I1 suit finalement

(8.7)

€ (2 2\ 2
S, d: T) = nW(d; T)vol(Rp)E2 + Or.e (‘W) ,

(log &)1/48
ou nous avons posé v := §7(Rr).

Montrons que (8.7) persiste lorsque d n’est pas premier avec le contenu ¢(T) de la
forme T. A cette fin, posons m := (d, c¢(T)) et observons que &(¢,d; T) = S(&,d/m; T/m).
Comme W(d; T) = W(d/m; T/m) et vol(R7) = vol(Rr/m), nous obtenons bien ’extension
annoncée.

Nous devons ensuite appliquer (2.7). A cette fin, il est nécessaire de disposer d’une
majoration de W(d; T). Le Lemme 3.2 permet d’écrire

Wp(d; T) < p~ @A (pte(T))
W,(d: T) < vp(c(T))  (p|e(T))

v 1
Wp(d; T)—l—"—(”)+z (p)QT(") (pg> (ptde(T))

1<v<4d

— 1
Wod:T) = 1+ x(p)% +o <p2> (p 1 deoD(T)),

ou la premiere majoration fait usage de l'identité v — (3v/4) = (v/4). Cela implique,
lorsque d est sans facteur carré et pour tout & > 0,

W(d; )TN (d, o(T)) ' ™ 1d" g o 1/d" ¢ (8.8)

Rappelons alors les définitions (2.8) et (8.6), et reportons l'estimation (8.8) dans la
formule (2.7) en tenant compte de la majoration

ITe | < |IT€.

Nous obtenons, lorsque la forme binaire P est fixée,

dé 2
Sp(€, d) = W*(d; P)vol(Rp)&2 + O ((bg;)MS> : (8.9)
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avec

§° WO P

wW*(d; P) := 2

LeN*

Rappelons la définition des ensembles &, en (7.3). La relation (8.4) permet d’écrire la
formule

W(de; Po) = [ | Wp(de: Po)
2

ou, d’apres (8.5), chaque terme W,(de; P¢) dépend uniquement de v,(€). La quantité
W*(d; P) admet donc une représentation sous la forme d’un produit eulérien, soit

W*(d; P)=[[ W (d: P), (8.10)
p
avec
Wy (d: P) := W} (d: P) — Wp(dy: Pp)/p
1
= lim @ Z 1 (p>2), (8.11)
@,5.0€(Z/p"T)*
Px)=p"?D (s2+12) (mod p")
phom,n)
et
1
W3(d: P)=W;5(1; P) = lim 55T oo (8.12)
xe(Z/2"7)?
P(x)e&,
2{(m,n)
puisque
{(s.0) e (2/2°2)* :s* + * =a (mod 2") }| = 2" (8.13)
lorsque a € &,.
L’expression (8.11) implique également
x(p) x(P")epp @)
<1 - ) Z 2042, (d) @ >2, Up(d) =1,
p v=0 p !
W,(d; P) := (8.14)
x () X (p”)Qp(p”
<1 -0 ) L 2RI o @) =0,

v>1
Enfin, nous observons que (8.8) implique trivialement
W*(d; P) < 1/d* ¢ (u(d)? =1).

Reportons & présent (8.9) dans la formule (2.6) pour Np(B) en nous donnant un
parametre de troncature D. La contribution des entiers d > D, traitée comme un terme
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d’erreur, est majorée grace & (6.2). Nous obtenons

9 B B1/2+S
< Z () Z Vfa ()] (d2—sn + d1/2+an1/2+£>

d>D n<BL/P]/d3/?

d)2r(d d)%r(d
< B(logB) Y M(d; C( ) +BY ’;(5/1 2(/2) (8.15)
d>D d>D

BlogB B BlogB
pie T piji—ez K picefz’

quitte a choisir ¢ assez petit et D < 4/log B.
Evaluons ensuite le terme principal, correspondant donc au domaine de sommation

d < D. La contribution du terme d’erreur de (8.9) est

<

Le choix D := (log B)'/?6 est donc acceptable au regard du résultat annoncé (8.1). La
contribution du terme principal peut enfin étre évaluée grace au Lemme 2.2. Elle vaut

LBrvolRe) Y n(d)x (dziW* (d; P) 3 Ja(n)

A<D n<min{B/d.B\/TP]/d3/2}
Dy ( Dr(d)ot (dW*d; P
= 1Bvol(Rp) Y D1t )5 OV &P

{log B + O(log(2d))}

d<D
={Cp+0(1/D'*) }Bvol(Rp) log B,

pour chaque ¢ > 0 fixé, avec

—1y 1(d)x (d)Qr(d)dgoT (DW*(d; P). (8.16)
deN*
En choisissant ¢ assez petit, nous en déduisons I’estimation
Np(B) = Cpvol(Rp)Blog B + O(B(log B)?9/97),
d’ou (8.1), avec un peu de marge.
8.2. Validation de la conjecture de Peyre
Nous nous proposons ici de montrer ’égalité
Cpvol(Rp) = Cu(V). (8.17)

D’apres les calculs effectués dans [16], la valeur Cy (V) conjecturée par Peyre pour le
terme principal de la formule asymptotique (8.1) constante s’écrit

Cu(V) =0 [ [ @) (8.18)
p
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oll W €t w, désignent respectivement les volumes relatifs aux densités archimédienne et
p-adique des sous-domaines de la boule de rayon B dans R® limités par la surface V.

Commencons par le calcul des différents facteurs apparaissant dans (8.18). Pour tout
nombre premier p, nous avons

1
wp = lim —— > 1. (8.19)
v—>00
p (u,0,%,y,0€(Z/p" 7)°
P(u,v)?=x2+y? (mod p")
pt,v).pt(x.y.1)

Pour évaluer cette limite, nous faisons appel au calcul des quantités
N@' a):={(x,y) € (Z/p"T)* :x* +y? =a (mod p")}| (peP,aeN),

ol P désigne ’ensemble des nombres premiers.
Rappelons la définition de 'ensemble &€ en (7.1). Nous avons (voir par exemple [2])

p'A+1/p) sip=3 (mod 4),vp(a) <vet2]|a,
Np", a)=< {1+ v,@}p"(1—1/p) sip=1 (mod 4), vy(a) <v, (8.20)
ovtl siaef.

Comme (t, p) = 1 dans (8.19), il s’ensuit que, lorsque p =3 (mod 4), nous avons

1-1

wp = lim 31)/]7 E 1
V—>00

P (u,v,x,y,0)€(Z/p"L)°

P(u,v)=x>+y? (mod p")

)
1 1 * * ok % k41
_ (1 _ 2) o1 QP(QP) 5 QP(QIZ ) QP(2II7(+2 ) (8.21)
P =~ P
2|k
1 1 x@op(@”)
( PQ) p? ; p

Pour plus de détails sur ce type de calcul, le lecteur pourra consulter le paragraphe 2
de [4].

Lorsque p =1 (mod 4), désignons, pour £ > 0, par w,(£) la contribution a w, des
quintuplets (u, v, x, y, 1) tels que v, () = £. Il résulte alors de (8.20) que

2 * * (K * (o k+1
wp(0)=<1—;> 1—12—Q’;(2p)+2(k+1)<92(2’z)_91°<1’ ))

2k+2
p =1 p
1\? 1 05(p")
(o feene)
p pe = Y
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et
(1—1/p)? 1 Q(P) s op@*th
ap(l) = == 1= = P +; (P ;2k+2)
_ 2
d’ou

2 2 VY q % ()
w,,:(l—pé) +<1—;> Z% (p=1 (mod 4)). (8.22)

v>1 p

Pour calculer w2, nous observons que les conditions de sommations dans (8.19)
impliquent vo(r) =0. Il y a 2°~! nombres impairs dans [1, 2"]. 11 résulte donc de (8.20)

que
= li ! 1=1 L 1 8.23
w2= lim ot > Jim o > - (82
(u,v,x,)€(Z/2"2)* (,0)€(Z/2" 7)>
P(u,v)=x>+y? (mod 2") P(u,v)e€ (mod 2V)
24(u,v) 2t (u,v)

Montrons ensuite la formule
Woo = %nvol(Rp). (8.24)

Gréce a la symétrie du probléme, nous pouvons nous restreindre a évaluer une intégrale
sur le premier quadrant x > 0 et y > 0. Il suit

/ dudv dtdy

D 24/12P(u, v) —

—2 i
R BlogB

avec
= {(u, v, 1Y) eR*: (u,v) € Rp(\/B/t), 0<y<ty/Pu,v),1 <t<B}.

En faisant appel a la formule (7.9), nous obtenons

1
Woo = %71 lim / dt/ dudv
B—oo BlogB Jq Rp(v/B/D)

Lrvol(Rp) ! /B a1 vol(Rp) (8.25)
= 57TVO 11m — = 57TVO . .
2 P g oo log B t 2 P

Nous sommes a présent en mesure d’effectuer la vérification annoncée. La constante
Cp apparaissant dans (8.1) est définie en (8.16). Compte tenu de (2.12), (8.10) et (8.14),
nous obtenons la représentation

d)x (d)*r(d)¢" (d)W*(d; P
cP=f6H<1+x1<)p>)Z X (d)r( );() @ P) chp
r d=1
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ou l'on a posé

W*(p; P
o= s Wi(1; P), c,,:=<1+xp(p)>{w;(1;f>)—%} (p>2).

Les formules (8.11), (8.12) et (8.14) nous permettent donc de calculer les c,. Nous
allons en fait établir que ’'on a

p=w, (PeP), (8.26)

ce qui, compte tenu de (8.24), suffira & prouver (8.17).
Pour p = 2, cela découle immédiatement de (8.23) au vu de (8.12).
Lorsque p = 3mod 4, nous avons r(p) = 0 et donc, d’apres (8.14),

S S

p v=1

La formule escomptée résulte donc de (8.21).
Lorsque p = 1 mod 4, nous avons x (p) =1 et r(p) =8, donc

1 1 op(p” )
o= (1-3){1- 5+ DR - > U

P v>1 v>0 p
2 2
:Q‘2>+<L'> w0 oy,
p r/, =1 P
d’apres (8.22).

Cela acheve la preuve de (8.17).

(8.27)

9. Le cas P = PP : preuve du Théoréme 1.2

9.1. Présentation

Nous précisons ici le schéma de la démonstration du Théoreme 1.2.
Supposant que la forme binaire P se décompose sous la forme P = P1P2 ou Py et Pa
sont de degré 2 et irréductibles sur Q[i], nous notons

= |Res(P1, P2)| (9.1)

le résultant de P et P2, de sorte que ¢q|pged(P1(x),P2(x)) avec x = (m,n) et
pged(m, n) = 1 implique g | A.

L’étude asymptotique de l'expression (2.6) pour Np(B) nécessite une estimation des
sommes Sp définies en (2.5). A cette fin, pour chaque vecteur x € Z? tel que (m,n) =1 et
chaque diviseur fixé d sans facteur carré de P(x) = P1(x)P2(x), nous insérons la formule

P1(x)Po(x) 1 P1EPa()
d = 20(dP1(x),P2(0)) Z MN— -

1119

5} |P1(x) t2 | P2(x)
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Lorsque ¢ € X := {—1, 1}, nous posons, en cohérence avec (2.1),
Rpe = {x eR?: |x]loo < 1, 8P1(x) > 0, ePo(x) > 0}. (9.2)

Rappelant la notation (3.3) pour les ensembles A(s; T), nous définissons en outre,
pour tous d,D € N*2 tels que d;|D; (G =1,2), tout vecteur T := (T1,T2) et tout
domaine R de R2 satisfaisant (H1) et tel que T;(R) C 10, oo[ (i =1, 2),

X o T1(x) Ta(x)
wann- = o(12),(3)

xeAD;T)NR(E)
(m,n)=1

En insérant alors (2.10) dans (2.6), nous obtenons

Np(B) = Q%Zu(d)x(d) > fa(n)
d<B n<min{B/d,BJPT/d%?2 }
- 9.3)
XY x()ut3)Spy b <\/; t> :
teN*3

tito=d, t3 | A
ou 'on a posé

Sppy(E ) =

eeX xeA(t1t3,1213;P1,P2)NRp e (§)
(m,n)=1

Z r(eP1(x)/t1t3)r(ePa(x) /tat3)

9w((d,P1(x),P2(x)))

k/
=2, > % wpepy (6 (113, t213), (113, KK'], (1213, KK']); Rpe).  (9:4)

eeX kk' | (A,d)

Une inversion de Md&bius permet de disposer de la condition (m,n) = 1 dans la somme
Q5 (€,d,D; Rp). Nous pouvons donc nous contenter d’estimer

Or¢.d.D;R)= > r<T1(x)) r<T2(x)> 9.5)

xeAD:T)NRE) d da

ot R est un domaine de R2 vérifiant (H1) et T1, T sont des formes binaires quadratiques
irréductibles sur Q[i] telles que T;(R) C 10, ool (j=1, 2).

9.2. Sommes de carrés localisées : énoncé des formules asymptotiques

Nous verrons au § 9.4 comment une manipulation de routine sur les réseaux couplée a
un changement de variables permet de réduire Pestimation de la quantité (9.5) a celle de

QE T, R)=0QrE (1L, (L1:;R)= Y r(T1@)r(Ta(x)). (9.6)

x€Z2NR(E)

Il s’agit donc de démontrer le pendant du Lemme 7.1. Par analogie avec les hypotheses
(H2) et (H3) considérées au § 5.2, nous introduisons les conditions:

(H5) Ti et To sont des formes binaires de Z[X, Y] irréductibles sur Q[i] de degré 2 non
proportionnelles ;
(H3) T1(R) C]0, ool, T2(R) C]0, ool.
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Nous posons alors, parallélement & (5.3),
81 = 87(R) := sup max |Tj(x)| /2, (9.7)
xeRJ=1.2 -

et retenons la notation d.(R) de (5.3).

Enfin, pour T = (T, T2), nous posons |T| := max{||T1||, ||T2||} et rappelons la
notation &, introduite en (7.3).

Lemme 9.1. Soient ¢ >0, « >0, J1, Jo € Z[X,Y] des formes binaires de degré 2
irréductibles sur Q[i], M € M2(Z)*, q1, g2 € N*, tels que 2t q1q2 détM, et R un domaine
de R? vérifiant (H1). Sous Uhypothése que les formes binaires Ti(i = 1, 2) définies par
Ti(x) :=J;(Mx)/q; (x € RQ) sont a coefficients entiers et vérifient (Hy) et (Hj), et sous les
conditions
£ T LM, 1/E<o <E¥? 1/\E<w <82 08)
S(R) <o, Sp(R)<V, #<|T|Y 0, '

nous avons

QE: T, R) = n2K(T)vol(R)E2 + O ( (9.9)

IT|I6%(0 + ©)?
(log§)3/104 ’
ot K(T) := Hp Kp(T) et

Ko(T) := lim 2~ 2”+2\{xe(Z/2”Z) :Tix) €&, (i=1,2)}]

V—>00

v

veN2

K,(T) :

De plus, pour tout nombre premier p, nous avons
Kp(T) = vli%p—4“|{(x, s.t) € (Z/p"D)° : Tix) =57 +1 (mod p*) (i=1,2)}|. (9.10)
La somme Q(&; T, R) dénombre les solutions entieres du systéme diophantien
ST+ =Tim.n) (i=1,2) (9.11)

sous la condition x = (m,n) € R(). Comme dans le cas de la constante K(T)
apparaissant dans (7.5), il est possible de montrer que K(T') est le produit des densités
p-adiques associées et que la densité archimédienne associée est bien égale & 72vol(R).

Il est & noter que le systéme (9.11) correspond & lintersection de deux quadriques
dans l’espace affine de dimension 6. La possibilité d’une évaluation asymptotique du
nombre des solutions entieres représente donc un progres significatif dans les problemes
de cette catégorie. En effet, a ce jour, la mise en ceuvre de la méthode du cercle, qui est
I’outil standard pour ce type de résultat, nécessite trois hypotheses supplémentaires : que
les formes quadratiques soient diagonales, que l'intersection des deux quadriques soit
non singuliere et que le nombre total des variables soit au moins égal & 9 — cf. [14].
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9.3. Preuve du Lemme 9.1

Comme la structure de la démonstration est semblable a celle du Lemme 7.1, nous
omettrons certains détails.
Nous commengons par estimer la constante IC(T').

Lemme 9.2. Dans les hypothéses du Lemme 9.1,
50
K(T) < {loga (2 + q142IIT1) }

ot la constante implicite dépend au plus de €, k, J1, Jo.

Démonstration. Pour chaque nombre premier impair p, désignons par &,(T) et F,(T) les
contributions respectives a la somme

Z (pv1+v2)QT (Pvlapw)
X p2u1+2v2
(v1,v2)eN2

des couples (v1, v2) tels que 1 < v1, v2 < 2 et max(vy, vg) > 3, de sorte que

2
K, (T) = (1 - X;‘”) U+&M + 5T (> 2).

Majorons F,(T). D’apres (3.5), nous pouvons écrire pour tous entiers vy >0, vy >0
QT(pvl’pvg) < min{pzulg}; (pvz)’pzng;rl (pvl)} < 5p2u1+2vQ—max{[v1/2],(u2/2]}’
donc
Fp(T) < 1/p%,

ou la constante implicite est absolue.
Rappelons la définition des ensembles A(s; T) en (3.3) et posons

A*(s;T) = {(m,n) € A(s; T) : (m,n,s152) = 1}, 05 (s) := |A*(s; T) N[0, 51522
En classant les couples (m, n) comptés dans or (p*?, p*?) selon la valeur de

vp ((m, n,pmaX{(V1/2)’(”2/2)})> ’

nous obtenons la relation générale

or (p™.p"?) = > o (PO 22T e () > 1 vy > 1)
0<k<max{[v1/27,[v2/21}

ou l'on a posé my := 2min{vy, 2k} + 2 min{ve, 2k} — 2k. En particulier, nous avons
or(P™, p") = 07 (P, p*) +pP T2 (1<, < 2),

le premier terme du membre de droite étant nul si p ne divise pas le résultant
Res(Tq, T2).

Lorsque p { disc(T}) (j = 1, 2), nous avons, d’apres le Lemme 3.2, Q;j(p") < 5p. Enfin,
rappelons que Res(T1, T2)disc(T1)disc(T2) | D* ou D* := disc(T1T2). Lorsque p 1 D*, nous
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obtenons donc

X(P))2 QT,(PV) (1)
Kp(T)=|1-—= 1+ E x@ +0|—
p( ) ( ) P)

ve(l,2}
j=1,2
01.(p) — 1
=1+ Y x( ’p +0<p2>

j=1,2

alors qu'une majoration grossiere a partir du Lemme 3.2 fournit, pour tout nombre
premier p,

42 1
KP<T><1++0(2>
p p

ou la constante implicite est absolue. Nous concluons en remarquant que Q;S ) = Q;; »)
lorsque pt dét M. En effet, notant que o(T) < 4, nous obtenons

[ < I @ ]I <1+42>
p

pl2D* dét M p|D* dét M p

< I 1+Zx(p)glf(p) +0(;2> 11 (1+?>

p =12 p|D* dét M
50 50
<nse I (14 =) < {loga@+ q1g20 TN},
| D* dét M p

ol nous avons utilisé le Lemme 3.3 pour majorer le premier produit de la deuxieme ligne
et, pour la derniere estimation, pris en compte 'identité

(dét M)? dét Jy =gt dét T; (i=1,2). O

Nous pouvons dorénavant supposer

IT] < (og&)'/e. (9.12)

En effet, lorsque cette condition n’est pas réalisée, il résulte du Lemme 9.2 que le terme
principal de (9.9) peut étre absorbé par le terme résiduel. La formule (9.9) découle alors
trivialement de la majoration

QE:; T, R) L |IT|*0%&> (9.13)

issue du Théoreme 4.2 et du Lemme 4.3.

La réduction (9.12) étant opérée, un second préalable indispensable & la preuve
du Lemme 9.1 consiste a établir un résultat de niveau de répartition analogue au
Lemme 5.2. Il s’agit donc de majorer, pour y = (y1, y2) € [2, oo[? et & assez grand,

0)
PEy:T.o0):= > supl|[AGT)NRIE)| - 1(73)52‘”2
1<y (=1,2) 112

21’[1[2
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ot le supremum est pris sur Pensemble des parties convexes R de R? telles que
300(R) <0, 81(R) < ¥, et dont la longueur de la frontiére est < o.

Nous nous contentons d’énoncer le résultat que nous utiliserons. Il est a noter
a ce stade que, contrairement & la situation considérée au Lemme 7.1, un facteur
supplémentaire < (log£)?1) est ici acceptable dans le majorant. Le lecteur pourra se
reporter & [25] ol est établie une version faible, non uniforme dans les coefficients de T,
d’un résultat de méme nature.

Lemme 9.3. Soient ¢ >0, k > 0, J1,J2 € Z[X, Y] deuz formes binaires irréductibles sur
Q de degré 2, M € Ma(Z)*, q1, g2 € N*, et R un domaine de R? vérifiant (H1). Sous
Uhypothése que les formes binaires T1, Ty définies par Ti(x) = J;(Mx)/q; (x e R%,i=1,2)
sont a coefficients entiers et vérifient (Hy) et (H3) et sous les conditions

2, &> et 4 m,

>
9.14
1/VE<o <& 1/E<w <EY? v <TI0, (914)
nous avons
O,y T,0,9) < T (log&)? {0 /y1yz +y1y2} - (9.15)

La constante implicite dans (9.15) dépend au plus de k, €, J1, J2.

Supposant cette majoration acquise, nous commencons par réduire ’étude au cas ou
m impair et Tq et To satisfont Tj(x) = m? (mod 4) (G =1,2): ces conditions impliquent
Tj(x) =1 (mod 4) pour tous les vecteurs x apparaissant dans la sommation.

En scindant la sommation selon les valeurs de va((m, n)) et v2(Tj(x)) et en faisant
systématiquement usage de la relation r(2n) = r(n), nous obtenons

Q&ET.R) =) Qi(¢/2:T.R) (9.16)
j=0
ou l'on a posé

QUET. R = Y, r(Mi@)r(T@)= > > r(T1(0))r(T2(0)).
x€Z2NR(E) (k1.k2)eN?  xeZ2NR(&)
24(m,n) 24(m,n)
v2(Ti(x))=k; (i=1,2)
Notons, a des fins de référence ultérieure, que les conditions arithmétiques de la
somme intérieure s’écrivent encore
2 (m,n), Ti(x) =20 (mod 2"1‘”) (i=1,2). (9.17)

Pour k = (k1,ko) € N2, désignons par W Densemble des solutions dans {1} x
7,)2k1+k2 427, qu systeme

Tix) = 28 (mod 2"'“) (i=1,2),

identifié avec une famille de représentants dans {1} x [0, 260 T%2+2[ L’ensemble des
solutions x = (m, n) de (9.17) ott m est impair coincide donc avec I’ensemble des vecteurs
x satisfaisant a x = ma (mod 2k1+k2+2) lorsque « décrit Wk.
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Symétriquement, désignons par Z; Pensemble des solutions dans Z/2K1+k2+27, % (1}
du systeme Tj(X,1) = 2% (mod 2ki+2) (i=1,2) telles que X =0 (mod 2), identifié
avec une famille de représentants dans [0, 260T%2+2[ Alors l'ensemble des solutions
x = (m,n) de (9.17) ot m est pair coincide avec I’ensemble des vecteurs x vérifiant
x = na (mod 2k1+k2+2) ol n est impair et o décrit Z.

Pour chaque vecteur k € N2, nous introduisons, & 'image de (7.15), les matrices

1 0
(,3 2k1+k2+2> st = (1, f) € Wi

(ﬂ ok1+ka+2 (9'18)

Uy =

1 0 > sita=(8,1) € Z,

et les formes binaires définies par
Tiak®) = T{(Uayx) /2 (x€Z%i=1,2).

Des manipulations identiques & celles qui conduisent & (7.21) permettent d’écrire

QUET.R) =Y Y. Q2 Tak Rak), (9.19)
keN2 aeWUZ;
avec
Rox:=1{xe€ R?: Ugx €R}, Qa2 T, R):= Z r(T1(x))r(T2(x)). (9.20)

xeZ2NR(§)
m=1mod 2

La deuxiéme étape consiste a appliquer (7.28) pour décomposer r(T1 4.k (X)) avec les
choix
. . 242 1,922 _ N 6
Ty:=1[1y], Zo:=1ly, 0% /yl, I3:=1976"/y,00[, y=y1:=0&/(log§)

puis pour décomposer r(T2,q k(X)) avec a présent y = yg := & de sorte que 7o = @.
L’analogue de la formule (7.29) s’écrit

QUET.R)= > > QuET.R), (9.21)
1<j<3 he{1,3)
avec pour (j, h) € {1, 2, 3} x {1, 3},
Q& T, RYy=2">" > ri(Trax®)m(Toar®).  (9.22)
keN2 aeWUZy xeRy 1 (£)NZ2

Lorsque j # 2, ces sommes sont estimées grace au Lemme 9.3. Nous omettons les détails,
qui sont standard.
Il reste a majorer

Q& T, Ry = Y QTR

he{1,3}
=2t > @) Y x@).
xeR(E)NZ2 11| T1(x)
2t(m,n) 1€y
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Nous procédons comme pour (7.42), mais les détails sont beaucoup plus simples car il
n’est pas nécessaire ici d’introduire ’analogue des fonctions 7.

Dans 'idée d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous observons qu’en vertu du
Théoreme 4.2, du Lemme 4.3 et du Théoreme 4.4, nous avons

> KAL), 0)* LTI 0°E2Ey, 1, (08; AC, X), 7)
xeRE)NZ2
< TN o2E2Ey, (0&; AC, X))Ep (0&; 1) < IT|Fo262L(0E)”

ou & ne dépend que de J1. Nous avons utilisé ici (3.12) sous la forme Ej, (0, r) < 1.
Posons alors

Bi(&) = {x e R(E) N Z*:3d| T1(x) : 9&/(log§)° <d < vE(log&)®},  (9.23)
et

Bi(§):= Y r(Ta)).
xeB1(§)

Cette quantité est analogue a (7.39), le terme r(T2(x)) étant borné en moyenne.
L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

2
Q1a(&: T.R)* < [logat > r(T2a@)A(T1(x). X)
xeB1(§)
< (logo€)?B1(®)IT|F 0?6 L(0E)™. (9.24)

Nous allons majorer B1(§) en faisant appel au Théoreme 4.2. Soit § = §(x) €]0, 1]
tel que ||T||® < coo&, oit co est la constante apparaissant dans (4.6). Supposons alors,
sans perte de généralité, que & < §/4 000, fixons z = z(g) > 3 tel que (log2)/logz < ¢ et
rappelons la définition (7.43) de £2.(n).

Soit n €]0, 1[. La contribution B1; & Bi1(§) des vecteurs x tels que £2,(T1(x)) >
(1 + n)logy€ n’excede pas

Z r(To(x))(1 + n)ﬂz(Tl(x))—(lJrn)logQg
xeR(E)NZ2

IT6026%E), 20&; y5)E), (2085 1) |IT o2&

< (log &)+mlog(1+n) (log £)20+n)

(9.25)

Par ailleurs, en appliquant un analogue adéquat de (5.24), nous obtenons que la
contribution Bia & B1(£) des vecteurs x tels que Ty (x) < 92£2 / (logé)2 satisfait
IT|°0 %>

ViogE -

Tous les vecteurs x comptés dans la contribution complémentaire B13 sont tels que 77 (x)
possede un diviseur ¢ tel que

2.() < LA+ nlogat, 9&/(log£)® <1< ¥E(logé)C.

B2 K (9.26)
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En effet, si d désigne le diviseur de T1(x) apparaissant dans (9.23), ces conditions sont
satisfaites pour t = d ou t := T1(x)/d. Il s’ensuit que

Bi3 < r(T2(x)).
> >

0&/(log&)8 <1<¥£(log£)8 xeR(E)NZ?
2:(0< 3 (1+1)]ogat 11T1(x)

L’analogue de (5.8) s’écrit
ATy = || AT | U b4,
b () bly1(t) Aelr(tp)
avec fp :=t/(t, b?) et
v =" (9.27)
p’lit

Les ensembles A, sont des réseaux de déterminant #, et |Ur, (f)] = Q?l (tp)/(tp). De
plus, nous avons

on, (0 _ 3 of, )

2 200ty
b O

Considérons 'un quelconque des réseaux Ag avec s =1, de base minimale (v, wy)
choisie de sorte que |lvg| < |lws|l et [|vsll |ws]| < s. En raisonnant comme pour (5.13),
nous obtenons

Yo (@)<Y r(T20avs+ Aawy). (9.28)

xeRENA A1<20/b]lvs||
A2<20& /bllws||

Si b|lws|| < ((7.§)1_87 nous sommes en mesure d’appliquer le Théoréeme 4.2 avec F1 =1,
F2 = r, pour estimer la derniere somme. Nous obtenons ainsi

262
o
Y )< ”T”WTzi'
XeR(E)NA

La contribution globale de tels couples (b, ) & la somme B13 est donc

*
£/2 242 QTl(tb)
L|T|**0%& Z Z Do)ty
€/ (log &)8 <t<vE(logg)d bIY1 ()
2:(0< 3 (1+mlogyé
+ 2,()—%(14+n)logat
or, ) (1+n 2 (9.29)
TIE/262£2 1
<TI0 > ol

v€/(log §)8 <1<v&(log )0
ITf02&2 (logy)
(log £)2A+m/2)

Si b|ws| > (c&)17¢, alors

K %€ (lo 6
sl <« —— « 250088

o € epie I e 1og ) < ITIV (08)*
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La contribution globale de tels couples (b, t) a la somme B13 est donc

L T2 (08) e

3 F(T1(v) (9.30)

v
WI<ITIY4(08)2e vl

ou F est la fonction multiplicative définie par

o7, (ty)
F(n) :=Z Z L =)
T bl P

Un calcul standard permet de déduire des majorations du Lemme 3.2 que
Fn)y <n'™ (n>1).

Nous en déduisons que

F(T1 (v))
> o € > T2 o e
lwl<IT (/4 (0§)2e vl <IT| /4 (c§)2e

< ||T||5/4+28(O'§)26(3+28) < (0_5)78’

o la derniére estimation découle de (9.12) et ol nous avons supposé sans perte de
généralité que ¢ < 1/5.
En reportant dans (9.29) puis dans (9.30), nous obtenons

I |05 logyé

Bis < ogpyo@mmd

En tenant compte de (9.25) et (9.26), nous obtenons finalement que la majoration
suivante est valable pour tout n €10, 1[:

IT1° (0 + 9)?§logys
B1(8) < (og eymmiotm. o /m.1721

(9.31)

d’ot, en reportant dans (9.24),

IT|I* (0 + 9)2¢>
(log§)°
des que § < maxg<;<1 min{%, %Q(%(l + 1)), %Q(l + n)}. Pour n =0, 359, nous obtenons
8§ >0,0289 > 3/104.
Cela acheve la preuve du Lemme 9.1.

Q26T R) K

9.4. Estimation asymptotique de Np(B) lorsque P = P1 P2

Nous allons établir ici la formule asymptotique

1
Np(B) = {vaol(Rp) + 0 (W) } BlogB (B — 00), (9.32)

ou Cp est une constante indépendante de H et Rp est défini par (2.1). La preuve repose
sur les manipulations semblables & celles qui ont été effectuées au § 8 pour établir (8.1).
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Conformément & ce qui a été annoncé au §9.2, nous commengons par déduire du
Lemme 9.1 une estimation générale pour la quantité Qr(&,d,D;R) introduite en
(9.5) lorsque T = (T1, T2) est un couple de formes quadratiques irréductibles sur Q[],
D = (D1, D2) € N*? et d = (d1, do) € N*? avec d;|D; (j =1, 2).

Dans ce contexte, 'équivalent de (5.8) pour A(d; T) s’écrit

AD;T) = |_| bA*(Dp; T) (9.33)
b1 y1(D1,D2])
ou Y1 est la fonction définie en (9.27) et oli 'on a posé

Dq Do
Dy =DrpD2p). - Drvi= =y Doi= g Sy

Il s’agit maintenant de décrire les ensembles A*(s; T') (s = (51, 52) € N*z) en termes
de réseaux. L’analyse est semblable & celle qui a été conduite au §5.1 pour A*(s; T).
Dans A*(s; T), nous définissons une relation d’équivalence en convenant que x ~ y si, et
seulement si, il existe A € Z tel que

y=Xxx (mod s159),

et nous notons que cela implique (X,s1s2) = 1. L’ensemble Ur(s) des classes
d’équivalence induit donc une partition de A*(s; T). Pour tout A € Ur(s) et tout x € A,
nous avons

A={ye A" (s;T):In € Z, (A, s152) =1,y = Ax (mod s152) }.

Comme A est déterminé modulo sis2 de maniére unique par y, nous avons |[A N
2 N
[0, s152[*| = @(s152), d’ou

lUr (s1, 52)| = 07 (s152) /@ (s152). (9.34)
De plus, pour toute classe A de Uy (s), tout diviseur r de s1s9 et tout x de A, ’ensemble
A= {yeZQ:HAeZ,yEAx (mod t)}

est un sous-réseau de Z2 de rang 2 et de déterminant 7, dont la définition ne dépend pas
du choix de x dans A.
Par analogie a (2.8), nous posons, pour £ € N*, j=1, 2

dig:=di/(d. €%, 1= [] p" Tewv):=01Tiw v)/(d;. €%).  (9.35)
pUll¢.p>2
Lorsque & >0, A e Ur (D), b € N*, e |d1 pd2,p, nous posons

T T
Gi(E,d, D, A; e,b) = > ,( ZL”) r< 2,b(x)) |

d:
x €eAp) ypy ,/eNMR(E/D) 2b
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Notant T} := (T4, T2.5), nous pouvons écrire

Or¢.d.D:R)= > 3 . <Tz,(bx)) . <T2,h(x)>

d
b | 1 (D1.D2]) xe A*(Dy: Tp)R(E /b) 2.

= > Yo > w@%(E.d.D, Ase. b).

b | ¥1(ID1,D2]) AeUr (Dp) e|D1,pD2 1

De la méme maniere que dans le cas T irréductible, nous introduisons quelques
notations afin d’appliquer le Lemme 9.1.

Pour chaque b|y1([D1, D2]) et chaque réseau A € Ur(Dp), nous définissons une
application linéaire E telle que E(Z%) = eAp, ,p,,/e. Posant R}, := {x € R? : Ex € R/b},
nous avons donc
vol(R)  vol(R)
b2 dét E b2D1,bD2,be.

vol(Ry) =

Introduisant les formes binaires définies par M;g(v) =T ,(Ev)/d;p, (v € 72, j=1,2),
nous pouvons écrire, avec la notation (9.6),

GE.d. D, Aeb)y= > r(MLp®)r(Mae®)) = Q(&: M1g, Mo, Ry).
veZ2NR}(E)

Notant Mg := (M1 g, M2 g), nous avons alors, avec la notation (9.7),

Smp (Ry) = sup max{|Tj(0)|/?/dj} := 04 < 57(R).
xeRJ=1.2

Le Lemme 9.1 fournit
72Kpvol(R)&2
bQDLhDQ’be

ou Kg:=KMg) = Hp KP(ME).
Il reste a poser

Keu(e)
W@d.D.T):= > > > WZDEW

b| ¥1(ID1.D2]) AeUr (D1 p,D2 p) elD1,5D2,p

2 2
Y(.d.D, Ase.b) = é</b+z9>> |

+0 ((”T”DlDZ) (Iog £)3/101

(on la dépendance en d est implicite dans Kg) et

DT = Y 3 > uE@?

b | ¢1([D1.D2]) Aelr (D1,5.D2 1) €lD1,pD2,p

_ Z 07,.1,(D1.b, D2.p)

@(D1,pD3 1) 201020 < (D1Da)f

b|y1([D1,D2])

pour obtenir

2 2
Or(¢,d,D; R) = n*vol(R)W(d, D, T)E% + O (n(D; T)(||T”D1D2)g§ (or + 1) ) '

(log §)3/10%
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Parallélement & (8.4), nous obtenons

W@d.D.T)=][W,d.D.T)

14
avec
. 1
W2@.D.T) = lim o5 > !
xe(Z/2"7)?
Ti(x)ed;E, (i=1,2)
et
W,d.D,T) = li ! 1
p@d.D.T) := VE&W 2

(x.s.0€Z/p"L)*
T;(x)=p*» ) (s?4+12) (mod p")
T;(x)=0 (mod p”l’(Di)) P>2)

2 N1 N2
x(p) er\pt.p
= (1 - ) Z X (P (2N1+2N2 )
P veN2 p
ou ’on a posé dans la sommation
N; :=max{v,(D;), v; + v,(d))}. (9.36)
Notant d¢ := (d1 ¢, d2.¢), nous avons
Q7 (€.d.D;R) =Y w()Q(/¢,de, De; Te, R),
LeN*

de sorte que, pour R fixé, nous pouvons écrire

eg2
Qp(§.d.D: R) = n*vol(R)W*d. D: T)§* + O ( w57 ) ’

(log &)37101
avec

()
W@DiT) = Y S Wde D To).
LeN*

Parallelement & (8.10), nous pouvons représenter W*(d, D; T) sous forme d’'un produit
eulérien, soit

W*d.D;T)=[[W;@.D:T) (9.37)
P
avec7
1
Wi, D;T) = lim sy > 1
xe(Z)2"7)?
Ti(x)ed;E, (i=1,2)
2f(x1,x2)

7 Rappelons la définition des ensembles &, en (7.3).
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et
Wid,D;T) =1 L 1 2
@.D:1) = I s,y 2 ®>2).
(x.5.0)e(Z/p )
T;(x)=p*? @) (s2+12) (mod p")
Ti(x)=0 <m0d p”P(Di)) Pt (x1,x2)

Conservant la notation (9.36), nous avons

N1 N2
Wi, D;T) = (1 — X(p)> S x Pt TP up(D1D2) > 1). (9.38)

2N1+2N2
veN2

Lorsque v,(D1D32) = 0, cette formule reste valable quitte a y remplacer le terme
correspondant & v = 0 par 1 — 1/p2.
Nous obtenons enfin en reportant dans (9.4), pour ¢ = (f1, f2, 13) € N*3,

NE£2
Spy.py(E.5) =72 vol(Rp )W (£, )6 + O (é:g’?%) , (9.39)
geX

oll nous avons posé, avec la notation (9.1),

/
Fp o) W) / .
Wit o)=Y oW (s, tats), (s, KK, ltats, KK'D); eP1,ePo). (940)
kK" | (A, t112)
Pour sommer sur #¢, nous introduisons, comme en (8.15), un parametre de
troncature D. Le terme résiduel sera estimé a l'aide d’une majoration de Sp, p,(§,t)
lorsque t1t2 > D — rappelons que dans ce contexte, la variable t3 demeure bornée,

cf. (9.3).

Lemme 9.4. Soient T1, To € Z[X, Y] deux formes binaires de degré 2, irréductibles sur
QIil, non proportionnelles, et soit € > 0. Sous les conditions € > 1, t1, 12,13 > 1 tels que
t3| Res(Ty, T2), M2(13),u2 (112) = 1, nous avons

Sry.1, (6, 8) L (1112)° ( f +51+8> : (9.41)

Nous omettons la démonstration qui est semblable a celle du Lemme 6.1.
De la méme maniére qu’en (8.15), nous pouvons montrer que, dans la somme (9.3), la
contribution a Np(B) des triplets ¢ tels que t1t2 > D est
BlogB
Dl-¢/2’°
pourvu que D < /logB. Nous reportons alors l'estimation (9.39) pour Sp, p,(&,¢)
dans (9.3). La contribution du terme d’erreur est

Le choix D = (logB)3/2%% fournit des termes d’erreur acceptables, Pexposant 1/70
apparaissant dans la formule (9.32) est < 3/208.
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Grace au Lemme 2.2, nous obtenons que le terme principal vaut

’B d)x(d
D SRCIID D S

ceX d<D teN*3
d=t1t2,t3 | A
fa(n)

x > .
n<min{B/d,B\/TP|/d3/%}

7B w@dr(d)p’(d)

S L)yl
eeX d<D
x Y X)W, e){log B+ Olog 2d))
teN*3

d=t1t2,t3 | A

= vol(Rp) Blog B{Cp + O(1/D' %)}

avec

vol(Rp) d

=1 teN*3
d=tito, t3 | A

1(Rp ¢ DHr(d)e'(d
Cpem 7232 WP S HAMOCLD S W@ o). (942
eeX

9.5. Validation de la conjecture de Peyre

Nous nous proposons ici d’établir la formule
Cpvol(Rp) = Cy(V) (9.43)

en utilisant la méthode développée dans [5].

Il découle de la proposition 2 de [11] que 'ensemble des classes d’isomorphismes de
torseurs versels au-dessus de V ayant au moins un point rationnel est fini. Cela induit
une partition canonique finie de ’ensemble des points rationnels de V, indexée par toute
famille de représentants de ces classes d’isomorphismes. La constante de Peyre s’exprime
alors naturellement comme somme des constantes asymptotiques de proportionnalité
relatives aux diverses contributions des éléments de la partition — cf. la proposition 4.9
de [5] dans le cas d’un polynoéme scindé.

Le résultant A étant défini par (9.1), nous posons

Aq:= H p, Asz:= H p-

plA plA
p=1(mod 4) p=3(mod 4)

Lorsque y2 +72= t2P1 (u, v)Pa(u, v) et (u, v) = (y, z, t) = 1, il existe un unique signe ¢ € X
et un unique entier naturel ms | Ag tels que

ePi(u,v) >0, 2]|v,(eP;i(u, v)/m3) (p =3 (mod4),iec{l, 2}). (9.44)

On peut associer bijectivement & chaque couple (e, m3) un torseur versel 7 g) sur
V de telle maniere que les Z(¢ my) (6 € X, m3|A3) constituent dans leur ensemble un
systeme complet de représentants des classes d’isomorphismes mentionnées plus haut.
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Les conditions (9.44) correspondent alors aux différents éléments de la partition induite,
disons

V@ = || Viewmy (@), (9.45)

(e,m3)

de ’ensemble des points rationnels de V. Les calculs nécessaires a la vérification de ces
assertions ayant été formalisés, dans le cas ou P est scindé, aux propositions 4.6 et 4.9
de [5], nous omettons les détails supplémentaires.

Supposons ’absence d’obstruction de Brauer-Manin pour la surface V. D’apres un
résultat établi dans [10], nous savons que, si V a des points dans chaque complété de Q,
alors il existe un torseur 7 ms) tel qu’il en soit de méme pour 7(e 3. Or les torseurs
T(e,m3)(Q) vérifient le principe de Hasse. Cela établit, sous I’hypothese précédente,
I'existence d’'un point rationnel de 7(¢ m,)(Q) et donc de Vg sy (Q) et de V.

Le facteur de Batyrev-Tschinkel B(V) apparaissant dans la conjecture de Peyre — voir
[28], p. 335 — vaut ici®

B(V) = |coker(Br(Q) — Br(V))|=2.

Comme dans [5]9, nous écrivons Cg(V)/B(V) comme somme des mesures de
Tamagawa!? des éléments de la partition (9.45), d’ott

CtV) =2 > onViems(Q). (9.46)

eeX
m3 | Az

Par définition de la mesure de Tamagawa, nous avons

01 (Vie.ns) (Q) = woo (e, m3) [ [ wple, m3) (e € X, m3|A3),
p

ol weo(e, m3) et wy(e, mg) sont les densités archimédienne et p-adique associées a la
partie V(g ms)(Q) de V(Q). Cette formule illustre le fait que V(g 3y (Q) vérifie le principe
de Hasse.

Lorsque pf2A3, nous avons

a)p(& m3) = Wp

olt wp est défini en (8.19) et calculé en (8.21) et (8.22).
Lorsque p|2A3, nous avons

1
wp(e,m3) = lim — > 1.
V—>00
P (w,v,x,y,N€(Z/p" L)
P(u,v)?=x?+y? (mod p)
P, v),ptx,y.0)
2| vp(Pi(u,v))—p3

8 Voir la proposition 5.1 de [10].

9 Voir p. 6 de ce travail.
10 Voir notamment la définition 4.6 de [28].
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Les relations (9.44) impliquent que P;(u, v)/ems3 s’écrit comme somme de deux carrés. La
condition P;(u, v) € em3z&, (mod 2¥) (i =1, 2) est donc remplie pour tout v € N, et nous

obtenons
= 1li L 1= 1 1 1
@206 = % 2 = i, 2 ’
(u,0,x,y,0€(Z,/2"7)5 (u,v)e(Z/2"7)?
P(u,v)1?=x?+y? (mod 2") Pi(u,v) € em3z&, (i=1,2)
24(u,v), 24 (x,y, 1) 2f(u,v)

Pi(u,v) € emz&,

ol nous avons utilisé les conditions 21 ¢ et (8.20).
Enfin, comme dans le cas de (8.25), nous avons

oo (8, m3) = 37VOl(Rpe).

Pour vérifier la relation (9.43), nous commengons par effectuer la factorisation
t3 = mim3 avec my | A1 et m3|As. En reportant dans (9.42), nous obtenons alors une
décomposition de la forme

Cpvol(Rp) = > Cple.m3)vol(Rp.c). (9.47)
T

Le probléme est donc réduit a la vérification des égalités
Cp(e, m3)vol(Rp,e) = 2wp(T(e, m3)) (¢ € X, m3|A3).

Pour calculer Cp(g, m3), nous introduisons ensuite les fonctions arithmétiques

(k)
Vi, t2,my) = Y 0@ 11

KK | (A, 1112) p=1 (mod 4)
x Wy ((ryma, tamy), ([fyma, kK], [tgm1, kk']); P1, P2),

Vo(e, mg) 1= Wi ((m3, m3), (m3, m3); eP1, eP2),

Vaimz) =[] Wiz, m3), (m3, m3); Py, Pa),
p=3(mod 4)

de sorte que, avec la notation (9.40), nous avons identiquement, pour ¢ = (¢1, 12),
Wi, &) = Vi(11, t2, m1)V3(m3)Va(e, m3).

ous avons exploité ici le fait que les facteurs p-adiques apparaissant dans (9.37) ne
N loité ici le fait les fact di wy i td 9.37
dépendent pas de ¢ lorsque p > 2.) Il suit

1 pw(d)rd)e’ (d)

Cple, m3) = 3w V3ma)Va(e,m3) Y ————— 3

dz1 teN#3
d=t1ty, m1 | Ay

w(m1)Vi(t1, 12, my). (9.48)
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Notons que le facteur % peut étre interprété comme un produit eulérien. En effet,

d’apres (2.12), nous avons

H1+x(p)/p H(1+x(p)/p)2_§nj 2)\?_1 (9.49)
= x0)/p I=1p? T 46\x) "2 '
Posons encore
1
co(e, m3) :=Vo(s, m3) = hn;o 52 Z 1, (9.50)
(u,v)e(Z)2"7)?
Pi(u,v) € emz&, (i=1,2)
24 (u,v)
et, lorsque p est impair,
1+ x(p)/p ( )" i
cple, m3) = > > (—x®)
1-— 4 1
x)/p 52, p+1 e
pn1<min{l,vp (A1)}
, 81+62=4 (951)
(=D~ * ', n ny .ng
X > 5o o (@ p"). (" p"): Py Po).

Kk’ >0
Kk—+k'<min{s,v,(A1)}

avec
ni=maxie + &' 0}, nli=8i+putus (=12, wi=vm) (=1.3).

En exprimant la somme du membre de droite de (9.48) sous forme de produit eulérien
et en utilisant (9.49), (9.50) et (9.51), nous obtenons

Cp(e,m3)=m H cple, m3).
P

Gréce & (9.38), nous pouvons écrire

§
o) _ (—r(”)) S (a0 G s ), (952)

1—1/p2 Ap+1
A P+ (81,82)eN?
n1<min{l,v,(A1)}
d1+82=4
ou
. (=D 05, p, @™ 1)
5(81,52,/11,#3):2 Z oK p2WNi+N2)
veN2 K,k'>0
K+’ <min{s,vp (A1)}
avec

Ni:=max{c +«', v+ 8 +pu1 +u3} (=1,2).
Posons enfin

’{x e Z/pV1+V2+1Z pU'

1
¥
QPI»P2(p ,p ?) = p2u1+2v2+2
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1
op(p*) = WH" eZ/p" 7 p" | P(x). pt (x1.x2) }-

Lorsque p = 1mod 4, et donc ug =0, nous commencons par réécrire f,(81, 82, 1, 0)
sous la forme

(-1« L
(81,82, 111, 0) = > 5 2. D02+ Dep, p, (M. P%)
Kk’ >0 veN2
k+k’<min{8,v, (A1)} k' +K<N]

avec N/ := v; + 8; + 1. Nous intervertissons les sommations et utilisons la formule

< 1
Z o omin{S.N] Nyl

Kk’ >0
Kc+k'<min{8, N7 .Nj}

Cela fournit

e 0D+ oy
JoB1. 2011, 0) = ) — e m—op, p, (01 P2).

veN2
Posant alors N/ := v; 4+ §;, nous obtenons
i )

> (=DM, 82, 11,0)

m1<min{1,v,(A)}

T N// N// -J— N//+1 ,/+1
= Z(V1+1)(v2+1) (Qplvf’?(p L) _ op,.p, (PN, P2 ))

omin{8,N7,N5} 28
veN2
-}— N// N//
QPI,PQ(P 1,p72)
9min{8,N7,N5}

= > (1 +Dw2+1) —vivg)

veN2
T N// N//
=Y (i+v 1) 2en PP
- 1 2 min{B,N”,N”}
N2 2 1:4V2
ve

Lorsque les N/’ sont fixés, le nombre de couples (81, 82) € {(8, 0), (0, )} tel que N = v;+35;
est égal & 2MIn(8.NT N2} 1] gensuit que

1 op(®@”)
> (X O)"f01. 82, 11, 0) =D (v + Dop(p) =1 - St > ’;QV :
(81,52)€N2 veN veN*
my<min{1,v,(A)}
§1+62=48

En reportant dans (9.52) et en effectuant une manipulation parallele a celle en (8.27),
nous obtenons ¢,(m3) = w,. Ainsi, dans le cas p =1 (mod 4), le facteur ¢, ne dépend pas
de ms.

Lorsque p = 3 (mod 4), nous avons r(p) =0, d’out

1 ) QI*J P (pv1+u3’pV2+u3)
— - _ 1+v2 1,02 .
cple,m3) = (1 p2) Z (=1 p2i+vat2u3)

veN2
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Il vient

1 .
Cp(g, m3) = (1 - }72) Z Q;‘JLPQ (p2v1+ﬂ3,P2v2+“3).

veN2

Or, pour chaque vecteur x compté dans Ql;(pz”) avec v > 1, il existe un unique couple
d’entiers v € N2 tel que p2Viths || Pi(x). A us3 fixé, nous pouvons donc sommer sur les
exposants v plutot que sur les couples (v1, v2).

Si vp(A3) =0, nous avons ug = 0. Nous obtenons dans ce cas

1 t o2 1 1 , 0 (P")
cple, m3) = (1 _pQ) {ZQP(P2 )} = (1 _p2) {1 _lﬁ + Z(—l) 7va }:wp.

veN veN*

Si vp(Asz) =1, nous avons ug € {0, 1}. Nous observons alors que

cp(e, ) +cple,p)=wp (p|A3).

Grace a (8.20), nous obtenons

o1
cple.m3) = cpe.p"*) = lim —o > 1=w(e, m3).
P w,v.x.y.NE(Z/p" L)
P(u,v)P=x>+y? (mod p")
p1 @), pt .y
2| vp(Pi(u,v))— 3

Il s’ensuit que
Cp(e, m3)vol(Rp ) = 205 (Vg (e, m3)),

ce qui fournit la relation souhaitée Cpvol(Rp) = Cy(V) en reportant dans (9.47) et en
comparant avec (9.46).
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